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Problemas para la materia de Cdlculo 1V

1.- Numeros complejos

1. Anota en el recuadro vacio la letra correspondiente para relacionar ambas columnas.

Forma rectangular de un nimero complejo A | Funcién analitica
cos @+ jsen® B | Cauchy- Riemann
Forma polar de un nimero complejo C | x+Jjy

Su derivada existe en un entorno abierto de un punto dado D | ¢

Condicién necesaria para que una funcién sea derivable E 7z

Su derivada existe en un punto dado F | Funcién continua
Entorno circular abierto de radio 1 con centro en el origen G |Z||_l9

Su limite en un punto es igual a la funcién valuadaenese punto | H | (z +Z) /2
Magnitud de un nimero complejo I | Funcién derivable
Parte real del nimero complejo z J |Z| <1

2. Completa la tabla siguiente realizando las conversiones entre polar y rectangular necesarias
Forma rectangular Forma polar Forma exponencial
0.5+0.5)

Jilas

ze—jﬂ'/4

3. Sea z=1-—1i, determina |Z| y Arg(z)

4. Si z=1+i, z,=1+iy gz =1+1i,calcula:

a) (5,+2)(z-2)

b) Z,+2z,+1

2, — 2, ti

5. Resuelve la ecuacién z' —=16=0

6. Sea z;,=2+3i y z,=4-5i, calcula las siguientes expresiones y representa el resultado en forma
rectangular, polar y exponencial.

a) 7,2,

b) (Zl "'Zz)2
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Problemas para la materia de Cdlculo 1V

7. Siz, =1-j y z, =1+ j,realiza las siguientes operaciones, anotando el resultado en forma rectangular
2 +z,= 2/ z,=
Z1Z2= Z13:
8. Sombrea la regién del plano complejo 2 : :

. . . . ! A !
correspondiente a la siguiente desigualdad: - ; - Im@) ; -
|2Z+ j| <1 L S EN e S SR

s T . B I
9. Sombrea con un color diferente la region OSAH _______
representada por 0.5 < |z+i| <1 ' ' ' '
e R — —
10. Dibuja en el plano complejo las 3 raices ctibicas - E ' ' 5 '
de j en su representacion vectorial. B e S K R R R
NG 2 I R B
11. Encuentra los valores de (2+ 2\/51) E : E E E i
L S S R
. 1 _ 2 i ‘ i i ‘ i
12. Resuelve la ecuacion In z =E+7Tl 2 15 1 0.5 0 05 1 15 2
429, .16
. .o ., 1+ +1
13. Realiza la siguiente operacion: PSRFINPTINE
"+ =1
: .. o2 | 3-4i 2—i
14. Realiza la operacion (21—1) 1= +? y expresa el resultado en forma rectangular
—1 +i
15.Si z,=1-i 2, =—2+4i 23 =3-2i  calcula el valor numérico de:
0 (5,+z)(z-2)
Z,+2z,+1
b) ————
2, — 2, ti
16. Demuestra que se cumplen las siguientes igualdades:
a) Re{zz,} =Re{z}Re{z,} -Im{z}Im{z,}
b) Im{zz}=Re{z}Im{z,}+Im{z }Re{z,}
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2.- Variable compleja.

17. Calcula las funciones componentes de la funcién de la variable compleja z = x+ jy, dada por f(z)= L
<

u(x,y)=

v(x,y)=

+1

18. Si z = j calcula los valores de las siguientes funciones complejas, escribe los resultados en forma rectangular

f)=27"

f(z)=e*

f(Z) — Z1/2

f(z)=cos(xz)

f(z)=Log(z)

19. Dibuja en el plano w el mapeo de la recta vertical marcada con flechas ascendentes mostrada en el plano z

0.5

-0.5

4
al transformarla con la funciéon w= f(z) = —1 . Indica con flechas la direccién de la curva en el plano w .
+
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20. Anota una V de verdadero o una F de Falso segtin corresponda a las afirmaciones siguientes:

Si una funcién cumple las condiciones de
Cauchy- Riemann, entonces es derivable

La férmula de Euler sirve para convertir de
Polar a Rectangular

Una funcién derivable en un punto es
analitica en ese punto

Si una funcién es derivable, entonces cumple
las condiciones de Cauchy- Riemann

La férmula de Euler sirve para convertir
de Rectangular a Polar

La parte imaginaria de un nimero complejo es
un nimero real
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21. Verificar si la funcién v =e"senyes arménica y encontrar la funcién analitica de variable compleja
correspondiente.
2
22. Calcular la derivada de (z2 — i) en 7=3-2i.
' o 1 o0
23. A partir de la Férmula de Euler ™ =cos(@)tisen(@), Demostrar que cos(8)= — y que
o -i6
e’ —e
sen(f) =——
2i
24. Verifica que la funcion u(x, y) =4xy3 —4x’ y+xes armoénica. Encuentra ademds la funcién arménica
conjugada de u.
25. (Cudles de las siguientes funciones de variable compleja NO tienen puntos singulares?
(z=D(z+1) 1 1 (z+D(z+2)
a) f(2)=——F— b) f(B)=7F—— o fa)==— d fa)=——
2 Z+z+1 z (z-D(z-2)

3.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

- Integracion de Funciones Complejas.

2+4i
Evaluar L  Z°dz alolargo de la pardbola x =1,y =¢", donde 1<t<2
+i
2z

Calcular (J'DC( ] +dzdonde C eselcirculo |z =3.

z+1

327 +87°—3z+2

Calcular (J'DC 3 dz ,donde C es una curva simple cualquiera que encierraa z =1.

(z-1)
27+8
Calcular (JS ¢ dz ,donde C es el cuadrado de vértices: -1-i, -1+, -3+, -3-i

“(z+2)(z-1)

COSTTZ

Calcular (j)

; > dz donde C es cualquier curva cerrada simple que comprende z =2 .
z7—

1
Calcular (ﬁ ——————dz donde C es Un rectangulo definido por x=0, x=4, y=—-1, y=1.
“(z=1)"(z-3)
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32. Determine los residuos de la funcién f (z) = 2z+3 5
(z+2)(z+4)
2 _ _ [
33. Sea f (z) = z—52-6 , calcular (ﬁ ma’z , donde C encierra todos los ceros de f (z) .
(z2=3)(z+2)(z-1) < f(z)
34. Integra J.C Re z dz en las trayectorias indicadas:  a) c b) C=C+C,

35. Integra f(z) en sentido contrario a las manecillas del reloj alrededor del circulo unitario.

ZZ

a) f(z)=e?

1
b -
D=5

36. Usando la férmula de la integral de Cauchy, integra en sentido contrario al de las manecillas del reloj.

a) @C%dz C:|z|:1

dz
2
Z —

b) ¢ C:lz+1=1

CoSs 1
c) Cﬁc 2; dz C:|Z|=5

37. (Cudles de las siguientes integrales son cero si C es la circunferencia |z| =17?

. 1 1
a) Iczzdz b) Le dz c) Cﬁdz d) Icz—zdz e) L(z3+z+1)dz

38. Usando la férmula de la integral de Cauchy, calcula las siguientes integrales si C es la circunferencia|z| =4.

a) IC %dz

b [
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39. Usando el Teorema de los Residuos, calcula las siguientes integrales si C es la circunferencia |z| =4.
1
[ ——d
Cz(z-1)
<
b e

40. Anota en el recuadro vacio la letra correspondiente para relacionar ambas columnas.

Si f es analitica en el camino cerrado Cy en su interior, entonces ch f(2)dz=0 A | Residuo
Serie donde cada término se obtiene del anterior multiplicindolo por una constante B | Serie de Taylor
Serie cuya suma total es finita C | Serie de Laurent

Si f es analitica en el camino cerrado C'y en su interior, y z, es un punto en el interior
Teorema de Cauchy-

de la regién rodeada por C, entonces J'C%dz =27j f(z,) b Gousart

0
Expresion en términos del indice que representa a cualquier término de una sucesion E | Férmula de Cauchy
Serie de potencias positivas de (z —z,) que representaa f(z) cercade z, F | Sucesién
Serie de potencias positivas y negativas de (z — z,) que representaa f(z) cercade gz, G | Serie geométrica
Define el tamafio de la regién de convergencia de una serie. H | Serie convergente
Coeficiente b_, de la Serie de Laurent alrededor de un punto singular z, I Radio de convergencia
Conjunto infinito de nimeros ordenados en base a un indice entero J Término general

41. ;Cudl de las siguientes series es convergente?

. . - .
a) > (1+ ))f b) > (1.1 0 Y- )y ——
k=0 k=0 o k = (1+ )

42. ;Cudl de las sucesiones cuyo término general se muestra, es convergente?

1 1 k(k—1)
a) T b) (0.9) c) 1+2_/< d) 5

43. Escribe el término general y la suma de todos los términos de las siguientes sucesiones

Sucesion Término General Suma total

a) 1,0.5,0.25, 0.125, 0.0625, 0.03125...

b) 1,-0.5, 0.25, —0.125, 0.0625, —0.03125, ...

¢) 1,0.1,0.01, 0.001, 0.0001, 0.00001, ...

44. Desarrollar f (Z) =¢°, en una serie de Taylor alrededor de z =1 y desarrollar su serie de Maclarin.

Problemas compilados por José Juan Rincon Pasaye FIE-UMSNH -6-




Problemas para la materia de Cdlculo 1V

45. Desarrolla la funcién f(z) = Z—+i en serie de Maclaurin indicando en que regién es valido el desarrollo.
7—

Escribe el procedimiento. Sugerencia: Expresar f(z) en términos de Ll
7—

46. Desarrolla la funcién f(z) = Z—Jri en serie de Laurent en el dominio 1< |z| < 8. (misma sugerencia). Escribe el
7—

procedimiento.

47. Encuentra la serie de Taylor y de Laurent con centro en z,=0 para la funcién f(z) = "
—Z

48. Calcula el residuo de la funcién f(z)=

D en cada uno de sus polos. Escribe el procedimiento.
ANT—

4.- Transformada de Laplace

49. Utilizando la definicion de la transformada de Laplace calcula la transformada de Laplace de

f(t)=€"+6e +3
50. Determina la transformada de Laplace de cada una de las siguientes funciones:

f(t)=4r+8 9 +5 f(¢)=2sen3t +5cos 3t £(t)=(e" —e_3’)2

51. Obtener la transformada de Laplace de la funciones representadas en las figuras siguientes
h(t)
£ 3

5
2

2 1

0 1 2 3 4 o 1 2 3 t

52. Calcula la transformada inversa de Laplace para las siguientes funciones:

3s+1 4 s =2s+4
F(s)= F(s)=——— =_- =
(5) s+4 ) s +4s+3 fl (s+1)(s+2)°

53. Resuelve las siguiente ecuacion diferencial con las condiciones iniciales que se indican:
y"(£)+2y'(t)+10y(r)=3cos2t con  y(0)=1 y'(0)=-2

54. Calcula la transformada de Laplace de la siguiente funcion periddica:
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55. Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

dx

W) 23500

i con las condiciones iniciales:  x(0)=8 y(0)=3
dy(r) _

o= (0)=2x(n)

56. Si en el circuito RLC serie mostrado en la Figura siguiente, no hay carga inicial en el capacitor ni corriente
inicial en la inductancia y el interruptor se cierra en =0, determinese la expresién de la corriente resultante

respecto al tiempo.
H 20
— 558N
t=0

—_

So0v (D i 0.5F T

57. Anota en el recuadro vacio la letra correspondiente para relacionar ambas columnas.

Variable de Laplace A | Arménico

Funcién Escalén Unitario B | Linealidad

Convierte una ecuacién diferencial en una ecuacion algebraica C | Espectro de frecuencia
Sinusoide cuya frecuencia es un multiplo de la fundamental D | Coeficientes de Fourier
Su transformada de Laplace es la multiplicacién de funciones E | Serie de Fourier
Ponderan los arménicos en la serie de Fourier F | Transformada de Laplace
Representa en forma gréfica el contenido de frecuencia de una sefial G | Transformada de Fourier
Sumatoria de arménicos que contiene una sefal periddica H | Convolucién

Expresa el contenido de frecuencia de una sefial no periédica I | u()=1s5it20,u(r)=0si1<0
La transformada de una suma ponderada es la suma ponderada de las J | s=c+jo
transformadas

58. (Cual de las siguientes es la Transformada de Laplace de la funcién f(¢) = e Veos(2(t —Du(t—1)?

o (5+D by o5+ R CL) @ =3 o o 57D
2 2 2 2 2
(s+D)"+4 (s+3)"+4 (s+3) +2 (s=3)"+4 (s=D"+4
d’x(t)

59. Para la ecuacion diferencial e —4x(t)=u(t), (Cudl de las siguientes representaciones algebraicas se
t

obtiene al aplicarle la Transformada de Laplace, con condiciones iniciales cero?
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a) s’ —4=1 b) (s°=4)X(s)=1 c) (s—HX(s)=1/s d) s(s> =4 X (s5)=1

60. Mediante Transformada inversa de Laplace, calcula la solucién particular de la ecuacién diferencial del
problema anterior.

61. Determina V, (t ) para el circuito de la Figura siguiente, si v, (t) =6e U (t) .

5.- Series y Transformada de Fourier.

62. Para la funcién periédica f(¢) de periodo fundamental 4 y amplitud 1, dada por

0 para-2<t<-1yl<t<L2 L ;. o i
f= , Dibuja su gréfica en el dominio del tiempo:

1 para —1<t<1

9 8-7-6-5-4-3-2-12012234 56 7 8 9rt

63. (Cudl es la frecuencia fundamental aproximada de la funcién f(¢) del problema anterior en rad/seg?
a) w=1 b) w=0.25 c) w=1.57 d) w=0.785 e) w=0

64. Calcula por inspeccién visual la componente de Corriente Directa de la sefial del problema anterior.

65. (Qué tipo de simetria tiene la sefial del problema anterior? y por lo tanto ;qué coeficientes de su serie de
Fourier son cero?

66. Calcula los coeficientes de Fourier que no son cero para la funcion f(¢) del problema anterior y escribe en
forma desarrollada la serie de Fourier resultante.

y o I para -1<r<1 __ . (e .
67. Para la funcién no periddica dada por f(¢)= 0 . Dibuja su grafica en el dominio del
otrot

tiempo:
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9 8 7 6 -5 -4 32 -1

68. Calcula F(w) parala funcién f(¢) del problema anterior.

69. Grafica el espectro de frecuencia |F (a))| para la funcién del problema 7. Anota claramente los valores de

ambos ejes.

70. Encuentra la serie trigonométrica de Fourier para la siguiente forma de onda mostrada en su periodo

fundamental
f(r)

5

-5

2

amplitud de la forma de onda del problema anterior

Determina la transformada de Fourier para f (t) =8¢ u (t) usando la definicion de transformada de Fourier.

71. Determina los primeros 5 elementos del espectro de
72. Determina la serie de Fourier exponencial para la forma de onda del problema anterior
73.
74. Calcula la transformada inversa de Fourier de las siguientes funciones:
10jo+4
O
(jo) +6jw+38
2 . .
b) Sugerencia. Haga jow==s.

(jo-1)(jo-3)

75.

Resolver la siguiente ecuacion diferencial mediante el uso de la transformada de Fourier
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%+2y = eu(t)+2¢ 2 u (1)

. o . o Sl
76. Determina l(t) para el circuito de la figura siguiente, dado que: I, =1+ Z—Zcos 3nt Amperes
n=1
2Q
VAVAVAVAN

L
I, CD %m "(I)l 2H
|

Problemas compilados por José Juan Rincon Pasaye FIE-UMSNH -11-



