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PREFACIO

En esta obra se presentan y desarrollan los temas fundamentales del calculo diferencial e
integral para funciones de una sola variable.

En el capitulo | se exponen los conceptos basicos del precalculo que se requieren para
todos los demas capitulos por lo cual se recomienda analizar a fondo.

La nocion de funcion matematica, las funciones elementales y las principales operaciones
entre funciones se desarrollan en el capitulo Il .

Un concepto de fundamental importancia para el desarrollo de todo el calculo y que se
expone en el capitulo 111 es el de limite de una funcidn. Este concepto no solamente es
indispensable en la definicion de una funcion derivada de otra funcion dada sino que
aparece también en muchos otros aspectos de la matematica.

La operacion matematica de derivacion, su interpretacion geométrica como la pendiente de
una recta tangente y su interpretacion fisica como una razén de cambio de una variable
respecto a otra, son conceptos que se explican en el capitulo 1V.

En el capitulo V se exponen las aplicaciones mas relevantes de la derivacion. De particular
importancia es el célculo de los valores extremos de una funcion matematica ( valores
maximos y minimos relativos ).

El teorema del valor medio (capitulo V1) no solamente es importante por sus propias
aplicaciones sino que sirve a su vez para el desarrollo tedrico del propio calculo.

La operacion matematica de integracion, interpretada como la operacion inversa de la
derivacion, es analizada en el capitulo VII. A diferencia de la derivacién, donde existe una
regla general bien definida para el célculo de la derivada de una funcién matematica, en la
integracion no se tiene una regla similar. En éste sentido la integral indefinida es mas
parecida a un arte o habilidad que se puede adquirir solo con la practica, de modo que aqui
se exponen las principales técnicas o métodos elementales de integracién para determinar
una funcion cuya derivada se conoce.

La integral definida (capitulo VII1') se establece como el limite de una sumay se interpreta
geométricamente. Se establece la fundamental relacion entre integral definida e integral
indefinida en el Teorema fundamental del calculo.

Finalmente en el capitulo IX se presentan algunas de las aplicaciones mas importantes de la
integral definida como son el calculo de areas, volimenes, longitudes de arco o superficies.

Todos estos temas son de mucho interés matematico y a la vez herramientas bésicas para la
Ingenieria. El estudio de materias especificas en ingenieria se tornaria muy superficial sin el
conocimiento y aplicacidn de los conceptos del Calculo. Espero que este modesto trabajo
ayude a que tal estudio no sea superficial.

El autor:

Pedro Ferreira Herrejon.
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Capitulo |
Conceptos Fundamentales

1.1 El sistema de ndmeros reales .

Los nimeros reales describen cantidades numéricas que representamos mediante diversos simbolos tales
como:

1 —7 sen( ) 7 (pi=3.1415926...) V3

(3+2) 3/? 2.735 e (=2718281..) logs(2.43)

Si partimos del conjunto basico de nimeros naturales :

{N} ={1,2234, ..}

y las cuatro operaciones fundamentales entre dos nimeros a y b de ese conjunto:

I. Suma o adicion , representadapor : a+Db
Il. Resta o substraccion , representadapor : a—Db

[11. Multiplicacién o producto , representada por : a-b, axb, (a) (b) osimplemente a b .
a
IV. Divisién o cociente , representadapor : a-=b, B , opor alb .

de inmediato observamos que al sumar o multiplicar dos nimeros naturales siempre se obtiene como
resultado otro nimero que también es natural .

Sin embargo, esto no siempre sucede con la resta y solo se cumple en un caso muy especial en la division,
(cuando el divisor es el nimero 1).

Asi que para cualquier par de nimeros « y £ queestanenel conjunto { N}, losnimeros  + f 'y

a3 también son naturales ( es decir, estan en el conjunto { N } ) . Por ejemplo: 24 + 18 = 42 6

(14) x (39) = 546 etc.
Pero en cambio no todas las operaciones de resta o division de nimeros naturales generan como resultado
ndmeros que también sean naturales, por ejemplo (5—8) 6 (5= 8) noson nUmeros naturales ( no estan

contenidosen { N })
De modo que el conjunto de nimeros naturales { N } es cerrado (inicamente bajo las operaciones de suma y
producto ; pero no bajo la resta o la division .

Definicion de Cerradura :  Se dice que un conjunto es cerrado bajo cierta operacién binaria, si al
aplicar tal operacion a un par de elementos del conjunto se obtiene como
resultado otro elemento que también esté contenido en el conjunto .

Si al conjunto de nimeros naturales { N } se agregan los enteros negativos y el cero , se obtiene el
conjunto de nimero enteros:

{z}={..-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

Este nuevo conjunto si es cerrado bajo las operaciones de la suma, la resta y el producto, puesto que con
cualquiera de ésas operaciones aplicadas a un par de enteros se obtiene como resultado otro nimero entero.

Pedro Ferreira Herrején
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Sin embargo, éste conjunto tampoco es cerrado bajo la division (por ejemplo (—3) + 7 no es entero ).

Para lograr también la cerradura para la division, es necesario aumentar el conjunto { Z } anterior,
afiadiéndole todos aquellos nimeros que resultan de la division de dos enteros y cuyo divisornoes 0 ni 1,
es decir, las fracciones.

El conjunto asi formado se Ilama conjunto de ndmeros racionales { Q} . Este conjunto es cerrado bajo
las cuatro operaciones fundamentales porque de la suma, resta, producto o division de dos nimeros
racionales se obtendra siempre otro nimero que es racional .

{Q1}= {NL’Jmeros que son el cociente de dos enteros p y ¢ (con q # 0 ); (_p) }
9

: -3 16273 (1) . :
Por ejemplo: — , 4, = son todos nimeros racionales.
2 ' —3876 \7)

Sin embargo, no todos los nimeros son racionales, es decir no todos se pueden escribir como la razén de
dos enteros . Algunos de ellos se obtienen mediante la 5% operacion matematica : las raices .
Son nlmeros irracionales la mayoria de las raices de los nimeros enteros primos , por ejemplo :

V2 = 1.4142135623731... ; /7 = 2.64575131106459... ; 3/3 = 1.44224957030741 ...

A los niimeros que no son racionales se les llama por contraposicion irracionales y se representan por el
conjunto { I_}.

Se puede demostrar analiticamente que éstos nimeros no son el cociente de dos enteros; pero baste decir
por ahora que todo numero racional tiene una representacion decimal que :

i) _termina (es finita)
0 bien
ii) es infinita pero presenta un patrén de repeticidn.

observemos por ejemplo la forma decimal de algunos nimeros racionales :

8 1
— =16 , — =025 ,
5 4

~N |-

25
= 0.1428571428571428... E = 2.272727272727272...

En los dos primeros la parte decimal termina (es finita ) mientras que en los dos Ultimos la parte decimal es
infinita ( lo cual se indica por los puntos suspensivos ) ; pero hay cierto conjunto de cifras que se repite una 'y
otra vez (es una sucesion periodica )

En los nimeros irracionales en cambio se cumple todo lo opuesto : la parte decimal nunca termina y no es
periddica.
Como puede verse en los ejemplos de las raices anteriores o en los famosos ndmeros :

7 = 3.14159265358979. . . .. , e =2.718281828459. . .. ...

El primero 7z (pi) es larazon de la circunferencia al didmetro de un circulo y el segundo es el nimero

e, que aparece por ejemplo al considerar problemas de crecimiento o decrecimiento de poblaciones,
cultivos o materiales radiactivos.

De ésta manera, el conjunto de los numeros reales { R } es un gran conjunto que se obtiene al unir el
conjunto de nimeros racionales con el conjunto de nameros irracionales, {R}={Q}+ {1}

Pedro Ferreira Herrején
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Este conjunto es cerrado bajo las cuatro operaciones elementales .
En resumen: los nimeros reales se forman con la unidn de otros conjuntos de nimeros de acuerdo al
esquema siguiente:

0
el cero

N=(01,23,...)
Naturales

Enteros

@ Negativos Z

Z=(...2-10,1,2,3,...)

Enteros
A

Q=(p/g;pyqeZ)

Fracciones

Racionales ]
Irracionales
N
R=QUI
NUmeros reales

Sin embargo i no todos los nimeros que aparecen en las mateméticas son nimeros reales !

Todo elemento del conjunto { R } anterior tiene la interesante propiedad de que si se eleva al cuadrado
resulta una cantidad positiva. Pues bien, si ahora agregamos al conjunto { R} los nlimeros que tengan la
propiedad opuesta es decir, que elevados al cuadrado sean negativos (los asi llamados nimeros
imaginarios ) , entonces se obtiene el conjunto de los nimeros complejos { C } cuyos elementos tienen la
forma:

Z=X+jy
donde X e 'y representan nimeros reales y el simbolo j representa al nimero 1/—1 , que es la base de

los nimeros imaginarios.

Como podemos ver, los nuevos conjuntos de numeros se forman al agregar al conjunto numérico anterior
otros elementos que tienen nuevas propiedades y que el conjunto inicial no poseia .

Ademas de la cerradura, los nimeros reales poseen las siguientes importantes propiedades:

Pedro Ferreira Herrején 13
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PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES
Si a, b, c representan nimeros reales, entonces . . .
PROPIEDAD EN LA SUMA EN LA MULTIPLICACION
| | Cerradura La suma de dos nimeros reales : El producto de dos numeros reales :
(a + b) esotro nimero real (a)(b) esotrondmero real
Il | Conmutativa | El orden de los sumandos no altera la El orden de los factores no altera el producto
suma (a + b) =(b +a) ab =ba
Il | Asociativa El resultado de una suma no depende del El resultado de un producto no depende del
orden en que se realice orden en que se realice
@+ b)+c=a+(b + ¢) (ab) c = a (bc)
IV | Identidad 0 (el cero) esel elemento identidad para | 1 (el uno) es el elemento identidad para la
la suma porque multiplicacién porque
(0 +a)=(a+0)=a (1)a = a(1l)=a
para cualquier nimero a para cualquier nimero a
V | Inverso Todo nimero real a tiene un inverso Todo ntmero real a ( distinto de cero)
aditivo denotado por: -a tal que tiene un inverso multiplicativo denotado por :
sumado con a: 1., 1 -
= 0 por a* tal que multiplicado por a:
a+(a)=0 a
genera el elemento identidad para la suma . a.(lj = (a~a 1) =1
a
genera el elemento identidad para el producto
V1 | Distributiva La suma se distribuye en el producto : El producto se distribuye en la suma :
(a + b)c=ac + bc alb + c)=ab + ac

De la propiedad de inverso se sigue que , la resta y la division de nimeros reales son solo casos especiales
de la sumay el producto dado que :

(a—b) = a+(-b)

Debemos notar también que :

(restar el nimero b equivale a sumar su inverso aditivo )

a 1 S . . - . T
(—j = ax (B) (dividir por el nimero b equivale a multiplicar por su inverso multiplicativo)

" la division por cero no esté definida "

puesto que el 0 es el Unico nimero real que no tiene inverso multiplicativo.

Ignorar esta regla, puede dar a cualquier persona distraido una desagradable sorpresa, como se ilustra en
la siguiente comedia donde se "demuestra” que 1 = 2, como sigue . . .

1°  Partimos del supuesto de que dos nimeros reales
diferentesde cero, a =0 y b # 0,soniguales.

Pedro Ferreira Herrején
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2°  Pero unaigualdad no se altera si sus dos miembros se
multiplican o se dividen por la misma cantidad , asi que

multiplicamos la igualdad anterior por el nimero b:

3° Unaigualdad tampoco se altera sumando a ambos

. . . , 2
miembros la misma cantidad , asi que sumamos —a

2 2 2
ab—-a =b"—-a

4° y factorizando ambos miembros se pueden escribir como: a(b—a)=(b-a)(b+a)

5° Unaigualdad tampoco se altera cuando sus miembros se a(b—-a b+a)(b-a
dividen por la misma cantidad . ( ) = ( )-( )
Dividamos entonces entre (b — a): (b —a) (b-a)

6° Elfactor (b—a) seanulay laigualdad se simplifica a : a=b+a

7°  Por la hipétesis inicial a = b,y entonces se sigue que :

a=(a+a)=2a

L . a 2-a
8° Dividiendo la igualdad resultante entre a ( que es —_—=— —> [1=2
distinto de cero ), se obtiene . . . a a
i Pero todos sabemos que 1 # 2 !'. ¢En donde esta el error en el procedimiento anterior?

Un lector atento habra notado que la divisién por (b — &) esta prohibida porque (b —a) = 0 dado
que a=Db.

Con una comedia tan tradgica como la anterior, se puede "demostrar" que 2x 2 =5 ,veamos. ..

1° La primera escena comienza con una igualdad
indiscutible :

(16 — 36) = (25 — 45)

2° Continuando el drama, se suma la misma
cantidad a los dos miembros de la igualdad
anterior (lo cual es perfectamente valido ):

16—36+(87i|')= 25—45+(871)

3° Laigualdad se transforma entonces en : 4% — (2)'(4)(2) + (2)2 = 52— (2).(5).(2) + (%)2

4° Y como ambos miembros de la igualdad son (4 _ 3\2 _ (5 9 2
trinomios cuadrados perfectos, se factorizan Uo2) T 2
en el cuadrado de un binomio :

. 9 9

5° Tomando ahora la raiz cuadrada en ambos lados (4 - —\ = (5 - =

se obtiene : U2 U2

Pedro Ferreira Herrején
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1.2

9 . .
6° Sumando > en ambos miembros de la igualdad
anterior se llega al absurdo resultado : 2X2=5

Estos ejemplos ilustran el hecho de que una actitud descuidada hacia las ecuaciones o el desconocimiento de
las propiedades de los nimeros reales, puede conducirnos a resultados il6gicos y por supuesto, incorrectos.

h ’ . . . . 2
¢ Donde esté el error en el ejemplo anterior ? . Consiste en no utilizar laregla: /X" = |x| , que da
siempre un nimero positivo.

La recta numérica , Desigualdades , Intervalos y Valor Absoluto .

Los nameros reales se representan geométricamente por medio de un modelo llamado recta numérica , el
cual consiste en una linea recta con un punto escogido arbitrariamente como el origen, el cual representa al
nimero 0 (elcero).

Los nimeros positivos se ubican entonces a la derecha del cero y los negativos a su izquierda, a una
distancia proporcional a su valor numérico ( creciente para los positivos , decreciente para los negativos )

Direccidn decreclante Direccidn crecients
S e N B I S >
tt 1t 1 T t ot 1 R
4 a2 0 1 2 3
Oirigen

La gran utilidad del modelo radica en que :

(g’ Los numeros reales quedan ordenados. y ademés, a cada punto sobre la recta
corresponde un Unico numero real y a cada nimero real corresponde uno y
solamente un punto sobre la recta.

Un nimero X es positivo si esta a la derecha del origen, lo cual se denota por el simbolo: X > 0

y si X esnegativo, entonces esta a la izquierda del origen , lo cual se denota por el simbolo: X < 0

Se puede afirmar entonces de manera general que si un nimero X esta a la izquierda respecto a otro
numero y sobre la recta numérica real, entonces " X es menor que Yy ", lo cual se denota por el simbolo :
X<y

Similarmente, si un nimero z esta a la derecha respecto a otro nimero W sobre la recta numérica real,
entonces "z esmayor que W ", lo cual se denota por el simbolo :
Z>W

Pedro Ferreira Herrején
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Para decidir cuando un nimero real a es mayor 0 menor que otro nimero b se establece entonces el
siguiente criterio :

El nimero a es menor que el nimero b si y sélo si su diferencia (a — b) es negativa .
a<b «—— (a-b)<o

(1.1)

El nimero a es mayor que el nimero b si y sélo si su diferencia (a — b) es positiva .

a>b «—— (a-b)>o

11 10 P
— — ¢ Qqué ndmero es mayor ?

Ejemplo 1. De
12 11

. 11 10 . .
Solucién :  Sean a = o y b= T y calculemos su diferencia :

11 1

b (10)_(11)
(1) "\

( Sumando las fracciones )

_ { (10)-(12) — (11)? }
(11)-(12)

:(120—121\= =
U 132 )7 132

. , . L . 10 11
dado que se ha obtenido un nimero negativo, del criterio anterior se concluye que T < -

Frecuentemente los simbolos de desigualdad : < "menor que" y > "mayor que" se combinan con el

simbolo de igualdad : = vy se leen como sigue. . .
<y : "Xesmenoroigual que y" otambién : " Xesalomasigualay "
X >y : "Xesmayoroigualque y " otambién: " X espor lomenosiguala y "

Las desigualdades numeéricas sirven para representar subconjuntos de numeros reales , es decir "partes"
de la recta numérica, llamados intervalos .

Por ejemplo . . .

X < 2 Son todos los puntos X que estan a la izquierda del punto que representa al

nimero 2 sobre la recta numérica (incluyendo al 2).

O podriamos leer también ésta desigualdad como: " x esalomasiguala 2 " .

Pedro Ferreira Herrején
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Representa los puntos X de la recta numérica que estdn comprendidos entre el

—4sX<2 punto —4 yelpunto 2 (incluyéndoal —4 peronoal 2 ).Esta desigualdad se

puede leer también diciendo:
" x espor lo menos —4 pero siempre menor que 2 .

Equivale a todos los puntos de la recta numérica que no estanentre 2 y 5
X<2, 55X (incluyéndo al 2 yal 5 ). También se puede leer ésta desigualdad diciendo:
"x esalomasiguala 2 6 porlomenos 5".

X > —6 Son los nimeros X de la recta numérica que estan a la derecha del nimero —6

Representa a los nimeros X que son mayores que los nimeros Yy, con ambos X

S <Yy<X<-3 e y comprendidos entre —5 y —3

Se traduce como los nimeros C que a lo més son igualesa 2 y los
c<2 ;2<b<x3 g g y

ndmeros b comprendidosentre 2 y 3.

La siguiente es la equivalencia entre desigualdades e intervalos

< DESIGUALDAD 4 "

TIPO DE INTERVALO NOTACION EQUIVALENTE REPRESENTACION GRAFICA
CERRADO : [a,b] a<x<b A | > R
('se incluyen a b
los extremos )

ABIERTO : (a,b) a<x<b ( ) > R
('No se incluyen a b
los extremos )
(a,b] a<x<b ( 1 s R
SEMIABIERTO h a Jb
(o SEMICERRADO):
('s6lo se incluye uno [a,b) a<x<b - N R
de los extremos ) L ) ?
a b
(-, a) -oo<x<a 6 x<a ) > R
a
(—o0,a] -o<x<a 0 x<a 1 R
J 7
INEINITOS : (b, o) b< x<ao 6 x>b a
(El intervalo no esta — >R
limitado enuno 6 en [b, ) b<x<w 6 x>b b
ambos extremos ) [ > R
(—c0, ) -0 <X< o b
> R
(todos los nimeros reales )

Pedro Ferreira Herrején
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Ejemplo 2. Equivalencia entre intervalos y desigualdades

el intervalo (-2, 5] corresponde a la desigualdad :

el intervalo [3, 8] corresponde a la desigualdad :

el intervalo (- o, -4) corresponde a la desigualdad :
el intervalo (-1, ) corresponde a la desigualdad :

a no es negativo corresponde a la desigualdad :

X €s positivo pero no mas de 6 corresponde a :

 es negativo y por lo menos igual a —3 se traduce:

o es negativo y a lo mas igual a —3 es la desigualdad:

-2<X<5
3<Xx<8
X<4
—1<X< o
0<a o a=o0
0<X<6
-3 y<oO

—o0o< @ < -3

1.2 a) Propiedades de las desigualdades

Las propiedades que cumple toda desigualdad son las siguientes :

PROPIEDAD

Sia<b y b<c entonces a<c

Ejemplo
—-4<-2 y -2<-1
Asi que

"Una desigualdad no se altera si se suma a ambos
miembros cualquier cantidad real c, positiva 6 no "

I Transitiva -4< -1
" Si a estaalaizquierdade b y bestd alaizquierda
de ¢, entonces a estd también a la izquierda de c "
-5<3 y-2<-1
Si a<b y c<d entonces (a+c)<(b+d) Asi que
Il Aditiva . . (=5-2)<(3-1)
" Se pueden sumar miembro a miembro dos (-7)<(2)
desigualdades siempre y cuando tengan el mismo sentido
-5<3
Si a<b entonces (a+c)<(b+c) Asi que sumado — 2 en ambos
Il Suma miembros se obtiene :

(-5 -2)<(3-2)
~7<1

IV Multiplicacion

Si a<b entonces:
ac < bc si ¢>0
ac > bc si ¢<0

" Si una desigualdad se multiplica por una cantidad

-3<-2
Entonces multiplicando ambos
miembros por 2 queda :
-6<-4
En cambio multiplicandola por —
2 se obtiene :

negativa INVIERTE su sentido ; si se multiplica por una 6>4
cantidad es positiva CONSERVA su sentido "
-3<-2
Si 0< a<b entonces L1 Entonces
5=
Si a< b<0 entonces 3 2
V Inverso y
3> 2
" Para dos nimeros, ambos positivos 0 ambos negativos entonces
el reciproco de su desigualdad INVIERTE su sentido " 1 - 1
3 2
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Observe que estas propiedades son igualmente validas si en todas ellas se cambia el simbolo :
simbolo: " >"

Es muy facil demostrarlas. Como ejemplo demostremos las propiedades 1V y V (se deja como ejercicio
la prueba de las otras propiedades ).

<" por el

DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD 1V .

Supongamos que a < b, entonces (a — b) es por definicién un nimero negativo, es decir
(a-b) <o .
Si éste nimero se multiplica por otro nimero negativo, digamos C < 0, entonces el producto serd
positivo . En otras palabras :
c(a—-b)>o0
es decir ca-cb>o

De ésta desigualdad se deduce que el nimero (c-a) es mayor que el nimero (c-b) puesto que su
diferencia es positiva, esto es

c-a> c-b.
De éste modo la desigualdad original a < b, ha invertido su sentido y ha quedado como c-a > c¢-b.

En el otro caso, si el nimero C es positivo : ¢ > 0 entonces el producto c-(a — b) serd negativo, es

decir c-(a—b) < 0 dedonde se sigue que c-a < c-b (ladesigualdad original no cambié su
sentido ) .

DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD V.

Supongamos que 0 < a < b , entonces el producto (a-b) es un nimero positivo puesto que ambos a
y b son positivos y por lo tanto su inverso también lo es :
1
0< —
a-b
Como se domostré en la propiedad anterior, la desigualdad a < b no cambiara su sentido si se

multiplica por un nimero positivo, digamos _b > 0,asique...
a.

()l e B

<

o |-

Simplificando ésta expresion resulta finalmente :

ol
o |

Cuando a < b < 0, el producto (a-b) de dos nimeros negativos también es un nimero positivo asi

. ., 1 .
gue su inverso también loes: 0 < _b . Por lo tanto la prueba se desarrolla igual que en el caso
a.

anterior.
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1.2 b) Solucién de desigualdades.

1.2¢)

Resolver una desigualdad significa determinar el intervalo (o intervalos) de nimeros reales para los
cuales la desigualdad es cierta.

A diferencia de una igualdad o ecuacién, cuya solucién normalmente es un nimero finito de nimeros
reales, la solucidn de una desigualdad por lo general es un un conjunto infinito de nimeros.

Para determinar la solucién de una desigualdad, se pueden emplear las mismas reglas y técnicas
algebraicas usadas para resolver una ecuacion; y usando ademas las propiedades I, 11,1l ,IVy V para
las desigualdades.

Podemos clasificar a las desigualdades de acuerdo a las expresiones que involucren, como desigualdades
entre :

. Polinomios,

. Funciones Racionales

. Valores absolutos

. Diversas funciones matematicas

A OWOWN -

Desigualdades con polinomios.

Para resolver una desigualdad que solamente tiene polinomios, se utiliza el siguiente principio:

Un polinomio no cambia de signo entre dos raices consecutivas. (1.2)

Las raices de un polinomio P (X) son los valores X para los cuales el polinomio vale cero, esto es

P(X) = 0 y se interpretan geométricamente como los puntos donde la gréfica del polinomio cruza por la
recta numérica real X. Porejemplo. ..

P(x) = X —X—6 p(x) := (XZ—X—6)'(X+5) Q(x) := X —3%X +5

o AV,
; _/

T/ /X , ,

De 2° grado con 2 raices De 3er grado con 3 raices

De 4° grado sin raices reales

Un polinomio de grado n cruza n veces como maximo al eje horizontal X ; pero como podemos

observar en la gréfica del altimo ejemplo, puede ser que no lo cruce ni una sola vez.
Si la gréfica del polinomio cruza el eje X entonces cambia de signo, asi que para volver a cambiar de
signo debe cruzar necesariamente una vez mas el eje horizontal.

Por lo anterior, se concluye que para resolver una desigualdad de laforma P(x) <0 6 P(X) <0

donde P(x) esun polinomio, se debe seguir el siguiente procedimiento . . .
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SOLUCION DE DESIGUALDADES CON POLINOMIOS

1. Escribir todos los términos de la desigualdad en un solo miembro para que tome la forma :
Px)<o 6 P(xX)>o0
2. Factorizar para determinar las raices reales del polinomio P(Xx) .
3. Localizar las raices sobre la recta numérica real y determinar los intervalos (en los cuales el (13)
polinomio serd positivo o negativo ) '
4. Hacer una "prueba de signos" , esto es, averiguar cual es el signo de cada uno de los
factores determinados en el paso 2 anterior, en cada uno de los intervalos en los que quedd

dividida la recta numérica real por las raices del polinomio.
5. Verificar si la desigualdad ( escrita en la forma factorizada) se cumple o no en cada intervalo.

OBSERVACION #1 :
Cuando un polinomio s6lo tiene raices complejas y ninguna raiz real, significa que no corta al eje X en

ningln punto y por lo tanto su gréfica esté4 totalmente por encima (si P(x) > 0) o totalmente por debajo

(si P(X) < 0) del eje X. En éstos casos . . .
una de las dos desigualdades : P(X) <0 0 P(X) > 0 secumplirasiempre y laotrano

Esto significa que una desigualdad es verdadera para cualquier nimero real X y la otra no tiene solucién.
. . , , . . 2
Por ejemplo, no existe algin namero real que satisfaga a la desigualdad : X~ + 1 < 0 puesto que todo
, .- . . 2 .
numero real elevado al cuadrado es positivo, de modo que es imposible que la suma X~ + 1sea negativa.

. . 2 . ;-
En cambio la desigualdad : X~ + 1 > 0 se cumple para cualquier valor numérico de X .

OBSERVACION # 2 :
En consecuencia :

los factores de un polinomio que no generen raices reales,
no cambian la solucién determinada por las raices reales del polinomio
y pueden ser ignorados en el procedimiento de solucién

Por ejemplo, la desigualdad : (X2 + 4)«(x —3) < 0 secumple igual si s6lo se considera la solucion

de (x-3)<o0

Ejemplo 3. Resolver la desigualdad : (5:X —7) < (—=3-X + 1)

Solucién : Primero procedemos a escribir todos los términos de la desigualdad en un solo miembro. Para
ello usemos la propiedad de suma de las desigualdades y sumemos la cantidad —(—3-X + 1)

que es el inverso aditivo del nimero (—3-X + 1).
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Como ya se sabe, con ésta operacion no se cambia el sentido de la desigualdad ( sélo se
transforma en otra desigualdad equivalente ) y se obtiene :

[(Gx—=7) = (-3x+1)] < [(-3x+1)—(-3x+1)]
(5Xx—=7)+3Xx-1<0
8:(x—1) <0 (simplificando y factorizando)

En éste momento el polinomio queda factorizado. Por ser de 1€ grado, su Unica raiz se
obtiene al resolver la ecuacion: 8-(x —1) = 0 yes X = 1, con lo cual la recta

numérica queda dividida en dos intervalos: (—oo, 1) y (1, oo) .
Procediendo a averiguar el signo de éste Unico factor, se tiene que . . .

O = R
x=1
(—o0,1) (1,00)
(x-1) (-) (+)
(8x-1) (-) (+)

Entonces la desigualdad : 8-(Xx — 1) < 0 se satisface solo en el intervalo (-, 1), es decir

la solucidn es el conjunto de nimeros reales X que estan a la izquierda del nimero 1: X < 1.
De ésta manera , hemos transformado la desigualdad inicial en otra equivalente pero mas
simple : X < 1, la cual representa la solucién de la desigualdad inicial y equivale al intervalo

infinito (-0, 1).

En las desigualdades que solo tienen polinomios de primer grado, la solucién también se puede determinar
rpidamente al "despejar " la variable X una vez que se han simplificado todos los términos en un solo
miembro de la desigualdad.

Asi por ejemplo en el ejercicio anterior, a partirde 8-(x — 1) < 0 setiene. ..

8:X—8<0
8:X—8+(8) <0+ (8) (Sumado + 8 en ambos miembros )
8:X<8 ('simplificando )
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() o < [2).

8) ( Multiplicando por la cantidad positiva
s/ s )()( p p p \ )

la desigualdad no se altera ni cambia de sentido )

X <1 ('simplificando )

)—> R la solucion gréfica es el intervalo infinito abierto (-, 1)
1

Substituyendo valores para la variable X que estén a la derecha del nimero 1 se puede comprobar que la

desigualdad inicial no se cumple, mientras que para cualquier valor a la izquierda del 1, la desigualdad es
verdadera . (hagalo !)

. . ., 3
Ejemplo 4. Hallar los intervalos solucién de : (1 - EX) > (x—4)

Solucién :  Sumando el inverso aditivo de (X — 4) en ambos miembros se obtiene :

(1 20)- -] = 1x- - - o)

RN
a1

|
N o

('simplificando )

NSl
\
o

1 Y
><_/

- 5} > (0-5) (Sumando —5 enambos miembros )

/TN
ol

|

N | o
Z

/N
v
N
%
/\
U‘I
N—r”

(' Multiplicando por el inverso del

!_l_l
/N
al N
~—
/_I\\
N | o
NGl
[
IA
g
o1
N
!_l_l
/N
ol N
~
L

coeficiente de x , que es un nimero
negativo, se invierte el sentido de la

desigualdad que cambia de ">" a"<")

X<2 (La solucion buscada )

Entonces, cualquier nimero real que esté a la izquierda de 2 (incluso éste), satisface la

desigualdad. En otras palabras la solucion es el intervalo infinito semicerrado (—co , 2], 6
graficamente ;

[R———
4
Py

Pedro Ferreira Herrején

24




Calculo de una variable

. , . 3
Ejemplo 5. Hallar los nimeros X que satisfacen: (—3-X + 4) < (—z-x + 1) < (-3:x+5)

Solucién : En éste caso debemos resolver simultaneamente dos desigualdades :
3 3
(-3x+4) < (——-x+1\ y (——-x+ 1\ < (-3:x+5)
\a” ) \a" )
En la primera desigualdad sumamos el inverso aditivo de (—3-X + 4):

(-3x+4)—(-3x+4) < (—%-x+ 1) —(-3-x+4)

9 S
0< Z-X -3 ('simplificando )
9 .
3< ZX ('sumado el inverso de —3)

- . . 9 4 .
Multiplicando ahora ambos miembros por el inverso de 2 , que es (5) > 0 una cantidad

positiva, la desigualdad no cambiara su sentido :

(g < (2)(2)
CVARRCIAVEY
(4) .
3) ="

Esta la solucidn de la primera desigualdad .

Para la segunda desigualdad sumemos el inverso aditivo de (—%x + 1) :

(_9) :
—4 <|—|X ('Se ha sumado el inverso de 4)
\ 4)

. . . -9 —4 . .
Multiplicando ahora ambos miembros por el inverso de — que es — una cantidad negativa,

la desigualdad invierte su sentido :
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x|
)

o

(=)o > (22 (-
\o) NEPAN

(16) .
\o)

Esta es la solucion de la 22 desigualdad.

La solucion final es el conjunto de valores comunes a ambas soluciones parciales, esto es, la
interseccion de los dos intervalos solucion, porque sélo cuando X tome un valor numérico en
esa interseccion comun , podra satisfacer simultdneamente las dos desigualdades iniciales .

Gréficamente vemos que la parte comdn de los intervalos :

o
Y
>
\2

\J
<
AN

\J

w|s o

es el intervalo semiabierto: (g) <X < (1—96) o también : [i , 1—6 )

Ejemplo 6. Resolver la desigualdad : 2>+ 5% > 12:X

Solucién :  Aqui seria un error dividir ambos lados de la desigualdad por x con el fin de simplificarla
como sigue . ..

(25 +557) , (12:%)
X X

2.X° +5:X > 12 ( Eliminando asi el factor X )

porgue no se conoce aln que valores toma X y tampoco se sabe todavia si es un nimero

positivo o negativo. Por lo tanto, al dividir la desigualdad entre X, su sentido queda
indeterminado.
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El camino correcto es transformar la desigualdad inicial en una mas simple ; pero
equivalente , usando las propiedades de las desigualdades y aplicando el procedimiento (1.3

).

1° Sumar —12-x en ambos miembros de la desigualdad para tener todos
los términos en un solo miembro.

2:X% 4+ 5:X° — (12:X) > 12:X — (12+X)

3 2
22X +5X —12:X 20

2° Factorizar el polinomio obtenido
x(23¢ +5x-12) > 0
X-(X+4)-(22x—3) >0

3° Las raices del polinomio se obtienen al resolver la igualdad correspondiente
X-(X + 4)-(2-x — 3) = 0 . Los nimeros que satisfacen esta condicion son:
X=—-4, X=0 Yy x:E
2
Asi que la recta numérica real queda dividida en 4 subintervalos :

(—0,-4), (-4,0), (0,32), (32, ©)

La desigualdad se cumplira dependiendo del signo que tenga cada uno de sus factores en cada
uno de los subintervalos anteriores.

Cada factor lineal de la forma (a-x — b) es un polinomio de grado 1, que no cambia de signo

: . b . . .
en cada uno de los dos intervalos en que su raiz X = — divide a la recta numérica.
a

Por lo tanto, los signos de los factores se determinan asignando arbitrariamente un valor
numérico a la variable X en cada uno de los intervalos y substituyendo en cada factor para
obtener un nimero positivo 6 negativo, segun se muestra en la siguiente tabla de "prueba de

signos" .
(—o,-4) (-=4.,0) | (0.32)] (32,x)

(x+4) (-) (+) (+) (+)

X (-) (-) (+) (+)
(2x-3) (-) (-) (-) (+)
(x=4)(x)(2x-3 (-) (+) (-) (+)
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Otra forma de calcular el signo de cada factor consiste en verificar si el valor arbitrario
escogido para xse localiza a la izquierda o a la derecha de la raiz correspondiente a tal factor y
usar el siguiente criterio :

Si X queda a la izquierda de una raiz entonces el factor (X — a) sera negativo
(x-a)<0 — x<a

Si X queda a la derecha de una raiz entonces el factor (X —a) sera positivo
X—a>0 — Xx>a

Como se puede observar en la tabla anterior, el producto de los tres factores: x, (X—4) y

(2:x — 3) seréa positivo, sélo cuando la variable x asuma un valor numérico dentro de los

intervalos:
[-4,0] y [3/2, ©)

y éstos son por lo tanto la solucion de la desigualdad. Compruébelo !

(' Notese que se incluyen los extremos en los intervalos solucion debido al signo > )

1.2 d) Desigualdades con fracciones.

Una fraccidn es el cociente de dos polinomios. Consideraremos la solucién de desigualdades que tienen la
forma general :

PO, s P, (14)
Q(x) Q(x)

donde P(X) y Q(x) son polinomiosen X .

Dado que se involucran polinomios, para determinar la solucion de (1.4) se sigue aplicando el principio
(1.2) y por lo tanto el procedimiento (1.3), excepto que primero se deben sumar en un solo miembro
todas la fracciones involucradas en la desigualdad para poder escribirla en la forma "normal”

(1.4), esdecir:

PROCEDIMIENTO DE SOLUCION PARA DESIGUALDADES CON FRACCIONES

1. Sumar las fracciones en un solo miembro de la desigualdad.

2. Factorizar el numerador y el denominador , con el fin de obtener todas sus raices (15)
reales y dividir la recta numérica en intervalos con las raices obtenidas. ’
3. Evaluar cada factor de la desigualdad en cada intervalo para determinar su signo.

4. Comprobar si la desigualdad factorizada en el paso 2 se cumple o no, siguiendo la
regla de los signos para la multiplicacion .
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X—5

2:X—=17
Ejemplo 7. Resolver la desigualdad : ( ) <3

Solucién :

Aqui seriaun error multiplicar ambos lados de la desigualdad por el factor (x —5) con el
fin de simplificarla como sigue. . .

(Z'X”j-(x—s) < (3)-(x~5)

X—5
(22x—=7) < (3x—15) (Eliminando asi el factor (X —5) )

Esto es debido a que, como ya se dijo antes, no se conoce aun el signo de la cantidad variable
(x — 5), la cual podria ser positiva 0 negativa , de manera que al multiplicar la desigualdad por
esa cantidad, no sabriamos que sentido adquirié finalmente .

®

v
> No se debe multiplicar una desigualdad por una

cantidad variable de la cual se desconoce el signo

La forma correcta de resolver cualquier desigualdad con fracciones es transformarla en una
mas simple, equivalente a uno o varios intervalos , usando las propiedades de las
desigualdades , y siguiendo el método (1.5) indicado antes .

2:X—7 :

( - 3) <(3-3) ('se hasumado —3 en ambos miembros )

X—5

—(x—8

Q <0 ('sumando la fraccién )

(x—5)

(x—8) . y _

( ) >0 (al multiplicar por —1, se cambi6 de sentido )
X—5

Quedan solo dos factores lineales y sus raices se obtienen al resolver las ecuaciones :
(x-8)=0 vy (x-=5)=0

delasqueresulta: X=8 y X=5.
Estos nimeros dividen entonces a la recta numérica en tres intervalos:

(-©,5), (5, 8), (8, o)

Los signos de los factores en cada uno de éstos intervalos se indican en la siguiente tabla :
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(-=,5) | (5.8) | (8,
(x-5) (-) (+) (+)
(x-8) (-) (-) (+)
(x-8) (-) (+) (+)
x-5 | 57 IO | )

Asi que la fraccion | ——
X—=5

j serd positivo solo si X toma un valor numérico comprendido
enlosintervalos: (-, 5) y (8, )

Ademas, como la desigualdad no es estricta, se puede incluir el extremo X = 8 de modo que
lasolucion finales: (—w, 5) y [8, ©) 6éen forma equivalente :

(¢ Por qué no se incluye también el extremo X = 5 como parte de la solucion? , pues
sencillamente porque implicaria una division por cero en la desigualdad inicial )

. . 7
Ejemplo 8. Resolver ladesigualdad: | —— | £ | 5+
X-1 X —1
Solucién :  Como ya hicimos notar antes, no se debe multiplicar una desigualdad por un factor variable

cuyo signo se desconoce , pues el sentido de la desigualdad quedaria indeterminado.

Asi que evitemos la tentacion de multiplicar la desigualdad por (x2 - 1) .
Sumando el inverso aditivo del miembro derecho, se obtiene . . .

e

X—-1

x> —1

('sumando la fraccién )
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('se ha multiplicado por —1 )

Notemos que se ha invertido el sentido de la desigualdad. Factoricemos ahora el numerador y
el denominador de ésta fraccion.

(5x+3)(x—2) .
(x—1)-(x+1)

Las raices de los polinomios en el numerador y en el denominador se obtienen al resolver
(5x+3)(x=2)=0 y (x—=1)-(x+1) =0 yresulta:

-3
X:?, X=2, X=1 y X=-1

La recta numérica queda asi dividida en 5 partes o subintervalos:

3 3
(=, =), (=l =2) (o) (L2) (2, )

Determinemos el signo de cada factor en cada intervalo:

(-©,-1) (-1,-3/5) (-3/5,1) (1,2) (2, ©)
(x+1) (-) (+) (+) (+) (+)
(5x+3) (-) (-) (+) (+) (+)
(x-1) (-) (-) (-) (+) (+)
(x_2) (-) (-) (-) (-) (+)
xe30-2) | X0 O )
(x=1)-(x+1) | (-)-) (=)(+) (—=)(+) (+)(+) (+)(+)

_Sugerencia: Si se escriben los factores en la primera columna en el mismo orden en que

aparecen sus raices sobre la recta numérica, entonces sus signos quedaran ordenados en un
arreglo triangular resultando asi mucho mas facil determinarlos.

. L 7 6
Entonces la desigualdad inicial (—J < (5 +-
X -1

X—1

cumple solamente en los intervalos :

(_001_1) '

[-3/5,1) vy

o (5x+3)-(x—2)

(x—=1)-(x+1)

[2, »)
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Otra manera de escribir ésta soluciénes: X < —1, ? <X<1, 25X

, . -3 .,
Obsérvese que se incluyen los extremos = y 2 como parte de la solucion; pero no los

extremos —1 y 1 ¢ por qué?

1.2 e) Desigualdades con valores absolutos.

El valor absoluto de un ndmero real X se denota por |x| y se define como:

[ X Si X es positivo
x| =1 (1.6)

L —X Si X esnegativo

El valor absoluto de un nimero real X nunca es negativo. Cuando X es negativo entonces —x es positivo.
Por ejemplo: |-4|=—(-4)=4

Geométricamente, |X| representa la distancia que hay desde el origen (el cero) de la recta numérica hasta
el punto que representa al nimero X.

Similarmente, la distancia que hay sobre la recta numérica entre dos nimeros reales a y b se define
como :
la—b| otambién  |b—a

Por ejemplo la separacion entre los nimeros —3 y —7 es 4 unidades porque :
[(-3) = ()= |-8+7] =4 =4 obien:  [(-7)—(-3)|=|-7+3| = |-4| =4

Dado que el cuadrado de todo nimero real X es positivo y la raiz cuadrada de todo nimero positivo es un
nlmero positivo, entonces una definicién alternativa para el valor absoluto es :

x| = /()2 (17)

Por lo anterior se tiene que . . .

la—b| = (a-b)’=y(b-2a)’ = [b-al

Ejemplo 9. Hallar los valores de y que satisfacen la ecuacion : |3-y + 2| =5
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Solucién :

(3-y + 2) representa un nimero real, asi que aplicando la definicién de valor absoluto se
tiene . ..

Si (3:y+2) > 0 entonces |3~y+ 2| = 3-y+ 2 ypor lo tanto |3-y+ 2| = 5 equivale

alaecuacion 3-y+2 = 5 cuyasolucion es

_ (s ; 2) _ L
Si (3y+2) <0 entonces |3-y+2| = —(3y+2) yporlotanto [3y+2| =5
equivale a la ecuacion —(3-y +2) = 5 cuya soluciénes:
(5+2) _ (7
-3 3

PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO

Si a y b son dos niumeros reales cualesquiera entonces . . .

| —a<|al y a<|a|
I I-a] =]a
Il Si |a| =|b| entonces a=b 6 a=-b
(1.8)

v lab|=]al|b]

al _ lal
V — = —

bl [b]
Vi la+b|<|a| +|b]

Las desigualdades " del triangulo"

la —bf =]a| +|b]|

Estas propiedades se pueden demostrar a partir de la definicion (1.6 ) del valor absoluto. Demostremos
las propiedades IV y VI. (queda como ejercicio para el lector la demostracion de las demas

propiedades.)

CASO I:

DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD IV

Sean dos nimeros reales positivos: a > 0 y b > 0, entonces sus valores absolutos son:

af =a  |b| =b

Ademas su producto es positivo a-b > 0 (el producto de dos niimeros positivos es positivo )
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CASO 11 :

CASO Il :

CASOI.

CASO II.

asi que su valor absoluto es :
la-b| = ab

substituyendo |a| =a y |b| = b resulta |a-b| = |a|-|b|

Supongamos ahora que se dan dos nimeros reales de diferente signo a >0y b <0,
entonces sus valores absolutos son:

laf =a  [o] =-b
Ademas su producto es negativo a-b < 0 (el producto de dos nimeros de distinto signo es
negativo ) , asi que su valor absoluto es por definicion:

|la-b| = —(ab) = a-(-b)

substituyendo |a] =a y |b|] = -b resulta |a-b| = |a]-|b]

Sean ahora dos nimeros reales negativos a < 0 y b < 0, entonces sus valores absolutos
son por definicion:

laf =-a  [b] =-b
Su producto es positivo a-b > 0 (el producto de dos nimeros de igual signo es positivo ) ,
asi que su valor absoluto es :

la-b| = ab = (-a)-(-b)

substituyendo |a| = —a y |b| = —b resultanuevamente |a-b| = |a|-|b|

DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD VI.

Si (a+ b) esun nimero negativo (a + b) < 0 entonces, de la definicion de valor absoluto :
(*) |a+bl =—(a+h)=-a-b

Ademas, por la propiedad | , se tiene que :
—a<la ; -b<|b

Si se suman éstas dos desigualdades miembro a miembro, se obtiene:
—a—b < |a| + |b|

Pero —a—b = |a + b| de acuerdo a (*) asi que substituyendo se obtiene. . .
|a+ b| < |a| + |b|

Si (a+ b) esunntmero positivo, (a +b) > 0, por la definicién de valor absoluto :
(*) |a+b| =(a+b)

Ademas, por la propiedad I, se tiene que :
a<la ; b<|b|
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Si se suman éstas dos desigualdades miembro a miembro, se obtiene:
a+b < |a +|b|
Pero a+b= |a + b| de acuerdo a (*) asi que substituyendo se obtiene. . .
la+b| < |a] + |b]|

y se ha demostrado asi la "desigualdad del triangulo™ :

"el valor absoluto de la suma de dos nimeros reales, es menor que la suma
de sus valores absolutos "

Para probar la 22 parte de ésta propiedad, basta substituir al nimero a por una diferencia

cualquiera de dos nimeros reales: (X —Yy) Yy al nmero b por un ndmero y en la
desigualdad anterior :

la+b| < |a| + |b]
quedando :

(= y)+y] < [x=y] +1]y]

X < [x=yl + 1yl

|X| - |y| < |X - y| (Sumando —|y| en ambos miembros )

Para resolver desigualdades que involucren valores absolutos, se usara el siguiente importante teorema. . .

TEOREMA 1. Si a esunnimero positivo (a > 0) entonces para todo nimero real z
se cumple que : (1.9)
|zl <a siysolosi -—a<z<a

|zl >a siysolosi z>-a 6 z>a

En otras palabras, si |z| < a entonces z es un ndmero real que necesariamente esta dentro del intervalo

abierto (-a,a)

N
Py

(
\
—a a
y si |z| > a ,entonces Zz esun nimero real que necesariamente esta comprendido en alguno de los

intervalos abiertos (—oo,—a) 0 (a,oo)
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CASO I:

CASO 11 :

DEMOSTRACION DEL TEOREMA I .

7| <a:

Si z > 0 suvalor absoluto es |z| = z y por lo tanto la desigualdad |z| < a equivalea
Z<a

Si z < 0 su valor absoluto es |z| = —z ypor lo tanto |z| < a equivalea -z <a 0
Z>—-a

Reuniendo éstos dos resultados queda demostrado que: —a < Z < a.

|| >a:

Si z > 0 suvalor absoluto es |z| = z y por lo tanto la desigualdad |z| > a equivalea
Z>a.

Si z < 0 su valor absoluto es |z| = —Z yladesigualdad |z| > a equivalea -z >a 0
Z< —a

Reuniendo éstos dos resultados queda demostradoque: z< -a 6 a<z

Es obvio que este teorema vale también para las formas: |z| <a © |Z| 2> a

Algunas desigualdades cuadraticas que no se pueden factorizar rapidamente se resuelven facilmente
completando su trinomio cuadrado perfecto, basandose en el siguiente corolario derivado del teorema | :

CASO I:

CASO 11 :

TEOREMA Il  Si z esunnimerorealy a > 0 entonces:

2 q .
<a siysolosi —fa<z<ifa

2 q q )
>a siysoosi z<—fa 6 Ja<z

DEMOSTRACION DEL TEOREMA I .

2
Z <a.:
Tomando la raiz cuadrada a ambos lados de ésta desigualdad y aplicando la definicion
alternativa del valor absoluto se obtiene :

2 .
JZ <\a esdecit: |7 </
desigualdad que tiene la solucién dada por el teorema | : ‘\/5. <7< \/6—1
2
7 >a:

Tomando la raiz cuadrada a ambos lados de ésta desigualdad y aplicando la definicion
alternativa del valor absoluto se obtiene :

\/?>\/e—1 es decir : |z| >\/e—1

y por el teorema | , lasoluciénes: z < ‘\/a ) \/5 >z
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Ejemplo 10. Hallar la solucion de (4-X2 + 3 X— 1) < 0 completando el trinomio cuadrado perfecto

Solucion :  Del algebra elemental se tiene el siquiente procedimiento para completar el trinomio cuadrado
perfecto (TCP) de todo trinomio ax +bx+c :

_ - b
1°. Factorizar el coeficiente de X : a-(x2 +—X|+C
a
2° Sumar y restar el cuadrado de la mitad del coeficiente de X

y escribirlo inmediatamente después del término que contiene a X:

o) G ]
al X +—Xx+|—1| —|—| |+cC
a 2-a 2-a

3° Los tres primeros términos del paréntesis recto forman un trinomio
cuadrado perfecto porque provienen del cuadrado de un binomio:

b\ b2
a (x+—j —(—) +C
2-a 2-a

4° Desarrollando el producto, finalmente se obtiene:

b} b
a-(x+ —j —-—+C
2-a 4-a

Aplicando éste procedimiento al problema resulta :

3 1 . -

4~/x2 + —X—- —\ < 0 (factorizando el coeficiente de X )
a4

Sumando y restando ahora el cuadrado de la mitad del coeficiente de X queda:

(AT [(3\T
\4)| _[\4)| 1

2 3
44 X +—X+| — ——1 <0
4 2 2 4

Multiplicando la desigualdad por el inverso de 4 vy simplificando resulta:

3 9 9 1
[x2+—-x+—\ —[—+—\ <0

\" "4" " 6a) \6a 4)

Los tres primeros términos en el lado izquierdo son ahora los de un trinomio cuadrado perfecto
es decir, provienen del resultado de elevar al cuadrado un binomio:
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(y_3) _(25) . 25
\x \64] ('Se ha sumado el inverso de ” )

25 .
< [a y aplicando el teorema

. . 3
Tomado ahora la raiz cuadrada en ambos miembros: |X — E

Il resulta. ..

Ejemplo 11. Resolver 33X’ —6X<8 completando el trinomio cuadrado perfecto.

Solucién : Apliquemos el procedimiento TCP :
o . .. 2 . 2
1°. Factorizando el coeficiente de X" : 3~(x - 2~x) <8

2° Sumando y restando el cuadrado de la mitad del coeficiente de X :

{1

3° Los tres primeros términos del paréntesis recto provienen del cuadrado
de un binomio:

sl (x—1?-1|<s

Multiplicando por el inverso de 3 y sumando el inverso de —1 queda:

(x-1)° < 1+(§)
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Tomando la raiz cuadrada en ambos miembros de la desigualdad y aplicando la definicion
alternativa del valor absoluto queda:

x—1] < |2
3

Aplicando ahora el teorema Il se obtiene :

—Eg(x—l)gjzgl
e (B

Este intervalo es la solucién buscada .

('sumando el inverso de —1 )

Mediante la aplicacién del Teorema I, es posible también resolver desigualdades con valores absolutos de
fracciones racionales de la forma. . .

Pk Pk
Q(x) Q(x)
donde P(X) y Q(x) son polinomios.
La aplicacion directa del teoremal con z = % transforma éstas desigualdades en:
X
—a<(ﬂj<a 0 (ﬂj<—a; a<(&j
Q(x) Q) Q(x)

que se resuelven aplicando el método para desigualdades con fracciones

Ejemplo 12. Resolver la desigualdad : |x - 2| < |4-X - 1|

Solucion :  Lacantidad 4-x — 1 es variable y de signo desconocido por ahora, sin embargo sabemos

que el nimero |4'X + 1| es siempre positivo por ser un valor absoluto.

El hecho de que conozcamos el signo de ésta cantidad, nos permite usarla para multiplicar la
desigualdad sin que cambie el sentido de la desigualdad .

Entonces, dado que es positivo, queda . . .

|a-x + 1

1 1
—— | |x—2| < |ax+1] | ——
|4-x + 1] |4-x + 1]
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Usando ahora las propiedades del valor absoluto resulta . . .

Aplicando el teorema |l con z = (

X—=2

4-X+1

X—2
1< <1
4-X+1

X—=2

Lo cual equivale a dos desigualdades con fracciones :

1<

X—=2

C4Ax+1

Resolviéndolas por el método usual queda . . .

Las raices de ambas desigualdades son entonces : X = —1 ,

X—2
0< |1+ ;
4-X+1

o< (5x—1)

-~ (4x+1)

X—2
<1
4-X+1

X—2
-1]/<0
4-X+1

Lp XHD)
(4x+1)

X=—
4

La recta numérica queda asi dividida en 4 intervalos.

4-X+1

y X=

<1

j y a = 1, se obtiene la solucion :

g |-

Para encontrar la solucién, se debe verificar la desigualdad inicial en cada intervalo,
escogiendo valores arbitrarios para X en cada uno de ellos y substituyéndolos en la
desigualdad inicial como se muestra en la siguiente tabla de prueba :

—o0< X<-1 1< x<—-(1/4) | -(U4) <x< 15| 1/5<x<w
Valor
para X X=-2 =_12 x=0 x=1
| x — 2| l-2-2 |=4| |12-2|=52[ |o-2 |=2 [1-2 |=1
lax + 1] [14(-2 + 1| =7 | |4(-12+ 1|=1] [4) +1|=1| [4(1) +1[=5
4 <7 52 <1 2<1 1<5
[x = 2]<[4x + 1] 7 Cierto Falso Falso Cierto
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Entonces la desigualdad se cumple solamente para los valores de X que estén dentro de alguno
. 1
de los intervalos —o0o < X < —1 ¥y T <X < oo,

(' Notese que se incluyen los extremos x=-1 y x=1/5 porque ambos valores satisfacen
también la desigualdad inicial )

Otra forma de resolver desigualdades con valores absolutos que tengan la forma general :
Al > [8] 6 |Al <8

donde y son expresiones algebraicas, consiste en elevar al cuadrado ambos miembros para eliminar los

s . 2 .
valores absolutos , pues de la definicion alternativa de valor absoluto : |X| = /X" sesigue que. ..

()?= () estoes (Jx)? =

de manera que el cuadrado del valor absoluto de un nimero es igual al cuadrado de ese nimero.

Al final, se tendra que resolver una desigualdad que contiene polinomios o fracciones.
La dificultad principal de éste método es que se eleva el grado de los polinomios involucrados en la
desigualdad y por cada vez que se eleva al cuadrado, sera mas laborioso determinar sus raices.

|2-x — 1]
<

Ejemplo 13. Resolver la desigualdad : | | <
3X-2

Solucién : Multiplicando primero por |3-X - 2| (que es un nimero positivo) para transformar la

desigualdad a la forma general |A| < |B| , queda:

(M |3.x - 2|) < 1(]3x-2])

|3-x — 2|
|2x—1| < [3x-2
Elevando al cuadrado ambos miembros para cancelar el valor absoluto se obtiene:
(2:x - 1)° < (3x-2)°
(4-X2 —4-X+ 1) - (9-X2 —12:X+ 4) <0 (desarrollando los binomios )

5X +8X-3<0 ( simplificando )
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—(5x—3)-(x—-1) <0 (factorizando )

(5x—3)(x—=1) >0 ( multiplicando por —1)

"Si |z <a entonces -a<z<a"

Las raices se obtienende —(5-:x—3) =0y (X—1) =0 yson: X = g , X=1.
Hacemos ahora la tabla de prueba de signos :
(—0,3/5) (3/5,1) (1, »)
(5x-3) (-) (+) (+)
(x-1) (-) (-) (+)
Gx=-3)(x=1)>0 (+) (-) (+)
| R

Asi que la solucion consiste en los intervalos : —oo < X < g y 1<X<

Ndtese que se incluyen los extremos 3/5 y 1 como parte de la solucion.

La solucidn de ésta misma desigualdad por el método del teorema |

_ l2x—1|  |2x-1
Haciendo z = = a=16®s...
|ax—2|  [3x-2
Cl2x=1 2:X—1
Si < 1 entonces —1 < <
3X—-2 3X-=-2

Separando ésta Gltima expresion en dos desigualdades con fracciones resulta . . .

2:X—1 2:X—1
-1< , <1
3X—2 3X—2
2:X—1 2:X—1
<1+ : —-1<0
3X—2 3X—2
5X—3 —(x-1
< (5x29) ; Gl A
(3:x-2) (3x-2)
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Las raices obtenidas de los factores: (5-:x—3) = 0, (3:x—2) =0y —(X—1) = 0 son

X = g , X = % y X =1 ylatablade prueba de signoses. ..
(-,3/5) (3/5,2/3) (2/3,1) (1, o)
1
Valor 0 19 5 5
de x 30 6
|2X—1| |0—1|=1 2.1_9_1 _i 2.5_1 :E |2(2)_1|:3
30 15 6 3
|3x-2| | l0-2|=2 F£_4:&_ F§_4:1 3@)-11=4
30 10 6 2
. 4 1 3 1
2x-1<|3x-2]| 1< 2 Cierto — < — Falso - <= < i
| | | | 15 10 >3 Falso | 3 < 4 Cierto
Obteniéndose la misma solucion : X < g y 1 < X como erade esperarse.

Desigualdades con valores absolutos de la forma general :
POl + QM) + R .. T(x) > a
POl + QM| + R .. T(x) <a

donde [P(x)| , |Q()| . |[R()| ... T(x) sonpolinomiosy a es una constante, se pueden
resolver aplicando el principio de establecer casos y el siguiente procedimiento :

1° En cada término de la forma |P(x)| , usar la definicion de valor absoluto:
|P( )| P(x) si P(x>0)
X =
—-P(x) si P(x) <o
para determinar las condiciones en las que se cumple cada uno de esos valores absolutos

2° Combinar todas las condiciones determinadas en el paso anterior para establecer un
conjunto final de intervalos de prueba .

3° Hacer una tabla de prueba en la desigualdad inicial para verificar en qué intervalos del
conjunto final se satisface la desigualdad
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Como se ilustra en los siguientes ejemplos sencillos que s6lo implican polinomios de primer grado.

Ejemplo 14. Resolver la desigualdad : |3-x— 1| - |2-X+ 5| >3

X sl x>0
Solucion :  De la definicion de valor absoluto: |x| = .
-X SI X<0
[ (3x-1) si 3x-12>0
Se concluye que : |3-x - 1| = )
| —(3x—=1) si 3x-1<0
. 1
3X—1 sl x> 3
es decir. . . |3«x - 1| = *)
. 1
—-3:X+1 SI X< —
3
[ (2x+5) si 2x+5=0
y tambien : |2-x + 5| = .
| —(2:x+5) si 2x+5<0
. -5
2:X+5 SI X2 7
es decir. . . |2-x + 5| = **)
—2X—5 Si X< —
2
Estas condiciones indican que debemos considerar tres intervalos :
) -5 1 1
X< — — <X< = — <X
2 2 3 3
. -5
CASO1  Six < —> entonces |ax—1] = =(3x-1) ; |2x+5 = —(2:x+5)

son negativos debido a las condiciones (*) y (**),y la desigualdad inicial queda :
|3x—1| = |[2x+5] >3
(-3:x+1)—(-2-x-5) > 3

—X+6>3 con solucion X<3

. —5 - P .
CASO Il Si - < X < =, por las condiciones (*) y (**), los términos con valor absoluto tienen los

1
3
signos : |3-x— 1| =—(3x-1) y |2-x+5| = 2.X+ 5 y ladesigualdad queda :
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CASO Il

|3x—1| = [2x+5| >3

—(3x—-1)-(22x+5) > 3

—5.-X—4 > 3 con solucion:

.1 .
Si 3 < X, entonces |3'x— 1| =3X-1; |2~x+5| = 2:X+5 Yy ladesigualdad

inicial queda :

|3x—1| = |[2x+5] >3

(3x—1)—(22x+5) >3

X—6>3

cuyasoluciénes: X > 9

Para determinar finalmente en cuales de éstos intervalos se satisface la desigualdad inicial,
debemos hacer una tabla de prueba, asignando valoresa X en cada uno de los intervalos y
verificando si la desigualdad se satisface.

(—0,-7/5) (=7/5,3) (3,9) (9, o)
Valor
para x X=-2 x=0 Xx=4 x=10
13x=1] | |32 -1|=7 | |30)-1|=1 | |3@4)-1]|=11 | |3(10)-1|=29
[2x+5] | |2(-2) +5/=1 | |2(0) +5|=5 ||2(4) +5|=13 | |2(10) +5|=25
7-1>3 1-5>3 11-13>3 29 -25>3
[r=s =2t 9|88 Cierto Falso Falso Cierto
| | -
0 I
Por lo tanto, la desigualdad se cumple solo si X estd en alguno de los intervalos: X < — 0 9<X
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Ejemplo 15. No toda desigualdad que involucra valores absolutos tiene una solucion .

Resolver la desigualdad |x— 1| - |X— 3| 25

CASO |

CASO I

CASO Il

SDe la definicion de valor absoluto se concluye que :

X—1 sl XxX—12>0 es decir si x>1

x—1] = _ . *)
| —(x—1) si x—1<0 es decir si x<1|
(x—3) si x—3>0 es decir si x>3

|x—3| = _ . (%)
| —(x—3) si x—3<0 es decir si X< 3|

Estas condiciones implican que se deben considerar tres intervalos:
X<1l , 1<X<3 , 35X

Cuando x toma un valor numérico dentro del intervalo: X < 1, entonces, las condiciones (*)y
(**) implican que : |x - 1| =—(x-1)y |X — 3| = —(x — 3) y ladesigualdad inicial
|x—1| = |x=3| =5 queda...

—(x-1) - [(x-3)] =5

-225

que es una contradiccion. Esto significa que X no puede tomar valores en el intervalo (—co , 1)

Si consideramos los valores reales en el intervalo 1 < X < 3, entonces las condiciones (*) y
(**) hacenque. .. |x - 1| =X—-1Yy |x - 3| = —(X — 3) y ladesigualdad inicial
|x—1] = [x-3] =5 queda...

(x-1)-[-(x-3)] =25

2:X—4>5 esdecir X 2>

N | ©

Cuando se consideran los valores de X en el intervalo 3 < X , entonces |x - 1| =X-1Yy
|x—3| =X—3 Yy queda...
(x-1)-(x-3) >5

225

otra contradiccidn, lo cual significa que X no estd en el intervalo [3, o0 ) y por lo tanto

9 . .
tampoco es verdad el caso Il puesto que X > > queda comprendido en el intervalo [3, o)

En resumen, no existe ningln numero real que pueda satisfacer a ésta desigualdad.
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Ejemplo 16. Resolver la desigualdad : X+ 3:X — 2| - |2-x+ 3| >3

Solucién :

Aplicando la definicion de valor absoluto se tiene que :

2 2
X +3X—2 cuando X +3x—-2>0
X tax—2 =

—(x2+3'x—2) cuando X*+3-X—2 <0

Resolviendo las desigualdades cuadraticas. . .

X +3X—2 si xs_B_—\/ﬁ 0 _3+—\/E3x
2 2
x2+3-x—2| = : : . . . ™
(¥ +3x-2) si (_3_2\/ﬁ < <_3+—2\/ﬁ) .

De manera similar . . .
(22x+3) cuando 2-x+3 >0 es decir si > < X

|2:x+ 3| = (**)
-3

—(2:x+3) cuando 2:x+3 <0 es decir si X< >

Las condiciones (*) y (**) indican que debemos considerar los intervalos particulares:

< X< — — =X
2

Xé—s—\/ﬁ; -3—417 -3 . 3 _ <—3+\/ﬁ; _3+\/ﬁ5x
2 2 2 2 2

. —3—17
CASO | Si x < T\/— , entonces |x2+3~x—2| =X +3x-2; |2x+3] = —(2:x +3)
y la desigualdad |x2+3-x—2| - |2-X+3| > 3 se escribe en éste caso como :
2
(x +3-x—2) —(—2x-3) >3

X +5X+1>3

X < _5_2@ 6 _52@ < X

cuya solucién es:
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. —3—4/17 - - :
CASO 11 Si 3T < X< 73 , de las condiciones (*) y (**) se tiene que :
2 2
X+ ax—2| = —(x +3x-2)  :  |ex+3 = —(2x+3)

y la desigualdad queda:

—x2—3-x+2+(2-x+3) >3

2
—X —X+52=23

cuyasoluciénes: —-2<Xx<1

CASO Il Si __3<x<_3+—\/ﬁ
2 2

X +3x—2| = —(x2 43X — 2)
y la desigualdad queda :

< , de las condiciones (*) y (**) setiene que:

; |2x+3] = 2x+3

—x2—3-x+2—(2-x+3) >3

2
—X —5X—-123

cuyasoluciénes: —4 <X < -1

. —3+4/17
CASO IV  Si 3—2\/—sx, entonces . . .

e +3x—2 = +3x-2

y  |2x+3|

=2X+3

de modo que en éste caso, la desigualdad inicial queda :
2
X" +3X—2—-(22x+3) >3

2
X +X—-523

L, —-1—+/33
cuyasoluciénes: X < —

Denotando ahora las raices

—5-1/33 _
2

r, = -5.372 ,
—1—14/33
r,= ——— = —3.372
2
y dado que :
r, <

—1+4/33 _
— =

0.372

_ —5+44/33
2

2.372

_ —1+4/33
2

(-4 <r<(2)<(-1)<rp<(1)<ry,
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la recta numérica queda dividida en los 9 intervalos de prueba siguientes . . .
(—eoura) o (r1,-4) ., (-4.15)  (rsn-2) . (=2,-1) . (-1.15) . (rn1) . (2.14)y
(v, )

Para determinar finalmente en cuales de éstos intervalos se satisface la desigualdad inicial,
debemos hacer una tabla de prueba, considerando valores para X escogidos arbitrariamente en
cada uno de esos intervalos y verificando si la desigualdad inicial se cumple . . .

(o) (n~4 | 4r) (5, -2) | (2,-1] (L) (3, D @.r) | (.0
valor escogido X=—-6 | x=-5 x=_—7 X=-3 x=_—3 x=0 x=i X=2 X=3
para X 2 2 2
[ X2 +3x-2 | 16 8 1/4 2 17/4 | 2 1/4 8 16
| 2x+3 | 9 7 4 3 |0 3 4 7 9
; 2
¢ se cumple 7 16-9>3 | 8-7>3 |[1/4-4>3 | 2-3>3 | 4.25>3 | 2-3>3 |1/4-4>3 | 8-7>3 [16-9>3
X% +3x—2| — |2x+3| = 3 Cierto | Falso | Falso Falso | Cierto| Falso | Falso Falso | Cierto

vy

Vemos asi que la desigualdad se cumple solo si X toma un valor en alguno de los intervalos :

—5—1/33 —-1++/33
X ——— ; 2<x<-1 ;, ——— <X
2 2
como se ilustra en la siguiente gréfica . . .
Y

X +3x—2 - [2x+3

|x2+3-x—2| 10
AN y=3

BNV VA A

N b '4

—|2:x + 3|

-10~
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EJERCICIOS 1.1

1. Si m y n representan dos nimeros enteros, entonces 2-m y 2-n son enteros pares ( es decir,

que son divisibles entre 2 ), mientrasque (2-m+1) y (2:n+ 1) son enteros impares ( que no son

divisibles por 2, es decir que si se dividen por 2 el residuo no es cero) .

Mostrar que :

e Lasuma de dos nimeros enteros pares es par

e Lasuma de dos nimeros enteros impares es par

e El producto de un nimero entero par con cualquier otro entero es par.

2. Si X = —Xx paraunnumero real X demostrar entonces que X = 0 . (Sugerencia: usar las
propiedades de los nimeros reales).

3. Si un trabajador puede realizar su labor en 7 dias y otro trabajador puede hacer la misma faena en 5 dias,
entonces ¢ qué fraccion de la labor realizaran si trabajan juntos por 2 dias ?

4. Si un metro de alambre de Cobre pesa 359 ¢qué longitud tiene un rollo de 1540 kg ? (1 kg = 1000 g)

5. Encontrar la forma decimal de los siguientes nimeros racionales.

5 8 41 6 85
a) — b) — c) — d — e) —
) 8 ) 3 ) 333 ) 11 ) 750

6. Convertir los siguientes nimeros decimales periddicos en nimeros racionales

a) 0.454545454... b) 0.151515151.... C) 0.1428571428....
d) 12.234343434.... e) 1.327272727..... f) 3.49686868686....

Ejemplo :
Sea el nimero X = 1.851851851... . Notemos que el patrdn de repeticion tiene tres cifras: 851, asi que

multipliqguemos ambos lados de ésta igualdad por la potencia de 10" donde n es el nimero de cifras del
patron de repeticion, es decir 10° = 1000
1000-X = 1851.851851....
restemos X : —X = —1.851851851...

resulta. .. 999-X = 1850

. 1850 . ip . . . 50
resolviendo para X queda X = 509 Simplificando ésta fraccion se obtiene : x = >

n
siguiente tabla para ver como éste nimero aumenta sin limite (se dice que tiende a infinito y se denota por:
c0) cuando N Seaproximaa Cero:

7. El nimero (—ZJ no esta definido para n = 0 pues implica una division por cero. Completar la
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n 10 1 0.5 0.01 0.000 01 | 0.000 005 | 0.000 000 1

0.05 5 20

3N|U-|

8. Cuando h = 0, laexpresion : no esta definida . Completar la siguiente tabla para

Va+h-2
h

determinar a que valor se aproxima éste nimero cuando h se aproxima a cero:

h 12 1 0.5 0.01 0.000 1 | 0.000 01

Va+h-2

h

0.16667 0.23607

9. Sumar las dos desigualdades dadas para combinarlas en una sola :
a —-3<4, 5>3 b) -1>-2, -1<2 C) 2<X, 6<Y

10. Multiplicar cada desigualdad por la constante de la derecha :
a -6<3, 2 b) -6>-10, -3 c) XxX>-5, -6

11. Traducir las siguientes expresiones en espafiol al lenguaje algebraico de las desigualdades
a) X esnegativa

b) y esmenorque 5 0 mayor o igual que 12
c) laedad x deJuan esporlomenos 30 afios
d) laganancia G serd de no menosde 45 por ciento

e) larazon deinflacion £ sera al menos del 1% vy alomasdel 5% mensual
f) el aumento esperado no estdentre —4 y 2

12. Calcular la distancia entre el par de de nimeros dado .

-3 -5 13 16 112
a) -1, 3 b) -4, — ) —, = o =, ==
2 2 4 5 75

13. Usar la notacién del valor absoluto para representar las siguientes expresiones:
a) Laseparaci6nentre X y 5 noesmasde 3

b) Ladistanciaentre z y —10 esporlomenosde 6
C)  estamascercade O quede 8

d) A quedaa lomas ados unidades del nimero a
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Hallar la solucion de las siguientes desigualdades: (Comprobar la solucion )

Desigualdades lineales :

4. 5—-x>7

3—2X

17. -4 < < 4 18.

Vs s 2

Resolver completando el trinomio cuadrado perfecto .

20. (x-3)°>1

23. 12.X° +34-X+10 > 0

Desigualdades con polinomios .

26. 5(x+2)%(x-3) >0

28. —5-(2:x—1)-(x+4)-x<0

30.(12:%* + 34-x + 10)-(20-X* + 18-x — 18) > 0

32. X' =5X+6>0

34. (6X% +3x—18)-(12X° —19.x + 4) > 0.

4 1
6. — > ——

X+2 x-1

—4 1 15
3, —— <= -

X—1 2 2(22x-3)

4x° -9
4. | ———|>0

9x —1

3 X+1
42, — < -1—-——

X+ 4 X—=5

15, 4X+1<2X

(2x-2) < (2xs

21. X +2X—3> 0

1)
4)

24. 20-X° + 18-X—18 > 0

27.

~

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

16. 3:X+1>2X+7

22, 6X°+3X—18 <0

25. 12-X° —19-X+4 < 0

3(X+1)(X+2)(x-3) >0

1 1
3 411X —3X = §'X3 - E-x2 +X

12X —19-X+4 < 0

3 (x-1)"<o0
3X-5
> 4
X—5
4 1
>
X+5 2:X+3
—60 15
<11+
3X—4 (2:x+1)
IR N S —
X+ 3 X—2
17
—X+1
8 X 29
—_ <
29 5:X—6 7-X+9
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Desigualdades con valores absolutos .

X X—3
4. |Z| <3 45. |2:x+5| <1 4. |——| >5
2 2
2 1 1
47. |1-x| < |x+2| 48. |2:x +3| >§'|3~x+4| 49. ‘3-x+E < 2~x—§‘
50. [3-x——| > 5x—1‘ 51. |ax— 2| > [2x+1 52. |x+6| > |2:x—5|
3 2 3

53. |x—2| +[x—1] >4 54 |x+6| —|2x—5] <2

5

o

Cl@x+6)(x-2)| - [2x-5] <2

Hallar los nimeros que estan . . .

56. almenosa 3 unidades del —1 57. cuando mucho a 2 unidades del —3
2
58. mascercade —2 quede 4 59. mas cerca de 3 que de —3 .
L L -1 3
60 mas lejos de 2 que de —3 61. mas lejos de o que de e
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Respuestas . Ejercicio 1.1

1. i) Lasuma de dos nimeros enteros pares es par.
Sean n y m enteros, entonces 2-n 'y 2-m son ndmeros pares porque se pueden dividir entre 2
exactamente y ademas:
2n+2-m = 2:(M+n)

Por la propiedad de cerradura, (m + n) es otro entero y por lo tanto, 2-(M + Nn) es un entero par
porque tiene a 2 como factor ..

ii) Lasuma de dos numeros enteros impares es par
Sean Ny m ndmeros enteros, entonces 2-N+1 y 2-M + 1 son ndmeros impares porque

no se pueden dividir exactamente entre 2 . Por otra parte, su sumaes. ..
@n+1)+(2m+1) = 22(h+m)+2
= 22(m+n+1)
Pero (M + N+ 1) esotrondmero enteroy 2-(M + N+ 1) es par porque tiene un 2 como
factor .

iii) El producto de un ndmero entero par con cualquier otro entero es par
Sean n y X dos numeros enteros, entonces 2-N es un nimero par y su producto es ...

(2:n)-x = 2:(n-x)  (factorizando)

Pero por la propiedad de cerradura en los enteros, n-X es otro nimero enteroy 2-(Nn-X) es par
porque tiene un 2 como factor.

2. Supdngase que X = —X para un nimero real cualquiera X entonces :

X+(-X) =0 ( por la propiedad de inverso aditivo )

X+(X)=0 ( por la hipétesis X = —x )

22X=0

X=0 ('Si el producto de dos nimeros es cero, uno de los dos es cero )

. . 1 . . .
3. Enun dia de labor, uno de los trabajadores hace P de la faena puesto que termina su trabajo en 7 dias

(Suponiendo que trabaja al mismo ritmo todos los dias) . Similarmente el otro trabajador hace z del

trabajo en un dia. Por lo tanto en dos dias habran hecho juntos la cantidad de trabajo:

(2-diaS)‘G' - l‘trabajoj Em \ -trabajo

dias 5 dias

= (%)-trabajo = 68.57%:-trabajo
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4. Del problema se deduce que la densidad lineal (es decir, la masa por unidad de longitud) de éste

alambre es:
0.035-kg
1-metro

o=

X-0 = 1540-kg de donde se deduce que :

5. a) — =0.625

|oo |

b) = 2.666 6666 ...

c) = 0.123123 123

WIN
w
oo|"‘

6
d) — = 0.545 454 545...
11

finito

1540-kg

0.035-kg
1-metro

X =

infinito. Patron de repeticion : 6

infinito. Patron de repeticion : 123

infinito. Patron de repeticion: 54

. Por lo tanto, si se pide que la longitud buscada X debe pesar 1540-kg, se tiene

= 44000-metros = 44-km

85 s . s
e) e = 0.113333333... infinito. Patron de repeticion: 3
1 7 461
6. a) > b) > c) — d) 6056 e) 1 f) 34619
11 33 7 495 55 9900
I n 10 1 0.5 0.01 0.00001 | 0.000005 | 0.000000
5
F 0.05 5 20 50000 [ 5 x 10w 2 x 10v 5 x 10"
|
8. h 12 1 0.5 0.01 0.000 1 0.000 01
Va+h-2
T 0.16667 0.23607 0.242641 |0.249 844 0.249 998 4| 0.249 999 8

. . 1
tiendea 0.25 , es decir a Z

9. Dos desigualdades se pueden sumar miembro a miembro solo si tienen el mismo sentido.

a) (-3<4)+ (3<5)

—> (=3+3)< (4+5)

—> 0<9

b) (-1>-2)+ (2>-1) — (-1+2)< (-2-1) — 1>-3

) (—2<x)+ (y<6)

—> (=2+y)< (x+6)
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10. Una desigualdad invierte su sentido si se multiplica por un nimero negativo

a) —-6<3 —> —(6)(2) < 3(2) — 12 < 6

b) -6>-10 — - (6)(-3) < (-10)(-3) —> 18 < 30

c) x>-5 —> —(6)(x) < (—-6)(-5) — —6x < 30
11. Las traduccionesson. ..

a) X<0

b) y<5, 12<y

c) X2>30

d) 045 <G

e) 0.01< ¢ <0.05
f) X<—-4;2<X

3 5
12 a)|-1-3] =4 b) _4_(__ =2
2)| T 2
5 13 23 16 112 128
C) | = == d) | =
2 4 4 5 75 75
13, a) |x-5 <3 b) |z+10| >6
0 |yl <ly-9 d |i-a| <2
-1
14.X < =2 15.x<7 16. 6 < X
-9 15 —23 5
17 — < x££ — 18. — <X 19. X < —
2 2 26 3
P 3
200 X<2 0 45X 21, X< -3 0 1<X 22. —2 < SE
_ -3 3 1 4
23. X< — 0 — <X 24, X< — 06 — <X 25, — < X< —
3 2 5 4 3
1
26. 3<X 27. 2 < X< —-1; 3<X 28.—4<X<O;E<x
2 - - -1
29. xX<0 0o —<x<3 30.XS—5, (—3SX£—\, ESX
5 \ 2 3) 5
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1 4
31'Z<X<§ 32. X< 3, /2<x<\2, B<X
., , 1 4 3
33. Ningun namero real 34, x<-2, —=<x<—=—, =<X
4 3 2
35 5<X<15 36. 2<X<1l, 2<X
-3 3
37. —5<x<7, -1<X 38. x £ -1, 1<X<E,3SX
-1 1 — -1
39. X<-2, —<X<—, —<X40.X<—, —<X<—=—, —<X
2 3 3
-1 —7 — 3-4/33 —7 + 3-4/33
41.—3<x<?,2<x<3 42.f<x<—4,f<x<5

6
43, X < -2, 7<X<E,3<X44. —-6<X<6

45. -3 < X< -2 46. X < -7, 13 <X
-1 —17
47, — <X 48, — <X
2 12
—5 -1 -1 5
49, — <X < — 0. — < X< —
6 30 2 24
-3 9 -1
5l X< — , — <X 52, — <x<11
22 14 3
-1 7 1,
8. X<—0 — <X 4. X< =0 9<X
2 2 3
—1 —+/58 5 —1++/58 4
55'—<X<_1;§<X<T 56. |[x—(-1)] >3 yson2<x6x<—4
57. [x-(-3)| <2 yson -5 <x<-1 58. |x—(-2)| < [x—4] yson x <1
2 —7 -
59. X_§ < |x+3| yson? < X 60 |x—2| > |x+3| y son x<7
1 3 7
61. |X+—| > |[X——=| yson — < X
4 5 40
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Capitulo 11
Funciones de una variable

2.1  Variables y constantes .

Se dice que una cantidad es variable , si puede tomar distintos valores numéricos durante el transcurso o
desarrollo de un proceso matematico .

Por contraposicién, una cantidad es una constante si no cambia su valor numérico durante un proceso.

Si una cantidad es constante Unicamente para un proceso particular, entonces se llama constante relativa

(o parametro ) ; pero si permanece constante en cualquier proceso, entonces es una constante absoluta (
o valor universal ) .

Se acostumbra usar las primeras letras del alfabeto (a, b, ¢, ... ) paradenotar constantes y las

altimas letras (..., v, W, X, Yy, Z ) paradenotar las cantidades variables.

De manera general, se puede considerar que una constante es un caso especial de una variable que tiene
siempre todos sus valores iguales .

Ejemplo 1. Lafuerza F entre dos cargas eléctricas puntuales g, y 0, separadas una distancia r
se calcula con la expresién matematica :

d:-02

2
r

F =K.

En éste expresion :

e la fuerzaeléctrica F y laseparacion r son magnitudes variables que dependen una
de la otra.

e (,Y (, representan valores particulares de dos cargas eléctricas y por lo tanto son
parametros.

e K representa una constante que es independiente de la fuerza F entre las cargas, de la
distancia r que las separa y del valor de las cargas (; Y (,. Es una constante
absoluta .

Algunos otros ejemplos de constantes absolutas son :
® 7 = 3.14159265.....

Representa la razon del perimetro al didmetro de una circunferencia . Tiene siempre el mismo valor para
cualquier circunferencia independientemente del tamafio de ésta.

e © = 271828183.....

Es la base de los logaritmos naturales. Se relaciona con procesos de crecimiento y decrecimiento de
cantidades variables como corrientes eléctricas , poblaciones , probabilidades etc.
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joule

mole-°K

La constante universal de los gases ideales. Es independiente de la composicion molecular del gas, su
temperatura, la presion o el volumen

e R = 8.314510-

g M
e C = 299792458-10° —
seg

La velocidad de la luz en el vacio. No depende de la frecuencia, de la intensidad de la luz y tampoco de la
direccion en la que se propaga.

e = 1610 -Coul
La carga eléctrica fundamental . Los electrones o protones de diferentes materiales son iguales,tienen la
misma carga eléctrica.

mientras que las siguientes son algunas constantes relativas o pardmetros:

m
* = 980665 —;
seg

La aceleracién debida a la gravedad terrestre. Se considera practicamente constante; para describir el
movimiento de objetos en caida libre cerca de la superficie terrestre

e T.=100°C
La temperatura de ebullicién del agua al nivel del mar. No es una constante absoluta puesto que cualquier
liquido hierve a una temperatura que depende de la presion atmosférica y la altura sobre el nivel del mar.

m
° Vv = 333-——
seg

La velocidad del sonido en el aire. Es una constante que varia con la temperatura del aire y la presion
atmosférica.

A menudo, los valores que puede tomar una variable se limitan a un intervalo de nimeros reales; sin
embargo, esto no significa que deba tomar todos los valores del intervalo y podria tomar sélo algunos de
ellos (hablaremos en tal caso de una variable discreta) .

Una variable es continua cuando adquiere todos y cada uno de los valores de un intervalo de nlimeros
reales sin excepcién de alguno de ellos.

Por ejemplo, si T representa la temperatura del agua en condiciones normales, (la cual puede cambiar

desde la temperatura ambiente T hasta unos 100° grados centigrados) entonces T es una variable

continua en el intervalo [T,,100°].

En cambiosi T representa el nimero de hijos de una sola madre humana, entonces esta variable sélo puede

tomar los valores discretos 0, 1, 2, 3, ... hastaun madximo M, en el intervalo [0, M ], donde M
representa el maximo ndmero de hijos.
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2.2

Por otra parte, si todos los valores propios de una variable X estan dentro de un intervalo que no es infinito,
decimos que tal variable es acotada , esto es, si X esté dentro del intervalo (—M , M) es decir
-M < x < M ,donde M es una constante real positiva .

Lavariable T en los ejemplos anteriores es acotada .

Definicion :

La variable X se llama acotada si |x| < M (siendo M una constante positiva M > 0 )

Usualmente los valores que pueda tomar una variable estan determinados por los valores gue tomaron antes

otras variables , es decir dependen de ésas otras variables.

Hay muchos ejemplos :

El perimetro P de una circunferencia depende de su radio r .

La corriente eléctrica i que circula en un circuito depende del potencial eléctrico V y de la resistencia

o impedancia Z de tal circuito.

La velocidad v de propagacion del sonido en un medio material como el aire, depende de la temperatura
T del medio ambiente y de su densidad o.

El nimero N de foto-electrones desprendidos de un metal depende de la frecuencia f y de la

intensidad | de la radiacion incidente.

La fuerza F con la cual se atraen entre si dos objetos con masa cambia con el valor de las masas y de la

distancia que las separe
etc

En el caso mas simple, de solo dos variables X e y que se relacionan de modo que los valores de y estan

determinados por los valores de X, se dice que "y es una funcionde X ".

Por ejemplo, el volumen V' de una esfera se calcula con la relacion :

3

V = —7xr

wl s

. . 4
donde el valor de V depende exclusivamente del valor del radio r de la esfera (dado que 7 vy 3 son

constantes universales). De manera que con distintos valores para la variable r , se obtienen también
diferentes valores para el volumen V calculados a partir de la ecuacion anterior.

Se dice entonces que V es una funcion de r
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Notacion :

Si una variable y es una funcion de la variable X, se denota por :

y=f( (2.1)

Queselee:" yesfuncibnde x " o " yesiguala f dex".

No se debe confundir ésta notacién con una multiplicacién de f por x. El simbolo

f (x) es solamente una notacion que representa una funcién de X.

La letra entre paréntesis (X) se llama variable independiente y es la variable a la que
se pueden asignar a voluntad valores numéricos.

La letra y del lado izquierdo de la expresion 2.1 se llama variable dependiente o

funcion vy es la variable cuyos valores quedan determinados por los valores asignados
antes a la variable independiente.

Laletra f (o letras) que antecede (n) a la variable independiente, es el nombre de la

funcion y representa el conjunto de operaciones matematicas que se deben realizar
con el valor de X para calcular el valor Yy , es decir, representa la regla o

procedimiento con que se obtendra el valor y a partir del valor X .

Asi por ejemplo si:

3

[ ] V: 7Z'r

wl s

La dependencia entre las variables V 'y r se puede indicar por V = f (r), donde el simbolc f

representa la regla o procedimiento : " elevar r al cubo, multiplicar el resultado por 4- 7 y dividir después
entre 3"

o 223X
La dependencia funcional entre éstas variables podria representarse por : z = ¢(X) , donde ¢ significa

elevar X al cuadrado y restarle el valor de su raiz cuadrada .

e x=sen(In(w))

La relacidn entre las variables X y W expresada en ésta ecuacion, en notacién funcional podria quedar
indicada como : x = F(w), donde F representa las operaciones combinadas de obtener el seno del
logaritmo natural del nimero w .
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2
o y=2-x
La relacion funcional entre las variables X e y se puede expresar como: y = p(X) , donde el simbolo p

representa la regla : " elevar el nimero 2 a la potencia X VY restar al resultado el cuadrado de X "

Ejemplo 2. Si f(x)= X2+4-X+7 calcular lo valores funcionales: f (3), f (-2), f[E\
\2)

fs—1) y f(u®-3u).

Solucion : Los valores funcionales se obtienen substituyendo el valor de la variable independiente (el que
esta indicado entre paréntesis) en la definicion de la funcién y realizando con ese valor, las

operaciones simbolizadas por f .

Si x=3 entonces f(3) = (3)°+4(3)+7= 28

Si x=-2 entonces f(-2) = (—2)2 +4(-2)+7=3

.o _ 3 (3\ (3 [3\ oo 8t

Si X_E entonces k4) k4) +4\ ) _7

Si x=s—1 entonces f(s—1)= (5—1)°+4(S—1)+7=5 +2:5+4

six=u’-3u queda f(u¥-3u)=(P-3u) +a(®-3u)+7

=u—eu+13 U 12U+ 7

Valor de entrada X
Se puede interpretar a una funcién como una caja negra,

en laque "se vacia" un valor particular de entrada para X

y a través del mecanismo interior f (X) de la caja, se obtiene
Valor de salida

y=f()

un valor y en la salida como resultado.
Como se ilustra en la figura de la derecha.

El mecanismo f () consiste en todas las operaciones

matematicas que se deben realizar con el valor x de

entrada, el cual puede ser un valor numérico particular o
una expresion algebraica completa, tal como se mostré en
el ejemplo anterior .

La condicion fundamental que distingue a una funcion de una ecuacion algebraica cualquiera se da en la
siguiente definicion :
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DEFINICION DE FUNCION .

" Una funcién es una relacion entre dos variables, tal que a cada
valor de la variable independiente, corresponde un
solo valor de la variable dependiente **

El conjunto de valores posibles para la variable independiente se llama dominio .
El conjunto de valores correspondiente que toma la funcién se llama rango o codominio.

Es muy fécil determinar si una relacion matematica entre dos variables es 0 no una funcién. Basta con
graficar tal relacion en el plano cartesiano y notar si cualquier linea recta vertical corta a la grafica en un

solo punto , pues en tal caso significa que a cada valor de la variable independiente X sobre el eje X, le

corresponde un unico valor de la variable dependiente Yy sobre el eje Y y por lo tanto se trata de una

verdadera funcion de laforma y = f(x) .

En caso contrario, es decir, si cualquier recta vertical corta a la grafica de la relacion en méas de un punto,
significa que tal relacion no representa una funcion.

Por ejemplo, las siguientes graficas no representan funciones matematicas :

-
\_

Circunferencia de radio R
con centro en el origen:

X2+y2: R2

o~
N

Elipse de semiejesa y b con centro

en el origen de coordenadas:
2 2

X
_+y_:1

2 2
a b

Parabola horizontal con vértice
en el origen de coordenadas:

y2 = A-X

En cambio, las siguientes graficas si representan a la variable 'y como funcion de la variable x :

Parabola vertical : y = AX

Semicirculo y = \/RZ — X

-

Parabola clbica horizontal:

y = A%/;(
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Cuando el valor calculado para una funcion no sea un ndmero real, entonces el valor correspondiente de su
variable independiente debe excluirse del dominio natural de la funcién , es decir, todos aquellos valores

de x paralos cuales lafuncién y = f (x) no sea un nimero real, no son parte del dominio de la funcién.

Algunas de las condiciones que limitan el dominio de una funcion son :

I) Las raices pares de nimeros negativos no son nimeros reales .
I1) La division por cero no esta definida .

Consideremos por ejemplo la funcion: f (x) = /X + 2

La condicién 1) indicada arriba , implica que si el nimero /X + 2

ha de ser real , entonces el radicando (X + 2) debe ser positivo: 2_/

(x+2) >0  esdecir X > -2 -+

Asi que el dominio de ésta funcion no es cualquier nimero real | | P
sino que esta limitado al conjunto de nimeros comprendidos en el |2 ot g2 0B

intervalo: [-2, 00 ) . 4

Ademas, como se puede apreciar en la gréfica de la funcion indicada a la derecha, el rango de f (x) esel

conjunto de nimeros reales positivos, y > 0 , es decir el intervalo [0, o)

Consideremos ahora la funcién : g(x) = YX+2.

En la definicion de ésta funcién, no existe ninguna restriccién 1——//
sobre los posibles valores que se le puedan asignar a su variable

independiente X puesto que las raices impares de nimeros -=5 -=3 -Il :1 Ig,
positivos o negativos siempre son nimeros reales . -1+

En este caso, tanto el dominio como el rango de la funcion g(x),

consisten en el intervalo (—co, o) , todos los nUmeros reales.

También se deben excluir del dominio de una funcidn todos los valores reales de su variable independiente
X que impliquen una division por cero o que hagan cero algin denominador, como se establece en la
condicion 11 .

Asi por ejemplo la funcién racional :

-
4-X —2
f(0 = —
2:X —11-X+ 12 2T
graficada a la derecha, tiene un denominador que se 2 _ o |2 A 6 B
factoriza como:
2
2X" —11-X+12 = (22x—3)-(x — 4) L
y por lo tanto se obtendra una divisién por cerosi X = 4 0
3 L

X==
2

Pedro Ferreira Herrején




Calculo de una variable

Estos valores se deben excluir del dominio de la funcion, el cual consiste entonces en todos los nimeros

3 . 3 . . .
reales excepto 4 y 3 es decir, X # 4,5 0 escrito de otra manera, en los intervalos abiertos :

(<2): () v e

El rango de la funcidn es en cambio todo el conjunto de nameros reales (el intervalo (—oo, oo) ) , puesto
4-X—2
(22x=3)-(x—4)

que la fraccion { :| puede ser positiva 0 negativa y muy grande o muy pequefia .

El rango y el dominio de una funcion también se pueden visualizar si se proyecta la grafica de la
funcién sobre losejes X eY .

En éste altimo ejemplo es claro que la proyeccion de la gréafica de f (x) sobre el eje Y cubre todo el eje

numérico vertical, por eso su rango es todo el conjunto de nimeros reales (—oo, oo) .

3

. . X =2
Veamos otro ejemplo. En la funcién: f (X) = ——— 1o
2 | [
VY2:X —Xx—3 1 13
S P
- - - . | [
la condicion 1) restringe los valores del radicando | |
2 , . . 4
(2-x —X- 3) a nameros positivos , puesto que las raices i 2 i
cuadradas de numeros negativos no son numeros reales : -3 -2 ﬂ:l o 1 : 5 3
| |
| |
2x°=Xx-3>0 0 (X+1)(2x—3) >0 I
|
|
lo cual limita el conjunto de valores reales que puede asumir la 10t |

. ., . 3
variable X de esta funcion a los intervalos: X < (-1) y > <X

Por otra parte, la condicién Il) establece que el denominador (2-x2 —X- 3) no debe ser cero, puesto que
no esté definida la division por cero, estoes . . .

(203 -x-3) = (x+1)-(2x-3) % 0

- 3
lo cual conduce a las restricciones: X # —1 y X # >

De la combinacion de éstos resultados se obtiene que el dominio de f (x) consiste en los intervalos abiertos

(~e0,-1) Goo)

Es decir, la variable independiente X de ésta funcidn no puede tomar valores en el intervalo cerrado

3 . . , . ,
[—-1,= ] porgue en éste subconjunto de nimeros reales la funcién f (X) no es un ndmero real.
2

Mas adelante encontraremos otras condiciones que determinan el dominio de las funciones matematicas.
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2.3

Clasificacion geométrica de funciones

Algunas caracteristicas geométricas de las graficas de las funciones matematicas nos permiten clasificarlas
en...

FUNCIONES PARES .
Su gréfica es simétrica respecto al eje Y 'y por lo tanto todo punto (X, f (X)) de la gréfica de la

funcion tiene un punto imagen : (—x, f (—x)) = (-, f (x)), el cual queda a la misma distancia del eje

Y que el punto (X, f (X)), como se muestra por ejemplo en las siguientes figuras:

(=x,1(=x)) (x,f(x))

\/ \/ . (=x, (=) (x,f(x))

Para todo valor X del dominio de una funcion par se cumple que :

f(=x) = f(xX) (22)

FUNCIONES IMPARES .
Su gréfica es simétrica respecto al origen de coordenadas y por eso, todo punto (X, f (x)) de la gréfica

de la funcion tiene un punto imagen : (=X, f (—x)) = (—x,—f (X)), el cual queda a la misma distancia

del origen que el punto (X, f (X)), como se ilustra por ejemplo en las siguientes gréaficas :

A
Y Y
A
(=x,f(=x))
: X . ‘ - X
) I B\
\ (x, ()
Para todo valor x del dominio de una funcion impar se cumple que:
f(=x) = —f (x) (23)
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FUNCIONES PERIODICAS .
Su grafica se repite cada cierto intervalo de longitud P ( llamado periodo ) , como se ilustra por ejemplo

en la gréfica siguiente:

U

Para todo valor X del dominio de una funcion periodica se cumple que:
f(x)= f(x+P) (24)

FUNCIONES CRECIENTES .
Vista de izquierda a derecha, su gréafica "“aumenta’ o **sube’ al considerar valores crecientes de su

variable independiente ,es decir, la gréafica de una funcion creciente tiene una pendiente positiva que
aumenta o una pendiente negativa que disminuye, como se ilustra en las gréficas siguientes:

Y YA

f(x,) Y

fx)

X - X
/ Xy 2
Se dice que una funcién f (x) es creciente en un cierto intervalo (a,b) si para cualquier par de valores

X1 Y X, enese intervalo tales que X; < X, secumple que. ..

f (xl) < f (xz) (25)

FUNCIONES DECRECIENTES .

Vista de izquierda a derecha, su gréafica ""disminuye™ o "'baja’* al considerar valores crecientes de su
variable independiente ,es decir, la gréafica tiene una pendiente negativa ,como se ilustra por ejemplo en
las graficas siguientes:
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YA Y“

e )

xl‘ X, f(x,)

— X
f(&)&\

Se dice que una funcién f (X) es decreciente en un cierto intervalo (a,b) si para cualquier par de

valores X; Yy X, enese intervalo talesque X; < X, secumple. ..

f (xl) > f (xz)

(26)

c) h(x) = cos(2-x)

Ejemplo 3.  Determinar las caracteristicas geométricas de las siguientes funciones :
a) f(x)= X —1 b) g(x) = 3:x° = 27X
2 3 1 1
d) F(x) = 4x —x ) G(X) = - NHE) = =
X X
1 X .
9 I(x)= > h)y J(x) = tan(—) i K(x) = €
X+ 1 2

Solucién : a) f(x) = X —1

Esta es una funcion par puesto que :

(%)% -1
2
X —1

f(x)

Como se puede apreciar en la gréafica de la funcién,
ilustrada a la derecha, ésta es simétrica respecto al eje Y
Notemos ademas que el vértice de éste pardbola se
localizaen (0,—1)y por lo tanto, la funciénes. . .

f (=)

1

decreciente en el intervalo (—c0,0)

creciente en el intervalo (0, 00)
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b) g(X) = 3-X° — 27-X

o80T ;
Esta es una funcién impar puesto que : —V§ \ﬁ

: ‘ :
f(=%) =3(x)"-27-(-x) N\est |
= (35— 27.%)

= _f (X) I [l 3 [l [l 3 [l ]

-4{3-2-1 g 12 4
Como se puede apreciar a la derecha, la grafica de ésta | |
funcion es simétrica respecto al origen de coordenadas. l l
Ademas la funcion se factoriza como: -5t l
2 1 1
g(x) = 3-x-(x —9) = 3X(X=3)(x+3) | |
| _50__ |

y por lo tanto, los valores de X para los cuales la
funcion vale cero (sus raices reales ) son :

Asi que en los puntos (—3,0), (0,0) y (—3,0) lagraficade f (x) cruzaporeleje X .
Esta funcion es ademas :
creciente desde —oo hasta X = —/3

decreciente desde X = —/3 hasta X = 0

creciente desde X = 0 hasta co

¢) h(x) = cos(2-x)
Esta es una funcion par puesto que :

f (—x) = cos[2:(—x)] = cos(2-x) = f(X)

Como se puede apreciar a la derecha, la gréafica de
ésta funcion es simétrica respecto al eje 'Y .
Ademas la funcién también es periddica porque :

cos[z(x + 72)] = cos(z-x + 2~7z) = c0S(2-X)

es decir, h(x + 7z) = h(x) y por lo tanto, el

periodo de ésta funcién es 7 .

Los valores de la funcion se repiten en cada intervalo de longitud 7z sobre el eje X .

Notemos también que la funcién crece y decrece alternadamente ; pero su rango no sobrepasa el
intervalo [—1,1], es decir es una funcién acotada .
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_ 2 3
d) F(X) = 4Xx —X o
Esta es una funcion que no es par ni impar
porque: 10+
F(=) = 4(=%)" - () — |
’ 3 -4 =2 0 2 6
= 4-X +X
“10+
pero ésta ultima expresion no es igual ni a F (X)
ni a —F (X) por lo tanto la funcién no tiene oo
paridad.

Como se puede apreciar , la gréfica de ésta
funcidn no es simétrica respecto al origen ni

respecto al eje Y .

F (x) se factoriza como: F(x) = 4-X° —X° = X’-(4—X) y por lo tanto, su grafica corta al eje
X enXx=0yen X=4.

Ademés es: decreciente desde —oco hasta X = 0
creciente desde el origen hasta un puntoentre X = 0 y X = 4.
decreciente desde ese punto hasta el infinito (oo) .

. . ., . . 4 . . 128 .
Pero, si ésta misma funcidn se translada una distancia de 3 hacia la izquierda y 7 unidades

2 3
hacia abajo queda : f (X) — 4|_X _ (_4\\—| |_X _ ( 4\—| 128 _ 16 o X3

P ) T T e

y se convierte en una funcién impar, pues adquiere simetria respecto al origen.
Esta funcion trasladada se representa con la linea de puntos en la gréfica anterior.

No se concluya de éste ejemplo que toda funcién matematica sin paridad se puede hacer par o
impar mediante una simple translacién. Existen otras funciones que no tienen paridad aunque se
trasladen, giren o se deformen .

1
&) G(x) = — T
X
pus
Esta es una funcién que par porque :
1 1
G(—x) = 5= 7 G(x) 2T
(=) X
y por lo tanto tiene simetria respecto al eje Y . L L ) 5
Notese que la funcion no esté definidaen X = 0
L
(tiende al infinito positivo (oo) cuando X se acerca

al cero) pero siempre es positiva, por lo cual su
rango es el intervalo (0, oo) sobre el eje Y .
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Sobre el eje X, es creciente en el intervalo (—oo,o) y decreciente en el intervalo (0, oo)

HnHK) = =

X T

Esta es una funcién que impar porque :

1 1 T
H(—X) = —— = — = -H()
(=x)" =X : : : :
-3 <1 1 3
y por lo tanto tiene simetria respecto al origen . -2+

Notese que la funcion no esté definidaen X = 0

(tiende a infinito (oo) cuando X se acerca al cero

por la derecha : X < 0 y tiende al infinito negativo

(—oo) cuando X se acerca al cero por la izquierda

1X>0).

Esta funcion es siempre decreciente y puede ser positiva o negativa , por lo cual su rango sobre el
eje Y consiste en los intervalos (—oo,o) y (0, oo) . (ndtese que se excluye el 0)

9 I(x) =

X +1 -
Esta es una funcioén que par porque :

()= — = — X -1«

(—x)2+1 X+ 1

y por lo tanto tiene simetria respecto al eje Y . -4 -2 0 2 4

I (x) tiende al valor 0 cuando X aumenta sin

limite tendiendo al infinito positivo (oo) hacia la

derecha, o al infinito negativo (—oo) hacia la
izquierda .

Sobre el eje X , es una funcion creciente en el intervalo (—oo, 0) y decreciente en el intervalo

(O,oo).

El rango esta limitado al intervalo semiabierto (0,1] dado que el minimo valor de su

. 2 , .
denominador (x + 1) es 1 yelmaximoes co .
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N X
h) J(x) = tan(zj

Esta es una funcion periddica porque :

J (x + 2-7:) = tan(w)

2

= tan@ + 7[) = tan@) = J(X) I

y por lo tanto su periodo es 2-

J (X) no esta definida (tiende al infinito positivo

(oo) o al infinito negativo (—oo) ) cuando X es

X=..,57,-37r,—-7,7,371,...

un maltiplo impar de 7 .

Es una funcion siempre creciente y ademas impar porque :

J(=x) = tan(_?x) = —tan@) = =J(X)

y por lo tanto tiene simetria respecto al origen

i) K(x) = e

(laconstante e = 2.71828183... es la base
de los logaritmos naturales ) 37

Esta es una funcién no tiene paridad

porque : /

— 1 -3 -2 -1 0
K(-x)=e *= -~
e

1 1 . . . .
pero — = K(x) y — # —K(X) . Ademés es siempre creciente y positiva .

X X

€ €
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2.4 Algebra de funciones .

Podemos también sumar , multiplicar o dividir algebraicamente dos funciones matematicas tomando en

cuenta que el dominio de las nuevas funciones resultantes sera la interseccion comun de los dominios de las

funciones iniciales.

Por ejemplo con :
f(X) =X+2 Dominio: X > —2
g(x) :=4/3-x Dominio: X < 3

el dominio natural para la funcién suma : K

S(X) = f(X)+9(X) = VX+2+4/3—x f(x)+g(x)
9(x)

es 2<X<3 00 7

(el intervalo interseccion de los dominios -

iniciales ) | [

En la grafica de la izquierda, se representa la
funcion suma S(X) con una linea continua .

El rango de S(X) es un intervalo finito .

El dominio de la funcién cociente :

h(x) = (ﬂj = /XLZ
g(x) 3-X

es el intervalo comUn de los dominios iniciales es decir: —2 < X < 3 . (Obsérvese que se excluye el

extremo X = 3 para evitar la division por cero)

En la grafica de la izquierda , se representa la funcién
f(x)

g(x)

cociente h(x) = como una linea continua, y las

funciones f (x) y g(x) como lineas discontinuas .

El rango de h(x) es el intervalo [0, «0), dado que la gréfica

tiende al infinito cuando el denominador g(X) se aproxima a
cero. |

Asi mismo la funcién producto :

2(x) = F(X)-g(x) =v/(x+2)-(3-%) = y/6+x-x

tiene como dominio la interseccion de los dominios iniciales : X > —2 y X < 3 que es el intervalo

-2< X< 3.
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2.5

(Obsérvese que ésta vez se excluye el extremo X = 3
pues no hay que evitar ninguna division por cero) .

Como se puede apreciar en la grafica de la derecha, el
rango de ésta funcién es un intervalo finito sobre el eje

Y positivo.

Composicidn de funciones .

Consideremos dos funciones f (x) y g(x) tales que el rango de g esté contenido totalmente en el
dominio de f.
Se define entonces la funcién compuesta f cg (léase:"f punto g" ) como:

(feg)(x) = f(9(x) (27)

de modo que f oQ esunanueva funcion cuyos valores del dominio se calculan a partir de los valores del
rango de la funcién g . en otras palabras , todo valor del dominio de f cg es un valor correspondiente al

rangode ¢ .
También se puede formar la funcién compuesta :

(gef)(x) = 9(f(x) (2.8)

siempre y cuando el rangode f esté totalmente contendido en el dominio de g.

En éste caso, los valores del rango de f sirven como valores del dominio de g para asi calcular los
correspondientes valores de la funcion compuesta go f v

En consecuencia, el dominiode f © g essiempre un subconjunto del dominiode g yelrangode f © g

es siempre un subconjunto del rango de f

Dominiode f o g Rangode f o g

f(a(x))

' Dominio de g |

[Rango de g | [ Dominio de f]
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Como norma general, la composicion de f con g no es igual a la composicion de g con f , es decir, la
composicion de funciones por lo regular no es conmutativa.

(fog)(X) # (gof)(x)

Porejemplosi f(x) =2x-3 y g(x) = x°—1  entonces:

(feg) () = f(g(x) (gef)(x) = g(f(x)
= 2(g(x)) - 3 = (f(x)° -1
= 2(x*-1) -3 = (2x-3)" -1
= 2x°—5 = 4% —12:X+8

de maneraque f(g(x)) y g(f(x)) sonfunciones diferentes

PRECAUCION :
Antes de componer dos 6 mas funciones, es necesario verificar primero que los dominios y
rangos se ajusten a la definicion de una funcién compuesta .

Ejemplo 4. Si g(xX) = —X* y f(x) =+/X+1 determinar, sies que existen, las funciones
compuestas (feog) y (gof)

Solucion : Determinemos primero los dominios y rangos de las funciones iniciales :

Dominio -1 < x , (Dominio —oo < X < o
Do) =
Rango o0<y

f(X) =+yx+1: (

Rango —-wo<y<o0

Si se quiere formar la funcion compuesta go f , el rangode f debe estar totalmente
contenido en el dominio de g y como se puede comprobar en los intervalos anteriores, éste es el

caso ya que el intervalo [0, o), esta por completo dentro del intervalo (—oo, o0) .

Asi que ésta funcidn compuesta existe y es . . . - £(x)
(gc f ) (X) = g(f (X)) - —(f (X))Z l-'* ......
- _(\/X + 1)2 | [ | |

—|x+1]
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La funcion (ge f) (x) = g(f(x)) tiene el mismo dominio que f (x) es decir [-1,c0 ) yel

mismo rango que la funcién g(x) : (—c0,0].

Notemos que aunque la funcién — |x + 1| y lafuncién (ge f) tengan la misma forma
matematica , se trata de funciones diferentes debido a sus distintos dominios de definicion .

Por otra parte, la funcion compuesta ( f cg) no se puede formar puesto que el rango de la

funcién g que es (—o0,0], no esté contenido totalmente en el dominio de la funcién f (x)
que es el intervalo [—1,00).
Sin embargo, si se limite el rango de g al intervalo [—1,0] que es la interseccion com+*» ~~

X
los intervalos (—c0,0] y [—1,0 ), locual equivale a limitar el dominio de la funcidi y a

intervalo [—1,1] , entonces. bajo esa restriccion , la funcién compuesta ( f o Q) queda definida
y es:

F(9()) = g(x) + 1= y—x* +1

Que tiene el intervalo [—-1,1] como

dominio y por lo tanto su rango esta |
limitadoa 0 < f(g(x)) < 1,comose

indica en la grafica de la derecha . / -4

Ejemplo 5. Si h(X) = ) y p(x) =y1—x , determinar si es que existen, las

(X -1

funciones compuestas (hop) y (poh)

Solucion : Determinemos primero los dominios y rangos de las funciones iniciales :

1 Dominio x # 1,X # —1
h(x) = :
(x2 _ 1) Rango -owo<y < o
5 Dominio -1 <x<1
p(X) = y1-Xx":
Rango o0<y<1

La funcién compuesta (ho p) no existe puesto que un solo valor (x = 1) del rango de p(X)
no esté en el dominio de h(X). Sin embargo se puede formar ésta funcion, excluyendo por

definicion éste punto del rango de p(X) , (lo cual equivale a excluir x = 0 de su dominio .
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La funcion compuesta es entonces: ; 2T \
h(x) / \
X Wi ORI
h(p(x) = ———
(P()* -1 , , : ,
-2 =l 0 i 2
_ 1 I I
2
( 1- x2) —1 I
1
)
—X

h(p(x)
Funcion que tiene el mismo dominio que p(X), excepto el valor X = 0, es decir consiste en los
intervalos: [—1,0) y (0,1] Yy por lo tanto su rango queda limitadoa (—o0,—1].

f g - ., -1
En la gréfica anterior, la funcion h( p(x)) es solamente la parte de la curva — due queda por
X

debajo de la recta horizontal y = —1.

Notese por otra parte que el rango (—oo, oo) de h(x) no esté contenido en el dominio [—1,1]

de p(X), asi que ( pch) no se puede definir a menos que se redefina el dominio de h(X).

2.6 Lafuncién inversa

La inversa de una funcién matemética f (X) se denotapor f ~*(X) y es una funcion que "deshace” el
efecto hecho por la funcion f (x) sobre cada uno de los valores xde su dominio, de manera que

las composiciones (f o f “)(x) y (f ‘o f )(x) sonlafuncion identidad:

(f o f ")(x) = x : (f "o f)x =x

L -1 " " L
En otras palabras, la funcion inversa f “(x) nos "devuelve™ al valor de entrada inicial X que

asignamos a la variable independiente de la funcién f .

f: XY

£y 5 X
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Por lo tanto, de un modo informal, es posible determinar la funcién inversa de una funcion f (X)

dada. ..
haciendo las operaciones inversas a las operaciones que contenga la funcion f (x) y
aplicandolas en el orden inverso en que aparecen en f (x).
. . X —4 . T - .
Asi por ejemplo  f (X) = ———— es una funcion que implica las siguientes operaciones en el
2

siguiente orden:

1° elévese el valor de entrada X al cubo. : x3

2° multipliquese por 3 : 3

3° réstese 4 al resultado anterior. : 3'x3 -4
3

4° dividase el resultado anterior por 2 3X—2_A'

de modo que la funcién inversa debe hacer las correspondientes operaciones opuestas precisamente en el
orden inverso, estoes. ..

1° multipliquese el valor de entrada X por 2 : 2-X

2° sumese 4 al resultado anterior. D2 X+ 4
. 2:X+4

3° dividase por 3 : 3

3
. L. 2:X+4
4° extraigase la raiz cubica. : 3

3
- -1 2:X+4 o -
Laexpresion f “(x) = 3 debes ser la funcion inversa buscada. En efecto, es facil comprobar

1

. . - -1 . " L
que cualquiera de las composiciones (f o f ~) o (f ~ o f ), nos"devuelve" el valor inicial de

entrada X ...

(fof =1 f'x]= ol ixﬂ —

3
*[ox+4 2X + 4
3. —4 3 —4
3 _ 3 _(2x+4) -4

2 2 2

1
x

y similarmente . . .

Pedro Ferreira Herrején

79




Calculo de una variable

3
(7o )= 11y = [FHET!

3X—4
X+ 2

Ejemplo 6.  Hallar de manera informal la funcion inversa de la funcion f (x) =

Solucion : En la forma en que aparece escrita esta funcion, no es evidente el orden de operaciones que se
deben hacer con el valor de entrada X . Por lo tanto, expresémosla de manera mas simple
efectuando la division algebraica:

f = X4 10

X+ 2 (x+2)

En ésta expresion, ya es mas clara la secuencia de operaciones :

1° sumar 2 el valordeentrada X : X+ 2
. . 1
2° el reciproco del resultado anterior: ——
X+ 2
- 1
3° multiplicar por —10 ;10| ——
X+2
. 10
4° sumar 3 al resultado anterior D 3—
(x+2)

de modo que la funcién inversa debe hacer precisamente las correspondientes operaciones
opuestas en el orden inverso, es decir , es la siguiente secuencia.. . .

1° restar 3 al valor de entrada X D X—3
Lo . X—3
2° dividir por —10 al resultado anterior. T
. . -10
3° el reciproco del resultado anterior | —
X—3
—10
4° restar 2. Tl —1-2
X—3
2:(X+2)

expresion que una vez simplificada debe queda: f 1(x) = y debe ser la funcion

inversa buscada
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En efecto, es facil comprobar que las composiciones generan la funcién identidad . . .

i1 = 2L ] -

L7200 ]+2
{M} )
_ 3-X _ 6:(Xx+2)-4(3-X)
) 2@+2)+2 _2(x+a+2(3—m
3-X

6:X+12-12+4-X _ 10-X _

2X+4+6-—2X 10

verifique Usted ahoraque f ~ (f (x)) = x

Problema para practicar
Determine de manera informal la funcion inversa de las siguientes funciones :

a) F(X)= 4x—3 b) F(x)= Ix+3-2 0 f(x) = 223

X—1

Definicion :  Dos funciones f (x) y g(x) son inversas entre si cuando para cualquier

valor de X en el dominio de f 6 en el dominio de g se cumple que. ..

(fog)(¥) = (gof)(x) =x (29)

o en forma equivalente . . .

f(9(x) = 9(f(x)) = x (283 )
De acuerdo con ésta definicion y la composicion de funciones, se concluye que :

el dominiode f debe serigual al rangode g y

el dominiode g debe ser igual al rango de f

solo de ésta manera se cumplira simultaneamente la condicion anterior ( 2.85 ).

PRECAUCION :
El simbolo f ~ (x) de lafuncion inversade f (x) nosignifica que f (x) esté elevada a la potencia

~1,esdecir... f (x)# L

F(x)
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Ejemplo 7.  Comprobar que las siguientes funciones son inversas una de la otra :

3 Dominio (_OO:OO) 3yt 1 Dominio (—oo,oo)
f(x)=2x —-1: ;g(x) = /—:
Rango (-0, ) 2 Rango (—co, o)

Solucion : Formando ambas composiciones se obtiene :

(feg)(x) = f(g(x) (ge ) (x) = g(f (x)

2-(g(x)° - 1 - /%
@x+1}3 2X° —1) +1
o [m/——Z | -1 S
2 2

X+1 2.
2 2

por lo tanto, f(x) y g(x) son funciones inversas una de la otra y se puede escribir que:

w

g(x) = f '(x) 6 f() =g "(x

Por otra parte, si (X,Yy) esun punto de la grafica de una funcién f (x) que es inversible, entonces el punto
(y,x) pertenece a la gréafica de la funcion inversa f 1(x) puesto que el dominio de f (X) es igual al

rangode f l(x) y viceversa, en otras palabras . . .

lafuncion f (x) ysuinversa f l(x) son simétricas respecto a la linearecta x = y

Debido a ésta propiedad geométrica es posible determinar facilmente de manera analitica la expresion de la
funcion inversa de una funcién inversible f (x) , mediante la siguiente regla. . .

1° Intercambiar x con y enlaecuacion y = f(x)

2°  Despejar lavariable y de la ecuacion resultante . Esta sera la funcion inversa

Esta regla equivale a intercambiar los ejes de coordenadas X e Y del plano cartesiano
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Ejemplo 8.  Hallar la inversa de las funciones siguientes . . .

) f(X)=y2x-3 :  b) g(x = /X%l

Solucién :  Haciendo y = f(X) :

Dominio x > Syt 1
y=42X-3; ;Y= /T

Rango o0<y

N w

Intercambiando X con y ...

3
X:,/Z.y_3 ; X = 'y%l

despejando la variable vy ...

y = ; y=2x -1

Estas deben ser las expresiones buscadas para las funciones inversas :

2, 4 Dominio 0 <

2 ' Rango y >

X
3| gt=2xd-1;
2

Dominio (—oo, o)

Rango (—ao, )

Dominio (—oo, o)

Rango (—a0, )
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Como se puede apreciar en éste ejemplo, la grafica de una funcién inversible f (X) es simétrica respecto

. e Lo -1 . _—
alalinearecta y = X , con la gréfica de su funcién inversa f ~(x) . Ademés sus dominios y rangos se
intercambian.,

PRECAUCION :
» No todas la funciones matematicas tienen inversa . Una funcion f (x) tiene inversa

si y solo si es biyectiva , es decir sélo si cualquier linea recta horizontal o vertical corta
a la gréfica de la funciéon f (x) solamente en un punto.

Esto significa que por cada valor x del dominio, existe un sélo valor f (x) del rango y por cada valor del

rango f (x) existe un sélo valor X del dominio .

. .., . S, - -1 . .
Esta condicion es necesaria ya que al formar la funcion inversa f de y = f(x) intercambiando x con
. . . -1
y ,eldominiode f queesunintervaloeneleje X , pasaaserelrangode f yelrangode f

. . .. -1
que es un intervalo sobre el eje Y , pasa a ser el dominio de f

De modo que si a dos 0 mas valoresde X : (X;, X, , X3 ,...)eneldominiode f ,corresponde el
mismo valor Yy, del rango, al invertir el dominio con el rango , a un solo valor del dominio ( Y, )

corresponderan dos o mas valores (X; , X, , X3 ,...)enelrango, de modo que la expresion que se

-1 . . ., . ..
obtenga para f no seré en realidad una funcion puesto que no satisface la condicion fundamental que
define a las funciones matematicas.

Ejemplo 9. ¢ Tiene el polinomio f (x) = 3X° + 3-X° — 8X — 3 una funcion inversa ?

Solucion : Al representar graficamente ésta funcion, se
ve claramente que no es una funcién
biyectiva , pues aungue es verdad que
cualquier recta vertical corta a su grafica en
un solo punto (razén por la cual es /\

. ., 47
precisamente una funcion de x ), no sucede \ /
lo mismo con cualquier recta horizontal . } f } } } |

Como puede verse en la figura, existe un 4
rango sobre el eje Y en el que cualquier

recta horizontal intersecta a la grafica de la
funcion en 3 puntos distintos.

-1+

En éste rango la variable X no es funcion de la variable y y en consecuencia la funcion

f (x) no es biyectiva y por lo tanto no tiene inversa .
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2.7 Transformacién grafica de una funcion .

Dada la gréfica de una funcion y = f (X), es posible transformarla al . . .

e desplazarla sobre el eje X hacia la derecha o hacia la izquierda
e desplazarla sobre el eje Y hacia arriba o hacia abajo
o reflejarla respecto al eje X 0 respecto al eje Y

En todos estos casos, la grafica sigue siendo la misma y conserva su forma inicial , s6lo cambia su posicion
en el plano cartesiano, por eso a éstos procedimientos se les llama transformaciones rigidas . Por el
contrario cuando. . .

e  Se aumenta o disminuye la escala sobre el eje X o sobre el eje Y

cambiara la forma inicial de la graficade f (x) . A éste tipo de transformaciones se les llama no rigidas

De ésta manera, dada la gréfica de una funcién y = f (X), y unaconstante C positiva se tienen las

siguientes posibles transformaciones para la funcion f (x) :

I.  Desplazamiento horizontal hacia la derecha : g(x) = f (X —c)

Lacurva y = g(x) representa la misma curvaque y = f (X) pero desplazada horizontalmente ¢
unidades hacia la derecha .
Por ejemplo el punto (0, f (0)) sobre la gréaficade f (x) corresponde ahora al punto obtenido haciendo

X = ¢ enlagraficade g(x),estoes: (c,g(c)) = (c,f(c—c)) = (c, f(0)) .
Al igual que este punto en particular, todos los valores de la funciéon g(x) estan desplazados hacia la

derecha en la misma cantidad (X = c) respecto a los valores similares de la funcién f (x) .
Por ejemplo las gréaficas de las funciones :

3T

f(x)=x —2% f(x—1)= (x-1)° -2 (x-1)°
= X —5X +7-X—3

Es la misma funcién f (X) pero con un desplazamiento
horizontal de una unidad hacia la derecha :
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g(x) = f(x+¢)

Desplazamiento horizontal hacia la izquierda :

Se puede escribir esta transformacion como : g(x) = f(x+c) = f[x—(-c)]
que de acuerdo al caso anterior, representa un desplazamiento horizontal de —c unidades hacia la derecha,

o equivalentemente de ¢ unidades hacia la izquierda. Por lo tanto la curva y = g(X) representa la misma

curvaque Yy = f (X) pero desplazada horizontalmente ¢ unidades hacia la izquierda
Por ejemplo el punto (0, f (0)) sobre la gréaficade f (x) corresponde ahora al punto obtenido haciendo

X = —C en lagraficade g(x) quees: (—c,g(-c)) = (-¢, f (-c+c)) = (-c, f(0)) .
Al igual que este punto en particular, todos los valores de la funcion g(x) _estan desplazados hacia la

izquierda en la misma cantidad (X = —C) respecto a los valores similares de la funcién f (X) .

Por ejemplo las gréficas de las funciones :

3T 3T ;

2T 2T h

1t 11
1 1 [l Ill' ]
T T T T | T 1
3 “3 A\ C1/foN 1 2 3
il

f(x+2) = (x+2)° -2 (x+2)°
X+ 4% +4X

Es la misma funcién f (X) pero conun
desplazamiento horizontal de dos unidades

hacia la izquierda :

I1l.  Desplazamiento vertical hacia arriba : gx) = f(x)+c
Cualquier punto (a, f (a)) sobre la grafica de f (x) corresponde al punto (a,g(a)) = (a, f (a) +c) en

la gréfica de g(x) . De modo que los valores de la funcién g(x) son los mismos valores que tiene la
funcién f (x) pero aumentados en la cantidad y = C , esto es, estan desplazados "hacia la arriba" sobre

el eje Y en la cantidad c .

Comparemaos por ejemplo las graficas de las siguientes funciones :
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pun

f(x)+3= (x3—2~x2) +3
Es la misma funcién f (x) pero con un
desplazamiento vertical de tres unidades

hacia la arriba

g() = f(x)-c

IV. Desplazamiento vertical hacia abajo :
Cualquier punto (a, f (a)) sobre la grafica de f (X) corresponde al punto (a,g(a))= (a, f(a) —c) en

la gréfica de g(x) .De modo que los valores de la funcién g(x) son iguales a los valores que tiene la
funcion f (x) disminuidos en la cantidad y = c , esto es, estan desplazados "hacia la abajo” sobre el eje

Y en la cantidad C .
Consideremos por ejemplo las graficas de las siguientes funciones :
3T 3T !
ot 2T i
1T
l__ I [l I:" ]
I T T 1 T
2 -1 /0oN 1 2 3
: | ; FiT o /
-2 1 3 !
l'lI 3__
| -5+

f(x):x3—2'x2 f(x)—22(x3—2~x2)—2
Es la misma funcién f (x) pero con un
desplazamiento vertical de dos unidades

hacia la abajo

87
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9(x) = -f(x)

V. Reflexién respecto al eje X horizontal :

Cualquier punto (@, f (a)) sobre la graficade f (x) corresponde al punto (a,g(a)) = (a,—f(a)) enla
gréafica de g(x) .De modo que todos los valores de la funcién f (x) soniguales alosde g(X); pero
estén invertidos en signo , los que eran positivos ahora serén negativos y viceversa . Considérese por
ejemplo las graficas de :

3T 3T ,
2T 2T !
11 11
L 1 1 1 L 1 1 II 1
I T T 1 I ’ N T 1
-2 -1/lo\N\1 L2 3 2 ;10N 2 3
1T 71T }
_2__ I,'_Z__
gL fgl

—f(x) = —(x3 — 2'x2) = X 42X

Es la funcion f (x) pero reflejada en el eje X .
Las gréficas de f (x) yde —f (x) son simétricas
respecto al eje X.

f(x) = X — 2%

VI. Reflexion respecto al eje Y vertical : g(x) = f(—x)

Elpunto (—a, f (—a)) en la graficade f (x) corresponde al punto (a,g(a)) = (a, f (—a)) en la gréfica
de g(x) .De modo que todos los valores de la funcién f (x) son iguales a los de la funcién g(X), pero
los puntos (a, f (—a)) y (—a, f(—a)) _estén localizados simétricamente respecto al eje Y vertical. Por

ejemplo las gréficas de las funciones :

F(ox) = [ (90— 2(%?] = X —2X
Es la funcion f (x) peroreflejadaenelejeY .

Las gréficasde f(x) yde f(—x) sonsimétricas
respecto al eje Y.

f(x) = X — 2%
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VII. Distorsion vertical g(x) = ¢ f(X)
Esta es una transformacion que cambia la forma de la funcion inicial. El punto (a, f (a)) sobre la grafica

de f (x) corresponde ahora al punto (a,g(a)) = (a,c f (a)) enlagréfica de g(x).
Los valores de la funcién g(x) son los valores de la funcién f (x) multiplicados por la constante .

de modo que si la constante positiva ¢ es mayor que la unidad ( ¢ > 1), ésta transformacion representa

un alargamiento vertical ysi 0 < ¢ < 1 es una contraccion vertical .

VIII.  Distorsién horizontal : g(x) = f (c-x)
Esta transformacion cambia la forma de la funcion inicial. El valor f (&) obtenido con x = a enla
a a
—|= f(a).
C

. . a iy
funcion f (X), se obtiene ahoracon x = — en la funcién g(x), dado que g(—j = f(c-
De ésta manera, los valores de la funcién f (X) son iguales a los valores de la funcién transformada

g(X), excepto que estan desplazados horizontalmente a lo largo del eje X.
Si la constante positiva ¢ es mayor que la unidad ( ¢ > 1), ésta transformacion representa una

contraccion horizontal ysi 0 < ¢ < 1 es una dilatacion horizontal .
En las siguientes gréaficas se muestran los efectos de las constantes c;, = 3 'y €, = — sobre la gréfica de
la funcion f (x) = x° — 2:X", mostrada en linea de trazos
X
f(3-x) x) f (Ej

1
I
I D
-1 /7N 1

I
]
I
’
I
]
[}

]
]
]
1
]
1
]
i
]
1
]
]
]
]
I
]
]

3-f(x)

Distorsiones horizontales :

Distorsiones verticales :
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También es posible combinar dos 0 més transformaciones, por ejemplo en las siguientes graficas se
muestran los efectos combinados de translaciones, reflexiones y distorsiones sobre la grafica de la funcion

f(x):x3—2-x2...

f(—x)+2= (—x3 — 2-x2) +2

Es la misma funcién f (x) pero :
desplazada verticalmente dos unidades

hacia arriba
reflejada respecto al eje Y

=
| —

1
I 7T
—2 710
\\ I,
L

/
T
:

(o |

-3+

'f ()

f(x—2)—1= f[-(x+2)] -1

fx—d)+1= 4 (x—3)°—2(x-3)? | +1
= x>+ 11-x° — 39-X + 46

Es la misma funcion f (X) pero :
desplazada verticalmente una unidad hacia

arriba
desplazada horizontalmente 3 unidades hacia la

derecha
reflejada respecto al eje X :

5T

3+

(29

Es la funcién f (x) pero:
desplazada dos unidades verticales arriba

Es la misma funcién f (x) pero con
un desplazamiento vertical de una unidad

[ ]

hacia abajo
una reflexion respecto al eje Y

un desplazamiento horizontal de dos
unidades hacia la izquierda

desplazada dos unidades horizontales a la

derecha
dilatada horizontalmente por un factor de 2
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Calculo de una variable

EJERCICIO 2.1
Dada la funcion f (x) = 2:x° — 3:-X+ 4 calcular los valores funcionales :
1. (1) 2. f(2-a) 3. (3) a. (f(a)’
5. f(a’) 6. f(a)+1 7. f(a+1) 8. (32
Dada la funcion ¢ (x) = calcular :
3:X+5
9. g/)l 10.L+1 11.(0i 12. ¢ =
X (X) 5-X (1+x)
: a+b
13. Si ¢(x) = Iog( ) probar, por propiedades de logaritmos que: ¢(a) + ¢(b) = ¢( j
—X 1+ab
14. Si f(x) = 2* calcular fix+3)
(x-1)
a-X n a— X X _ —X
15. Si @(Xx) = . y w(x) = encontrar las expresiones de :
) p(X)-@(y) + v(X)-w(y) i) (- w(y) + v(x)-0(y)
Determinar si las siguientes funciones son pares, impares 0 no tienen paridad.
16. f(x) = %-(ax+a_x) 17. f(x) = %-(ax—a_x)
2 2
18. f(x) = (x+1)3 +(x—1)3 19. f(x) = \/1+x+x2—\/1—x+x2

Determinar si las siguientes funciones, cuyas graficas se ilustran , son periédicas o no.

AN aa
VARVERV VEAVANRN

20. f(x) = 10-cos(3-x — 2) 21. f(x) = sen(\/i)

LA L
AT AR

22. f(x) = tan(x) + sen(x) 23. f(x) = sen(xz)

Pedro Ferreira Herrején
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Calculo de una variable

Demostrar que . . .

24. El producto de dos funciones pares o de dos impares es una funcion par
25. Cualquier funcion f (X) definida en unintervalo [a,b] esla suma de una funcién pary una

funcién impar
26. El producto de una funcion par por otra impar es una funcion impar

Calcular el dominio de las siguientes funciones :

27, f(x) = yJ4—2:X 28. f(X) = J3X — 21— J2x+4

4-X-3

29. f(X) = \6—X+yy/2+x 30. g(x) =

10-X° — 17-X — 20

2
7X—2 3X"4+2Xx—38
32. f(x)= —
8X —14-X+3

31. h(x) =

30-X° — 2:X — 12

Hallar las funciones compuestas ( f -g), (gef), (fof) y (g-g) siempre que sea posible para los

siguientes pares de funciones :

; g(x):3+£2 34. f(x):s-x2+2 ; g(x) = 22x—1
X

3. f(x) =

> | w

3B f(X)=x+1; gxX)=yxX -1 3. f(x)=4x -1; g(X):§

2 ;g(x)=(\/>—<—1)2 38. f(X):Z;;g(x):,/l_xz

37. f(x) =
N X —3Xx—4
30, Hallar f(x+1) si f(x—1) = 40. Hallar (fofof) si f(x)= ——
1—-X

Encontrar la funcion inversa de la funcion f (x) si es que existe .

awfpy= |— 2. f(x) = —— 43, £(x) = C+1
X

1+X
X2
44. f(x) = — 45. f(x) = |x-2| 46. f(x)=x -1
X +1
Usar la graficade f (x) = X para graficar las funciones siguientes :
47. y:x2+1 48.y:x2+1 49.y:—(x—2)2
_ 2 _[X ? _ 2

50. y= (x—3) 51. y= 3 52 y=(x+2)"+1

2 2
53. y= (-x—23) 54. y = (3-X)
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Calculo de una variable

Encontrar una expresion algebraica de las funciones mostradas en cada una de las siguientes gréaficas, las
cuales fueron obtenidas a partir de una trasformacion rigida de la gréafica de la funcion :

55. 4
L
58. —r
o
ot
+
=2 {;A/o 12 '
Ll
61.

f(X) = x4/x+3

56.

59.

62.

ot
N
4
R —
-4 3 -2-1//0 1 2
AL
ot
ol
. 57.
Ml
I _
-4 -3 -2 -1 1 2
s
ot
.
ot 60.
ot
o R
-2 -1 1 2 4
.
ot
.
- 63.
o
o
2
2
i
o Lo
-2 -1 (01 2 3 4
.

e

4 -3 1 o 1 2
Pk
s
5l
2T |
|
\\i- 4
— —
-2 -1 1 2 3 14
p
-2 :
S N N
-3+ |
4L |
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Calculo de una variable

Respuestas Ejercicio 2.1

( Problemas impares )

3
1. f(1)=3 3. f(3) =49 5. f(az) = 2-(a2) —3-(a2) +4
1- 3-5
7. f(a+1) = 2a’+6a +3a+3 9. (o(i) = ( X ) 11. (p(i) = X
X 3+5X 5-X 9+ 25-X

> o 0=t ] L) 5
1+a-b+a+bj
(1+a-b+a+bj B 1+ab
= lo = o

1+ab—a-b d 1+ab—a-b
1+ab
a+b
1+
(1+abj - 4 a+b
- a+b 1+ab
1+ab
a+a “)[a¥+a’ a—a *|[a'-a’
15. i) ¢(X)-¢>(y)+!//(><)-w(y)=( iy M B e

[a(xw) 40N ) = X—y)} {a(xw) _ 0N x| = X—y)}
_l_
4 4

= log

ax+y e (x+y)

2

p(X+Y)

ii) se resuelve de manera similar y el resultado es (X + )

17. impar : f(-X) =

N |-

-(a_x—ax> = —r%-(ax—a_x)} = —f(x)

19. impar : f(-X) = \/1+(—x)+(—x)2—\/1—(—x)+(—x)2 = \/1—x+x2—\/1+x+x2

= —(\/1+x+x2—\/1—x+xz) = —f(x)
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Calculo de una variable

25. Si f (x) una funcién cualquiera, siempre es posible escribir : f (x) = @ + @
y si se sumay resta ) queda: f(x) = (M) N ( f(x)-f (—X)j
2 2 2
La parte P(x) = T+ 10 +2f (=) es una funcion par pues: P(—X) = f(=) +2f ()] = P(x)
Laparte I(X) = f0-1(=% _2 (=0 es una funcion impar pues: | (—x) = (=) _Zf (] = —I(x)

27. El nimero dentro del radical no debe ser negativo :

4-2x20 — X <2 — |X <v2 — AR2<x<2
29. El denominador no debe ser cero :
S 17y — X ). (2% — (_4) . (5)
(1ox 17-X 2o)¢o—> (5x+4)(2x-5)#0 —> X¢\3)'X¢\2)

31. Elradicando del denominador debe ser positivo y diferente de cero :

2 =3
(30-x —2-x—12)>o —> 2:(5X+3)(3x-2) >0 — x<? ;= <X

33. f(X):=§ ;g(X):=3+£2

X o
\/ g(f(x))
Dominio Rango
f(x) (=0,0),(0,%) | (=,0),(0,) | g
9(x) (-»,0) , (0,0) (3, ) Ly I T
4
Por lo tanto estan bien definidas (f-g), (g-f), (f-f) y (g-g) yson:
3x (22 11X + 6
. 5 )
f9(x) = —; o g(f () = 3% ) 9(g(0)) = —— ¢ f(f(x) =x
33X +2 33X +2

Pedro Ferreira Herrején
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Calculo de una variable

3. f(X)=x"+1 ; g(X) =X -1

-
Dominio Rango \?—/
f(x) (=0, @) [1, ) il
________________ 1T —
9(x) (-0, -11, [1,) [0, ) L R T
o4
Por lo tanto solo existen (f-g), (gef)y (f-f) yson:
FEM) =X g(f() = X' +2x FFo0) = (C41) +1
37. f(x) = 2 ;o g(x) = (\/)—(— 1)2
X -1
-
Dominio Rango J
) (-0, -17, [1,) [0, ) K 5 } |
9(x) [0,x) [0, )
44

Por lo tanto solo existe (go f) yes: g(f(x)) = (

39. Si f(x—1) = x° ,haciendo w = X — 1 seobtiene: f(w) = (w+1)° o bien

f(x)=(x+ 1)2 ya que a la variable independiente de una funcion se le puede llamar con cualquier

nombre. Por lo tanto :

f(x+1) = [(X+1) +1]° = X +4X+4

Pedro Ferreira Herrején
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Calculo de una variable

41

Dom 0<x<1

f- = |[——;
) X Rango (o,oo)

) s 012

Rango 0 <x<1

f‘%@:(

2
1+X

45. No tiene inversa porgue no es biyectiva .

47. f(x) = (x+1)°
Desplazamiento horizontal de —1 :

2
X ., .
) Contraccion en la escala vertical .

43

[0 S
S

49. f(x) = —(x—2)°
Desplazamiento horizontal de +2
y reflexidn respecto al eje X .

3T

1+

-1+

-3+

97

Pedro Ferreira Herrején



Calculo de una variable

55.

57.

59.

61.

63.

Desplazamiento vertical de +2: f(X) +2 = X-4/X+3+2

Desplazamiento horizontalde —1: f(x+1) = (X+ 1)y/X+4 .

Reflexion respectoaleje Y :  f(—X) = —x-\/—X—+3

Reflexion en el eje Y junto con un desplazamiento vertical de —2: f (—x) —2 = —x-\/—x—+3 -2

Reflexion respecto al eje Y , desplazamiento horizontal de + 1, desplazamiento vertical de + 3 :

f(—X+1)+3= (—X+1)/X+4+3

Pedro Ferreira Herrején
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Calculo de una variable

2.8 Funciones algebraicas. Se les llamaasi a: i) los polinomios
ii) las funciones racionales
iii) las funciones irracionales

2.8a) POLINOMIOS. Laforma general de un polinomio es :

P(X) = @ + ;X + 8y X + ... + 87X (2.10)

donde: ay, a;, @, ,... apn sonndmeros constantes llamados coeficientes
an se llama coeficiente lider

ap se llama término constante

n esel grado del polinomio y debe ser un nimero entero positivo .

Ejemplo 10. Las siguientes funcione son polinomios :

P(x) = 4X° +3X =X —1/6X
grado: 5
coeficientes: ap =0, a;= /6, a=-1, a3 =3, a, =0y as =4
( n6tese que los términos nulos del polinomio tienen coeficiente cero)
coeficiente lider : 4

término constante: 0

P(X) = -3+2 Lx—3x X
grado: 3
coeficientes: a; = -3, a; = 2
coeficiente lider : —1
término constante: —3

P(x) = Y2+ (37)x*
grado: 4
coeficientes: ag = %/E a,=0,a=0,a=0, a4=3n
(nbtese que las potencias de los coeficientes no tienen que ser enteros positivos)
coeficiente lider : 3.7

término constante: 3/2

En cambio las siguientes funciones no son polinomios :

P(X) = 2+4Xx 215X ; [porque tiene una potencia negativa en el 2° término]
1 . . . . A

P(X) = —+2x- 3%( +x [tiene una potencia fraccionaria en el 3%" término]

P(X)=1+-= + 4xt -2 \/7 [tiene una potencia fraccionaria y una entera negativa]

Pedro Ferreira Herrején
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Calculo de una variable

Para que una expresion multinomial sea en realidad un polinomio, debe contener s6lo potencias enteras y
positivas de su(s) variable(s).

De la expresion general (2.10) para un polinomio P (X), es evidente que no hay restricciones en los posibles
valores de su variable independiente X, que limiten su dominio natural , dado que para calcular los valores de
la funcion P (x) sélo se involucran sumas , productos y potencias de nimeros reales, es decir el dominio de

cualquier polinomio es todo el conjunto de los nimeros reales : el intervalo (—oo, oo) . Se deduce que su

rango también es el intervalo (—oo, oo) :

Consideremos ahora algunos de los primeros polinomios.

Polinomio de grado cero o funcion constante . Y

Po(x) = & (2.112) ST

Puesto que para cualquier valor de x ésta funcién siempre

tiene el mismo valor @ , se concluye que representa una | ,
linea recta horizontal en el plano XY . -1

Por ejemplo en la gréfica de la derecha se muestra el polinomio 3
f(x)=2

Polinomio de grado uno o funcion lineal .

P.(x) = ag+ a;-x (2.12)
Representa una linea recta en el plano XY .

La constante a, se llama intercepto al origen .

Es el punto donde la recta corta al eje Y , es decir es el

valor del polinomioen x=0: f(0) = a;+ a,:(0) = a,.

La constante a; se llama pendiente de la linea recta y X

representa una medida de la inclinacién de la recta respecto al
eje horizontal X puesto que. ..

Dado que la funcién tangente tan(@) es positivasi 0 < @ < 90° y negativasi 90° < @ < 180° , se
concluye que :

las lineas rectas con pendiente positiva estan inclinadas hacia la derecha y las de
pendiente negativa estén inclinadas hacia la izquierda

Pedro Ferreira Herrején 100




Calculo de una variable

CASOS ESPECIALES

e recta vertical . Tiene siempre el mismo valor para la abscisa X y una pendiente infinita porque

tan(90°) = oo . En consecuencia su ecuacion tiene la forma general:

X = constante (2.14)

e Cuando el intercepto al origen vale cero: a, = 0, la ecuacion de larectaqueda P(x) = a;-x 0
y = a;-X. Larecta pasa por el origen de coordenadas (puesto que que P(0) = 0 ). Se dice entonces

que las variables X e Yy son directamente proporcionales entre si .

e Dos rectas paralelas tienen la misma pendiente, es decir, si y; = m;-X+Db; ; Y, = my,-X+ b, son
las ecuaciones de dos rectas que son paralelas, entonces . . .

m; = m, (2.15)

e Dos rectas perpendiculares se cortan en dngulo recto (a 90° ), es decir, si y; = m;-X+b; ;

Y> = m,-X + b, son las ecuaciones de dos rectas que son perpendiculares, entonces sus pendientes se

relacionan por :
m;-m, = —1 (2.16)

Una demostracion :

Consideremos las dos rectas representadas en la figura, con
interceptos al origen b y ¢, de las cuales podemos escribir:
ml = y _ b ; n’]2 = y;c
X X
Ademas, si las rectas son perpendiculares entre si, el triangulo
APB esrectadngulo y se debe cumplir el teorema de Pitagoras,

estoes...

(AB)’ = (AP)’ + (PB)®
Calculando esas distancias . . .

c—b)’ =] x=0)?+(y-b)*|+] x=0)*+(y-¢)] y=myx+c

.y ., 2
Dividiendo esta ecuacion por X~ , resulta

(2259

es decir : (ml - m2)2 = |71 + (ml)z—l + ( 1+ (mz)z—‘ . Desarrollando esta igualdad y

eliminando términos semejantes, finalmente se obtiene: m;-m, = —1

Pedro Ferreira Herrején 101




Calculo de una variable

Otra demostracion :

En la figura de la derecha se considera dos rectas
perpendiculares entre si que se intersectan en el punto P (X, y)

y tienen interceptos al origen en los puntos B(O,bl) y
A(0,b,)

Por ser los triangulos APB y PDA rectos y semejantes, se

deduce que los angulos Z PAD y Z PBC son iguales y

por lo tanto . . .
CP X
tan(H) =— = para el triangulo BCP 0 > X
BC b, -y
DP -b
tan(@) bRV para el triangulo ADP
AD X
} i . X y—b,
Igualando éstas dos expresiones para la tangente se obtiene . . . . = ™
1Y X
De la ecuacion para la recta que pasa por BP : y = m;-X + b; seobtieneque... b, —y = —m;-X

De la ecuacion para la recta que pasa por AP : y = m,-X + b, seobtieneque... y—b,
Por lo tanto, substituyendo éstas expresiones en la ecuacion (*) resulta :

X M- X ) -1
= esdecir... — =m,
—m;-X X m,

que es lo que se queria demostrar.

interceptos al origen de las siguientes rectas son:

y; = —-X—5 ; (pendiente m; = = , intercepto: b, = —5)

wilnN
wln

3) (3)

Y2 = \2)X+3 ; (pendiente m, = \2) ,intercepto: b, = 3)

, intercepto: b; = 1)

2 . H —
Y3 §'X+1 ; (pendiente my =

w N

Ejemplo 11. Por comparacion con la expresion general y = m-X + b , se deduce que las pendientes e
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102




Calculo de una variable

Como se puede apreciar en la figura de la derecha, la
. . 2 ..
pendiente de la primerarecta y; = E'X — 5 es positiva

(la recta se inclina hacia la izquierda ) y es también el
inverso negativo de la pendiente de la segunda recta

Y, = _(gj-x + 3, por lo cual éstas dos rectas son en

efecto perpendiculares entre si.

. 2 - .
En cambio la tercera recta y; = E-X + 1 tiene la misma

pendiente que la primera, por lo cual estas dos rectas son

paralelas.

Ejemplo 12. Si f (x) esuna funcién lineal y ademas f (1) = 3 y f(—2) = 1, hallar su ecuacién.

Solucién :

A partir de la forma general para un polinomio de primer grado : f (X) = a-x + b , se deben

determinar los coeficientes a y b que cumplan con las condiciones del problema, es decir :

f(1) =3 significa que . . . 3=a(()+b
f(-2) =1 significaque... 1=a(-2)+b
se obtiene asi un sistema de ecuaciones simultaneas: a+b=3
—2-a+b=1
. . 2 7 .
Resolviendo este sistema, resulta a = 5 y b= 5 , por lo cual la funcion lineal buscada es:
2 7

f = _. _
(%) 3x+3

. . 2 . . 7
que representa una linea recta de pendiente 3 e intercepto al origen 3

Polinomio de grado dos 6 funcidén cuadratica .

P(X) = ap +ay" X+ a2-x2 (2.17)

Representa una parabola vertical.
Este es un polinomio de grado par y por lo tanto, sus gréaficas se extienden "hacia arriba" si el coeficiente

lider es positivo: (a, > 0 ) 0 "haciaabajo” si a, > 0 como se muestra en los siguientes ejemplos :
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103




Calculo de una variable

f(x) = 2+3X—4X

El coeficiente lider es negativo , la
curva se extiende desde —o ala
izquierda hasta —oo a la derecha

g(X) = 1-3-X+4X

El coeficiente lider es positivo , la
curva se extiende desde « ala
izquierda hasta < a la derecha

Los puntos donde una parabola corta al eje X son las soluciones de la ecuacion cuadratica P(X) = 0, es

. 2
decir a,-X +a;*X+ay = 0.

Los valores de X que satisfacen una ecuacién como ésta se llaman raices del polinomio.

Puede suceder que la curva nunca corte al eje X , en tal caso las raices no seran nimeros reales sino

complejos, como ocurre en la grafica anterior de arriba a la derecha.

Ejemplo 13. ¢ En qué puntos cruzael eje X la pardbola P(X) = 12X —7:X—12 ?

Solucion :  Igualando a cero la funcion resulta la ecuacion

cuadratica:
12X —7X—12= 0

(4x+3)(3x—-4)=0

5

cuando el producto de dos nimeros es cero, al menos
uno de ellos debe ser cero, de modo que. . .

(4x+3) =0 implicaque X = ”

. . 4
(3:x—4) = 0 implicaque x = 3

que son las raices buscadas.

-15-
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Calculo de una variable

La sencilla ecuacion cuadratica P (x) = a-x’ representa la grafica de una parabola vertical que pasa por el
origen de coordenadas .
Esta curva es par y simétrica respecto al eje Y porque P(—Xx) = a- (—X)2 =ax = P(x)

Su Vértice, es decir el punto donde la parabola pasa de decreciente a creciente o viceversa, se encuentra en
el punto (0,0).

-z 2 .
Laecuacion y = a-X~ se puede transformar mediante una
translacién del vértice de la parabola a otro punto

y=xX
arbitrario (xo,yo) del plano XY , con lo cual se obtiene :

(y-Yo) = &(x-%)’

Esto representa un desplazamiento de la curva sobre el
plano XY hacia:

- la derecha si la constante X, es positiva .

- laiizquierda si la constante X, es negativa

- arriba si la constante y, es positiva.

- abajo si la constante Y, es negativa

Ejemplo 14. Graficar el polinomio de 2°grado P (X) = 3X — 18X + 32

Solucién :

Para escribir la funcion como: y = a'(x - XO)2 + Y, hay que completar el trinomio cuadrado
perfecto :

1° Factorizando el coeficiente de X°
3% —18-x + 32 = 3.(X — 6:x) + 32
2° Sumando y restando el cuadrado de la mitad del coeficiente de x (3) :

3x° — 18X +32 = 3-[ X' —6-x+ (3)° — (3)2] +32

3° Los tres primeros términos dentro del paréntesis rectangular forman un trinomio
cuadrado perfecto ( que proviene de desarrollar el cuadrado de un binomio) ,
asi que factorizando resulta . . .

3X°— 18X+ 32 = 3(Xx—3)° —3-(3)° + 32

2
=3(X-3)"+5
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105



Calculo de una variable
Por lo tanto, comparando con la forma general P(x) = a-(x - X0)2 + Yo , la grafica de éste

polinomio es una parabola vertical que :
9T

se extiende hacia arriba porque su coeficiente

lider (a, = 3) es positivo

esta desplazada hacia la derecha porque
Xo = 3, es decir, su eje de simetria es la recta
to}

vertical X = 3
esta desplazada hacia arriba porque y, = 5,
es decir tiene su vértice en el punto (3,5) . \
La parabola desplazada no corta al eje X en TS
= —
-1 0 1 2 ] 4 5
s

[ ]
ningun punto es decir, no tiene raices reales .

Ejemplo 15. Graficar el polinomio de 2°grado P (x) = —3X° —12:X— 9

Solucién :

. .. 2 . .
Para escribir la funcion como: y = a'(x - XO) + Y, , hay que completar el trinomio

cuadrado perfecto :
1° Factorizando el coeficiente de X
3xX —12X-9= —3-(x2 + 4-x) —9
2° Sumando y restando el cuadrado de la mitad del coeficiente de x (2) :
3 —12x-9= 3| ¥rax+ (2P - (2% ] -9

3° Los primeros tres términos dentro del paréntesis rectangular provienen del
desarrollo del cuadrado de un binomio) , asi que factorizando resulta . . .

3xX—12Xx—-9= -3(x+2)°+3(2)° -9

=3 (x+2)°+3

Comparando éste resultado con la forma general P (X) = a-(x - x0)2 + Y, . lagrafica de

éste polinomio es una parabola vertical que :
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e seextiende hacia abajo (a, = —3)

e esta desplazada hacia la izquierda dos
unidades (Xo = —2)

e esta desplazada hacia arriba tres
unidades (Yo = 3)

e tiene dos raices reales porque corta al
eje X en dos puntos

10+

Ejemplo 16. Hallar la ecuacion de la funcién cuadratica f (x) si f(0) = -1, f(-1) = 0, f(1) = 4

Solucién :  Substituyendo los valores de f (X) y de X en la ecuacion cuadréatica general

P(x) = a-x’ +b-x+C | se obtiene:
f(0)= -1 implicaque: —1=a-(0)°+b-(0)+c 6 c=-1
f(-1) =0 implicaque: 0= a-(—1)2+b-(—1)+c 6 a-b+c=0

f(1)=4  implicaque: 4=a(1)°+b(1))+c 6 a+b+c=4

Resolviendo este sistema de ecuaciones
simultaneas, se obtiene como solucion :

Yy la funcién cuadratica buscada es entonces
2
f(x) =3x +2x-1

que se puede rescribir completando el cuadrado
perfecto como :

0=l

cuya grafica es idéntica a la de la parabola 'y = 3xX° excepto que esta desplazada

. 1 S . . . 4
horizontalmente en 3 hacia la izquierda y verticalmente hacia abajo en 3
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Polinomio de grado tres 6 funcion cibica. P(X) = a5+ a;-X + a2~X2 - a3~x3 (2.19)
por ser de grado impar, las graficas de éste polinomio se extienden desde. . .

— oo alaizquierda hasta ca la derecha si el coeficiente lider es positivo (az > 0)

o a laizquierda hasta —oa la derecha si el coeficiente lider es negativo (a3 < 0)

Esto significa que la graficade P(X) cruza al eje X por lo menos una vez, y en consecuencia la ecuacion

P(x) = 0 tiene necesariamente por lo menos una raiz real.

Como regla general . . .

Todo polinomio de grado impar tiene al menos una raiz real.

Ejemplo 17. Graficar los polinomios: P (X) = (3~x3 —8X —5X+ 6) = (x—=3)(3x—2)-(x+1)

Q) = (=6x° + 11 + 8:x+5) = —(2x—5)-(3x° + 2%+ 1)

Solucion :  Las raices de un polinomio se obtienen igualando a cero cada uno de sus factores.
Para P(X) existen tres raices reales :

(x-3)=0 — Xx=3
2
(3x-2)=0 — ng

(x+1)=0 — x=-1

" 2 . . . p
Dado que el factor cuadratico 3-X” 4+ 2:X+ 1 = 0 no tiene raices reales, Q(x) existe sélo una

. 5
raizreal: 22Xx-5=0 —> X:E
157 30T
20T
/N
f ; ; | 10T
-2 1 0 1 2 3 4
—s4
2 -1 0 1 2 \ 3
-15— —10—
La gréficade P(X) seextiende desde —o La gréficade Q(X) se extiende desde +o
a la izquierda hasta +< a la derecha alaizquierda hasta —o a la derecha
porque el coeficiente lider es positivo. porque el coeficiente lider es negativo .
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2.8 b) FUNCIONES RACIONALES.

Asi como un nimero racional es el cociente de dos nimeros enteros, una funcién racional es el cociente de
dos funciones enteras o polinomios y tienen la forma general :

f(x) =

2 3 n
Ao + Ay X+ Ay X + 83X + o + A X P(X)
= 2.20
. (2:20)

2 3
bg +b1-X+ by X"+ by X"+ .. + by X

donde n y m son los grados de los polinomios. Si n < m , la funcion racional se llama propia y si

n > m es una funcion racional impropia .

En toda funcién racional impropia se puede realizar la division de polinomios y expresarla como la suma de
un polinomio cociente C(x) de grado (n —m) y un polinomio residuo R(X) que necesariamente es una

funcion racional propia, pues su grado es menor que el del polinomio divisor Q (X) .
P(X) _ R(x)

NN A
AT

El dominio de una funcién racional es todo el conjunto de los nimeros reales con excepcion de aquellos
para los cuales se anula el polinomio del denominador , que son las raices de la ecuacién Q(x) = 0.

. do iy C - :

La funcién racional f(x) = —— ,obién y = — , expresa una dependencia inversamente proporcional

X X
1

entre X e y .

Como se puede apreciar en las siguientes gréficas, la funcion no esta definidaen X = 0 (laraiz del
polinomio denominador) .

4T _

2T 2T

f(x) = ; C>0 f(x) = ; €<0

C
X

x|l o

La grafica de una funcion racional esta determinada por las raices del polinomio numerador y del
polinomio denominador, como se ilustra en el siguiente ejemplo .
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X +2:X—3

3 2
X =X —6:X

Ejemplo 18. Graficar la funcién racional : f (x) =

Solucion :  Factorizando los polinomios en el numerador y el denominador, se obtiene . . .

(x+3)-(x-1)
X-(X+2)-(x—13)

f(x) =

por lo que las raices del denominador son :

(x-3)=0 — Xx=3
x+2)=0 — x=-2
(x-00=0 — Xx=0

la funcidn racional no esta definida entonces para éstos valores de X dado que implican una
division por cero.

Las raices del numerador: X = =3 y X = 1 'y las del denominador , determinan los
intervalos sobre la recta numérica real (el eje X ) en los cuales la funcién racional es positiva

0 negativa dependiendo del signo que tenga cada factor en de cada uno de esos intervalos,
como se indica en la siguiente tabla :

(—o,-3)[ (-3,-2) (-2,0) (0,1) (1,3) (3,o)
(x+3) (-) (+) (+) (+) (+) (+)
(x+2) (-) (-) (+) (+) (+) (+)

X (-) (-) (-) (+) (+) (+)
(x-1) (-) (-) (-) (-) (+) (+)
(x-3) (-) (-) (-) (-) (-) (+)

(x+3)(-) | OO 1 WO 00O 00 00 e
X(x+2)X=3) O |OOE  |OMO [GOO  [HHE |6

Cuando X se aproxima a las raices del denominador ya sea por la derecha o por la izquierda, la

funcion crece sin limite ('se dice que tiende al infinito ) y toma valores muy grandes
positivos (6 negativos ) . Este comportamiento se denota por el simbolo: f (X) —
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Del signo de la funcion en cada intervalo, de sus raices y su comportamiento cerca de las raices
del denominador, se deduce que la grafica de ésta funcion racional es entonces como sigue :

2.8 ¢) FUNCIONES IRRACIONALES.

Estas funciones tienen la forma general de un polinomio o de una funcion racional; sin embargo, contienen
uno 6 mas términos donde la variable independiente aparece elevada a una potencia fraccionaria..

Dado que toda potencia fraccionaria equivale a un radical, una de las condiciones que limitan el dominio de
una funcion irracional es que las expresiones radicales de orden par deben contener radicandos que
representen cantidades positivas, con el fin de que se obtengan nimeros reales.

2 2
33X +1 24/X+4—X
Ejemplo 19. Sean las funciones f (x) = \/)—(+ 1, gX)= ——, hx) =

V3-2X (x+3)°

Determinar sus dominios.

Solucién :  Lafuncién f (X) posee un radical de orden par : \/>—( y por lo tanto, para que f (X) seaun
numero real, el radicando debe ser positivo, esto es X > 0 , es decir, el dominio de ésta

funcion es el intervalo de nimeros reales positivos [0, co ).

e Lafuncion g(x) tiene un radical de orden par : 1/3 — 2-X y por lo tanto, para que g(Xx)
sea un namero real, el radicando debe ser positivo: 3 — 2-X > 0 , es decir, el dominio de

. .y . 3 . . 3 . .
ésta funcion es el intervalo X < > (Notese que no se incluye el valor > pues implica

dividir por cero).
e Lafuncion h(x) tiene dos radicales de orden par: /X +4 y /(X + 3)3 , por lo tanto,

para que h(X) sea un nimero real, ambos radicandos debe ser positivos, es decir se deben
cumplir las dos condiciones :
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X+420 y

es decir . .

—4 <

X y

(x+3)°>0.

-3 <X

de modo que ambas se cumplen solo si —3 < X . Este es el dominio de h(x) .

En las siguientes graficas se ilustran éstas funciones . . .

N | w

2.9 Funciones trascendentes elementales .

Por la naturaleza de su definicion las funciones matematicas basicas se clasifican como sigue :

NOMBRE NOTACION COMENTARIO
Funcién Potencia f(x) = W n es una constante real de cualquier valor
Funcién exponencial f(x)=a" b es un constante positiva pero no uno (b # 1)

Funcién logaritmo

f(x) = loga(x)

a es un constante positiva peronouno (a=1)

Razon del cateto opuesto a la hipotenusa en un

Funciones seno = . .
f(x) = sen(x) triangulo rectangulo
Trigonométricas coseno f (x) = cos(X) eR: i%nt:jig:];zﬁ(;t(;ei(:gggﬁ?ée ala hipotenusa
Razon del cateto opuesto al cateto
tangente = s .
g f(x) = tan(x) adyacente en un tridngulo rectangulo
Funciones arco seno f (x) = arcsen(x) |Funcién inversa del seno : arcsen (sen(x) ) = x

Trigonométricas

Inversas

arco coseno

f (x) = arccos(x)

Funcion inversa del coseno: arccos (cos(X) ) = x

arco tangente

f (x) = arctan(x)

Funcion inversa de la tangente: arctan (tan(x)) =

X
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Sélo las funciones trigonométricas seno y coseno son en realidad fundamentales, puesto que en términos de
ellas se definen todas las demas como son la funcion tangente y las funciones trigonométricas reciprocas
respectivas. Como se ilustra en el siguiente esquema. . .

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS || FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
FUNDAMENTALES RECIPROCAS
a
Seno: sen(x) = | — Cosecante: [€s¢(X) =
c sen(x)
¢ b
Coseno: cos(x) = | — Secante: [see(X) =
a c cos(X)
X
sen(x
A Tangente: tan(x) = ) Cotangente: [COt(X) =
b cos(x) tan(x)

De ésta manera , en términos de las funciones trigonomeétricas reciprocas, quedan definidas también las

funciones:

1 .

arco cosecante arccsc(x) = arcsen| — Funcion inversa de la cosecante
X
1 -

arco secante arcsec(x) = arccos| — Funcion inversa de la secante
X
1 -

arco cotangente arccot(x) = arctan| — Funcion inversa de la cotangente
X

. 1
Ejemplo 20. Demostrar que arccsc(x) = arcsen(—j
X

Solucién :  Sea y = arccsc(X), entonces por la definicién de la funcién inversa se sigue que . . .

csc(y) = csc(arcesc(x)) = x
tomando el reciproco de cada término queda :

1
csc(y)

1—
X
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y por ser el seno la funcion trigonométrica reciproca de la cosecante, resulta :

1 sen(y)
X

tomando ahora la funcion inversa del seno en ambos miembros se obtiene . . .

arcsen(l) = arcsen(sen(y))
X

(-
arcsen| = | =y
X

Como se habia supuesto que y = arccsc(X), entonces ambas expresiones para Yy son

iguales y queda demostrada la identidad : arcsen(ij = arccsc(X) .
X

Las otras identidades se demuestran de una manera similar a ésta.

210 FUNCION POTENCIA  f(X) = X" (2.21)

casol: n>o0

Si el exponente n es un ndmero entero positivo , toda potencia entera positiva de un ndmero real es un
nimero real. entonces f (X) no tiene restricciones en su dominio, el cual es por lo tanto todo el conjunto
de nimeros reales : (—oo0, o0 ).

Cuando ademas n es par, estas funciones siempre son positivas, es decir su rango es [0, c0) y todas

ellas pasan por los puntos (-1,1) y (1,1).
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Cuando ademas n es impar, estas funciones por ser potencias impares de nimeros reales, son negativas
para valores X negativos y positivas para valores positivos de X . Su rango es (—oo, oo)

Todas las gréaficas pasan por los puntos (—1,-1) y (1,1).

casoll: n< o : f(x):

Estas funciones estén bien definidas para cualquier valor de X excepto X = 0, porque en ése valor se
implica una divisién por cero. Se ilustran algunas de ellas en las siguientes gréficas :

X X
Para n par negativo las funciones potencia Para n impar negativo las funciones potencia
tienen el rango (o, oo) . Todas las gréficas tienen el rango (—oo, oo) . Todas las graficas
pasan por los puntos (—1,1) y (1,1) pasan por los puntos (—1,-1) y (1,1)
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caso I11: n esracional . Cuando el exponente n es el cociente de dos nimeros enteros , la funcién
potencia es .

o |o

f(x)=xn:x :W

Por lo tanto, el dominio de f (X) queda determinado por la condicion de que el radicando xP debe ser un

ndmero positivo cuando el indice g del radical es un nimero par, como se ilustra en los siguientes
ejemplos

£ = ¥

Es la raiz impar de un nimero positivo, la cual siempre es real, por lo tanto su dominio es (—oo, oo)
y surango esel intervalo [0, ) puesto que la funcion nunca toma valores negativos .

En general, siempre que n < 1, lafuncién crece mas lentamente que su variable independiente .

F(x) = X
Es una raiz par,por lo tanto el dominio de esta

funcion solamente puede ser el intervalo [0, co

) . El rango es un namero real y sélo puede
ser positivo..

En éste ejemplo n > 1 por locual, la
funcién crece mas rapidamente que su
variable independiente , excepto si X es muy
cercana a cero.

f(0) = VX

Es una raiz impar de un ndmero real, la
cual siempre es real, y puede ser positiva o
negativa .

Tanto el dominio como el rango de esta

funcion es el intervalo (—oo, oo)

En éste ejemplo n < 1 por lo cual, la
funcién crece mas lentamente que su
variable independiente , excepto si X es
muy cercana a cero.
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2.11

2.12

FUNCION EXPONENCIAL.  f(x) = a" (2.22)

Esta funcion queda definida solamente para una base positiva ( a > 0 )y distinta de la unidad ( a = 1).

El exponente X puede ser cualquier nimero real

La funcion exponencial siempre es positiva puesto
que a > 0, esto significa que su rango es el

intervalo (0, oo) :
Su dominio es el conjunto todos de nimeros reales.
Ademés si ...

X . .
e a> 1 entonces a essiempre creciente .
Crece mas rapidamente si a es grande y tiende

a cero si X tiende al infinito negativo.

e 0<a<1entonces a es siempre
decreciente . Disminuye cada vez mas rapido si
a es mas pequefia y tiende a cero si X tiende
al infinito positivo .

Como se ilustra en la figura de la derecha , todas las curvas de ésta funcién pasan por el punto (0,1) dado

0 ,
que a = 1,seacual seael valor del ndmero real a.

La funcién exponencial frecuentemente se utiliza para describir fenémenos de crecimiento de poblaciones
de bacterias o0 de personas, corrientes eléctricas , dispersion de enfermedades, rumores etc.

FUNCION LOGARITMO. f (x) = loga(X) (2.23)

Esta funcion queda definida solamente para una constante base que sea positiva (a2 > 0) vy distinta de la
unidad (a # 1) . El nmero X puede ser cualquier nimero real .

En particular cuando labase a es ...

e elndmero 10, lafuncion log,o(X) se llama logaritmo comin o de Briggs y se puede escribir

simplemente como log(X) .
e el nimero irracional e = 2.71828183... , lafuncion loge(x) se llama logaritmo natural o de Napier

y se escribe como convencionalmente como : In(Xx).

Esta es la funcion inversa de la funcién exponencial , es decir :

2] =a"Y=x vy f7Hr) = loga(a) = x

porque hace la operacion opuesta a tal funcion . En otras palabras :
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aX =y SinOlOSi X:|09a(Y)

. .. X . .. X -
Asi que su dominio es el rango de a” : el intervalo (o, oo) y su rango es el dominio de a" : el intervalo

(—oo,oo) .

Los logaritmos simplifican las operaciones algebraicas, dado que mediante ellos un producto queda
transformado en una suma , un cociente se transforma en una diferencia y una potencia se transforma en un
simple producto .

De esta manera, si alguna expresién algebraica resulta dificil de evaluar directamente , se puede calcular su
logaritmo , realizar las operaciones y transformar de nuevo el resultado obtenido mediante la funcion inversa
(la exponencial ) .

2.12a) PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

I. " El logaritmo de un producto es la suma de los logaritmos de los factores "

loga(x-y) = l0ga(x) + loga(y)

I1. " El logaritmo de un cociente es la diferencia de los logaritmos del numerador y del denominador "

Ioga@ = logy:(x) — l0ga-(y)

I11. " El logaritmo de una potencia es el producto de la potencia por el logaritmo de la base

10ga(x") = n-loga(x)

IV " El logaritmo de la unidad en cualquier base siempre es cero porque todo nimero elevado a la

- 0 "
potencia cerovaleuno: a” = 1

loga(1) = 0

V. " El logaritmo de la base en la base misma siempre es uno,porque todo nimero elevado a la uno es
. .. 1
igual asimismo: a~ = a ."

loga(a) = 1

V1. " Los logaritmos de un nimero X en dosbases a y b distintas, sdlo difieren por un factor

constante, que es el logaritmo de la base anterior (b) en la nueva base (a) "

loga:(x) = [ 10ga-(b) ]-logy- (X)

Estas propiedades se fundamentan en la funcién exponencial y las leyes de los exponentes. Por ejemplo :
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DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD |

Sean: U = logy-(X) — x=a" (' por ser funciones inversas )
_ _w
w=loga-(y) — y=a
Entonces . . .
Xy = (au)-(aw> =" (por las leyes de los exponentes )

Tomando ahora logaritmos de base a en ambos miembros de ésta Gltima igualdad queda :

u+w . .
) =uU+Ww (‘por ser la funciones inversas )

loga- (x-y) = loga-(a

Substituyendo ahora las expresiones iniciales para U y W se obtiene la propiedad buscada :
loga-(x-y) = 10ga-(X) + loga-(Y)

DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD VI
Sea z=logy:(x) — x = b’ (por ser la funciones inversas )

Tomando ahora logaritmos de base a en ambos miembros de ésta Gltima igualdad resulta :

l0ga(x) = loga ()
= z-loga(b) (por la la propiedad I11)

Substituyendo z de la expresion inicial ,
finalmente se obtiene que . . .

loga(x) = [logp-(x) ][ loga-(b) | -

Se deja como ejercicio demostrar las demas
propiedades.

La curva de una funcidn logaritmo depende
del valor de su base . :

log,(x)

Cuando a > 1:

la funcién logaritmo es siempre creciente, lo
opuesto a la funcién exponencial. La curva
logaritmica crece mas rapidamente para
valores menores de la base, y ademas tiende

—oo si X se aproxima al cero por la derecha

pero tiende a +c si X tiende a infinito.

0g4(x)

log, ()

T flogi ()
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2.13

Cuando 0<a<1:
entonces la funcidn logaritmo es siempre decreciente .

La curva logaritmica disminuye mas rapidamente para valores mayores de la base y ademas tiende a +o si

X se aproxima al cero por la derecha pero tiendea —c si X aumenta sin limite .

Sin embargo, para cualquier valor de la base a , siempre se cumple que loga(1) = 0 puesto que a0 =1

para cualquier valor a > 0, asi que todas las curvas logaritmo pasan por el punto (1,0)

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS.

Se definen a partir de un triangulo rectangulo inscrito en un circulo de radio 1. Es por ésta razon que a

veces, se les llama también funciones circulares para distinguirlas de las funciones hiperbélicas, las
cuales se definen en un contexto similar a las trigonométricas pero a partir de un tridngulo obtuso
dibujado sobre una hipérbola .

En la siguiente figura se representa un circulo unitario (es decir, de radio la unidad ) , que tiene el
tridngulo recto OPB inscrito en el cual se definen las cantidades siguientes . . .

o : el angulo positivo entre el eje X y el radio Y_‘

OP . Medido en el sentido contrario al giro de
las manecillas de un reloj, en radianes .

BP : el cateto opuesto al angulo @, es la ordenada

del punto P .
y del punto y

OB : el cateto adyacente al &ngulo @ , es la abscisa

Y

X del puntoP . o) X B

OP : lahipotenusa, es el radio del circulo unitario .

Es claro que las distancias X e Yy dependen de la localizacion del punto P sobre la circunferencia unitaria,

es decir X e Y son funciones del &ngulo & .

Las funciones trigonométricas se definen considerando todas las posibles razones o cocientes de las
longitudes de dos lados del triangulo recto, como sigue :

., BP y)
funcion seno : senl@) =| — | =12 | =
( ) (OP) (1 y

asi que la ordenada y es numéricamente igual al seno del angulo 6 : 'y = sen(@)

funcion coseno : Cos( 19) = (OB) = (z) =X

oP 1

asi que la abscisa x es numéricamente igual al coseno del angulo 6. X = COS( 6’)
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En términos de las funciones seno y coseno, quedan definidas todas las demas funciones trigonométricas
, las cuales también representan la razon de las longitudes de dos lados del tridngulo recto y son las

siguientes :
funcion tangente : tan(e) = (g) = (X) _ tan( ) Sen(ﬁ)
OB X cos( 6)
funcion cotangente : cot(e) = (%) = (ﬁj _ ,  cot ( ) COS( 9)
BP y sen( 6)

o también cot(H) = 1

tan( )
funcion secante : sec(e) = (%) = (i) . Sec( 9) COS( e)

P
funcién cosecante : CSC(H) = (O_)

Debe notarse que . . .

Todas las funciones trigonométicas representan sencillamente el cociente de las longitudes de dos
lados de un triangulo rectangulo.

Para efectos de célculo, el argumento & en éstas funciones debe darse siempre en radianes , no en

grados sexagesimales , pues éstos Ultimos son simplemente una divisién arbitraria de la circunferencia
en 360 partes iguales pero no son en realidad nimeros reales.

Al girar el punto P sobre la circunferencia unitaria , ambos catetos , el opuesto y el adyacente varian
entre 0 y £ 1 (alomésel valor de la hipotenusa ) . Por lo tanto el seno y el coseno son funciones
acotadas cuyo valor cambia entre —1 y 1 , mientras que las demés funciones pueden tender a
infinito si su denominador es cercano a cero.

La tangente y la secante no existen cuando cos(e) = 0,esdecir si =+ —, £3:

T T T
_ — ,+5—
2 2 2

. . T
, etc ( multiplos impares de > ).

La cotangente y la cosecante no existen cuando sen(e) =0,esdecirsi =0,*t7,x27

, etc (mdltiplos de 7 ).

Después de una vuelta completa sobre el circulo unitario (un giro de 2- 7z radianes), el punto P

regresa a su posicion inicial y por lo tanto, los valores de las funciones trigonométricas se repiten , En
otras palabras , todas estas funciones son periodicas .
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2.14

En particular, las funciones seno y coseno, asi como sus funciones reciprocas, la secante y la cosecante
respectivamente, se repiten si su argumento ¢ aumenta o disminuye en multiplos enteros de 2. 7z

radianes, mientras que la tangente y su funcién reciproca la cotangente, se repiten si su argumento cambia
en un multiplo entero de 7 radianes (cada media vuelta del punto P, porque el cociente de los catetos

vale lomismoenel 1° 6 enel 3¢ cuadrante) .

Gréficas de las funciones trigonométricas .

En la siguiente figura, de acuerdo con su definicidn , la funcion seno corresponde a la distancia BP sobre el
circulo unitario , de modo que al girar el punto P sobre la circunferencia unitaria , ésta distancia cambia
desde —1 hastal.

Si trasladamos ésta distancia horizontalmente , para cada uno de los puntos correspondientes a un valor
particular del angulo € , se obtiene la curva senoidal 6 senoide mostrada en la siguiente figura , en la cual
se indican como ejemplo las proyecciones horizontales de las ordenadas de los puntos P, A,D, Q,C y E
de la circunferencia .

Cuando el punto P se desplaza una vuelta completa en sentido positivo sobre el circulo unitario , la curva
senoidal se extiende desde @ = 0 hasta & = 2-7 radianesy se repite en cada intervalo de 2-7 ,es
decir, en cada vueltade P .

Cuando el punto P se deplaza una vuelta completa en sentido negativo sobre el circulo unitario , la curva
senoidal se extiende desde @ = 0 hasta & = —2- 7 radianes y se repite en cada intervalo de —2- 7
Esta es una curva que se extiende de izquierda a derecha sin limite como se muestra en la siguiente grafica :
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2.14a) Lafuncionseno f(x) = sen(x).

+1

Dominio : (—oo,oo)
Rango : [—1,1]
Periodo : 2-7T .

2.14 b) Lafuncion coseno f(x) = cos(x) .

Procediendo del mismo modo y recurriendo a su definicion, se pueden obtener las gréficas de las otras
funciones trigonométricas, por ejemplo , si se representa ahora el cateto adyacente (la distancia OB ), en

la direccion vertical sobre el eje Y, se forma otra curva trigonométrica llamada cosenoide :

A

OB
cos(x) = (—j Dominio : ( )
OP ominio : —00, 00
Rango : [—1,1]
Periodo : 2-7T .

Notese que ésta curva es idéntica a la senoide ; pero desplazada hacia la izquierda una distancia —
2
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2.14 ¢)

2.14 d)

La funcion tangente  f(x) = tan(x)

A

-

tan(x) : BP —2n -7 —Tt/Z 0 2z T n
OB .
Dominio : X # n(;) para n un entero impar.
Rango : (—oo, oo)
Periodo : T

La curva de la funcién tangente . . .
e Pasa abruptamente de un valor infinito negativo —oo a un valor infinito positivo +o cuando el angulo
X se aproxima a un maltiplo impar de 90° por la izquierda 6 por la derecha, debido a que el

denominador OB toma valores positivos 6 negativos pero cada vez mas cercanos a cero.

e Vale cero cuando X es un multiplo de 7z debido a que el cateto opuesto BP vale cero en esos casos
e Essiempre creciente

La funcion cotangente  f(x) = cot(x)

A

-2n -7 —m/2 0 /2 n o
OB S _
cot(x) = (_j Dominio : X # N-z para n unentero.
BP Rango : (—oo’ oo)
Periodo : T
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La curva de la funcién cotangente . . .

e esidéntica a la curva de la tangente salvo que esta desplazada en > hacia la izquierda y también

esta invertida respecto al eje Y .

e pasa abruptamente de un valor infinito negativo —oo a un valor infinito positivo +o cuando el
angulo X se aproxima a un multiplo de 7 por la izquierda 6 por la derecha , debido a que el

denominador BP toma valores positivos 6 negativos cada vez més cercanos a cero.

e vale cero cuando X esun mdaltiplo de 90° o de 270° debido a que OB vale cero en esos &ngulos.

e essiempre decreciente

2.14 e) Lafuncion secante f(x) = sec(x)

A
- P
OoP -
sec(X) = | — 32

OB
Dominio :
Rango :
Periodo :

Notemos que la curva de la funcién secante :

3n/2

para n un entero.

[1,00)

e pasa abruptamente de un valor infinito negativo (—oo) a un valor infinito positivo (oo) cuando el

angulo X se aproximaa 90° 6a 270° por la izquierda 6 por la derecha . Esto se debe a que el

: . OP " :
denominador OB del cociente —— toma valores positivos 6 negativos pero cada vez mas cercanos
B

a cero cuando x se acerca a esos angulos .

e surango no esta definido en el intervalo (—1,1) porque el méximo valor para la longitud del cateto

adyacente OB es la hipotenusa OP .
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2.14 f)

2.15

La funcion cosecante  f(x) = csc(x)

A

csc(x) = (%j

Dominio :
Rango :

Periodo :

Notemos que la curva de la funcién cosecante :

X # N-x7  para nun entero.
(—OO,—]_] y Il,OO)

2.7

e esidéntica a la funcidn secante excepto que esta desplazada una distancia de — hacia la derecha sobre
2

el eje X.

e no puede tomar valores comprendidos en el intervalo (—1, 1) porque el maximo valor para la longitud

del cateto opuesto BP es la hipotenusa OP .

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS.

Como ya se sabe, la grafica de una funcion inversa se
obtiene intercambiando los ejes de coordenadas X e
Y, sin embargo, las funciones trigonométricas no
son biyectivas, como se puede apreciar claramente en
sus graficas , dado que una recta horizontal las corta
en mas de un punto.

Para poder definir las inversas de las funciones
trigonomeétricas, es necesario limitar su rango de
modo que cualquier recta horizontal corte a sus
gréficas en un solo punto y se conviertan asi en
funciones biyectivas.

Por ejemplo, la gréafica de la funcién invertida de la
funcidn seno: sen(x) seria idéntica a la grafica de la
funcion sen(x) peroconlosejes XeY
intercambiados , como se ilustra en la figura de la
derecha. ..

\'
| 3T |
14 l1
| |
| 2T
|
|
| |
I 1T I
| |
| |
1 | | |
I 1 1 1
-2 ':l 0 ‘ﬂ. 2
| |
| —-11 |
| |
:
N |
| |
| |
| N |

Gréfica invertida de la funcion seno
X = sen(y)
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Sin embargo, ésa no seria la gréafica de una Y pe
verdadera funcién , porque cualquier linea recta 2T 2
vertical en el intervalo [—1,1] intersectaadicha -]~
grafica en un nimero infinito de puntos . =+
Pero si se limita el rango de ésta funcion solamente al
I ] ] ]

. - T . J 7 ' 1 X
intervalo [7 , E] , como se muestra en la figura 2 ! 0 ¢ £

. T
de la derecha, entonces la parte correspondiente de la 1T = (;)
curva invertida del seno si representa realmenteunra [ | A"
funcién puesto que cualquier recta vertical la
intersecta sélo en un punto. T
Ademas es una funcion biyectiva porque también Funcion arco seno : f (x) = arcsen(X)

cualquier recta horizontal le corta en un solo punto. o
Dominio: [-1,1],

Rango: [-m/2 , n/2]

Las demas funciones trigonométricas inversas se definen de modo similar, tomando solamente una parte de
la gréfica invertida de la funcion trigonométrica correspondiente de tal manera que la grafica represente
realmente una funcién .

Como se ilustra en las siguientes figuras . . .

Y Y
Va Va
1 — 41
-2 -1 0 2y -2 -1 0 1 2 X
Gréfica invertida de la funcion coseno Funcién arco coseno:  f (x) = arccos(X)
X = cos(y) Dominio: [-1,17,

Rango: [0, m]
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v
__/ \
/ z z
1 2 2 ;
”””””””””””” —
: : -
T4 T2 0 2 4 X
-z _z
2 [y 2
/ 4
A 4
Grafica invertida de la funcion tangente Funcion arco tangente : f (x) = arctan(x)
x = tan(y) Dominio : (-, @)
Rango: (—=/2 , m/2)
v
o
2 z
,,,,,,,,,,,,,,,, K” U
L \
\\
—
—
\\
L _z
Z
o
Grafica invertida de la funcion cotangente Funcién arco cotangente : f (x) = arccot(X)
X = cot(y) Dominio: (-»,0), [0, )

Rango: (—=/2 ,0) ,(0, /2]
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Grafica invertida de la funcion secante Funcion arco secante : f (x) = arcsec(X)

X = sec(y) Dominio: (-, -1], [1,©)
Rango: [0, wn/2) , (n/2, ]

Grafica invertida de la funcion cosecante Funcién arco cosecante : f (x) = arccsc(X)

x = csc(y) Dominio: (-, -1] , [1, o)
Rango: [-mn/2,0), (0, m/2]
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1. Lafuncién f(x) eslineal, hallar dicha funcion si se sabe que f(-1) =2 vy

EJERCICIOS 2.2

f(2) = -3

2. Lafuncién f(X) escuadrética, hallar dicha funciénsi f(0) =1, f(1)=0 y f(3) =5

3. Si

i f(x) = sen(In(x)), calcular:

6. Si

{1
eﬂ'

i f(x) = tan(ex), caleular: f(In(7)) , f(ln(zD , f(ln@-

f (x) = arccos(In(x)), calcular : f(i) f(1) y f(e)

]. f) y f(e)

f(x):arctan(ex),calcular: f(-In@3) . f(InG3) . f(0) . f(In(x)

Calcular el dominio y el rango de las siguientes funciones :

7. f(x) = 2X> —3X +2:X— 4

6:X—3—6X +2:X

9. f(x)= >
3X —X—2
11, f(x) = y10% + 13X — 3
13. f(x) = In(\/S-x - x2)
15. f(x) = arcsen(ln@D
17. f(x) = + arcsen(
X —X—6
19. f(x) = 4/cos(2-x — 1)

X—3

)

2
5. f(x) = X +X—6

3

XA 2xX —X—2

10. f(x) =3xX +1

12. f(x) = a-x"+ L
V5 - 9% + 12-X

14, f(x) = |n(wj

X+1
16. f(x) = arctan[g-(z-x2 - 1)}
18. f(x) = In(arccot(3-x + 1))

3-X

V6 X° = 7:X + 2

20. f(x) = arccos(2-x—1) +
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Hallar la funcién inversa de las siguientes funciones :

21, f(x) = 20>

23.  f(x) = In(sen(x))

3 X
25, f(x) = arcsen(ln(ﬁ)j

Graficar las funciones

-2
27, f(x)= 22
X+2

Pedro Ferreira Herrején
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f(x) = 10V¥ %1

2

S

f(x) = arctan(e(z'x+l)—|

28. f(x)=x2+l
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Respuestas . ( Ejercicios impares )
5 1
1. f (X) = —(g)'x + g

3. f(l):ﬁ, f(1):%-7z, f(e) = 0

e
ya 37
5. f(In(z)) = o, f('”(ZD =1, f(ln(TD =1
7. Dominio: (-© ,o©) ; Rango: (- , o)

9. Dominio:x;t(—%), X#1 Rango: (- , )

.. -3
11. Domlnlo:xs7 ; <X Rango: [0 ,®)

ale

13. Dominio: (0, 3) Rango : <_w,|n(g))

15. Dom. (Ej <x<(5€) Rango:[-m/2 .m/2]
(5]

17. Dominio: (- ,—-2), [4, ) Rango: (-1 ,1)

2+((2nN-3) 7 2+(2n—-1)7x
19. Dom.|: ( ) , ( )

, Rango:[0 ,1
p . } go:[ 1

21. g(x) := L-IrI(i) ; Dominio (0, )

In(8) 2
23. No es biyectiva , no tiene inversa . 25. No es biyectiva , no tiene inversa .
27. 1or
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EJERCICIO 2.1 problemas pares

2 162 —6a+4s 4. 4a°—12:a" +16@°+9a° —24-a+16
6. 2a°—3a+5 8. 8—332

X+ 1 —X
10. 4| —— 12.

X—1 5-X+8

X —X —X X
a +a a +a .,
14. 16 16. = funcion par
2 2
3 3 3 3

18. \/(—X +1)° + \/(—x —1)° = \/(X ~1)%+ \/(X +1)°  funcion par
20. periddica : periodo = = 22. periodica : periodo = 2-7

24, F(x) = F(=X), g(X) = g(-X) y ( h(x) = f(x)-9(x) )

h(=x) = f(=x)-9(=x) = f(x)-9(x) = h(x)
y por lo tanto h(X) es par.

26. T(x)= f(—x), g(x) = —g(-x) y {

asi que h(x) esimpar.

h(x) = f(x)-9(x) }
h(=x) = T(=9-9(=x) = f(x):(=9(x)) = -h(x)

28. (~o0, ) 30. (-o,-21, [1/4,4/3], [3/2,)

32. fg=12xX -12x+5: gf=6xX+3 ; f-f=27x +36X+14 : gg=4Xx—3

16

34. f-g:—2—1 : g-f noexiste ; fof =64x —32X+3 : g-g =X
X
36. f-g noexiste : g-f noexiste ; f-f noexiste : Q-g no existe
38. (fefef) =x 40. No tiene inversa
42. No tiene inversa 44. No tiene inversa 46. No tiene inversa
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48. 50. 52.

Pedro Ferreira Herrején

: | [ | -4 0 4
-3 0 3 -2 6
1 1 L
54 _ 56. —f(X) = —X+/Xx+3 58. —f(—Xx) = x-y/—Xx +3
5 o |
60. f(-—X+1)—2=(X+1)4/-X+4-2 62. f(x—2)+2
EJERCICIO 2.2 problemas pares
7 13 1
2. f(X)= =X - —=Xx+1 4. f(—j:o cf()=o0 ; f(e”):o
6 6 Vs
e
1 1 Vs 1
6. f(-In(3)) = S f(In(/3)) = 75 f@=5 3 fin@)= 7
8. Dominio: x#1, x#-2, x#-1. Rango: (—o , )
10. Dominio: (- , ©) ; Rango: [1,x)
.. -1 5
12. Dominio : Y < X< 3 ; Rango: (a, «)
.. 1
14. Dominio: —1 < X < - ; 3< X Rango: (-0, )
16. Dominio: (-0, 00) Rango : (arctan(—=/2), n/2 )
- V4
18. Dominio:[-1/3 ,®) Rango : (—oo,ln(z))
134



Calculo de una variable

20. Dominio: [0,1/2), (2/3,1])

207

107

Rango : de cierto numero positivo X, hasta c

28.

0.5

24,

107

No tiene inversa No tiene inversa
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Capitulo I
Limites y Continuidad

3.1 Sucesiones infinitas .

Una sucesion es una funcidon definida en los nimeros enteros positivos {1, 2 , 3,4, . . . }.
Por ejemplo, la sucesion definida como :

f(n) = n® —n’

para n = 1,2,3,4,...., genera los valores :

f(1)=1*-12=o0
f(2)=2°-22=4
f(3)=3-32=18
f(4) = 4°—4*= 48
etc. . .
ysedenotapor {0,4,18,48,100,...}.
La sucesion se llama infinita porque no tiene un Gltimo término (lo cual se indica por la elipsis: ...)

El término n-ésimo : s, de una sucesion es, por lo general , una férmula con la cual se calcula el valor de

cada término en la sucesion . Frecuentemente ésta formula se determina por simple inspeccién de la sucesion

0 bien estableciendo un sistema de ecuaciones.
La sucesion se denota encerrando entre llaves al término n-ésimo : { s }

Ejemplo 1. Escribir una formula para el término n-ésimo de las siguientes sucesiones :

1 1 1 1 -1 1 -1 1
aj 1, —, —, -, —,...b01, —, —, — , —,...
3 5 7 9 2 4 6 8

Solucion : Por simple inspeccion, observemos que en la sucesion del inciso a), cada término es una
fraccion en la que solo el denominador cambia y ademas es un nimero entero impar.
Por lo tanto, es claro que el término n-ésimo o general de la sucesion debe ser de la forma :

1

Sp= ———
(22n-1)

paran=1,2, 3, 4 ...

En la otra sucesion, notemos en primer lugar que los términos ademas de ser fracciones, son
alternativamente positivos y negativos. Esto significa que su signo algebraico es una
potencia del nimero —1.

Por otra parte, sélo el denominador de cada fraccién cambia de un término a otro y es un
ndmero entero par.

Entonces no hay duda que el término n-ésimo de ésta sucesion esta dado por la férmula :
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(_1)I'l+l

Sh = —— paran=1,2, 3, 4...
2:Nn

3.2 Ellimite de una sucesion.

Si sucede que a medida que el entero n se hace mas 'y més grande, los términos de una sucesion { sy } se

aproximan mas y mas a un nimero constante L , entonces se dice que la constante L esel limite de la
sucesion y se escribe :
Ssp,—— L que se lee como: " s, tiendea L "

o también :

lim (Sn) =L que se lee : " el limite de S, cuando n tiende al infinitoes L "
n—oo

Ejemplo 2. Determinar si tiene un limite la sucesion con término general dado por: S, = 3 — -
n

Solucion :  Los primeros términos que genera ésta sucesion son :

1
Para... n=1; 312(3——)
12

1 11
n=2; 32:(3——):—:2.75

I
N

1 26

n=3; S3=|3——|=— = 28889
3? 9
1 47

n=a4; s,=|3-——|=—=— = 209375
32 16
1 74

n=s; Ss=[3-—|=— =209
2] 25

etc.

Es claro que a medida que el entero n aumenta, los valores de ésta sucesion se acercan cada
vez mas al nimero 3. c

Esto significa que al representar ésta sucesion de nimeros sobre la recta numérica real, la
distancia entre el término n-ésimo S, y el nimero 3 tiende a ser menor que cualquier

cantidad positiva &, por pequefia que ésta sea y que se haya prefijado de antemano como
medida de la cercania al valor 3, como se ilustra en la siguiente figura . . .
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©)
©)

O o—O0O0——» X

:

i

47 T
4 16

p . -~ A ., 1 299
Asi por ejemplo para n = 10 , el décimo término de la sucesiones |3 —— | = —
102 100

que esta a la distancia del nimero 3 dada por el valor absoluto:

y todos los términos que siguen después de él, estan a una distancia menor que oo del

ndmero 3 .

De modo similar, cuando n = 100, el centésimo término de la sucesion : (3 - —) esta
1 , o .
= del nimero 3 . Todos los términos que siguen

1007
1
3—|3-—
1002 10000

después de él, estan a menor distancia que ésta del 3 y asi sucesivamente .

. 1
lim 3——2 =3
n— oo n

Aunque el limite de ésta sucesion en particular no es parte de la sucesion misma , en general
el limite puede ser también uno de los términos de la propia sucesion .

a la distancia

Entonces se escribe :

1 L,
(3 - —2) —> 3 0 también :
n

No toda sucesion tiene un limite, por ejemplo la secuencia: {(—1)n }e:-1,1,-1,1,-1,1,-1,1...
que alterna entre los valores —1 y 1 pero no se aproxima a ningtn limite.

Otro ejemplo es la sucesion : { n2} cuyos términosson: {1,4,9,16, 25, ...} que crecen sin limite

alguno.

El nimero L se llama limite de la sucesion :

Definicion :

S1,S5,S ,S4 ,S5 ,... siparacualquier

numero infinitamente pequefio y positivo & > 0 , existe un nimero N(g) tal que :

|sn— L| <& cuando n > N(g)
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es decir, que la distancia entre el limite L y el término n-ésimo s, de la sucesion, se hace
infinitamente pequefia cuando n aumenta .

Tal limite se denota como :

lim (sn) =L

n—oo

Ejemplo 3. Demostrar que el limite de la sucesion cuyos primeros términos son :

3

5
3 4
es el nimero 2 .

Solucion : Antes que nada, se debe determinar la expresion general del término n-ésimo Sy, de la sucesion .

Cada término de ésta sucesion es una fraccién y de un término a otro, el denominador es un entero

consecutivo mientras que el numerador es siempre un nimero entero impar positivo.
En conclusion, el término n-ésimo de la sucesion debe ser de la forma:

2n+1
Sy = —— ; para N =1,2,3,4,...
n+1
. 2n+1 . s .
Entonces, se debe demostrar que:  lim | ——— | = 2  aplicando la definicion anterior
n—oo n+1

para el limite de una sucesion.

Para tal fin, calculemos primero la distancia entre el nimero 2 y Sy :
22n+1 1
—_ | — 2 = —

n+1 n+1

Asi que |sn—2| < & implicaque:

504 -

n+1

= (—1 j (puesto que n > 0)

<&
n+1

Resolviendo ésta desigualdad pero tomando en cuentaque & > 0 y n>0 resulta:
1
n>|—-—
&
De ésta manera, para cada nimero & siempre es posible determinar otro nimero dado por

N (g) =1_ 1 tal que la desigualdad |Sn - 2| < & se cumple siempre que n > N (g)
£

En otras palabras, si n es un nimero entero suficientemente grande entonces &€ - 0y Sy
difiere del nUmero 2 en una cantidad infinitamente pequefia .
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Ejemplo 4. Demostrar que la siguiente sucesion no tiene limite un finito :

{sn}={n2}= {1, 4,9 ,16 ,25, ...}

Solucién : De la definicion del limite para una sucesion, se deduce que si existe un limite finito L entonces

la distancia entre el término n-ésimo y tal limite debe ser inferior a una cantidad & positiva
infinitamente pequefia , es decir . . .

|n2 - L| <é¢
la solucion de ésta desigualdad es: (L - ) <n’< (L + g)

Sin embargo, ésta condicion no se pueden cumplir para todo valor del nimero entero n , por

grande que sea el nimero L . (Hagase por ejemplo n=L + 1), asi que no se reduce la

. . 2 . . . . L.
distanciaentre L y n” amedida que n aumenta, por lo tanto ésta sucesion no tiene limite.

Se dice entonces que una sucesion { s, } como la del ejemplo anterior tiende al infinito positivo ()

porque al aumentar el nimero entero n, sus valores llegan a hacerse mayores que cualquier nimero positivo
, por grande que éste sea .

Este comportamiento se denota como :

Sp, —> o 0 también como: lim s, = o
n—oco

Del mismo modo, se dice que una sucesion {s, } tiende al infinito negativo (—co) si al crecer el nimero
entero n, sus valores se hacen menores que cualquier nimero negativo por grande que éste sea y se denota

por :

Sy —> . — @ 0 bien como : lim sy = -
n—oo

Asi por ejemplo, la sucesion : { 10 — n } tiende a — o, mientras que la sucesion ; {\/ﬁ } tiendea o« .
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3.3 Limite de una funcién

_Wx-n

X—-1

a medida que

Consideremos como ejemplo, algunos de los valores que asume la funcion f (X)
su variable independiente X se acercaal valor 1. ..

e 'por laderecha™ , es decir, para valores de X cada vez mas cercanos al niimero 1 pero mayores que 1

(x>1)y
e "por laizquierda™ , es decir, para valores de X cada vez mas cercanos al nimero 1 pero menores que 1
(Xx<1).
X 0 0.5 0.9 0.99 0.999 1.001 1.01 1.1 15 2
Yx—-1
1 0.7043 0.6725 0.6672 0.6667 0.6666| 0.6661 0.6613 0.6439 | 0.6275

Es fécil notar en estas secuencias de valores para f (x), que a medida que la variable independiente x esta

, ., , , , 2
cada vez mas cerca del valor 1, la funcion esta cada vez mas y mas cerca del valor — = 0.66666... , @
3

%—1)_/1—1\_9 o
vi-1) \1-1) o

pesar de que la funcién no esté definidaen x = 1, puesto que f (1) = (

una expresion indeterminada .

sen(x)

Como un segundo ejemplo, consideremos la funciéon f (x) = y calculemos algunos de sus

valores a medida que la variable independiente x se acerca al valor 0, "por laderecha” ( paraX >0 ) y

"por la izquierda™ (para X < 0 )

Y
A

X -1 —0.5 —-0.1 —0.01 | —0.001 0.001 | 0.01 0.1 0.5 1

0.8414 | 0.9588 | 0.9983 | 0.9999 | 0.9999 0.9999 | 0.9999 | 0.9983 | 0.9588 | 0.8414
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En estas secuencias de valores para f (x) , facilmente puede observarse que a medida que x se acerca al
valor 0 , la funcion esta a su vez mas y mas cerca del valor 1 , a pesar de que la funcion no esta definida en

sen(0) _ o

x=0,dadoque f(0)= = g esuna expresion indeterminada .

Estos ejemplos ilustran que una funcion f (x) tiende al nimero A como limite cuando su variable
independiente x tiende al valor a , si el valor de f (x) se acerca infinitamente al valor A a medida que

X se aproxima mas y més al valor g .

Este comportamiento de una funcién matematica se denota como :

f(X)— A cuando x — a 6 también por: lim f(x) = A
X—a

Definicidn formal del limite de una funcién
El limite de una funcion existe si para cualquier nimero positivo & > 0 infinitamente pequefio existe

también un nimero 6(5) > 0 tal que ladistancia | f(x) - A| entre el limite A y f(x) esmas

pequefia que & cuando la distancia |x — a| entre X y a esmenorque o .
En simbolos :

|[f(x)—A| <& cuando |x-a| <& (32)

La definicidn anterior resulta mas clara si se resuelven las desigualdades (3.2) y se representa su solucion
gréficamente. Notemos primero que :

o lasolucinde |f(x)—A| < & eselintervalo abierto (A -&,A+ 5)

e lasolucién de |X - a| < o esel intervalo abierto (a -J,a+ 5)

Por lo tanto, dibujando éstos intervalos sobre la recta numérica real se tiene . . .

Cuando X esta en alguna entonces . . . f (x) estaraenalguna parte de
parte de éste intervalo . . . éste otro intervalo

[ \\ \ \ " [ \ / \ -

N | ] N | VAR
a-o a a+o A-c¢ A A+e
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) 4X—5 SI X #2
Ejemplo 5. Calcular lim f(x) si f(x)= )
X—>2 6 Sl x=2

Solucion : Es muy claro que cuando X esta cerca de 2 (pero no es igual a 2), entonces f (X) esta cerca de
3 y por lo tanto escribimos . . .

lim f(x) =3
X—>2

Para observar més detalladamente como varia f (x) cuando X se aproxima al valor 2,
preguntemos por ejemplo :

¢Qué tan cerca de 2 debe estar x paraque f (x) diste de 3 una distancia menor que 0.1 ?

Ladistanciade x a 2 estadada por el valor absoluto |x - 2| y ladistanciaentre f (X) y 3

es | f(x) - 3| , de manera que nuestro problema es encontrar un nimero & tal que :
|f(x)—3] <01 cuando 0< |x—2 <&

Notemos que. . .
|[f(x) -3 = |(4x-5)-3| = |[4(x=2)| =4 |x-2 <46

de modo que la respuesta para nuestro problema se obtiene si se toma 0.1 = 4-¢ , es decir :
0.1
60 = — =0.025
4

yasi, cuando |x —2| < 0.025 entonces |f(x)—3| < o0.1.

Si cambiamos el nimero 0.1 al nimero mas pequefio 0.001 , con el mismo procedimiento
encontraremos que f (X) estara a una distancia no mayor que 0.001 del nimero 3 cuando X

, . . , 1
no esté a una distancia del 2 de mas de = 0.00025 .

O en general, si cambiamos a un nimero & positivo arbitrariamente pequefio , encontraremos
que. ..

|f(x)—3] <& cuando |x—2| <& donde é':;

esta es una forma precisa de decir que f (X) estard "cerca de" 3 cuando X esté "cercade" 2.
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Ejemplo 6. Demostrar que lim (:%-x2 —4-X+ 1) =8
X—>—1

Solucion :  La aplicacién de la definicion formal de limite de una funcién implica que

|(3-X2—4~X+1)—8| <& cuando |x—(-1)] <&
es decir :

|3-x2—4-x—7| <¢ cuando |x+1| < &

. . 2 . . .
Es necesario rescribir |3-x —4-X— 7| en términos de |x + 1| , con el fin de comparar entre
si ambas expresiones. Algebraicamente se puede proponer que

3K —4X—T= A (X + 1)2 +B-(x+ 1)
de donde resulta:

33 —ax—17| = |3(x+ 1) - 10-(x + 1)|

( Mediante un sistema de ecuaciones lineales simultaneas, compruebe Usted mismo que es
imposible obtener una solucién para A y B siel valor del limite es distinto de 8.)

Usando ahora la desigualdad "del triangulo™ para valores absolutos se tiene:

l3-(x+ 1)% = 10-(x+ )| < |3:(x+ 0)?| + |-10-(x + 1)

es decir . ..
|3 (x+ 1% = 10-(x+ 1)| <3 |x+ 0P + 10 |(x+ )|
2
|3-(X+1) —10-(x+1)| <38 +106 (Puestoque |x+1] <6)
2
|3-x —4-x—7| < 30+10-0 ( Dado que 62 < & porser 6>0)
En resumen. . .

|f(x)—8] <13-6 cuando |x+1| <&
Por lo tanto, la desigualdad | f(x) - 8| < & se cumplira siempre si se escoge & = 13-0.

Ademas, cuando 6 — 0 entonces & — 0 también
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3.3a) Observaciones

I. Para que exista el limite lim f (X) , no es necesario que la funcion f (x) esté definidaen x = a
X—a

Como se mostro en los ejemplos anteriores, cuando se calcula un limite, s6lo importan los valores de la
funcion en las cercanias de X = a y el valor X = a no necesariamente debe ser parte del dominio de

f(x) .

2
. oo . X —4
Ejemplo 7. Calcular el limite : lim

x—(—2) \X+2

2
X =

Solucién : Lafuncién f (x) = no esta definidaen x = —2 , puesto que :

X+ 2

f(-2) = LZ_Z =0 no existe.
(-2)+2 O

sin embargo, podemos comprobar que al asignar a X valores numéricos cercanosa —2 , la
funcidn se acerca cada vez més al nimero —4 .

Comprobemos que cuando X difierade —2 en una cantidad positiva ¢ > 0 infinitamente
pequefia , entonces la funcion f (x) serd distinta del valor —4 en otra cantidad infinitesimal

& > 0,esdecir. ..

2
X —4

—-(-4)| < ¢ cuando x—(-2)| <&
X+2
2
N X +4X+4
Simplificando queda: |————| < ¢ cuando |x+ 2| <o
(x+2)

X+ 4X+4 (x+2)2 ) . .
Pero = = (x+2) asique las desigualdades anteriores se reducen a
(x+2) (x+2)

x+2| <& cuando x+2| <&

Escogiendo ¢ = ¢ , la desigualdad | f(x) — (—4)| < ¢ se cumplira siempre y ademas si

0 — 0 sesigue que & — 0 también
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I1. El limite de una constante C es la constante misma. |im C = C
X—a

Una constante C se puede considerar como una funcion f (x) = C cuyos valores son siempre
iguales. Entonces es obvio que la desigualdad | f (x) — C| < & , esdecir |C—C| < ¢ se

satisface siempre no importa que tan pequefio sea el nimero positivo ¢ .

Asi por ejemplo:

lim (6 =8 . lim (a?) =a® . lim (V2 =12 et

X—>—3 X—>00 X—0

I11. Una funcion f (x) no puede tener dos limites diferentes para el mismo valor de x

DEMOSTRACION :
Si A esun limite de f (x) cuando x — a entonces |f(x) — A| < & cuando |x—a| < &

Si B esotro limite de f (x) cuando x — a entonces |f(x) —B| < & cuando |x—a| < &

Supongamos que A < B , entonces tomando un valor ¢ comprendido entre :
B-A
0<ex<
2

sera imposible satisfacer las dos desigualdades |f (x) - A| <& y |f(X)-B| < & al mismo

tiempo, puesto que el valor de la funcion f (X) no puede estar dentro de los dos intervalos disjuntos

(A—S,A-i—é‘) y (B—g,B+g)

simultdneamente , como se ilustra en la siguiente figura

\ / - f (X)
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3.3 b) Limites laterales.

El limite por la izquierda de una funcién f (X) en x = b, se obtiene cuando la variable X se aproxima al

valor b tomando valores siempre menores que b . Se dice entonces que " X tiende a b por la izquierda
"y tal limite se denota por :

lim f(x) = A (3.4)

X—b

El limite por la derecha de una funcién f (x) en x = b, se obtiene cuando la variable X se aproxima al

valor b tomando valores siempre mayores que b . Se dice entonces que " X tiende a b por la derecha "
y tal limite de la funcién se denota por :

lim f(x) =B (34a)

x—b"

Para que una funcién f (x) tengaun limite en x = b , es necesario y suficiente que los limites **por la
izquierda™ y "‘por la derecha’ sean iguales .

lim f(x) = A siysolosi lim f(x) = lim f(x) = A
x—b x—b ™ X—b
Ejemplo 8. Calcular el limite : - K
lim (arccot(x)) N
X—0
Solucién: Cuando X seaproximaal 0 por la -z
izquierda : 2
. -7 oL
lim f(x) = — 2
X—>0" 2

y cuando X se aproxima al cero por la derecha, el limite vale :

lim f(x) = g

x—0*

Asi que ésta funcidn no tiene un limiteen X = 0, porque los limites laterales en ese punto
no son iguales .
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Ejemplo 9. Determinar si existen los limites de la funcion f (x) = \/XZ — 4 cuando

X—> 2 ycuando X—> —2

Solucion :  El limite por la izquierda cuando X tiendea —2
es:

lim X —4 =0
X—(=2)""

Sin embargo, el limite por la derecha en éste . =
mismo punto no existe ;

lim X —4
X—)(*Z)'Jr'

, 2 . . . ,
porque que el nimero X~ — 4 esnegativosi X > —2 y laraiz cuadrada de un nimero
negativo no es un ndmero real.

Por otra parte, el limite cuando X tiendea 2 por la derechaes:

. 2
lim xX"—4 =0
x—2:"
. . . . 2 . ,
pero el limite por laizquierda:  lim /X" —4 tampoco existe, dado que el nimero
X—27

2 . .
X —4 esnegativosl X < 2.

Entonces, aunque la funcién esta definida (existe) en X = —2 yen X = 2 puesto que

f(-2) = oy f(2) = 0, notiene un limite definido en esos puntos.

3.3¢) Definicion de otros limites :

e Sedice que unafuncion f (X) tiende al infinito positivo (oo) 6 al infinito negativo (—oo) en
X = a , siel nimero | f (x)| se hace mayor que cualquier nimero positivo M por grande que éste
sea, cuando X se aproxima infinitamente al valor a. Es decir

| f()| >M si|x—a| <& (con & tendiendoacero)

y se denota como :

im f(x) = o lim f(x) = -
X—a X—a
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e Sedice que una funcion f (X) tiende al limite finito A cuando X tiende al infinito ( positivo 6
negativo) , si f (x) difiere en una cantidad infinitamente pequefia del valor A , cuando |x| se hace
mayor que cualquier nimero positivo M por grande que éste sea . Es decir :

|[f(x)—A| <& si |x] >M (con ¢ tendiendoacero )

y se denota como :

lim f(x) =A 6 lim f(x =A

X—>00 X—>— 0

Como consecuencia de éstas definiciones, se deduce que si C es una constante positiva entonces se tienen
los siguientes casos especiales . . .

LIMITES ELEMENTALES

) c ) c
l. lim (—j 11. lim (—
x—o+ \ X x—0" \ X
) X i C
1. lim (—j o0 V. lim (—j =0 (3.5)
X— o0 C X—> 00 X

X—>00

I
8

Ejemplo 10. Como ilustracién de los limites elementales, consideremos algunas funciones racionales

y sus limites correspondientes cuando la variable X tiende a alguna de sus raices.

) |f) :5

Si x = 07, la funcién es negativa y de acuerdo con el limite elemental Il f (x) — —.

Si X — 07, lafuncion es positiva y de acuerdo con el limite elemental I f (X) — o«
Si X — o, lafuncién es positiva y de acuerdo con el limite elemental IV f (x) —0

Si X — —oo, la funcién es negativa y de acuerdo con el limite elemental IV f (X) — 0
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De éste modo, la gréfica de la funcién presenta el
comportamiento que se ilustra en la figura de la +
derecha.

La funcidn se aproxima infinitamente al eje X cuando
X—> o, X —> —© 1 1 1

y se aproxima infinitamente al eje Y a medida que X

-0, x>0

X—-1

by |f(x) =

© (x—2)-(2:x+3)

. . . -3 .
El denominadorescerosi X =2 0 X = - asi que la

funcion no esta definida para esos valores.

Si Xx— 2" entonces (x—2) <0, (xX—1)>0 vy i i

(2:x = 3) > 0 por lo tanto la funcién es negativa.

Ademas, decir que X — 2~ , es equivalente a decir que T

(x—=2) > 0~ ypor al limite elemental 11 se deduce que

f(x) > 0.

Si X— 2" entonces (X—2) <0, (Xx—1) <0, (2:Xx—3) > 0 Y lafuncion es positiva.
Ademas como X— 2+ es equivalentea (X —2) — 0+, de acuerdo al limite elemental | se concluye

que f(Xx) = .

Si x— (_73)+ entonces (X—2) <0, (x—1) <0, (2:x—3) > 0 por lo tanto la funcién es
" ( =3\~ : . -
positiva y dado que X— \?) es equivalentea (2:x —3) — 0, de acuerdo con el limite
elemental | se obtiene que f (X) — .
: (=3) .. ” .
Si x— \Z) setieneque (X—2) <0, (Xx—1) <0y (22x—3) <0 Yy lafuncion es negativa.

. —-3)\- . - -
Ademas, dado que X— (7) esequivalentea (2:x—3) — 0 de acuerdo al limite elemental I1 se

obtiene que f (x) — —o
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(1—-x)-(22x+3)

y no esté definida cuando el denominador es cero, es
decir si

o |f(x) = = s
(x-2) 2
s
:
|
Esta funcion vale cero cuando el numerador es cero, |
es decir si [ : :
:
|
. -3 !
X=1 06 X=— |
2 T
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

X = 2.

Por lo tanto, si x— 2* entonces (Xx—2) >0, (1—X) <0, (22X+3) > 0 ylafunciones
negativa. Ademas como X— 2+ es equivalentea (X —2) — 0+, se concluye, de acuerdo al limite

elemental | que f(x) - — .

Si X—> 2 entonces (X—2) <0, (1—X) <0, (2:Xx+3) >0 ylafuncion es positiva. Ademas

X— 2~ esequivalentea (X —2) — 0~ y se deduce, de acuerdo al limite elemental Il que f (x) —

0,

(22x+3)-(x-1)

d) |f(x) = )
(x-=2)

Esta funcién vale cero cuando el numerador es cero, es
decir si

y no esta definida cuando el denominador es cero, es
decir si

. -3 :
X=1 0 X=— |
2 |

X= 2.

Si x— 2" entonces (X—2)° >0, (X—1) >0, (2:X+3) > 0 vy lafuncion es positiva.

) . 2 _
Ademés como X — 2* es equivalentea (X —2)" — 0", se concluye, de acuerdo al limite elemental |

que f(X) > .

Si x— 2~ entonces (x—2)° >0, (x—1) >0, (2Xx+3) >0 y lafuncion es positiva.

Ademés X— 2 esequivalentea (X — 2)2 — 0" y se deduce, de acuerdo al limite elemental | que
f(x) > .
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Observemos que las funciones de éstos tres ultimos ejemplos contienen los mismos factores ; sin

embargo sus graficas son completamente diferentes debido a las raices del numerador o del
denominador.

X
. L. . 1+4/2
Ejemplo 11. Evaluar el limite:  lim V2
x—>0 \3-1/2

Solucién :  El limite existe, solo si existen los limites cuando x— 0~ y cuando Xx— 0°

L. . 1 .
Dado el limite elemental lim | =| = —co  sesigue que. . .
x—07+ \X

i
. . _ 1
lim %2 = lim g} =27 = — =0

X—>0 X—0"" @
g
X X
: 1+13/2 . 1+2 1+0 1
yentonces... lim —\/_ = lim — | = (_) = =
X—>0" " \ 3— )\(/5 X—>0"" (—) 3-0 3
3—2\%
L. . 1 .
Dado el limite elemental  |im (—) = o se sigue que. . .
x—0t \X
6
, T _ 1
lim 2 \* = 7% = — =9
x—>0* 2%
entonces . . .
9 AL,
X X X X
: 1+4/2 : 1+2 _ X/l i
lim —\/_ = lim — = |im - -
x>0+ \3-13/2 x—0" (—) x—0" (—) - (—)
3—2\X A%/ (8)-2 \ X -
[1
. 2 42 (0) +2
= lim = = -1
x—0+ - (E) 3-(0) -2
(3)-2 \*/ -2

Por lo tanto, el limite buscado no existe puesto que los limites laterales son distintos
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Ejemplo 12. Demostrar que :

. X+1
lim | —— | =1
X—> o0 X

Solucién :  Basta con probar que cuando X > M (X es mayor que un nimero M por grande que éste sea)
, ladistanciaentre f(X) y 1:
X+1 1
[fe) -1l = || —|-1 = |2
X X
€s menor que un pequefio valor positivo &.
Resolviendo la desigualdad |—| < & resulta. ..
X -
1
x| > L
& 1
1 1
Por lo tanto, escogiendo M como -,  —001 |
€ — :
y la desigualdad | f(x) - 1| < & se cumplira siempre .
En éste ejemplo se puede notar también que si X— 0~ entonces f (X) - —
y si x > 0" entonces f(x) — o
Puede ocurrir también que : lim f(x) = % en tal caso, se dice que la funcion tiende al infinito .
X — foo
Porejemploen:  [lim (xz) = o ben lim (XB) = -0
X—>0o0 X—>— o0
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3.4 Teoremas sobre limites :

Si f(X) y g(x) son dos funciones de X tales que existen los limites :

lim f(x) = A y limg(x) =B
X—a X—a
entonces valen los siguientes teoremas :

Teorema 1| .
El limite de una suma de funciones es la suma de los limites de las funciones correspondientes .

lim (F()+g(X) = lim f(x) + lim gx) = A+B

X—a X—a X—a

Teorema II.
El limite de un producto de funciones es el producto de los limites de las funciones correspondientes

lim f(x)-g(x) = lim f(x)- lim g(x) = A-B

X—a X—a X—a

En particular, si una de las funciones es constante, entonces el teorema anterior establece que :

el limite de una constante por una funcién es igual al producto de la constante por el limite de la funcion .
lim cg(x) =c lim g(x) =c¢B
X—a X—a

puesto que el limite de una constante C es la misma constante .

Teorema 111 .
El limite de un cociente de funciones es el cociente de los limites de las funciones correspondientes

lim
X—a

( lim f(x))
f(X)) _ \xoa _A
&) :

9x) ) ( lim g(x)) )
Teorema IV.

El limite de una funcion elevada a la n-ésima potencia es la potencia n-ésima del limite de la funcion

lim (f())" = (Xnm f (%) )" = A

lim (£ 00)" :( lim f(x))n = VA
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_ o . 33X +2x—1
Ejemplo 13. Calcular el limite:  lim | ——8M —
X——1 5X—2

Solucion : Haciendo f(X) = 3:x*+2:x—1 ; g(X) = 5X—2 yaplicando el teorema Il anterior
se tiene . . .

, lim  (3x° +2x—1)
(3x-+zx—1) _ xo(-1)

lim
X—(— 1) 5X—2 lim  (5x-2)
x—>(—1)
Aplicando ahora los teoremas |, Il'y 1V se obtiene:

) &[ lim x2}+[2 lim x}—[ lim 1}
lim (3~X +2:X— lj _ x—>(—1) x—>(—1) x—>(—1)

5-X -2 5{ lim x}—[ lim 2}
X—>(-1) X—>(—1)

(1) +2(-1) -1
5-(—1) — 2

X—>(—1)

DEMOSTRACION DE LOS TEOREMAS

Dadoque lim f(x) = A 'y lim g(x) = B . entonces de la definicion de limite se sigue que
X—a X—a
existen los nimeros & >0, & >0, 0, >0 Yy O, >0 infinitamente pequefios tales que:
[ f(x) - Al <& cuando |x—a| < & 1)

lg(x) - B| < &, cuando |x—a| <&, @)

Si A4 es el mayor de los nimeros ¢; y O, , entonces las desigualdades (1) y (2) se cumpliran

simultaneamente siempre que |x - a| <A
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Demostracién del Teorema |

Py .
Al tomar g, = 5 y &= se tiene que . . .

N | o

g

cuando |x—a| <2
2

00— Al + 900 -B| = =+

pero usado la "desigualdad del triangulo” |z + W| < |Z| + |W| para desigualdades, se sigue que . . .

|(f () = A) + (g(x) -B)| <& cuando |x—a] <2
es decir :

|(f () +9(x)) - (A+B)| <& cuando |x—a] <2

Entonces de la definicion de limite se sigue que :

lim (F()+g(X))=A+B = lim f(x) + lim g(x

X—a X—a X—a

y queda demostrado.

Demostraciéon del Teorema Il

Consideremos la suma:
£~ Al-lg(x) =B + [B[-| T () -~ Al + [A[-[g(x) - B
y tomando en consideracion que :
[ f()-Al <& . |g(x)-B| <& cuando |x—a| <2
se puede establecer la siguiente desigualdad
100 = Al-[900 - B[ + [B- |10~ Al + |A]- |9 - B| < &2, + [Bl-21+ |A] -2,
Usado la "desigualdad del triangulo™ para desigualdades y las propiedades del valor absoluto se obtiene:
|(f = A)-(g-B)| +[Bl-[f - Al +[Al-lg-B[ = [(f - A)-(g-B) +B:(f - A) + A(g - B)|

> | F(%)-g(x) - A-B|
asi que la desigualdad anterior queda:

| f(x)-9(x) —AB| < &1-6,+ |B|-&1+ |A] -5, cuando |x—a| < A
Entonces tomado , ¢;-&, < é-g , &1 < §|—;| y & < éﬁ de la definicion de limite
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| f(x)-g(x) - A-B| < (§+§+§) =& cuando |x—a] <A
se concluye que :
lim f(x)-.g(x)=AB = Ilim f(x)- lim g(x)
X—a X—a X—a

y queda demostrado.

Demostracion del Teorema 111

Dado que el cociente ) puede verse como el producto  f (x)-(i) , este teorema se sigue del
g(x) X
L . 1 1 . .
anterior si se logra demostrar que:  lim —— = — , es decir, que dadauna ¢ > 0 , existe una 6 > 0
x—»a 9(x) B

tal que . ..
L1 <é& cuando |X— a| ) &)
g(x) B

Por otra parte, puesto que  lim g(x) = B , existe un nimero A, tal que:
X—a

lg(x) - B| < @ cuando Ix—a| <4,
Ademés . . .
] = 18- 90+ 909] = 18- 9] + lg0o] <o+ g0
lo cual demuestra que . . .
18]
2

lg)| > cuando |x—a| <4,

Bajo la condicion |X - a| < A4 se cumple entonces que . . .

1 1 1 2

= . . , B.
EERERERE 6 [Bg(| >

(18)°
2

Sea A el menor de los nimeros & y A, ,entonces la desigualdad (*) queda

ST B -9l < B-9(9] cuando x—a] <2
g9 Bl  [B-g()| [(|B|)2}
2
2B -g(x)

basta con tomar ¢ = y o= A paraque ladesigualdad (*) se cumpla siempre.

&)
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OBSERVACION . Los teoremas anteriores no pueden utilizarse en las expresiones algebraicas que en el
limite conduzcan a alguna de las siguientes formas indeterminadas :

(fj, (O) [=O] (o) 2

0]

las cuales pueden presentarse cuando :

lim f(x) =« ; limg(x) =« ; Ilim f(x) =0 6 Ilim g(x) =0
X—a X—a X—a X—a

Antes de aplicar los teoremas sobre limites a tales expresiones, es necesario transformarlas
algebraicamente como veremos mas adelante.

3.5 Dos limites fundamentales

Demostraremos ahora dos limites que son esenciales para el desarrollo del calculo diferencial :

lim (Se”(x)) =1 (3.6)
X—>0 X

X
lim (1+1j =e (3.7)
X—> 00 X

Donde e = 2.71828182845.... es el numero irracional. (la base de los logaritmos naturales)

Consideremos primero un arco de circunferencia de radio R como se indica en la siguiente figura'y sean . . .
, V4

X : elanguloentre OCy OB ; 0 < X < 5

A; :el éreadel triingulo ODB

A, = (base)éa““ra) - %-(R)'(R-sen(x)) = R7Sen(x)

A, : el area del sector circular DOB :

_ (radio)®-(angulo) _ R*-x
2 2

2

A5 : el areadel triangulo OCB :

_ (base)-(altura) _ (R)-(R-tan(x)) _ th
3T 2 B 2 = 5 anl)
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Es evidente que éstas tres areas se relacionancomo A; < A, < A; ,esdecir...

R’ R’ R® (‘sen(x
7-sen(x) < 7-x < —( (9

2\ cos(x)

Dado que R®> 0 y 0< X < — , lacantidad ———— & positiva, usandola para multiplicar éstas
2 R”-sen(x)
desigualdades, se obtiene . ..

2 R’ 2 R’ 2 R’ (sen(x)j
— | —ssenX) < | ———— | — X< | ——— |\ —
(Rz-sen(x)j 2 (Rz-sen(x)j 2 (Rz-sen(x)) 2\ cos(x)

=) (=
1< <
sen(x) (cos(x))
1

. . 1
Pero en una desigualdadsi a >0 , b >0 y a < b entonces — > = yporlotanto...

a b
12> (ser:((x)) > cos(X)

Asi que en el limite cuando X— 0 se obtiene :

lim 1 > lim (Se”(x)j > lim (cos(x))

X—0 X—>0 X X—0

1 2[ lim (sen(x)) } >1
X—0 X

y ambas desigualdades se cumplen solamente si :

lim (Se”(x)j =1
X—0 X

Resultado que vale lo mismo tanto para X > 0 como para X < 0 puesto que cos(—X) = cos(X) y

sen(—x) ) _ | —(sen(x)) | _ ( sen(x)
—X - —X - X

y la prueba anterior no se altera si se cambia X por —X

Pedro Ferreira Herrején

160



Calculo de una variable

Notese que al tratar de calcular el limite anterior usando directamente los teoremas sobre limites, se

. . . 0
obtendria la forma indeterminada 6

lim (sen(x))

) sen(x) ) _ x>0 _(0)
I = ==
HIT( X J lim (%) \o)

X—0

_ o . 1 — cos(X)
Ejemplo 14. Evaluar el limite:  lim | ——
X—>0 X

Solucién : Este limite no se puede calcular directamente usando los teoremas sobre limites , ya que se
obtiene una forma indeterminada . . .

lim (1 - cos(x)) lim 1 — lim cos(x)
. (1 - COS(X)) X—0 X—0 X—0
lim | ———=| = =
X—0 X lim (x) lim (x)
X—0 X—0

_1-1_(0)
o o)

Asi pues, primero se debe transformar la expresion algebraica inicial en otra equivalente, de tal
manera que la aplicacion de los teoremas sobre limites no conduzca a una forma indefinida.

Racionalizando la fraccion (multiplicandolo por el binomio conjugado 1 + cos(X) ) resulta.. . .

1-cos(X) _ (1 - COS(X))'(l + cos(x)j _ 1= cos’(x) _ sen’(x)

X X 1+ cos(X) X-(1 + cos(x)) B X-(1 + cos(x))

pues COSZ(X) + Senz(x) =1.

en(x) ueda:

Multiplicando ahora la fraccion por x con el fin de obtener la fraccion

1—cos(x) _ X\ senz(x) _ ([ sen(x) 2. X
X ~x X-(1 + cos(x)) B X 1+ cos(X)

Ahora ya es posible aplicar los teoremas sobre limites, obteniéndose . . .

i (1—cos(x)) :{ i (sen(x)j } [ i ( X j }
X—0 X X—0 X x—0 \ 1+ C0s(X)
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Pero  lim (sen(x)) = 1 asf que resulta:
X—>0 X
. 1—-cos(X)) _ ,.\2( 0 ) _
o (—j W)

) . . sen(k-x)
Ejemplo 15. Evaluar el limite:  lim | ——=
X—>0 X

Solucion : La aplicacion directa de los teoremas sobre limites conduce también en este caso a una forma

. . . 0 . .
indeterminada del tipo (6) . Por lo tanto, primero se debe transformar algebraicamente la

expresion inicial. Multiplicando y dividiendo la fraccién por la constante k resulta . . .

sen(k-x) _ (E)_(sen(k-x)) B k(sen(k-x)j
X Kk X ) k-Xx

Haciendo ahora el cambio de variable u = k-x ,si x —> 0, entonces u— 0 y los
teoremas sobre limites conducen a :

lim (—Se”(k'x)j = lim [k-(ge”(“)ﬂ = k- lim (Se”(“)j = k(1) =k
X—>0 X u—0 u U—0 u

. . . tan(x)
Ejemplo 16. Calcular el limite:  lim
X—0 X

)

. L - . . 0
Solucion : La aplicacién directa de los teoremas sobre limites genera la forma indeterminada (6) .

. I . . sen(x)
Transformando la fraccién usando la identidad trigonométrica tan(x) =

cos(x)
tan(x) _ (E)-tan(x) _ 1_(5en(x)) _ 1 (sen(x)j
X X X \ cos(x) cos(x) X
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. - . sen(x) ,
Aplicando ahora los teoremas sobre limitesy  lim = 1, se obtiene:
X—>0 X
. tan(x . 1 sen(x . 1 . sen(x
Ilm( ()j: Ilm( . ()j: Ilm( )-Ilm( ()j
X0 X x>0 \COS(X) X x>0 \COS(X) ) x>0 X
1
= —(1) =1
(1)
0

Demostremos ahora un limite de importancia fundamental para el calculo diferencial :

1 X
lim (1+—) =e (3.7)
X—> o0 X

Primero veamos que éste limite es un valor comprendido entre el nimero 2 y el nimero 3, para tal fin

n
. . . 1 "
consideremos el desarrollo del binomio (1 + —j donde n es un entero positivo.
n

(Hi)” - 1+n.@{M}(ijz{”‘”‘”‘”‘”Hﬁ)ﬁ _______ (ij
n n (2)! n (3)! n n

Simplificando el lado derecho queda.. . .

1+E+i. n(n-1) +i. n-(n—-1)-(n-2) L +i. n(n—=1)-.....[n—(n-1)]
n 2! 2 3! 3 n! n

ST R R

Todos éstos términos son positivos para n > 2 , puesto que para cualquier entero positivo kK menor que n
se cumple que . . .
k
0<|1-—|<1 *
n

Obviamente, la suma de los dos primeros términos del desarrollo anterior, es un nimero menor que la suma
de todos ellos , es decir :

n
(1+1) >1+1 **)
n

. 1\"
lo cual demuestraque 2 < lim |1+ =

n—oo n
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. k
Si se reemplaza ahora cada factor (1 — — | porunndmero 1 , es claro por el resultado (*) que . . .

n
1\" 1 1 1 1
1+—| <14+1+—+ + S e
n 1.2 1.2.3 1-2:3:4 1-2-3-...... -n
L . . 1 1 .
También es cierto que: —— < —— , es decir < para cualquier entero k > 3.
(k)! k2 1:2:3 ...k k1
Por lo tanto, podemaos escribir el desarrollo anterior como :
1\" 11 1 1 11 1 1
1+—| <1+1+—4+—+—+ ... + = 14+|1+—-+—+—+ . +
n 2 92 53 oN-1 2 92 o3 oN-1
()"
- - R 1 7 2)
Los términos del paréntesis forman una serie geométrica de razon 5 ysusumaes ———<— ,estoes:
1 —_ —
2
n
1
1)" 1_(5)
(1 + _) c1v 2
n -1
2
1\" 1
Simplificando se obtiene . . . (1 + —) <3-— (***) .
n 2N~

n
. L. 1
De los resultados (**) y (***) , se obtiene como conclusion que : 2 < (1 + —j <3
n

. )" : : .
En resumen : la expresion | 1+ — es creciente y tiene un valor comprendido entre 2 y 3 cuando
n

n = oo, elcual se denota con el simbolo e .

Ademas, como cualquier nimero real x estd comprendido entre dos enteros consecutivos Ny n+ 1, asi
que :

n<x<(n+1)

=

p . 1 1
Tomado el reciproco de las desigualdades resulta: — > — >
n X n+1

, . 1 1 1
Sumado un namero 1 en las dos desigualdades queda : 1+— 2 (1 + —) >14+—
n X n+1

y por lo tanto, dado que (N +1) > X > n setiene. ..
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1 n+1 1 X 1 n
1+ = >|1+=| > (14—
n X n+1

("

Si X = o ,entonces N — ooy resulta:

n+1 n
. 1 : 1 1
lim |1+ = = lim |1+=]||1+=| =e(140) = e
N— o0 n n— oo n n

1\t . 1\
14+ —— lim |1+—=
. 1 )" . n+1 U—>00 u
lim {1+——| = lim n = . = =e
n—>co n+1 nso (14 - lim [1+= (1+0)
n+1

Por lo tanto la expresion (! ) queda :

) 1 n+1 ] 1 X ) 1 n
lim (1+—) > lim (1+—) > lim (1+—)
n—oo n
i 1\*
e > lim (1+—) > e
X— 0 X

X
. . 1
de donde se deduce necesariamente que: lim |[1+=| =€
X—>o00 X

Por otra parte, cuando X — — o , se puede hacer el cambio de variable : u = —(X + 1) , es decir

X = —(u+1) asiquesi Xx - —o entonces U — o Yy
1 X 1 —u-1

lim (1+—) = lim (1——j

X—>— o0 X U—oo u+1

o (u+1)"
= lim | —
U—co u
i 1\Y . 1
= lim |[1+=| - lim [1+=| =e(14+0)=¢
U—>o0 u U—a u

Quedando asi demostrado que el limite (3.7) vale e tantosi X — c comosi X — —©
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X
Ademaés, el dominio de la funcion f (x) = (1 + 1)
X

. . . 1
estd determinado por la condicion: 1+ — > 0 cuya
X

solucion son los intervalos :

X<—-1y 0<X

y en su grafica se puede apreciar claramente que si
X—> © 0 X—> —oo ésta funcién tiende al nimero e
como limite .

X
Una forma equivalente para el limite del nimero e resulta al cambiar la variable xen la funcion (1 + —) :
X

. 1 . . .
haciendo X = — de modo quesi X — oo entonces U — 0 y el limite anterior se transforma en:
u

X—>a0 X u—0

L 1
. N 1\ : (ﬂ) _
lim [1+=] = lim 1+— lim (1+u) =e (3.79)
u

n+3
. L. . 1
Ejemplo 17. Calcular el limite:  lim (1 + —)

n—oo n

1\N+3
Solucion : lim (1 + —)

n—oo n

1]
j_
5 3
N

[EEY

+
S |-
S

.3
N
[N
+
S |-
S

w

1\" 1\? 3
= lim (1+—} - lim (1+—) =e(1+0) =¢e
nN—oo n n—oo n

3-X
. L. . 2
Ejemplo 18. Calcular el limite:  lim (1 + —)

X—> 00 X

iy . . . 2
Solucion : Haciendo el cambio de variable u = — para lograr la forma (3.7a) resulta :
X
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16
z(ﬂ) X 178
2 2 -
. 2 . 2 . u
lim (1+—) = lim (1+—) = lim | (1+u)
X—>00 X X—> a0 X) U—0
1 16
. 6
=| lim 2+u)" | = e
u—>0 |

X—4
) X+ 2
Ejemplo 19. Calcular el limite:  lim (—)

x—o0 \X—3

Solucion : Se debe transformar primero la expresion bajo el exponente a la forma (1 + —) pidiendo que :
u
X+2 1
_ = 1+ —
X—3 u

X—-3 .
de donde se deduce que U = = yporlotanto X = 5-U+ 3. Ademassi x — oo ,

entonces u —> o y el limite se transformaen . . .

. X+ 2\ . 1)\ (5u+3)—4 . N\ 1\t
lim | — = lim |1+ = = |im 14+ = J14+ =
x—>o0 \X—3 U—>o0 u U—o0 u u

La aplicacion de los teoremas elementales sobre limites y el limite (3.7a) generan el resultado :

_ 5
. x+2\* _ 1\ . 1\ ¢
lim | —— = lim 14+ = - lim |1+ =
x—>o0 \X—3 U—o0 u U—o0 u

=e-(1+0) " =€
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3.6  Clasificacion de limites algebraicos .

En general, los limites de funciones algebraicas que por la aplicacion directa de los teoremas sobre limites

00
generan una de las formas indeterminadas % . — (oo— oo) , (oo)~(0) ) (1)00 , Se pueden
o0

clasificar en los siguientes 4 casos :

CASO I . Funcion racional cuya variable independiente tiende al infinito

lim (@)
x> \Q(X)

con P(x) y Q(x) polinomios en x ,talesque lim P(x) = o y lim Q(X) = «
X—0o0 X—0o0

z - - - w
Este caso genera una forma indeterminada del tipo (—) .
0

Antes de aplicar los teoremas sobre limites, es necesario transformar la funcion racional dividiendo el

numerador y el denominador entre la maxima potencia de X .
Algunas veces, éste procedimiento funciona también para funciones irracionales.

(3:x - 2)°-(2:x + 3)°

Ejemplo 20. Calcular el limite:  lim c 2
X—> 00 (X + 3:-X — 2)

Solucion : La mayor potencia de X en ésta funcion racional es 5 , asi que dividiendo su numerador y su

. 5 .
denominador por X, se obtiene . ..

(3:x - 2)°(2:x +3)° (3x-2)° (2x+3)°
(3-x—2)2-(2-x+3)3 3 x> _ X X
(X +3x° —2) X +3X -2 X 3x 2
5 5 5 5
X X X X
2\? 3)?
3-Z) 242
_ X X
3 2
1+= -2
2 5
X X
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Aplicando ahora los teoremas sobre limites asi como los limites elementales se obtiene :

5 2) (548
lim (3-x—2)2-(2-x+3)3 - lim X X

X—> 00 (X5 + 3'X3 - 2) X—> 00 1+ i _ i
X2 X5
2\ TP 3\ PP
lim (3——) 4 lim (2+—)
B [ X—>00 X X—>00 X =02+ 0)°]
. . 3 ) 2 1+40-0
lim (1) + lim = - lim —
X—> 00 X—oo X X—oo X
= (32)-(2%)
= 72
Ejemplo 21. Hallar el limite:  |lim | ———

Solucion : Se tiene aqui una funcién irracional ; sin embargo si dividiendo la funcién por la maxima
potencia de X , que en este caso es \/>—( resulta.. . .

W
VX B 1 1 1

\/;( X

Usado los teoremas sobre limites asi como el limite elemental ~ lim (—) = 0 se obtiene:

X—> 0 X

lim
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CASO Il . Funcion racional cuya variable independiente tiende a una raiz comun del numerador
y del denominador

lim (@)
x—a \Q(X)

donde Ilim P(x) =0 y |lim Q(X) =0
X—a X—a

c . . . 0
Este caso genera una forma indeterminada del tipo (6)

Antes de aplicar los teoremas sobre Iimites, es necesario transformar la funcion racional dividiendo su
numerador y su denominador entre el factor (x —a) que genera la raiz comun, tantas veces como sea

necesario hasta que desaparezca la indeterminacion.

_ . (¥ —7x+10
Ejemplo 22. Hallar el limite:  lim | ——8M8M —

X—5 X2 - 25

Solucion :  Notese quesi: P(X) = X’ —7-X+10 y Q(X) = X —25 entonces

P(5) = (5)° - 7-(5) + 10 = 0
Q(5) = (5)°-25 = 0

entonces (X — 5) es un factor comdn de los polinomios Py Q 'y es posible escribir

P(x) (X' —7-x+10 _ (x=2)(x=5) _ (x—z)

QX | x-25 (X+5)-(x-5 \Xx+5

cancelandose tal factor y por lo tanto

X° —7-X + 10 _ (x—z) (5)—2 _ 3
= lim = = —

lim | ——— | =
X—>5 X — 25 x—5 \Xt5 (5) +5 10
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_ . (X —3x+2
Ejemplo 23. Hallar el limite:  lim | ————
X=>1 \ X —4-X+3

solucion: \jstese quesic P(x) = X —3x+2 y Q(x) = x"—4x+3 entonces
P(1)
Q(1)

(1)°-3()+2=0

(1) -4@0)+3 =0

entonces (X — 1) es un factor comun de los polinomios Py Q 'y es posible escribir

P(x) _ X —3X+2

Q(x)

(x2+x—2)-(x—1) X 4+ X -2

(x3+x2+x—3)-(x—1) X+ X +x—3

4
X —4X+3

cancelandose tal factor.

Esta nueva fraccidn genera también una forma indeterminada del tipo — en X = 1,y es

necesario factorizar nuevamente (X — 1) :

P(x) _ X+ X—2

Q(x)

(x+2)-(x—1)

X+ 2
(x - 1)-(x2 +2:X+ 3)

3 2 2
X +X +X—-3 X +2X+3

cancelandose tal factor. Esta nueva fraccion ya no genera una forma indeterminadaen X = 1
, por lo cual es posible aplicar los teoremas sobre limites y obtener . . .

lim (x+2)
. X+ 2 X—>1 (1) +2
lim - = =
X=>1 \ X +2:X+3

lim (C+2x+3) (07 +2()+3
X—1

_ 1
2

CASO Il . Funcioén irracional que se puede transformar en racional bajo un apropiado
cambio de variable.

Algunas funciones irracionales se pueden convertir en racionales mediante un cambio a una nueva
variable que esté elevada a una potencia que sea el minimo comin denominador de las potencias
fraccionarias .
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Ejemplo 24. Calcular el limite:

X -1
Yx—1

lim
X—1

Solucién :

Las potencias fraccionarias de la variable independiente en ésta expresion irracional son — y
3

1 . . , .
2 asi que el minimo comun denominador es 12 .

. . . 12
Por lo tanto, haciendo el cambio de variable X = u™ ,cuando X — 1 entonces U > 1 vy
el limite se transforma a. . .

3 312 4
) X—1 . u -1 . u -1
lim 1/—— = lim — | = lim -
X—>1 \/;(—1 u—1 lu*? — 1 u—»1 \u —1

y se tiene ahora el limite de una funcién racional.

Procediendo como en el caso Il resulta. . .

lim T - lim (u2+1)-(u+1)-(u—1) _ [(1)2+1]-[(1)+1] _ 4
us1 (Ul -1 u—1 (u—1)-(u2+u+1) (1)2+(1) +1 B
. - . X—1-1
Ejemplo 25. Calcular el limite:  lim
x>2 | J(x-1)"-1

Solucién :

. L . . . .1 2
En ésta funcidn irracional aparecen las potencias fraccionarias > y 3 del factor (x — 1), el

minimo com(n denominador de ellases 6 .

. . . 6
Por lo tanto, haciendo el cambio de variable X —1 = U ,cuando X — 2 entonces U -1y
el limite se transforma a. . .

6 3
. YXx—1-1 Ut (-1
lim | Y—— | = lim| ——| = lim |—
x->2 | J(x-1)"-1 u—1 ust \ut-1
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Procediendo ahora como en el caso Il resulta :

i v-1) _ i w-1)-(+u+1) i (W+u+1)
u—>1 \u —1 u—>1 (u2+1)-(u+1)-(u—1) U—>1 (u2+1)-(u+1)
W' +@+1 _ 3

(2+1)-(1+1) 4

(0]

Otra forma para determinar el limite de una funcién irracional consiste en racionalizar .
La racionalizacion del binomio (a — b) se realiza multiplicandolo por su binomio conjugado : (a + b).
Frecuentemente también es necesario usar algunas identidades algebraicas elementales como las siguientes:

D
N
|
O
N
I

(a+b)-(a—Db)

2~ b*= (a-b)(a®+ab+b’)

QD
+
O
w
]

(a+b)-(a’—ab+b?)

) 1+X—14/1-X
Ejemplo 26. Calcular el limite:  lim ( )
X

X—0

Solucion :  Antes que nada, notemos que el limite no se puede calcular directamente aplicando los

Lo . . . 0
teoremas sobre limites porque tal procedimiento conduce a la forma indeterminada — :

o _VIVi

lim (x) 0

X—>0 X

lim (y1+x-+y1—x)
lim ( Lrx- 1”‘} =

olo

X—0
Asi que racionalizando el numerador se obtiene :

Y1+X—4/1-x _ \/1+x—\/1—x' V1+X+4/1-X

X 14+ X+4/1—-X

(1+x)—(1-x) _ 2
x-(VL+x+y1-x) 1+X+4/1-X

Ahora si es posible aplicar los teoremas sobre limites y resulta . . .
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) 14+X—41-—X . 2
lim [ ] = lim = =
X—0 X X—0 1+ X+4/1—-X Vi+4/1

Ejemplo 27. Calcular el limite:  lim 37VSHX
1—45—X

X—4

Si se evallia directamente, éste limite es de la forma indeterminada — :
0
lim (3—\/5+x)
i [32VBHX] _ xo _(3— 5+4j _3-3 _
x—>4 \1—4/5-X lim (1—\/5—x) 1-v5—-4 1-1

X—>4

Solucién :

olo

asi que racionalizando la fraccion multiplicandola por los binomios conjugados del numerador y
del denominador resulta:

3—4y5+X _ 3—\/5+X. 3+45+X ‘ 1+4/5—X
1—4/5-X 1—4/5—=—X\3+45+X 1+4/5-—X

e e ]

_ (4-X) .(1+\/5—XJ _ (_1)'1+\/5—x

(=4+X) \3+4/5+x 3+41/5+X

Aplicando ahora si los teoremas sobre limites queda:

lim (1++5-x)
() - R e

3+4/5+X o
=) )
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CASO IV. Ellimite de una expresion exponencial f (X)g(x)

Cuando existan los limites: ~ lim f(x) y lim g(x) entoncesel limite: | lim f (X)g(x)
X—a X—a X—a
puede calcularse en los siguientes casos:

) Si lim f(x) = A y Ilim g(x) = B sonnameros finitos.
X—a X—a
El limite anterior se evallia directamente:

I
>

lim f (x)%®

X—a

msi lim f(x) #1 y lim g(X) = +w.
X—a X—a
El limite anterior se evalla directamente también :

lim f)%® =A% (0 A7)

X—a

m si lim f(x) =1y lim g(X) =t .
x—a x—a

El limite se evalta haciendo el cambio de variable: f (x) = 1 + h(x) tal que

lim h(x) =0 puestoque lim f(x) = 1.
X—a X—a
Por consiguiente:
x X s 53)
lim £00% = dim @+h0))®® = lim (1+h) )
X—a X—a X—a
h
%QM(M lim (90)-h()
= lim [(1+h) = fexe
h—o0

X—1

B (x+1)
Ejemplo 28. Calcular el limite:  lim (2 j
X =1
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directamente :

(x+1)

X—1 X-1

Solucion : - Considerando | — = f(x)g(x) entonces : f (X) = >
X -1 X" —1

por lo tanto

. . X—1 . 1 1

lim f(x) = lim > = lim — ==

X—1 x>1 X —1 x—»>1 X+1 2

lim g(x) = Ilim (x+1) =2
X—>1 X—>1

y g(x) = x+1,

Como éstos dos limites son finitos, se estd en el caso 1) y el limite exponencial se calcula

2
X

se estd en el caso 1) y el limite exponencial se calcula directamente :

- 2
lim x
X—>1

X—1 2:X +1

lim (x+1)
_(x—1\0 (x=1) ] (1) _ 1
lim > = lim > :\—):—
X—1 X =1 X—1 X =1 2 “
X2
. . _ X+ 2
Ejemplo 29. Calcular el limite:  lim >
X—oo \ 2:X +1
X+ 2 <
Solucién :  Considerando = f(x)g(x) entonces : f (X) = . y g(x) = X,
22X +1 22X +1
por lo tanto
2
1+ —
2 2
) ) X +2 . X 1
lim f(x) = Ilim > = lim ==
X—> 00 X—oo 2:X +1 X—> 0 2+i 2
XZ
lim gx) = lim () = o
X— 00 X—o0
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1
Ejemplo 30. Calcular el limite:  lim {(1 + sen(x)) X:|
X—0

1

Solucién:  Considerando (1 + Sen(x))X = f(x)g(x) entonces: f(X) = 1+sen(x) y g(x) = x

, por lo tanto
lim f(x) = lim (1+sen(x)) =1+0=1
X—0 X—0
. . 1
lim g(x) = Ilim (—) = o
X—0 x—0 \X

Por lo tanto el limite exponencial se calcula haciendo la substitucién :  f (X) = 1+ h(X) es

decir: 1+ sen(x) = 1+ h(x) de donde se deduce que h(x) = sen(x)

Ademas, si X — 0 entonces h(x) — 0 vy setiene:

1 ( sen(x) ) 1 X
(1+sen(x))x = (1+sen(x)) x-sen(x) ) _ [(1+sen(x)) sen(x)}

Se obtiene asi que:

sen(x)
1 N
lim | (1+sen())*| = lim | (2 + sen(x)) "™
X—0 X—0
lim sen(x)
1 X—0 X
= | lim @+n)" ¢l = e
h—o
donde se han aplicado los limites fundamentales :
(&)
. . sen(x
lim (1+h)\" =e y lim S0
h—o0 X—0 X

177
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X+2
. . . X—1
Ejemplo 31. Calcular el limite:  lim (—)
X— o0 X+3

X+2
X—-1 X—-1
Solucién :  Considerando f(x)g(x) = (—) entonces: f(x) = —— vy g(X) = x+2,

X+3 X+3
por lo tanto
: . X—1
lim f(x) = lim (—j =1
X—0 x—oo \X+3
lim g(x) = Ilim (x+2) = w
X—0 X—o0

Por lo tanto, se esta en el caso 11 y para calcular el limite de la funcién exponencial, se debe

X—1
hacer la substitucion :  f (X) = 1+ h(X) es decir: (—j = 1+ h(x) dedonde se
X+ 3

deduce que... h(x) = (X;l)_l = _(i)
X+ 3 X+ 3

Ademds, si X — « , entonces h(x) — 0 . Bajo éste cambio de variable, la funcion se

transforma en:
X+2 (X+2)'[—_ 4.(X+3)}
X—1 _ (4 4 \Xt2 _(, 4 —4-(X+3)
X+3 ( X+ 3) ( X+ 3)
—4-(X+2) _a(x+2)
(ﬂj X+3 L X43
_4 -
- (555) N
X+3

Porlotanto. ..

I
§.
1

X—> o0
X+2
. X—-1 h
lim (—) (1+h) }
X—> o0 X+3 h—o
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donde se han usado los resultados de . . .
1

. . 4-X+ 8 . X
lim (1+h)" =e vy lim _(_j - im o — X -,
h4)0 X—>co 3

3.7 Continuidad de las funciones .

Definicion 1 :
El incremento Ax de una variable X que pasa de un valor inicial X, a un valor final X se define como :

AX = X=X, (3.9)

y de ésta definicion se deduce que el valor final de X se puede escribircomo: X = Xy + AX

Definicion 2:

Si y = f(x) esunafuncionde X, el incremento Af (X) de la funcién correspondiente al incremento

AX de su variable independiente es la diferencia entre el valor final f (x) y el inicial f (Xo)

Af (X) = f(x) - f(xo) = f(x0 +Ax) - f(xo) (3.10)

Es claro que el incremento de una funcion 6 el de de su variable independiente pueden ser cualquier numero
real positivo 0 negativo.

Como se hizo notar anteriormente al calcular limites, el valor del limite de una funcion  lim f (x) no

X—a
necesariamente es igual al valor f (@) de la funcién cuando ésta se evaliaen X = a
Las funciones para las cuales éstos dos valores, f(a) y lim f(X) ,son iguales se llaman continuas
X—a
, 0 M&s precisamente, continuas en el valor X = a
Definicion 3. Una funcion f(x) escontinuaen x = a,si [f(a) = lim f(x)

X—a

y ésta condicion requiere que se cumplen tres cosas . . .
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I. Que f(a) exista, es decir, que f (x) esta definidaen x = a, de manera que el
nimero a sea parte del dominio de f.

II. Que lim f(x) exista ysea finito, de modoque f (x) esté definidaenun
X—a

intervalo abierto que contenga al nimero a .

I11. Que las dos cantidades anteriores sean iguales , es decir  lim f(x) = f(a)
X—a

Cuando una funcién f (X) noescontinuaen X = a , se dice que es discontinua para tal valor de X.

Ejemplo 32. En la siguiente figura se muestra la grafica de una funcién que "se rompe" o tiene "saltos",
es decir es discontinua en 3 puntos :

e En X = 1 porque lafuncion no esta definida ahi, es decir, Y |

f (1) noexiste (lo cual se indica por un punto hueco) e

\

e En X = 3 pero larazén de la discontinuidad es diferente. en

este caso, f (3) esta definida y es negativa (lo cual se indica

con un punto lleno) pero lim f(X) no existe porque en
X—3 L\ 1 -

ese punto los limites por la izquierda y por la derecha no son 0 1 &3 4 5 6 X
iguales .

e En X = 5. Aunque existen tanto f (5) como, lim f(x) ,
X—5

éstas dos cantidades no soniguales: f (5) = lim f(x)
X—5

Si X — a entonces su incremento tiende a cero AX = (X —a) — 0 y por lo tanto, la condicion sobre
la continuidad de una funcién también se puede escribir en la siguiente forma. . .

lim f(x) = lim f(a+4x) = f(a) (3.11)

X—a AX—0

pero dado que f (@) es una constante y el limite de una constante es la propia constante, se tiene que. . .

lim f(a+4x) = lim f(a) 6 lim (f(a+4x) - f(a)) =02

AX—0 X—a AX—0
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y como f (a + Ax) — f(a) = Af (x) es el incremento de la funcién, finalmente la condicion que define

a una funcion continua en un punto X = a se puede escribir como:

lim (4f (x)) = o

AX—0

(3.12)

Se dice ademas que una funcién es continua en todo un intervalo (a,b), si tal funcién es continua en

todos los puntos del intervalo.

Y por el contrario, basta que la condicion de continuidad no se cumpla en al menos un punto de un

intervalo para que tal funcidn no sea continua en ese intervalo.

Ejemplo 33. Determinar la continuidad de la funcion f (x) =

1

X—2

Solucién :
continuidad , a saber . . .

1
(2) -2
division por cero. La funcién no esta definida en
X=2

e f(2)= no existe ya que implica una

. lim f(x) noexiste porque. ..
X—>2
1 —
X—=2
1 —
— | = -

lim
x—(2) "

o

lim
x—(2)"

Esta funcion es discontinua en X = 2 porque en éste valor fallan dos de las condiciones de

Se dice que una funcién como ésta tiene una discontinuidad infinita en x = 2

Ejemplo 34. Determinar la continuidad de la funcién f (x) =

2
X —4

X—2

Solucién :

Esta funcion es discontinua en X = 2 porgue aungue el limite

X—2

lim

Pedro Ferreira Herrején

181




Calculo de una variable

existe, la funcion sin embargo no esta definida en v
X = 2, dado que:
M 7 S CH ()
2
2" —4
f(2) = —( ) ‘
(2) -2
I \
conduce a una forma indeterminada del tipo o ‘
O 2 X

Se dice que una funcién como la de éste ejemplo, tiene una discontinuidad evitable 6 removible porque es
posible definir f (2) = 4 , de modo que se llene el "hueco” que la funcién tiene en X = 2 y de ésta
manera se haga continua en ese punto.

En general, cuando existen y son finitos los limites por la izquierda y por la derecha de una funcién f (x)
en x = a:

lim f(x) = A ; lim

X—=a - X—a

f(x) =B

+

pero los tres nimeros f (a), A y B noson iguales entre si, se dice que la funcion tiene una
discontinuidad de primera especie,

En particular si A = B, entonces X = a se llama punto de discontinuidad evitable pues para hacer que la
funcion sea continua en tal punto, basta con definirla como el valor de su limite en ese punto, es decir:

fa)= lim f(x)

X—a

Todos los puntos de discontinuidad que no son de primera especie se llaman discontinuidades de 22 especie,
como son por ejemplo las discontinuidades donde la funcion se hace infinita, 6 aquéllas en las que los

limites A o B noexisten.

V4
Ejemplo 35. Determinar la continuidad de la funcion f (x) = COS(—)
X

Solucion : Esta funcion tiene en X = 0 una discontinuidad de 22 especie pues no existen ninguno de los

limites laterales :

. T . T
lim cos(—j ; lim cos(—)
X0 X x—0+ X
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y ademas oscila cada vez mas T

rapido cuando X tiende a cero ;

de modo que no esta definida en

ese punto, es decir tampoco existe i i
1o W w \/ \\/

En éste caso, no es posible definir la funcion en X = 0 para hacerla continua en tal punto

TEOREMA 1.

Si f(X) y g(x) sondos funciones continuasen X = a y C es una constante ,
entonces las funciones

N f+g m f-g ) c-f

v) fog V) g g@@ =0 VI feg= f(g(x)
g

también son continuas en X = a.

Las primeras cinco partes de éste teorema se infieren de los correspondientes teoremas sobre los limites.
Por ejemplo, dadoque f y g soncontinuasen X = a, se tiene :

lim f(x) = f(a) ; lim g(x) =g(a)
por lo cual . ..
lim (f-g) = lim f(X)-g(x)

lim f(x) - lim g(x) (por ser el limite de un producto)
X—>a x—a

f(a)-g(a) = (f-9)(a)

Lo cual demuestra que el producto f-g de funciones continuas en x = a es también una funcién

continua en ese punto porque se cumple la condicion de continuidad :  lim (f-g) = (f-g)(a)
X—a
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TEOREMA 2 .
Las funciones . ..
Polinomiales Racionales Irracionales
Trigonométricas Trigonométricas inversas

Exponenciales
Logaritmicas

son continuas en todo valor de su dominio.

DEMOSTRACION :

Un polinomio es una funcion de la forma:

2 3 n
P(X) = Co+ Cy-X+Cy-X™ 4+ Cg:X~ + ...+ Cp-X

donde los coeficientes ¢, , C;, C,, C3.,...Cp sonconstantes; pero se sabe que
. _ . k _ Kk
lim c=c y lim x* =a
X—a X—a

(El altimo limite es precisamente la proposicion de continuidad para una funcién potencia).

Por lo tanto, se deduce que lafuncion g(x) = c~xk es continua porque

) K\ _ . . kY _ k
lim \cx') = limc || lim x |=ca
X—a X—a X—a

Dado que un polinomio es una suma de términos del tipo C-X , se concluye que todo polinomio es una funcién

continua.
A P(x) : N
Una funcién racional f (X) = es el cociente de dos polinomios y por lo tanto, del teorema 1 se deduce
Q(x)
que también es una funcion continua para todos los puntos donde Q(X) # O .
De las definiciones : sen(0) = 0 , cos(0) = 1 juntocon  lim sen(x) = 0 ., lim cos(x) = 1
X—0 X—0

se deduce que las funciones seno y coseno son continuasen X = Q Y por lo tanto, aplicando las formulas de la
suma de angulos para coseno y seno se puede deducir que éstas funciones son continuas en todas partes.

Por ejemplo de la condicion (3.11) :  lim (f(a+h)) = f(a) que establece la continuidad de una funcién
h—o

en X = a , aplicada a la funcién seno queda:

lim (sen(a+h)) = lim (sen(a)-cos(h) + sen(h)-cos(a))
h—o0 h—o
= sen(a)( lim cos(h)>+( lim sen(h) )cos(a)
h—o h—o

= sen(a)-(1) + (0)-cos(a) = sen(a)
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3.8

lo cual prueba que sen(x) es continua para cualquier valor a .

Dado que todas las demas funciones trigonométricas se definen en términos del seno y del coseno, se infiere que
todas ellas son continuas en todos los puntos donde estén definidas.

. -1 . L, . . ., ., .
Lainversa f de cualquier funcién invertible f que sea continua, también es una funcién continua, puesto que

se obtiene reflejando la gréficade f (X) respecto alarecta y = X . Por lo tanto, las funciones trigonométricas
inversas también son continuas.

La simple definicion de la funcion exponencial f (x) = @” la hace continua en los reales, por lo tanto, su

funcion inversa, f 1(x) = loga(X) . el logaritmo, también es continua.

In(x) — arctan(x)

2
X -1

Ejemplo 36. ¢ En ddnde es continua la funcion  f (X) =

Solucién:  Sabemos que In(X) es continua en su dominio (X > 0) y que arctan(X) es continuaen su

dominio (—oo, oo) , por lo tanto, por el teorema 1, In(X) + arctan(X) escontinuaen X > 0 .

El denominador es un polinomio, de modo que es continuo en todas partes, por lo tanto la
In(x) — arctan(x)

., . . . 2
fraccion existe siempre que el denominador no sea cero: X" — 1 # 0,

2
X -1
esdecirx = 1,—1.

Enresumen ... lafuncién f (x) escontinuaen los intervalos abiertos: (0,1) Yy (1, oo).

Propiedades de las funciones continuas.

Toda funcién continua en un intervalo [a,b ] tiene las siguientes propiedades :

I Si f esuna funcion continuaen [ a,b] entonces esta acotada .

es decir que para todo valor de X en el intervalo [a,b ], el valor absoluto | f (x)| es siempre menor

que una constante positiva M :
[f(] <M
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La funcion f (x) = — 1 esun contragjemplo de T !
(x-2)° :

la propiedad anterior. l

Esta funcidn no es continuaen X = 2 y por lo tanto no 1 i

estd acotada en un intervalo que contenga al valor 2 , por i

ejemplo el intervalo [ —4,4 ] , o cualquier otro — | !

intervalo que contenga a éste punto de discontinuidad. o2 s 48

Il. Teorema del Valor Extremo .

Si f (X) esuna funcién continuaen un intervalo cerrado [a,b] , entonces tiene al
menos un valor minimo absoluto m = f (¢) y un valor maximo absoluto M = f (d)

en algunos valores x=c y x=d dentrode [a,b]

Es claro que f (c) esun minimo absolutode f (x) si f(c) < f(x) paratodovalor X en [a,b] vy
que f(d) esunmaximo absoluto si f(d) > f(x) paratodovalor x en [a,b].

Consideremos por ejemplo las gréficas de las siguientes funciones continuas :

vA A

=<V

donde se aprecia claramente que :

e una funcién continua puede tener un valor extremo (un maximo o un minimo), mas de una vez en
el intervalo [a,b], como se ilustra en la gréfica de la derecha.

e ¢l valor extremo de una funcién continua puede ocurrir en uno de los extremos del intervalo
como se puede apreciar en la grafica de la izquierda.

Ademas, si se omite cualquiera de las dos condiciones que establece el teorema del valor extremo
(continuidad e intervalo cerrado), una funcién puede no poseer valores extremos como se ilustra en las
gréficas de las siguientes funciones:
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vA A

En la gréfica de la izquierda, la funcién esta definida en un intervalo cerrado [a,b] ; sin embargo, no
tiene un minimo absoluto porque tiene una discontinuidad dentro del intervalo. Toma valores
arbitrariamente cercanos a m, pero nunca alcanza el valor m (lo cual se indica por un punto hueco)

Por otra parte, la funcién representada a la derecha es continua en el intervalo [a,b), sin embargo,
éste no es cerrado y la funcién no tiene un maximo absoluto (tiende al infinito) .

Aungue este teorema es intuitivamente muy claro y casi evidente, es dificil de probar y aqui no se dara
su demostracion

I1l. Teorema del Valor Intermedio

Si f (X) esuna funcion continua en un intervalo cerrado [a,b] y N es cualquier nimero
comprendido entre f (@) y f(b) ,entonces existe al menos un nimero ¢ en el intervalo
abierto (a,b) tal que

N = f(c) es decir : f(a) < f(c) < f(b)

El teorema del valor intermedio afirma quesi f (X) es una funcién continuaen [a,b], entonces toma al

menos una vez todos los valores numéricos intermedios comprendidos entre los extremos f (a) y f (b) .

Si se piensa en una funcién continua como una funcion cuya gréafica no tiene agujeros o rupturas, el teorema
del valor intermedio afirma que cualquier recta horizontal y = N talque f(a) <y < f(b) cortarda
la grafica de la funcion en un punto por lo menos.

Ejemplo 37 . Consideremos las funciones:

f(x) = 22X+ 4XC 22X+ 1 y g(x) = X =2 +X+1
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f(-2) =29 ; f(3)=-11 g(-2)=7:9@1)=1

Esta funcion toma 3 veces el valor 5 enel Esta funcion toma 4 veces el valor 1 enel
intervalo [ —2,3 ], enlospuntos X = —1 , intervalo [ —2,1] ,en X = —-1.618 , X =10
X=1y x= 2. , X=1 Yy X=0.618)

Un uso del teorema del valor intermedio consiste en localizar las raices de algunas ecuaciones dado que,
para toda funcién f (X) continuaen [a,b],si f(a) y f(b) tienen signos opuestos, entonces la

curva correspondiente y = f (x) cruza por lo menos una vez al eje X . Esto significa que la funcion

debe tomar por lo menos una vez el valor cero dado que en un extremo es negativa y en el otro es positiva,
es decir . ..

la ecuacion f (x) = o tiene por lo menos una solucion real comprendidaentre x = a y x=Db .

Nétese que el inverso de éste resultado no es verdad , es decir si f (xo) = 0 enalgun punto X, del

intervalo [a,b ], no necesariamente f (X) es continua en ese intervalo ni tampoco se deduce que f (a)

y f(b) tengan signos opuestos .

X+ 2

Ejemplo 38. Consideremos la funcién: f (x) = enelintervalo -3 < x < —1

Esta funcion no tiene puntos de discontinuidad en el intervalo
[-3,—1] y ademas

1 J:- 3 J‘- 1
f(—3):§>0 y f(-1)=-1<0. |
por lo cual necesariamente existe al menos un valor X, !
comprendido entre —3 y —1 parael cual f(x) seanula. l T

En efecto, en X = 2 se puede comprobar que f(—2) = 0 !

Por otra parte, aunque  f(-1) <0 y f(1) >0, enel i
intervalo [—1,1 ] lafuncién jamé&s se anula porque tiene un |

punto de discontinuidad (X = 0)y el teorema del valor
intermedio no se puede aplicar .
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Calculo de una variable

EJERCICIO 3.1

I. Escribir los 5 primeros términos de las siguientes sucesiones (n = 1 es el valor inicial ) :

R e
4.% n é 5 % 2-n! g 6.§Cﬂf+ygﬂl§
L2 N.5n-1 N

Il. Determinar el término general de las sucesiones cuyos primeros términos se enlistan

2 (1) (2) (3) (4 (5) o (1) (1) (1) (1) (1)
k2j \3)’\4)°\5)’\6)" " kzj 6)\12) 20 )\30 )

\5
)
)

OO EE0E-
11. (1Y (1Y) [ 1 1

\2) 24/ \720) K40320) \3628800 ) -----

I11. Hallar los limites de las sucesiones encontrando primero el término general:

2 () (8 13 (2) (4 (8)
2)\5) ) (1)'\3)"(5)
1. (2).(V2v5). (Vo). ...

IV. Calcular los siguientes limites:

) 1 2 3 4 ) n+1)-(n+2)(n+3
15. lim (—+—+—+—+ ..... j 16.  lim {( )-( )-( )}
2 2 2 2 3
n—oo n n n n n—oco n
) 14+3+5+ ... +(2n-1 2n+1 .
17, lim { ( ) _ } 18.  lim ( n+1—\/ﬁ)
n—o n+1 2 n—o
2 2 2 2
. 1 1 1 1 ) 194+ 294344+ .
19. Iim [1—-=4+=——+ ... +— 1 20. lim 3
n—oo 3 9 27 3n n—oo n
2 2
) 3X—2 ) X —5X+1
21.  lim (2-x+3)3-(5—) 22. lim —
X—> 00 (X +5) X—> 00 33X +7
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23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

45.

2
. X
lim _—
x—>e0 \ 10 + XX
) 2:X+3
lim .
x—>o0 \ X+ /X
. X+ 1
lim >
X=>(-1) \ X —1
(X —3x+2
X—1 X —4X+3
) y1—-X-1
lim pyS—
X—0 1-X—-1
. N X—1
lim .
X—1 X—1
) 3 54X
lim
X—4 [1— 5—X]
. sen(2-Xx
lim L
x—>0 \ Sen(5-x)
. 1 — COS(X
lim —“j
2
X—0 X
. tanl z-X
lim {g}
xo—2 | (X+2)
. tan(x) — sen(X
jim (1000 — sen(0
X—0 X
. arctan(2-x
lim #
X—0 sen(3-x)

24,

26.

28.

30.

32.

34.  lim
X—>1

36.

38.

40.

42.

44,

46.

lim

lim

X—1

lim
X—64

6:X° — 7-X + 2

2.X° —11-X+5

;

=

X—4

S —2¥x+1

(x-1)°

lim
X—o0

lim
X—>1

lim
X—a

lim
X—>1

lim

X—>—
3

lim
X—1

(& sxvo-x)

sen
sen 3- 7 X

(cos(x) - cos(a)j

X
[(1 - x)~tan(7ﬂ
1-2 cos(x)
pu T — 3X

|
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X
cos(T)
47.  lim | ———=

lim y/1+sen(x) —4/1 — sen(x)

48.
X—>1 1 —\/)—( X—>0 X
o (x=1)"? - (x=1)"
49, lim | —— 50. lim | ——
X— o0 X+ 3 X—> 00 X+ 1
sen(x)
2 X
) X" —2X+3 ) .
51.  lim - 52.  lim (1+ cos(x))3 sec(x)
X—0 X —3X+2
X—>—
o (2x+ 3\ . 2.X + 1
53. lim 54. lim In
X
.1 1+X .ooa -1
55. lim =-In 56. lim
x—0 X 1-X X—>0 X
X a-X b-x
) In\1+e . e "—e
57.  lim 58. lim
X—>o0 X X—>0 X
a-X b-x
) e " —e
59. lim

x—o sen(a-x) —sen(b-x)
V. Continuidad de funciones:

. 2 . .
60. Demostrar que la funcién f (x) = X~ es continua para cualquier valor de X

61. Demostrar que la funcion f (x) = cos(X) es continua para cualquier valor de x

VI . Definir las siguientes funciones en X = 0 , de modo que se hagan continuas en ese punto

62. f (X) =1- X.Sen(i) 63. f (X) - 1- CgS(X)
64, f(x) = In(1+x) —In(1-X) o, 100~ X o
X X

.z 3 . , .
66. Demostrar que la ecuacion X —3:-X+ 1 = 0 tiene unaraiz real enel intervalo [1,2]
67. Demostrar que cualquier polinomio P(x) de grado impar tiene por lo menos una raiz real.
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Respuestas Ejercicio 3.1 (problemas impares)

3 4 5 6
o2, 2 2 208 3. a -ar, ar, —ar’, ar'
2" 3 5
s 2 8 16 896 1792 . n
" 3" 15" 15" 225" 75  n+1
n+1
9, o &
(22n—=1)-(2-n) 2:n!
. 2:N . n-(n+1 1
13, lim ( ] =1 15 lim (—2) -3
nosoo \2°N—1 n— oo 2:n 2
n+1
1
n’ 2n+1 -3 1_(_5) 3
17. lim _ = — 19. lim —_— = =
noo \N+1 2 2 n— oo 1_(_3\ 4
\ 3
21. 72 23 o
2
_ X+ 1)-(x"—x+1
2% 9 27. lim {( )( )
x—(-1) (X=1)-(x+1)
3
. u’—1
29, X 3. lim | — =3
2 u—1 u -1 2
4
_ (u -1 4 4-%) |14+4/5-x
33. lim - = = 35. lim ( ) ( )
U1 o1 3 X—>4 (_4+X) (3+‘\/5+X>
i sen(2-x)
2x | 2x 2 1-cos™-(x) 1
37. lim| ——% | ==239. lim > ==
w0 | 5% [ sen(5-X) 5 x>0 X°-(1+cos(x)) 2
i 5-X
_sen| 7 (u—-2
41.  lim [ ( )] =
U—0 u-cos[ﬂ-(u—z)]

|
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1
— -1
. sen(x) | cos(x . sen(x) (1—cos(x
43.  lim ()- (2) = lim ()- > 9
X—0 X X X—0 X X"-cos(X)
lim sen(x) 1—cosz-(x) 1 1
X—30 X N 1+ cos(X) 2
45. Hégase el cambio de variable : u = arctan(2-x), de donde x = % ysi X — 0 entonces
u— 0 .Ademés...
u 2 1
arctan(2-x) tan(u) 3 sen(u) 1
itk Sl 3. >
arctan(2-x) 3-X i 2 B u cos(u)
sen(3-x) sen(3-x) sen(3-x) sen(3-x)
3-X 3-X 3-X
2 1
lim | = 21
uso |3 sen(u) 1 3 (1) 1
arctan(2- u cos(u
asique: lim (2 = ) = Wi, 2
x>0\ sen(3-x) i (sen(s'x)j 1 3
X—0 3-X

47. Nétese que . ..

A o) A A

l—\/)—( 1—}-\/)—( 1-X u

: cos@cos(,,.;j+sen(§).sen(ﬂ.;)(l+m) : ﬁ -

u u

donde se hizo el cambio de variable U = 1 — X y porlotanto, si X — 1 entonces U— 0 vy el limite se

transforma en:

lim
X—1 1—\/)—( u—0

(n-x) (ﬁu)
cos| — sen| —
N2/ lim (g)-—z-(l+\/l—u) g(l) (1+vV1-0 =17

%)
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49. Hagamos

lim

X—o0

Por lo tanto si

(

Haciendo entonces . . . (

1+X 1
—— | = {1+ —|,sededuceque U
1-X u

X—0

=)

que X = —4-U—3

Por lo tanto si X — oo entonces U — o y el limite se transforma en :

2.x+3)
2.X+ 1

. . 1
55. Por las propiedades de los logaritmos : —-In

)

1 .
= | 1+ — | , entonces se deduce de aquique U =
u

—(x+3
4

y también

.Porlotantosi X — o entonces U— —oo Yy el limite se transformaen :

X—1 X+2 1 (- 4-u-3)+2
lim | — = |lim (1+—)
x—o0 \ XT3 u—(— ) u
(-4) _
. 1 u 1 ! —4
X = lim 14— 41+ = =e
u—>—oo) u u
sen(x) . sen(x)
) X lim
(X —2x+3 (0—0+3)*° * (3\' _ 3
5.  lim | —— :\—} =\—) = —
Xx—=0 \ X —3X+2 0-0+2 2 2
. 2:X+ 3 1 1 1
53. Haciendo : = |1+ —|,entoncessededuceque U= X+— y X=U——.
2:X+1 u 2 2

(1)

(1 + %jku_z)ﬂ
S

A

lim
U—oo

lim
U—oo

1+X

X

X .
14X 14+ x)*
I :|n -
1-X 1-x

1-X

y que X =

2U+1

X— 0 entonces U — o y el limite se transformaen . . .

.1
lim =.In
X

)

1+X . 1 2:utl
= lim In [1+=
V1-—X U—>co u
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N |-

. 1\ 1 ) 1\ 1
lim Inf [1+=| |1+ = = In| lim |1+=] |21+=
U—o0 u u U—>o0 u u

In(e/T+0) = 1

57. Notemos que :

n(1+€) (1) [x(, . 1 L (in(e* -
) (Gt - ]

1
X

1
= 1+Inf1+—
X
e

y el limite se evalGa como sigue :
1
: In(l + ex) . 1)*
lim ———2 = lim [1+Inf1+—= =1+ (1+0)°] = 1
X—> 00 X X—>a0 et
59. Notese que dividiendo la fraccion por X queda :

a-x b-x a-x b-x
e -—e e -—e
a-x b-x
e —-e _ X _ X

sen(a-x) —sen(b-x) (sen(a-x) - sen(b-x)j jsen(@x) - sen(b-x)

X (a-x) (b-x)
por lo tanto :
ax  bx ax bx
. e""—e . " —e
o b lim | ——— lim
lim e —e _ X—0 X X0 X
w0 sen(a-x) — sen(b-x) i {a sen(a-x) 5 sen(b-x)} a-b
X—>0 (a-x) (b-x)

Por otra parte, haciendo el cambio de variable u = e 1 , Si X —>0 ,entonces u—> 0 y:

a-X
. -1 : u . a
lim lim —— = lim

X—0 X u—so [ In(u+ 1)) u—0 L
a In[ (1+u) .

Pedro Ferreira Herrején 195




Calculo de una variable

a a

1 In(e)
I lim | (1+u)"

u—0

por consiguiente . . .

a-x b-x a-x b-x
. e -—-e€ . e -1 e -1
im | —— | = lim -
X—0 X X—0 X X

a-x b-x

i . e " —e a-b
de modo que, finalmente. . . lim =
x—o Sen(a-x) —sen(b-x) a-b

61 El incremento de la funcion es :
Af (X) = cos(x + Ax) — cos(x) = cos(x)-cos(Ax) — sen(x)-sen(4x) — cos(X)
por consiguiente:

lim (Af (x)) = lim (cos(x)~cos(Ax) —sen(x)-sen(Ax) —cos(x))
AX—0 AX—0

= cos(x) —0—cos(x) = 0

63. Haciendo f(0) = lim f(x) , donde
X—>0
2
. . 1 —COos(X . sen -(X 1 1
lim f(x) = lim —() = lim ()- ==
X—0 X—0 x X—0 x> l+cos(x) 2
X—g X
65. Haciendo f(0) = lim f(x) , donde Ilim f(x) = Ilim —— =2
X—0 X—0 X—0 X
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Respuestas Ejercicio 3.1 (problemas pares)

, 11 1 1 1 , 102 3 4 5
26 12" 20" 30 V2 B V10 V1T V26
_ _y(n+1)
6 . L 2 3 2 g (DM
2’ 9 32 625 n-(n + 1)
n+1
2n—1 : -1
(5)2-n+1 e o0 n
(3)
i
n
14 lim L /] =2 16. 1
n—oo
1
18. 0 20. = 2. = 24 2
3
2. 1 28 = 30. -1 3. 3
9 2
1 -5 1
34, = 36. — 38. = 40. —sen(a)
9 2 3
2 -1 2
42, — 44, — 46. — 48. 1
V4 V3 /4
1 3
50. — 52. € 54. In(2) 56. In(a)
e
58. a—b 62. 1 64. 2

66. f(X) ;=X —3X+1,f(1)=-1y f(2) =23 (aplicar el teorema del valor intermedio)
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4.1 Introduccion :

Capitulo 1V
La Derivacion

El objetivo fundamental del calculo diferencial es:

" medir la razén de cambio de una funcion respecto a su variable independiente "'
en otras palabras, es determinar qué tan rapido cambia una funcion matematica cuando se cambia

arbitrariamente su variable independiente.

Si y = f(x) esunafunciénde x , el incremento Af (X) o cambio de la funcién que corresponde al

incremento Ax = (X — &) de su variable independiente se define por :
A ()= f(x)— f(@) = fla+ax) - f(a)

donde x representa el valor final y a es el valor inicial de la variable X.

. . . .. 2
Consideremos por ejemplo los cambios de la funcion  f (x) = 3-X" — 5-Xx — 4, cuando se toma a = 3

como valor inicial para X y X se aproxima a ese valor por la izquierda y por la derecha:

Af
a X AX = x—a f(a) f(x) AF = f(x) — f(a) ™
X
-10
3 |2 —1 8 -2 -10 — =10
_ _ —5.75
3 |25 0.5 8 2.25 5.75 .
05
~1.27
3 |29 -0.1 8 6.73 —1.27 — =127
-0.1
—0.1297
3 | 299 —0.01 8 7.8703 —0.1297 — = 12097
—0.01
—0.012997
3 [2999 | —0.001 8 7.987003 —0.012997 — = 12.997
—0.001
0.013003
3 [3.001| 0001 8 8.013003 0.013003 ————— =13.003
0.001
01303 _ -
3 |301 0.01 8 8.1303 0.1303 oor >
1.33
3 |31 0.1 8 9.33 1.33 —== =133
0.1
725 _ .
3 |35 0.5 8 15.25 7.25 o5
16 _ o
3 |4 1 8 24 16 1
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Observando éstas secuencias de numeros, es claro que cuando X— 3 por la izquierda o por la derecha, la

. Af ) :
razon de incrementos (—j — 13 , aunque los incrementos Ax y Af (x) tiendan ambosacero! .
AX

Se dice entonces que en X = 3, lafuncion f (X) cambia 13 veces mas rapido que X.
Para un valor inicial arbitrario a de la variable x, el incremento de la funcién f (X) es por definicion :

A () = fa+4x) - f(a)

[3-(a+ax)? —5-(a+ Ax) — 4] - (38’ -5a-4)

2
6-a-AX + 3-AX — 5-AX

AfF(X)  6a-AX+ 34X — 5 AX
AX AX

= 6a+34AX—5

La razon de incrementos es :

y la razén de cambio de la funcidn respecto a su variable independiente es entonces . . .

. Af (X .
lim ( ()j = lim (sa+34x-5) = 6a-5
AX—0 AX AX—0

En particular, para a = 3 se obtiene: 6-(3) —5 = 13 , el valor limite que se infiere en la tabla numérica
anterior.

La expresion (6-a — 5) representa la razén de cambio de la funcién f (x) = (3-x2 —5X— 4) para un
valor arbitrario X = a de su variable independiente y se llama el valor de la derivada de la funcién f (X) .

Con esa expresidn se puede calcular qué tan rapido cambia esta funcién particular en cada uno de los valores
de su variable independiente. El valor numérico de ese cambio puede ser grande o pequefio, positivo o
negativo.

4.2 Una definicion fundamental

La derivada de una funcion f (x) es el limite de la razon formada con el incremento

Af (x) de lafuncion, y el incremento Ax de su variable independiente cuando éste
ultimo se hace tender hacia el cero .

lim (Af (X)j
AX—0 AX
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Si ese limite existe, se llama la funcién derivada de la funcidon f(x) y se dice entonces que la funcion
f (x) esderivable .

La funcién derivada de una funcion f (X) se representa usualmente por cualquiera de los siguientes
simbolos :

Y. I rw. D o f
dx dx

y evaluada en un punto dado X, es un nimero real .

Si y = f(x) representa la curva correspondiente a la funcién f (x), también se acostumbra denotar su
derivada como:

di.y(x) , d-y() : ﬂ , osimplemente Yy’
X

dx dx

se usan mas cominmente las dos primeras notaciones. Asi por ejemplo :

d—-g(z) denota la derivada de una funcién g(z) respecto de su variable independiente z
z

d

—-H(w) es la derivada de una funcién H (w) respecto de su variable independiente W

dw

F (cf) es la derivada de la funcion F ( §) respecto de su variable independiente & .

De acuerdo con la definicién, la derivada de una funcion puede hallarse por el siguiente procedimiento
general conocido como " la regla de los cuatro pasos **

REGLA GENERAL DE DERIVACION

e Dada lafuncién f (x), incrementar su variable independiente en la cantidad AXx y calcular el

correspondiente valor incrementado f (X & AX) de la funcion.

e Calcular el incremento de la funcién : Af (x) = f(x + AX) - f(x) .

o A () fF(x+4x) - (X
e Formar la razén de incrementos : =
AX AX

e Calcular el limite de ésta razén cuando AXx— 0 , que es por definicién, la funcién derivada

i g AL

dx X—>0

(4.1)
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Ejemplo 1. Hallar la derivada de la funcién f (x) = X + 3:X yevaluarlaen X =2 yen X= —4

Solucién :

Si Ax es el incremento de la variable independiente X, es decir Xfipnal = X + 4X ,

entonces el valor incrementado  f (x + Ax) de la funcion f (x) es:

f(x+Ax) = (x+Ax)2+3'x+3.Ax = X 42X AX + AKX + 3X + 3-AX

e Elincremento de la funcion es la diferencia entre su valor inicial f (X) y su valor

incrementado  f (X + Ax) ;
Af(x) = f (x + Ax) - f(x) = (x2 F2XAX A+ AX + 3K+ 3-Ax) — (x2 + 3-x)

= Ax-(z-x + AX + 3)

e El cociente o razon de incrementos (el de la funcidn y el de su variable independiente) es
entonces :

A (x) Ax-(z-x + AX + 3)
AX AX

} = (2% + Ax +3)

e Laderivadade f(X) espor definicion el limite de éste cociente cuando AX — O :

i-f(x) = lim (2-X+Ax+3) =2:X+3

dx X—0

por lotanto,en X = 2 y en X = —4 el valor de la derivada de ésta funcion es :

i-f(2) =2(2)+3 =7
dx

i-f(—4) = 2(-4)+3 = -5 T
dx

Esto significa que en X = 2 la funcién aumenta 7 veces
mas rapido que su variable independiente, mientras que
en X = —4 , la funcion disminuye 5 veces mas rapido

que el aumento su variable independiente X .

En efecto, en la grafica de la funcién mostrada a al
derecha, se puede apreciar que f (X) es decreciente en

X = —4 ycrecienteen X = 2
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Ejemplo 2

. L 1
. Hallar el valor de la derivada de la funcién g(x) = —— en X=1 yen X= -3
X—2

Solucién :

. ., 1
e Elvalor incrementado de la funcion es g(x + AX) =
(x + AX — 2)
e Por lo tanto el incremento de la funcién es :
1 1 —AX
g(x+4x) —g(x) = =

(x+Ax—2) Cx—2 (x+Ax—2)-(x—2)

El cociente de los incrementos tiene entonces la forma :

—AX
Ag(x) _ g(x + 4x) —g(x) _ |:(X+AX—2)-(X—2)} _ —1
AX AX AX (x+Ax—2)~(x—2)

e El limite de éste cociente cuando AX tiende a cero es por definicion, la derivada de la
funcién g(x)

d (a0 o = - =
LA ) R F e e

En X =1 y en X = 3 éstaderivada vale. . .

d -1 i3 1
—g(1) = ——— = -1 1

dx [(1) - 2]°

d -1 -1 T
—.g(-8) = ———— = —

dx [(-8) -2 25 | I :

Estos numeros significan queen X = 1, la funcion
esta disminuyendo al mismo ritmo que su variable x
aumenta mientras que en X = 3, la funcién
disminuye muy lentamente en relacién al aumento
de X

Estos comportamientos se aprecian claramente en la grafica de la funcion .
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Ejemplo 3. Hallar la derivada de la funcién f (X) = y/2-Xx+ 1 para cualquier valor de X

Solucién: e  El valor incrementado de la funcion es:
f(x+Ax) = \/z.ix+Axi +1
e entonces el incremento de la funcion es:

Af (X) = f(x+Ax)—f(x) = 22X+ 224K+ 1 —/2X+ 1.

Esta expresion se simplifica si se racionaliza y queda.. . .

(Joxs o dns 1 —yoxr)| X2 T 2xi

V2 X+ 220X+ 1+2x+ 1

Af (X)

(Z-Ax)
V2 X+ 220X+ 1+2x+ 1

2- AX
A (x) W2 x+24x+1+42x+1) 2
AX AXx V2 X+ 24X+ 1 +42 X + 1

e El limite de éste cociente cuando AX tiende a cero es la derivada de la funcion:

e Formando el cociente de los incrementos (el de la funcion y el de su variable), queda . . .

d . AF(X) . 2 1
—-f(x) = lim = lim =
dx x—0  AX AX—0 \/2.x+ 2:AX + 1+\/2'x+ 1 V2: X+ 1

Esta derivada est4 definida para cualquier valor de la variable X, excepto para X = -

Ejemplo 4. Hallar la derivada de la funcién f (x) = %( para cualquier valor de X .

Solucién: e  El valor incrementado de la funcion es :
1

f(x+Ax) = 3\/X+AX = (x+Ax)3

e Luego el incremento de la funcion es :
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AF(X) = F(x+4%) = F(X) = X+ AX—Yx

Esta expresion se simplifica utilizando la identidad algebraica para una diferencia de cubos :

a®—b*= (a-b)-(a®+ab+b’)
haciendo: a = 3\/x + AX y b= 3/;( de donde se obtiene. . .

()’ - (%) = G ax—3R (xvx)

es decir . . .

2

2 1

=

2
(x + Ax) —X = Af (x)-[(x + Ax) - (x + Ax) x4 xs}
de donde se obtiene que el cociente de incrementos es . . .

Af (X) _ 1

AX 2 2
3 3
(x+Ax) +(X+AX) X% +x°
Laderivadade f (X) es el limite de éste cociente cuando Ax tiende a cero, esto es :

Af (X) _ 1

3 a3+ (5%)°

i-f(x) = |im lim
dx

Notese que la derivada de ésta funcion no
esta definidaen X = 0 . En ése punto, la

funcién aumenta con una rapidez infinita
respecto a su variable independiente .
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4.3

Interpretacion geométrica de la derivada .

Consideremos los dos puntos P(X,Yy) y
Q(x+ Ax,y+ Ay) de lagrafica

correspondiente y = f (X) de la funcién f (X)
en el plano cartesiano.

La linea recta que pasapor P y Q formacon

el eje OX unéngulo ¢ .

Manteniendo fijo el punto P, imaginemos que el O A B ‘< AX —» ‘M
punto Q se mueva hacia el punto P pero

siempre sobre lacurva y = f (X) '

Ocurriran entonces las siguientes cosas :

e losincrementos Ax y Ay = Af (x) tiendenambosacero: Ax -0 , Ay > 0

e larectasecante PQ girasobre P y seaproxima en la posicion limite hacia la recta tangente AT , es
decir, la recta tangente a la curva en el punto P es el limite de la recta secante PQ cuando el punto
Q tiende haciael punto P .

e elangulo ¢ tiende aserigual al angulo @ en el limite cuando AX — 0

El significado geométrico de cada uno de éstos procesos, de acuerdo a la figura anterior es . . .

DESCRIPCION NOTACION SIGNIFICADO GEOMETRICO
Valor incrementado de la f (X + Ax) Es la ordenada y del punto Q .
funcién

Representa la distancia MQ .

Incremento de la funcion Ay = f (X + Ax) - f(x) Separacion vertical entre los puntos P y Q.
Es la distancia NQ = MQ — MN

fAx+ 4ax) — T(x A '
Cociente de los ( + ) (X) _ 4y Eslapendiente de la recta secante PQ .

incrementos AX AX N

_Q = tan( ¢)

PN
Limite de la razén de los y Ay ) dy Es/lg pendiente dej ’Ia recta tangente a la
) m |\—|=——= gréfica de la funcion en el punto P .
incrementos cuando AX — 0 Ax—0 \ AX dx

lim (tan(¢)) = tan(@)

AX—0
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En conclusioén :
La derivada de una funcion f (x) evaluada en unvalor x de su

variable independiente, es numéricamente igual al valor de la pendiente
de la recta tangente a la grafica de la funcion y = f (x) en ese punto

9T _ tan(o) (4.2)
dx

De éste modo, la pendiente de una curva en un punto dado, se define como la pendiente de la recta tangente a

la curva en ese punto y es numéricamente iqual al valor de su derivada

Esta interpretacion geométrica de la derivada es fundamental en todas las aplicaciones del célculo.
Es recomendable comprenderla desde éste momento y para siempre .

. . 4
Ejemplo 5. Hallar la pendiente de las rectas tangentes a la curva: y(Xx) = ——— en los puntos de

(2:x—13)

abscisas X =1 y X =

N w

Solucion :  Laderivada de una funcién f (x) evaluada en cualquier valor x = a, de su variable
independiente, es numéricamente igual a la pendiente de la recta tangente a la curva
y = f(X) que representa a tal funcién calculadaen x = a .

Como la pendiente de una recta que forma el angulo positivo & con el eje X positivo se

define como tan( 49) , entonces . . .

tan(0) = (%-y(x)j

15T
la derivada de la funcion es: s
d d 4 -8
_y(X) = _( ) = >
dx dx\ 2:X—3 (2:x - 3)
asiqueen X = 1yen x =3/2 vale: 2T 2 3
—e
—8
JE— = 5 = _8
dx [2:(1) - 3]
A s e,
d\2) sy O
21 =1-3
|"\2) 7|
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Se obtiene de ésta manera que en X = 1 la recta tangente a la curva forma con el eje X un

angulo ¢ dado por ...
tan(@) = —8 esdecir: ¢ = arctan(-8) = 97° 7' 30"

. 3 . o ,
mientras que en X = > resulta 6 = arctan(oo) = 90° , lo cual significa que en éste

punto la derivada de la funcidn no esta definida (tiende a infinito) y la tangente se convierte en
una recta vertical (llamada asintota) .

Ejemplo 6. Dadalacurva y = 5-X — X , hallar los puntos donde sus rectas tangentes tengan una

inclinacion de 45° o de —60° respecto al eje X positivo .

Solucion:  Laderivada de la funcion f (x) = 5:Xx— X~ es ...

d-f

dx dx

de donde se deduce que la pendiente m = tan( 9) de cualquier recta tangente a ésta curva se
calcula como:

tan( ) = 5-2:x

de esta manera, si & = 45° o & = —60° , se obtiene que ...

tan(45°) = 5—-2:x o0 tan(—60°) = 5— 2-Xx
1=5-2X 0 —/3=5-2x
es decir :
, 5+1/3
o (228)

Los valores de la funcién correspondientes a éstos valores de X son ...

f@Q=5@-2>=6 vy f(5+7\/§j - 5(5%\@)—(5%\@2 -u

Asique enel punto A(2,6) latangente alacurva estd inclinadaa 45° respecto al eje X

5+4/3
2
un angulo de —60° con el eje X positivo, tal como se puede apreciar en la gréafica de la

.. . 11
positivo , mientras que en el punto : BK ) ,7} , otra recta tangente a la curva forma
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funcidn que se ilustra enseguida . . .

3

paralelaalarecta y = 4-X + 17

Ejemplo 7. Dada la funcién f (x) = 2.x> — 2:x — 3 , ¢€N qué punto tiene una recta tangente que sea

Solucién :

La pendiente m = tan( 9) de la recta tangente en cualquier punto de la curva y = f (x),
esté dada por la derivada de la funcion, es decir . . .

tan(@) = di-f(x)
X
= i'(2.x‘°’—2~x—3)= 6X —2
dx

Por otra parte, la pendiente de la recta
Y(X) = 4-X+ 1 se puede obtener también
calculando su derivada . . .

d d
™ y(x) ™ ( )

y cualquier recta paralela a ésta, debe tener la
misma pendiente , es decir . . .

(e.x2 —2) =4

De ésta condicion se deduce que X = 1.

Ademés, dadoque f (1) = -3 y f(—1) = —3, se concluye que en los puntos P;(1,-3)

y P,(-1,-3), lacurvatiene dos tangentes paralelas a la recta dada .
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4.4 Férmulas inmediatas de derivacion .

La regla general de cuatro pasos es la forma directa para calcular la derivada de una funcion, sin embargo,
algunas expresiones funcionales basicas aparecen frecuentemente al calcular derivadas.

Por esto es conveniente memorizar el resultado obtenido para esas formas basicas, en lugar de aplicar la
regla general cada vez que se derive la misma forma funcional.

La misma funcién que tiene el alfabeto para el desarrollo de un lenguaje, lo tienen las siguientes formulas
inmediatas de derivacion para el calculo de las derivadas y es recomendable que sean memorizadas.

Entodasellas, ¢ y n representan constantes mientras que u(x), v(x) o w(X) representan funciones

derivables de la variable X :

d .
| OI—.(c) =0 La derivada de una constante es cero

X
I i (x) = 1 La derivada de la funcion identidad vale uno

dx

q du  dv  dw La derivada de una suma (algebraica) de
m —(U+v—-w)= —+——— funciones es la suma de las derivadas

dx dx dx - dx respectivas de las funciones

La derivada de un producto de funciones es la

d _ (av)  [du) primera funcién por la derivada de la segunda, més
\% —-(uv) = up— |+ v — 1y : ;

dx \dx} \dx} la segunda funcion por la derivada de la primera.

IVa —X'(c'u) = c(&)

La derivada de una constante por una funcién
es el producto de la constante por la derivada de
la funcién.

La derivada de un cociente de funciones es igual al
denominador por la derivada del numerador menos
el numerador por la derivada del denominador.
Todo dividido por el cuadrado del denominador.

VI - (_) :

La derivada de una funcion compuesta es el
producto de la derivada de la funcion respecto a la
variable intermedia (u ), por la derivada de la
variable intermedia respecto a la variable x .

Vil dx ((df

La derivada de la funcion inversa f-1(x) esel
inverso de la derivada de la funcién f(x)

Vi

La derivada de una funcion logaritmo, es la
derivada de la funcion dividida por el producto de
la funcion y el logaritmo natural de la base b.
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(d_”\ La derivada del logaritmo natural de una
Villa d In(u) = \dX) funciéon esla  derivada de la funcién dividida
ax W= por la funcién.
q d La derivada de una funcion potencia es igual al
R A T i )
IX —W"=nu" | — producto del exponente por la funcién potencia
dx \dx ) disminuida en 1 y por la derivada de la funcion.
X d . _ In(a) du La derivada de una funcion exponencial es el
o & T producto de la funcién por el logaritmo natural
de la base y por la derivada del exponente .
La derivada de la funcion exponencial natural
d (du’ : ” )
Xa — .U = U — es igual al producto de la funcién por derivada
dx \dx ) del exponente.
y La derivada de una funcidn elevada a un
Xl du” _ “in(u) exponente variable se obtiene derivando primero
o Vv g turintu)e como si el exponente fuese constante y derivando
después como si la base fuese constante.
La derivada de una funcién seno es el producto
d (du’) i .
XIl —-sen(u) = cos(u)-| — del coseno de la funcion por la derivada de la
dx \dx ) funcion .
La derivada de una funcién coseno es el producto
d (W) = W) /du del seno negativo de la funcion por la derivada de
X1 oy Costu) = —sentu \&) la funcion.
( \ La derivada de una funcién tangente es el
d _ 2 (du producto de la secante cuadrada de la funcion
XV &'tan(u) = sec(u) \ax ) por la derivada de la funcién
q [du La derivada de una funcién cotangente es la
_ ) \ . -
XV —-cot(u) = —csc?-(u)-{ — cosecante cuadrada negativa de la funcién por
dx \ox ) la derivada de la funcion.
q [du\ La derivada de una funcién secante es el
XVI —-sec(u) = sec(u)-tan(u)-f — producto de la secante, la tangente y la
dx \dx ) derivada de la funcion.
d (W) = (u)-cot(u) (du’ La derivada de una funcion cosecante es el
XVII dx AW T TSRO Gy ) producto negativo de la cosecante, la
cotangente y la derivada de la funcion.
/ﬂ\ La derivada del arco seno de una funcién es la
d _ \dX) derivada de la funcion dividida por la raiz cuadrada
XVIII —-arcsen(u) = i0
dx F de 1 menos el cuadrado de la funcién.
—Uu
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_(ﬂ\ La derivada de un arco coseno es igual que la
d _ de/ derivada de un arco seno pero con signo
XIX —-arccos(u) = ——= :
dx > negativo.
\/1—u
(ﬂ\ La derivada del arco tangente de una funcién es la
XX d ~ ax) derivada de la funcién dividida por 1 mas el
—-arctan(u) = drado de la funcid
dx 1402 cuadrado de la funcién.
XX| [du\ La derivada de un arco cotangente es igual
_\d_x) que la derivada de un arco seno pero con
—-arccot(u) = signo negativo.
dx 1+ u?
XXI| [du\ La derivada del arco secante de una funcién es la
d \&/ derivada de la funcion dividida por el producto de
—-arcsec(u) = ———— la funcion y la raiz cuadrada del cuadrado del
dx urfu? — 1 funcion menos la unidad.
XX _(d_”\ La derivada de un arco cosecante es igual que
_ \dx) la derivada de un arco secante pero con signo
&'arccsc(u) - negativo.
u'\/ u? -1

Veamos enseguida algunas demostraciones para estas férmula inmediatas

I d—-(c) =0 " La derivada de una constante es cero **
X

Demostracion : Sea f (X) = c, siendo ¢ una constante (o también cualquier expresion algebraica que

no dependa de la variable respecto a la cual se derive ), entonces la aplicacion de los
cuatro pasos de la regla general de derivacion conduce a. . .

. f(x + Ax) = C puestoque f(X) esconstante

o Af(X) = f(x+ax)—f(x) =c—-c=o0

y de inmediato se deduce que. . .
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quedando asi demostrado.

d d
Ejemplos : —.(4)=0 , Gtambién... —-|4a° —ﬁ =0
dx dx b’
1 di.(x) =1 " La derivada de la funcién identidad f(x) =x esuno "
X

Demostracion : Consideremos la funcion f (X) = X, entonces la aplicacion directa de la regla general de
derivacion conduce a. . .

o fx+4x) = x+ Ax
o Af(x) = f(x+Ax)—f(x) = (x+Ax)—x:Ax

y se deduce de inmediato que. . .

. Af ) AX .
. lim | —| = Ilm|—| = lim (1) =1
Ax—o \ AX Mx—0 \ AX AX—>0

y queda demostrado.

Ejemplos : d—W =1 i(z) = i~f = etc
' dw | dz o df '

du dwv dw

d
1l &-(u(x)+v(x)—w(x)): E_FK_K

" La derivada de una suma algebraica de funciones es la suma de las derivadas de las funciones
correspondientes"'

Demostracion : Consideremos la funcion f (x) = u(x) + v(x) —w(X) Yy apliquemos los cuatro pasos de
la regla general de derivacion :

. f(x+Ax):u(x+Ax)+v(x+Ax)—w(x+Ax)
o AF(X) = f(x+ax)—f(x) =

= (u(x+ Ax) + v(x+ Ax) —W(x+ Ax)) —(u(x) + v(x) —w(x))
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y asociando términos . . .
Af (x) = (u(x + Ax) - u(x)) + (v(x + Ax) - v(x)) - (W(x + Ax) - W(x))

= AU+ AV — AW

] Af ) AU AV AW
lim | —| = lim | —+— - —
Ax—0 \ AX Mx—o \AX  AX  AX

. Au . AV ) AW
— !+ lim|—]| - Ilim |—
Ax—o \ AX Ax—0 \ AX Ax—0 \ AX

puesto que el limite de una suma de funciones es la suma de los limites correspondientes.

11
3

Por la definicidn de derivada, ésta Gltima expresion representa las derivadas
correspondientes de las funciones U , v y W respecto a la variable X, asi que queda
demostrado que . . .

9t = %(u(x)w(x)—w(x)) - L0+ L - Lowe

dx dx dx dx
Ejemplos :
2 2
d—(s-xz—s-x+a2) _ d(3.x ) B d(5-x) . d(a )
dx dx dx dx
0 también . . .
d( 1 LS _ d (1 Jrd_(esen(u))
dul y/u duly/u) du
d d-v d-u
v &-(u(x)-v(x)) = u(a) +v-(E)

" La derivada de un producto de funciones es igual a la primera funcion por la derivada de la
segunda , mas la segunda funcién por la derivada de la primera "'

Demostracion :Considérese la funcion f (x) = u(x)-v(x) y apliquese la regla general de derivacion . . .
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e valor incrementado:  f (x + Ax) = u(x + AX)~V(X + AX)
e incremento de la funcion:

Af (x) = f (x + Ax) - f(x) = u(x + Ax)~v(x+ Ax) —u(x)-v(x)
e cociente de incrementos :

A_f B u(x+Ax)-v(x+Ax)—u(x)-v(x)

AX AX

u(x + Ax)-v(x + Ax) - u(x)-v(x + Ax) + u(x)-v(x + Ax) —u(x)-v(x)
AX

se ha agregado al numerador la cantidad u(x)-v(x + Ax) - u(x)-v(x + Ax) (que por ser
cero, no cambia la fraccion), con el fin de factorizar y obtener . . .

At _ (u(x+ Ax) - U(X)j-v(x+ Ax) . (v(x+ Ax) _V(X)j-u(x)

AX AX AX
- [Ad )
= (ij v(x+ Ax) + (ij u(x)

y finalmente, tomando el limite cuando AX— 0, se obtiene la derivada de la funcién f (X)
respectoa X:

. Af . Au Av
i () (a0 o[ ]
= lim (ﬂj-v(xthx)} + lim Kﬂ -u(x)}

Ax—0 [\ AX Ax—0 [\ AX

_(4u . [ (v
= lim —j lim v(x+Ax) +u(x)| lim (—)
Ax—0 \ AX AX—0 | x>0 \AX

donde se han aplicado los teoremas sobre limites para una sumay un producto de funciones.

De la definicién de derivada, se obtiene asi que . . .

4y = [ (L) = a
&-(u-v) = (&-u(x)j-v(x) + u(x) (dx v(x)) ix V(X) + u(x) o
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d _ (du)
IVa &'(C'U(X)) = CKE)

" La derivada de una constante por una funcion es la constante por la derivada de la funcién *

Demostracion :Esta es simplemente la férmula IV aplicada en el caso especial cuando una de las
funciones del producto es constante, por ejemplo v(x) = ¢,y tomando en cuenta el

resultado de la formula | . la derivada de una constate es cero.
d- d-
LA
v e (e e &)
dx V(X) V2

" La derivada de un cociente de funciones es igual al denominador por la derivada del
numerador menos el numerador por la derivada del denominador. Todo dividido por el
cuadrado del denominador "'

u(x
Demostracion : Consideremos la funcion f (x) = —(( )) y apliquemos la regla general de derivacion :
V(X
ulx + 4Ax
e valor incrementado : f(x + AX) = M
v(x + Ax)

e incremento de la funcién : Af (x) = f (x + AX) - f(x):

u(x+Ax) . u(x) _ u(x+Ax)'v(x)—u(x)ov(x+Ax)
v(x+Ax) V(X) v(x+Ax)-v(x)

agregando ahora al numerador un cero :  U(X)-v(X) — u(x)-v(x) , se obtiene . ..

u(x + Ax)-v(x) —u(x)-v(x) + u(x)-v(x) — u(x)-v(x + Ax)

ar = v(x + Ax)-v(x)

e yel cociente de incrementos es :

u(x + Ax)-v(x) —u(X)-v(x) + u(x)-v(x) - u(x)-v(x + Ax)
A v(x + Ax)-v(x)
A AX
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Vi

que se puede escribir también como . . .

v(x)(u(“_ Ax) - u(x)j B u(X)_(v(x+ Ax) —v(x)j
A AX

AX

X v(x + Ax)-v(x)

e Tomando el limite cuando AX— 0, se obtiene por definicién, la derivada de la funcion

f (x) respecto a su variable independiente X :

V(X)_(u(x+ Ax) - u(x)j . U(X)_(V(XJF Ax) - v(x)j

Af AX AX
lim | — | = lim
Ax—0 \ AX AX—>0 V(X + AX) -V(X)

) Au ) AV
o V“’@ o “‘”@

lim ((v(x + Ax)-v(x)))

AX—0

Au AV
V- lim — |—u- lim —
B Ax—0 AX Ax—0  AX

i v(x)-( lim v(x+Ax))

AX—0

donde se han aplicado los teoremas sobre limites para una suma, un producto y un cociente de
funciones.

De la definicion de derivada, en la expresion anterior queda demostrado que . . .

dx \ v

2 (9)- v

21 = (51 {5900

" La derivada de una funcion compuesta y = f(u(x)) esla derivada de la funcion
respecto a la variable intermedia u, por la derivada de la variable intermedia respecto a x **

Esta formula de derivacion se conoce como " la regla de la cadena " porque en cierta forma la
variable intermedia U es como un “eslabén” entre la funcién f y su variable independiente X .
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Esta regla se puede generalizar a mas variables intermedias ("eslabones de la cadena™ ) . Por
ejemplo y(x) = f (u(v(w(x)))) es una funcién triplemente compuesta que tiene, de acuerdo

con la regla anterior, la derivada respectoa X dada por :

dy) _ (dr) (du) (dv) (aw
dx du) \dv /) \dw) \ dx
Aqui las variables intermedias o eslabones de la cadena son las funciones: u(v), v(w) y w(X)

Demostracion : Sea la funcién y = f (u) que depende de la variable u, siendo u = g(x) una funcién

que depende de la variable X. Entonces, aplicando a éstas funciones la regla general de
derivacion resulta . . .

e valor incrementado :

y(u+Au) = f(u+Au) ; u(x+Ax) = g(x+Ax)
e incremento de la funcion:

Ay = f(u+Au)—f(u) ; Au = g(x+Ax)—g(x)
e cociente de incrementos:

4y _ f(u+Au)—f(u) Au_g(x+Ax)—g(x)

Au Au AX AX

pero algebraicamente . . .

4y Ay Au ([ Ay [ Au

AX AX Au Au )\ AX
Al tomar el limite cuando AX — 0 también Au = g(x + AX) —g(x) =0, tiendea
cero, asi que aplicando los teoremas sobre limites y la definicion de derivada se obtiene :

lim ﬂ = lim (ﬂj(ﬂj = ( lim ﬂ)( lim ﬂ)
Mx—o0 AX Ax—o \Au) \ AX Au—o AU Mx—o0 AX
_ { lim (f(u+Au) - f(u)) }[ lim (g(x+Ax) —g(x)) }
Au—0 Au AX—>0 AX

que por definicion, son las derivadas de y(u) respectoa u y de u(x) respectoa X . ..

dy _(dy) (du
dx du ) \ dx
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Vil

VIl

Demostracion :

7)) =

i ()

" La derivada de la funcion inversa f
derivada de la funcion f (x) "

Sea f (X) una funcion inversible tal que g(X) sea su funcion inversa, es decir . . .

f(g(x)) = x i g(f(x) = x

Derivando respecto a X éstas dos identidades por medio de la "
demostrada en la férmula VI anterior, se obtiene. ..

EE-5- - @E)

Multipliqguemos miembro a miembro ambas igualdades. . .
df ) (dg\|[(dg) ( df
dg dx df ) Ldx
df ) (dg\| df _
dg )\ df )| dx

dg df df dg _ df
=1 (puestoque —-— = — = 1)
dx ) Ldx dg df df

dx

dx

dg
dx

luego . ..
d9_ 1 es decir . . . i-f_l(x):;
df df dx i £ %)
dg dx
e
dx
g (00 u(0) = 1=

" La derivada del logaritmo de una funcidn es la derivada de la funcién entre el producto
de la funcién y el logaritmo natural de la base **

regla de la cadena "

l(x) de una funcién inversible f (x) es el inverso de la

recién

1 (Intercambiando factores y asociando)
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Calculo de una variable

Demostracion :

Consideremos la funcion que es el logaritmo de una funcién u(x) en labase b :

f(x) = logy (u(x))

Usando las propiedades de los logaritmos, el cambio a los logaritmos naturales resulta en:

_ 1
) (| (b)) n(ueo)

De modo que la funcién f (X) es igual al producto de la constante

loge
f(x) = logy-(u(x)) = OI?)g(-u((b);)) =

In(u(x))
In(b)

por la funcién
In(b)

compuesta In(u(x)) .

Aplicando ahora la férmula de derivacion inmediata 1l y la"
obtiene . . .

d 1 dIn(u)du .
dx ()_W(_ (())j In(b)(du dxj()

i (In(u + Au) — In(u)j

Au
Por las propiedades de los logaritmos, ésta expresion se_transforma como sigue :

regla de la cadena ", se

donde
d-In(u)
du

Au—0

e Una diferencia de logaritmos es el logaritmo de un cociente, asi que queda :

u+ Au
Jn| —
u
e Multiplicando y dividiendo por U resulta :

1 U Au
S—n|1+ =
u Au u

e Un factor del logaritmo de un nimero se puede escribir como exponente del nimero
u

Au
In(u Au
) = i-In(1+—j
u u

In(u + Au) -
Au

In(u) _ 1
Au

In(u + Au) -
Au

In(u)

In(u + Au) -
Au

De éste modo queda que . . .

Eple-2)"]

d-In(u)
du

lim
AU—>0
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Calculo de una variable

: . : Au - . .
pero bajo el cambio de variable z = — , este limite es precisamente el nimero e, por lo
u

tanto. ..

din() _ 1 e =1
T du In(e) u

Regresando a la expresion ( *) , finalmente se obtiene que :

d - _1 1/
&Dogb'(uﬂ "~ In(b) u (dxj

y queda demostrado .

reu
\dx )

Vil a %'(Inu(x)) = 23

" La derivada del logaritmo natural de una funcién es la derivada de la funcién entre
la funcion ™

Demostracion : En la formula VIII anterior, tomese la base b como el nimero e , entonces In(e) = 1

d N n—1 [du\
IX. &(U(X)) = I’]'U(X) \&)

" La derivada de una funcién elevada a un exponente, es igual al producto del exponente
por la funcién elevada al exponente disminuido en 1 y por la derivada de la funcién **

Demostracion : Consideremos una funcion que esté elevada a la potencia n = f (x) = (u(x))" .

Tomando logaritmos naturales en ambos miembros de ésta igualdad y aplicando las
propiedades de los logaritmos, se obtiene:

In(f(x) = |n(u(x)”) = n-In(u(x))

Derivando ahora respecto a la variable X, por las reglas de derivacion inmediata ya
demostradas 1V,, VI y VIII, se obtiene :

d ~ d
&-m(f(x)) = n-(&-ln(U(X)))
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Calculo de una variable

3.,

&)
y despejando la derivada (ﬂ) se obtiene : (di f (X)j = n-f(x)- i
X u

dx

Finalmente, substituyendo la expresién inicial de la funcién : f (x) = (u(x))n , resulta:

dx u

du
dx

y queda demostrado

X 9 (240) = QU010 (a).[ j_;'\

dx \)

" La derivada de una funcién potencia es igual al producto de la funcién por el logaritmo
natural de la base y por la derivada de la funcién **

., . ., X
Demostracion : Consideremos la funcion f (x) = au( ) donde a representa una constante y el exponente

u(X) es una funcion variable que depende de X .

(x)

Tomemos logaritmos naturales en ambos miembros de f (X) = a"
propiedades de los logaritmos para obtener . . .

y apliquemos las

In(f () = In(a"®) = u)-In(a)

Derivando ahora ambos miembros respecto a X y aplicando las reglas de derivacion
inmediata 1V,, VI y VIII, ya demostradas antes queda:

d _
&-ln(f(x)) = &-(uln(a))

(&) (%)

f dx
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Calculo de una variable

df
y despejando la derivada (—j y substituyendo f (x) = au(x) resulta . . .

dx
ﬂ = |n(a).au(x).%
dx dx
y queda demostrado.
Xa 9 (00) = guto. 21
dx dx

" La derivada de una funcién exponencial es igual al producto de la funcion por la
derivada del exponente **

Demostracion En la formula de derivacion inmediata anterior, tdmese la constante a como el niUmero e,

conlocual In(e) = 1y queda demostrado .

Ly u(x) @) = |_uV- n(u _(ﬂﬂ_'_\/‘uv—lfﬂ\
Xl dx(() ) | I()kdXU \ox)

" La derivada de una funcién elevada a otra funcién contiene dos términos :
el primero se obtiene derivando como si el exponente fuese constante por la formula IX 'y
el segundo se obtiene derivando como si la base fuese constante por la formula X **

Demostracién Tomando logaritmos naturales en la definicién de la funcién f (x) = u(X)V(X) y usando
las propiedades de los logaritmos se obtiene . . .

In(f ) = In(u®'™®) = v(x)-Inu()

Derivando ahora ambos miembros respecto a la variable X resulta:

(dfj (du)
dx ) dx dv
BT '”(“(X”'(&)

( Se ha aplicado férmula inmediata IV para la derivada de un producto de funciones y la
formula Vllla para la derivada de una funcién logaritmo) .

df
Resolviendo para la derivada d_ resulta. . .
X
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Calculo de una variable

dx uj/ dx dx
o[ (v (du dv
- (1@ (G
= |v- uv_l-(ﬁ) + In(u)-uv-(ﬂj

dx dx

y queda asi demostrado .

XII %-sen(u(x)) - cos(u(X))-(j—z)

"La derivada del seno de una funcidn es el coseno de la funcion por la derivada de la funcion"

Demostracion : Sea la funcién f (x) = sen(u(x)) y obtengamos su funcién derivada aplicando la "regla
de la cadena " :

d _ d-(sen(u)). % N
&-Sen(U(X)) T (dxj *)

Ahora, por la regla general de derivacion aplicada a la funcién : g(u) = sen(u) resulta:

e valor incrementado :
g(u + Au) = sen(u + Au)

e incremento de la funcién:

Ag = g(u+Au) -g(u) = sen(u+Au) —sen(u)

(sen(u)-cos(Au) + sen(Au)-cos(u)) —sen(u)

sen(u)-(cos(Au) — 1) + cos(u)-sen(Au)

sen(u){ (cos(4u) - 1)(Mﬂ + cos(u)-sen(4u)

cos(Au) +1

_COSZ-(AU) -1
L cos(Au) +1

sen(u)-

} + cos(u)-sen(Au)
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Calculo de una variable

—sen’-(Au)
cos(Au) +1

= sen(u){ } + cos(u)'sen(Au)

donde se ha usado la identidad trigonometrica COSZ-(AU) + Senz-(Au) =1.

e el cociente de incrementos es :

sen(u)- M +cos(u).sen(Au)
49 _ g(u + Au) -g(u) _ cos(Au) +1
Au Au Au
_ sen(Au) _sen(Au)~sen(u) + cos(u)- sen(Au)
Au cos(Au) +1 Au

factorizando . . .

Ag _ (sen(Au)j.(cos(u) B sen(Au)-sen(u)j

Au Au cos(Au) +1

finalmente. . .

i-sen(u) = lim (ﬁj
du Au—o \ AU

lim (sen(ﬁu))‘ lim (cos(u)_sen(ﬁu)sen(u))

Au—>0 Au Au—>0 COS(AU) +1

(1)-[cos(u)—£-sen(u)} = cos(u)
(1) +1

. - _(sen(4u)
Donde se ha aplicado el resultado del limite fundamental . . . lim | —=| =1
Au—0 Au

Substituyendo éstos resultados en la ec. (*) se llega asi a la demostracion buscada .

Xl %.cos(u(x)) = _sen(u).(%)

" La derivada del coseno de una funcion es el negativo del seno de la funcién, multiplicado
por la derivada de la funcién "
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Calculo de una variable

Demostracion : Sea la funcién f (x) = cos(u(x)) y obtengamos su funcién derivada aplicandole la
" reglade lacadena ™ :

d d-cos(u) ( du
—.cos(u(x)) = d-cos(u) (du
dx du dx
T . N %
pero cos(u) = Sen(u + Ej , de modo que haciendo la substitucion z = (u + ?) y

aplicando otra vez la " regla de la cadena " se obtiene . ..

d _ (d-sen(z) ‘ E ‘ %
&.COS(U(X)) - ( dz j (duj (dxj
= cos(z)~(1+0)~(%]
dx

donde se han usado los resultados de :
d T du d =
—|u+—=| = | —+——=1]=(1+0)
du 2 du du 2
d
—-sen(z) = cos(z)
dz

. 7
pero también cos(z) = Cos(u + E) = —sen(u) de manera que queda demostrada la

formula de derivacion pedida.

X1V %-tan(u(x)) . sec(u)z-(%)

" La derivada de la tangente de una funcién es el cuadrado de la secante de la funcion,
multiplicado por la derivada de la funcién **

Demostracion : Sea la funcién : f (xX) = tan(u(x)) y derivemos aplicando la " regla de la cadena " :

d _ d.tan(u)' @
&-tan(u(x)) = T (dxj

sen(u)
cos(u)

Por la definicion de la funcion tangente :  tan(u) =

™)
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Calculo de una variable

Asi que la derivada de la funcidn tangente se puede obtener aplicando la formula inmediata
para la derivacion de un cociente de funciones :

d d
i-(sen(u)j = COS(U)(E.Sen(U)j _Sen(U)(a.COS(U))
du \ cos(u) (cos(u))

cos(u)-cos(u) — sen(u)-(—sen(u))

cosz-(u)
_ cosz-(u)+sen2'(u) _ 1
cosz-(u) cosz-(u)

Pero el reciproco del coseno es la secante, es decir :

_r ( L )2=(sec(u))2

cos’- (u) ~ {Lcos(u)

substituyendo éste resultado en (*) , se obtiene la formula de derivacién inmediata que se
pedia demostrar.

XV %-cot(u(x)) - —(csc(u))z-(%)

" La derivada de la cotangente de una funcion es el producto negativo del cuadrado de la
cosecante de la funcidn por la derivada de la funcion **

Demostracién : Muy similar a la demostracion de la regla anterior. Se deja como ejercicio para el lector .

XVI %'Sec(u(x)) = SeC(U(X))'ta”(“(X))'(j_i)

""La derivada de la secante de una funcion es el producto de la secante , la tangente y la
derivada de la funcién "'

1

— = (cos(u))”* demodo que por la
cos(u)

Demostracion : Es necesario recordar que sec(u) =

" regla de la cadena " , se obtiene . . .
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Calculo de una variable

d
&-sec(u(x))

(d sec(u)) ( )
du dx
d -1 du
E'[COS '(U)]'(&j
() cos 2 ()] (d cos(u)j (_j
du dx

Para obtener ésta Ultima expresion se ha aplicado la formula de derivacion inmediata 1X
para la derivada de una funcidn elevada a un exponente.

Aplicando ahora la formula XII resulta. . .

i-sec(u(x)) - -(—sen(u))-(%j
dx COSZ'(U) dx
_(sen(u))/ 1 \(du
) cos(u) (cos(u)) dx

= tan(u)-sec(u)-(%)

y queda demostrado .

XV %-CSC(U(X)) = —CSC(”(X))'C“(”(X))'G_E)

" La derivada de la cosecante de una funcion es el producto negativo de la cosecante ,
la tangente y la derivada de la funcién **

Demostracién : Se demuestra en forma semejante a la regla XVI .Se deja como ejercicio.

feu
\dx )

\/1—u2

" La derivada del arco seno de una funcion es la derivada de la funcion dividida por la raiz
cuadrada de 1 menos el cuadrado de la funcion

d
XVIII — =
» arcsen(u(x))

Pedro Ferreira Herrején

228




Calculo de una variable

Demostracion : Sea la funcién y(x) = arcsen(u(x)) . Derivemosla aplicando la "regla de la cadena™ .

i-arcsen(u(x)) - [ drarcsen(u) ) fdu *)
dx du dx
La funcién inversade y = arcsen(u) es u = sen(y), asi que aplicando la férmula
para la derivada de una funcion inversa : ﬂ =_1 se obtiene . . .
du du
dy
d-arcsen(u) _ 1 1 1
du (d-sen(y)j cos(y) /1 — ser®(y)
dy

donde se ha usado la identidad trigonométrica : c052~(y) + Senz(y) =1.

Finalmente, puesto que u = sen(y) , substituyendo en (*), resulta la formula que se
queria demostrar.

1—u?

d d
XIX —-arccos (u) = —( ! j—u
dx dx

" La derivada del arco coseno es igual que la derivada del arco seno pero con signo negativo "

Demostracién : Se demuestra en forma semejante a la regla XVI11 .Se deja como ejercicio.

XX %'arctan(u(x)) = \dx

" La derivada del arco tangente de una funcién es la derivada de la funcion dividida por 1
més el cuadrado de la funcion "

Demostracion : Sea la funcion y(Xx) = arctan(u(x)) . Al calcular su funcion derivada por medio de la
"regla de la cadena” se obtiene :

d _ ( d-arctan(u) ' @ .
&-arctan(u(x)) = (—du j (dxj *))
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Calculo de una variable

Puesto que u(y) = tan(y) es la funcion inversa de la funcion y(u) = arctan(u),
dy

du %
dy

d-arctan(u) _ 1 _ 1 _ 1
du (d~tan(y)j sec®(y) 1+ tan(y)
dy

(donde se ha aplicado la identidad trigonométrica: 1 +tan’-(y) = sec’-(y) )

Por lo tanto, substituyendo en (*) resulta finalmente . . .

i-arctan(u(x)) = ;(ﬁj
du

1+tan’-(y) \dx

y puesto que tan(y) = u, queda demostrada la férmula inmediata de derivacion .

ik
\dx )

d
XXI —-arccot(u) = —
dx 1+ u?

" La derivada del arco cotangente es el mismo resultado que la derivada de la funcién arco
tangente pero negativo **

Demostracion : Se demuestra en forma semejante a la regla XX. Se deja como ejercicio.

o
\dx )

" La derivada del arco secante de una funcién es la derivada de la funcién dividida por el
producto de la funcion vy la raiz cuadrada del cuadrado del funcién menos la unidad **

d
XXII — =
» arcsec(u(x))

Demostracion : Sea la funcion y(x) = arcsec(u(x)) . Derivémosla por la "regla de la cadena™:

aplicando la férmula para la derivada de una funcion inversa: — = se obtiene :
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Calculo de una variable

d d-arcsec(u(x du
—-arcsec(u(x)) = (u) | — *)
dx du dx
Dado que u(y) = sec(y) es la funcion inversa de la funcién y(u) = arcsec(u),
d
aplicando la férmula para la derivada de una funcidn inversa : Yy =_1_ queda:

du @
dy

d-arcsec(u) _ 1 _ 1 = !
du (M) sec(y)-tan(y) sec(y)-\/m
dy

En éste Gltimo paso, se ha aplicado la identidad trigonométrica 1 + tan’-(y) = sec’-(y)
Finalmente, puesto que sec(y) = u resulta. ..

que es lo que se pedia demostrar .

i-arcsec(u(x)) =
dx

(AU
\dx )

d
XXIHI d—~arccsc(u) = -
X u/u? — 1

" La derivada del arco cosecante es igual a la derivada del arco secante sélo que negativa

Demostracién : Se demuestra en forma semejante a la regla XXII. Se deja como ejercicio.

Es importante hacer notar que durante las demostraciones de las reglas anteriores, se aplicé la definicion
general de derivacion esencialmente solo en las formulas 1, 11, 111, 1V, VI, VIII y XII. yque todas
las demas formulas de derivacion inmediata se pueden demostrar a partir de estas " férmulas basicas".

Asi por ejemplo la formula V también se puede demostrar aplicando la regla IV para la derivada de un
producto de funciones como sigue . . .

d—(Mj = d—(u(x)-v(x)_l) = u-(d—v_lJ+v_l-(d—u]
dx \ v(¥) dx dx dx

Aplicando ahora la regla IX para la derivada de una funcién elevada a una potencia constante queda . . .
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Calculo de una variable

d_(ﬁj (v z).(ﬂj . V—l.(ﬁj
dx\ v(X) dx dx
y simplificando . . .

(dvj (duj
_u. R +V. —_—
d (u09) _ zu (v} afau) o) ax
dx(v(x)j (dxj v(dxj Va

2
\

Que es precisamente la férmula de derivacion inmediata nimero V para el cociente de dos funciones.

Ejemplo 8. Dada lafuncion f (x) = x* — 4-X° + 2:X — 3 , calcular su funcion derivada

Solucién :  Se desea obtener :

d d (s 3
—-f(x) = —(xX —-4Xx +2x-3
dx ) dx( )

Aplicando la regla 111 para la derivada de una suma algebraica de funciones, que es la suma
de las derivadas de las funciones correspondientes, resulta . . .

900 = 960) ~ 9 (ax) + Lo 0
&.f(x) = &(x) dx(4x)+dx(2 X) dX(3)

Aplicando ahora la regla I: " la derivada de una constante es cero™ , asi como la regla IVa
para obtener la derivada del producto de una constante por una funcién como el producto de
la constante por la derivada de la funcion, resulta . . .

d 4 ()l d () ol D |
10 _&(x) 4Lx(x )}z{dx(x)} 0

Ahora se aplica la regla 1X para calcular la derivada de una funcion elevada a una potencia
constante y queda.. . .

i.f(x) _ 5,5 [ —4.(3)xC Y. ax) [ dX
dx dx dx dx

) . dx )
Finalmente, se aplica la formula Il : d_ = 1 de modo que la derivada buscada es . . .
X

d
d—-(x5—4-x3+2-x—3) = 5x - 12" + 2
X
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Calculo de una variable

. ., . ., _ 32 5 1
Ejemplo 9. Calcular la funcién derivada de la funcion f (X) = 3-\/; - 2-\/; + E
Solucion :  Se desea obtener :
d d 3 1
Tt = a2 L
dx dx X
Expresando los radicales como potencias fraccionarias y aplicando la regla I11 para calcular la
derivada de una suma de funciones resulta . . .
2 5
d 3 2 1
—f(x) = dlax) 9 o) 0 (L
dx dx dx dx | x°
Aplicando ahora la la regla IVa para obtener la derivada del producto de una constante por
una funcién como el producto de la constante por la derivada de la funcion, resulta . . .
2 5
d 3 B _
—-f(x) = 3 d—x3 —z-d— x° +d—(x 3)
dx dx dx dx
Enseguida se aplica la regla 1X para calcular la derivada de una funcion elevada a una
potencia constante. . .
(2_)) (5_))
d 2\ (7Y ((dx 5\ (27 (dx _g-1) ((OX
—f(X) = 3.(_\\.)(\3 ) - _2./_\.Xk2 ) - +(—3)'X( 3 l). -
dx \3) dx) “\2) dx dx
Simplificando ahora y aplicando la regla Il se obtiene la expresion de la derivada buscada :
1 3
d T3 B _
d—-f(x) =2x *-5x’-3x *
_ .1 3(2 3
ol g2
X X
. _ » a-x’ b f/?(
Ejemplo 10. Calcular la derivada de la funcién f (X) = — + —— — —
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Calculo de una variable

Solucion :  La derivada de ésta funcion se calcula mas facilmente si se simplifican primero los exponentes:

() () ()
2) o \2)_ (373

ax b ¥
\/)_( X-x/)_( \/)_(

3 3 1

2 2
= ax +bx “—=x

Asi que por la derivada de una suma de funciones (regla Il ) se obtiene :

q 3 _2 2 3 _(E) _(E)
—lax®*+bx *-x ° -4 ax’ +d— b-x \? _d4 x
dx dx dx dx

Se aplican a hora las reglas para obtener la derivada de una constante por una funciény la
derivada de una funcion potencia ( IVa 'y X ) obteniéndose :

(3., =N (L1
= a- E.XKZ j + b- (—E\XK 2 ) —(—E\-XK 6 )
2 \ 2) \ 6/
= E \/——g ! ( simplificando los exponentes )

el

Ejemplo 11. Obtener la funcién derivada de la funcion f (x) =

Solucién :  Interpretando a la funcién f (x) como el cociente de las funciones u(x) = \/az +X°y

du dv
V._—u._
uj B ( dx dxj

d
v(Xx) = \/az e y aplicado la regla correspondiente : &(—

v v
se obtiene . ..
I \/az—xz-(i-\/a2+x2) \/a + X ( \/a —x)
d [ya +x" | _ dx

&. aZ_Xz - (\/ﬂ)z

Usando ahora la regla para derivar una funcion potencia ( regla 1X) como sigue . . .

Pedro Ferreira Herrején

234




Calculo de una variable

1 1
1 (1))
2 2 d (2 2|2 1( 2 2\2 )d 2 2
—/a”+x° = —la"+X = =.(a” +x —la” +x
X dx 2 dx
1
1(2 2\ 2
= E'(a +x) -(0+2-x)
_ X
2 2
a +X
.. - d 2 2 —X .
y con un procedimiento similar para: —-+/a  — X = ——— se obtiene que :
dx 2 2
a —X
2 2 X 2 2 —X
a - x| ——|-ya + x| ——
2 2 2 2 2 2
d [ya +x" | _ a” +X a —X
- 2 2
dx | [2_ 2 (a —x)

Simplificando ésta expresion con radicales, resulta finalmente :

2 2
d a” +Xx

2
_ 2:a"X
dx 2_ 2 2 2\ [2 2
a —X (a —x)-\/a + X

(3x9)

Ejemplo 12. Derivar la funcién g(x) = X-e

Solucion : Interpretando a la funcién g(x) como el producto de las funciones: u(x) = x>y

2
3-X . . .
v(x) = e , apliquemos la regla para derivar un producto de funciones:

d dv du
—'(U'V) = U— +V-—
dx dx dx
yresulta. ..
d 5\ [ ax*)| _ 5| d [ 3x 3x| d (s
2L e )]_x.[&.(e )}e .[&.(X)}

= X5-|: e3'X .d_(3.X2) :| + eg.x |:5X4(%j:|
dx dx

Aqui se han aplicado las férmulas inmediatas para obtener la derivada de una funcion
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Calculo de una variable

potencia y de una funcion exponencial (reglasIX y Xa) .

Finalmente, simplificando algebraicamente la expresion, resulta . . .

9 [i] - e o) ()

dx

3-x° X

6 4 3
= 6X-6 +5X-¢€

Ejemplo 13. Derivar la funcién F(X) = In(x + \/a2 + x2)

Solucién :  Interpretemos a la funcion F (x) como la funcién compuesta :
F(x) = F(u(x) = In(u(x)) donde u(x) = x ++/a° +x°

y apliquemos la férmula de derivacion inmediata para obtener la derivada de una funcion

du
] d dx L
logaritmo natural (regla Villa) : d—-ln(u) = —~2 obteniéndose . . .
X u

d 2 2 dx d 2 2
i_ln(XJr a2+X2) : &.(xh/a +x) ] VRl
dx X+‘\[a2+X2 X+‘\[a2+X2

pero, por otra parte, por la regla para la derivada de una funcién potencia :

1 1
o) = L) L)

&-\/az +X° =

0+2X X

[2 2 2 2
2+4/a +X a +Xx

de modo que.. . .

2 2
d 2 2 a +Xx 1
—-In{x+ya" +x") = =
dx 2 2 2 2
X+4ya + X a +X
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Ejemplo 14. Obtener la funcion derivada de f (x) = (sen(xs))
Solucion :  ( Las potencias de las funciones trigonomeétricas se denotan también escribiendo el exponente
4
encima del nombre de la funcion, asi por ejemplo (sen(xs)) es equivalente a Sen4(X3) )
Interpretemos a la funcion f (x) como la funcién compuesta :
f(x) = f(uv(x)) = u* donde u(v) =sen(v) y v(x) = X
y apliquemos la " regla de la cadena ™ ...
d df \ (du) (dv
—f o) = | — || = [ =
dx du/ \dv /) \ dx
df d
pero  f(u) = u* porlocual — = —.u* = 4-u°
du du
du d
u(v) = sen(v) porlocual — = —-sen(v) = cos(v)
dv \
dv d
v(X) = x> por lo cual — = — X = 3%
dx dx
obteniéndose . . .
df
D= (40%)-cos(v)-(3%)
dx
es decir . . .
df 3 2\ _ 3(.3 3 2
ol 4-(sen(v))"-cos(v)-\3:x") = 4| sen"-(x") |-cos{x")-|3-Xx
X
= 12X sen®(x%) J-cos(x°)
X —1
Ejemplo 15. Obtener la funcién derivada de h(x) = arcsen( > J
X
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Solucion :  Interpretemos a la funcién h(x) como la funcién compuesta :
2

h(x) = h(v(x)) = arcsen(v(x)) donde Vv(x) = X ;1
X
y apliquemos la " regla de la cadena ™ ...
d dh) ( dv
—.h(v(x)) = | — || —
dx Vi) (dvj (dxj
ﬂ
pero: h(v) = arcsen(v) yporlaregla XVIII: g o 1
v 1-V 1-V
X —1 dv
v(x) = — = 1-x 2 y por lo regla IX : ™ = 0—(—2 x_z_l) = 2x °
X X

de modo que de la regla de la cadena queda. . . .

i-arcsen(u(x)) = (
dx

N—
—~
n
><I
w
~
1]
N
><|
w

_ 2:X _ 2
M- (X =2 +1) X/2:%° — 1
2
X

_ o (x—1)°(x—2)
Ejemplo 16. Obtener la funcién derivada de h(x) = In
X—3

Solucion :  Si antes de aplicar las férmulas inmediatas de derivacion se usan las propiedades de los
logaritmos, se obtiene una expresion mucho mas simple para derivar, dado que el logaritmo
de...

e un cociente es la diferencia de logaritmos del numerador y del denominador.
e un producto es la suma de los logaritmos de los factores

e una potencia de una expresion es la potencia por el logaritmo de la expresion
después de aplicar éstas propiedades, la funcion inicial queda entonces como :

m{(x‘l) (x=2)

X—3

} = I (x= )% (x=2) | - In(x - 3)
= In[ (x=1)%] + In(x—2) — In(x - 3)
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es decir . . .

In{(x_l) '(X_ﬂ = 3In(x—1) + In(x - 2) — In(x - 3)

X—3

y la expresion de la derecha es mucho mas sencilla de derivar que la expresion equivalente de
la izquierda.

Aplicando la regla 111 para la derivada de una suma algebraica de funciones, que es la suma
de las derivadas de las funciones correspondientes, resulta . . .

d 9 =) + L tnec— 20 = 9 anex -
h0) —d—X(3In(x 1))+dX(In(x %)) OIX(|n(>< 3))

y por la aplicacion de la regla Villa para la derivada del logaritmo natural de una funcion
que es la derivada de la funcién dividida por la funcién., resulta . . .

[d_ (x— 1)} [d_ (x— 2)} [d_ (x— 3)}
dx dx dx

liuh(x) = 3 + _
dx X—1 X—2 X—3
dx dx dx
— -0 — -0 — -0
dx dx dx
= . + —
X—1 X—2 X—3

dx . .
pero d_ = 1 asi que finalmente . . .
X

3
i_ln{(x—l) -(x-z)}:; L3 1

dx X—3 -2 X—-1 x-3

Si se intenta calcular ésta derivada directamente, el procedimiento resulta mucho mas
complicado y laborioso. Compruébelo usted mismo !.

La moraleja de éste ejercicio es que antes de empezar el calculo de una derivada, es
conveniente que_primero se trate de simplificar la expresidn que se va a derivar

En el siguiente ejemplo también se muestra la utilidad de usar las propiedades de los
logaritmos para simplificar el calculo de una derivada .

(x+1)%/(x - 2)°
Jx=2)?

Ejemplo 17. Derivar la funcién: f (x) =
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Solucion :  Es facil darse cuenta de que el calculo directo de la derivada de ésta funcion es un problema
bastante complicado pues involucra la aplicacion de varias férmulas de derivacion inmediata ;
sin embargo, al tomar el logaritmo natural en ambos miembros de la ecuacion que define a ésta
funcion y aplicar las propiedades de los logaritmos, se obtiene una expresién mucho mas
simple para derivar, como se muestra enseguida .

Tomando logaritmos en ambos miembros . . .

In(f () = I D2
Jix—2y”

Aplicando al miembro derecho las propiedades de los logaritmos queda . . .

() = I x+ %]+ 1 ix=2)° | -1 Yx=2) |
= In[ (x+ 1)°] + In[(x - 2)5} - In[(x - 3)%

es decir . ..
IN(F (X)) = 3In(x+1) + g.m(x— 2) - E-In(x— 3)

Derivando ahora ambos miembros respecto a la variable X resulta. . .

d 4/, 3 (=2 — 2 In(x — 3))
(T (9) = —{3In(x+ 1)+ 2n(x—2) - ZIn(x—3) |

Aplicando la regla 111 para la derivada de una suma algebraica de funciones, asi como la
regla Vllla para la derivada del logaritmo natural de una funcion , se obtiene . . .

df d d d
(&j - {&.(x + 1)} ) E.[&.(x— 2)} ) E[&.(X — 2)}

f(x) X+1 2 X—2 5 X—3

()26

: : : : _ df
y finalmente, despejando algebraicamente de ésta ecuacion la derivada — queda. . .

dx
w2 () )]
dx X—1 2\{Xx-2 5\x-3
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Substituyendo la expresion para f (X) y con un poco de algebra se obtiene . . .

df | (x+1)%/(x-2)° { 1 41X — 176-X + 143 }

i 10 (x+1)-(x—2)-(x- 3)

| e

_ 1 (x+1)2-\/x—2

En problemas como éste que involucran el producto o cociente de varias expresiones
algebraicas elevadas a potencias, éste método de derivacion ahorra tiempo y esfuerzo y se
conoce como derivacion logaritmica .

(415% - 176-x + 143)

. . . V2 X 1, [(x—1
Ejemplo 18. Derivar la funciéon: f (x) = —-arctan| — |+ =-In| ——
3 V2) 6 (x+1

X X—1
Solucion : Definiendo las funciones: u(x) = — y Vv(X) = —— y aplicando directamente las dos
X+1

:

siguientes formulas inmediatas de derivacion :

&)
i-arctan(u(x)) = dx ; i-In(v(x)) =
dx 2 dx

1+u

se obtiene ...

i.(ij E(X;l)

i‘f(x):\/é dx \ /2 +E‘dx X+1

dx 3 x\2| 6 (X—lj
14| — —
ESIt

_(x+1)—(x—1)}

1 1] (x+2)

1
= —. +
3 X—1
X+1

1+ —
2

simplificando algebraicamente éste resultado, queda.. . .

df 1 2 X

J’_l- =
6 (x+1)(x—1) (2+x2)-(x+1)-(x—1)

2
3 24 x
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X

COS(X
Ejemplo 19. Derivar la funcién: f (x) = %-In(tan(ED _L ()

2

sen’- (x)

Solucion :  Escribamos ésta funcién como la suma algebréica de dos funciones
f(x) =hx) -9(x)
Interpretemos a la funcion h(x) como la funcién compuesta :

h(x) = h(u(v(x))) = %-In(u) donde u(v) = tan(v) y v(x) =

N | X<

y apliquémosle la " regla de la cadena " . ..
d dh) (du) (dv
—h(u(v(x = | — || — || —
dx (L) (du) (dv) (dx)

pero  h(u) = %-In(u) por lo cual % = %

u(v) = tan(v) por lo cual du = i-tan(v) = Secz-(v)-ﬂ
dv dv dv
X dv d x 1dx 1
v(x) = — porlocual — = —— = —.— = =
2 dx dx2 2dx 2

por lo tanto, la derivada de éste primer términoes . ..
d (1 X 1 1 11 X
—-(—-In(tan(—D) = | — -[secz-(v)]-(—\ = —-—-secz-(—)
dx \ 2 2 2-U \2) 4 (x) 2
tan >

sen(z) y sec(z) =

Aplicando las identidades trigonométricas: tan(z) =
cos(z) cos(z)

queda .

d(l((xD)_l 1 11

—-| =-In| tan| - = = = =

dx \2 2 4 X X 2 sen(x)
sen(zj-cos( )

donde se ha usado al final la identidad trigonométrica 2-sen(¢)~cos( ¢) = sen(z- ¢)
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Aplicando ahora al segundo término de f (x) la derivada de un cociente de funciones se
obtiene . . .

dx

2 d d )
d .{l. cos(X) } 1 sen '(X)'(&-COS(X)j —COS(x).{&.sen .(x)}

2 sen”(x) 2 [sen?-(x) |
_ 1 senz-(x)-(—sen(x)) — cos(x)-(2-sen(x)-cos(x))
2 sen®(x)

sen’-(x) + 2-sen(x)-cos’- (X)

sen®. ()

_ (1),
\2)

(—1) [senz-(x) + cosz-(x) + cosz-(x)]-sen(x)
)'

sen®. ()

(-1

- (5

_ (—_1\‘1+cosz-(x)
2/ sen’(x)

(en éste ultimo paso, se ha usado la identidad trigonométrica Senz-(x) + COSZ-(X) = 1.

Finalmente, agrupando las derivadas de las funciones h(x) y g(x) queda :

9oty = Lt (1) rcos()
dx 2 sen(x) \2) sen’-(x)
_ senz-(x) + 1+cosz-(x)
2-[sen3- (x)]
-2
2-[sen3-(x)]
= cscs-(x)
puesto que senl( ¢) = Csc(qﬁ) .
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EJERCICIO 4.1
Aplicando las formulas inmediatas de derivacion, obtener la funcién derivada de las siguientes funciones :

3

Lof() = 2 f() = —
2-(x—2)" X=2 2. (X2+1)3
3 f() = —> 3% 2 1 4. (x) = E.Iniw]
5(x+2)° (x+2)" (x+2)° 2(x+2)° 3 ¥ +x+1
X 2 2 X
5. f(x) = arcsen 6. f(x) =ya —x +a-arcsen(—)
7. f(x) = x-w/az—x2+a2-arcsen(§) 8. f(x) = \/e"TX2
tan(ij +2-1/3 [T x
9. f(0) = —In| —2 10. f(x) = In| 21
V3 tan@)+2+\/§ Ji+e +1
1. f(x) = In(”— “Sen(x)]+2~arctan(\/sen(x)) 12. f(x) = In yx ra +x
1 —+/sen(x) VX +a° = x
13. f(x) = In(ln(s—z-x3)) 14. f(x) = LS;(X)+f-cot(x)
3-sen”-(X)
15. f(x) = csc(x)’ + sec(x)’ 16. f(x) = arccos(ﬂj
1+X
17. £(x) = In Vx+1 18. f(x) = xsen(2)
Yx—1
19. f(x) = logyy (sen(x)) 20. f(x) = X105
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Respuestas del ejercicio 4.1  (problemas impares)

4-X+ 3 X -1 a
1. — 3. — 5 —m—
(x- 2)3 (x+ 2)6 (a2 + x2)
2 2 1 2
7. 2./a” — 9, —M 11.
wE 1+ 2-sen(x) cos(x)-y/sen(x)
13. 6% 15. M 17 1+
(3— 2-x3)-ln(3—2-x3) (sen(2:x))° (1-x)-/x
1
In(20) -cot (x)

4.5 Funciones implicitas y su derivacion .

Definicién :

Cuando dos variables X e Yy, se encuentran relacionadas por medio de una ecuacion de la forma :
F(x,y)=0

pero se sabe que la variable y es una funcion de la variable X , entonces se dice que F representa a la

variable y como una funcidn implicita de la variable X .

Cuando una variable y es una funcion explicita de la variable X, se denotacon y = f (X) y se puede
escribir siempre en forma implicitacomo y — f (X) = 0 ; sin embargo, no toda funcién implicita

F(x,y) = 0 se puede escribir en forma explicita . Por ejemplo en las expresiones:

yY-ay'+x¥=0 4y -sen(y)=o

no es posible expresar a la variable y como funcion de X, es decir no es posible "despejar"” de éstas

ecuaciones a Yy en términos de funciones elementales de X .

Sin embargo, observemos que en éstos ejemplos la variable x si puede despejarse de la ecuacion

F(x,y) = 0 y serexpresada como funcién explicitade Yy (bajo algunas restricciones de dominioy
rango ) como sigue. . .

x= f(y) = yay —y° ; x= f(y) = In(sen(y) - y’)

Al substituir x en F(X,y) = 0 se obtiene asi una identidad . Enresumen ...
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e " Siempre que sea posible resolver la ecuacion F(x,y) = 0 para alguna de las dos variables X 6 y
se obtendra una funcién explicita " .

Transformar una funcién implicita F(X,y) = 0 enexplicita y = f (Xx) puede ser una tarea dificil, si no es

que imposible, asi que para calcular la derivada de una funcion implicita sin transformarla previamente en
explicita se procederaa. . .

1°  Derivar ambos miembros de la ecuacion F(x,y) = 0

considerando que la variable y es una funcion de X , es decir. . .
d d
—-F(x,y(x)) = —-(0
5 T %Y = (0)

2° Resolver la ecuacion : di.F(x,y(x)) = 0 para la derivada : (ﬂ)
X

dx

Ejemplo 20. Sabiendo que la variable y es una funcion de x en: (a-x7 + 2-x4~y2 - y3'x - 10) =0,

. dy
calcular su derivada | —
dx

Solucion :  Derivando término por término respecto a la variable X, se obtiene :

(dgj : 2.[%.(x4.yz)} L0

Aplicando ahora la derivada de un producto de funciones para los términos (x4- y2) y

(y3-x) resulta . . .

6 4 dy 2 3 3 o dy
7.axX +2| X 22y—|+yl4ax) |- +X|3y-—|| =0
v e |- yes(or )

. . . d .
resolviendo ésta ecuacidn para la derivada d_y se obtiene :
X

dy 7.ax + 8-y2-x3 — y3

dx X- y.(_4.X3 uE 3y)
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Este ejemplo muestra que por lo general, una derivada implicita quedara expresada en términos
mezclados de la variable independiente y de la funcion .

Ejemplo 21. Si se sabe que X es funcion de y, hallaren (y —X) = [ \

1 -sen(x) la derivada de x
\2)
respectoa y en

Solucién :  Derivando la expresion dada término por término, considerando que la variable X es una
funcion implicita de la variable y se obtiene :

d
dy

ﬂ_% = l i.sen(x)
dy dy 2 \ dy

es decir . . .

d (1) ]
d_y'(y_x) 'UE)'Sen(X)J

dx 1 dx
= =.c0S(X)-| —
dy 2 dy

. ) . dx
Resolviendo ahora esta ecuacién para la derivada ( queda:
y

1 dx dx

1= =-cos(X)-— + —
2 dy dy

1= /— cos(x) + 1\% y finalmente . . . ox = !
\ ) dy dy

1
1+ E-cos(x)

d
Ejemplo 22. Hallar la derivada ol en cos(x-y) —x=0
X

Solucion :  Derivando término a término, considerando que Yy es una funcion implicita de X queda:

d d
—-cos(x-y) ——-(X) = 0
™ (x-y) ™ (X)

d
—sen(x-y)-[&-(x-y)} -1=0
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4.6

—sen(x y){x(ﬂ) + y} -1=0
dx

dy

Despejando de ésta ecuacion la derivada d_ queda :
X

dy _ —y-sen(xy) -1
dx x-sen(x-y)

Funciones paramétricas y su derivacion .

Otra posible manera de calcular las coordenadas (X,Yy) para los puntos de unacurva y = f(X),es por
medio de sus ecuaciones paramétricas :

#(1)
w(t) (4.3)

X
y

con las que tanto la variable independiente X, como la dependiente y , se consideran funciones de una
tercera variable comdn arbitraria t, llamada parametro .

Cada uno de los valores del pardmetro t en cierto intervalo [T, , T,] determina a través de las

ecuaciones (4.3) los valores (X, V), es decir las coordenadas de un punto de la curva y = f(x).

Las ecuaciones paramétricas describen una funcidn explicita de X siempre que sea posible resolver la

ecuacion X = ¢(t) para t, digamos t = @(x), con lo cual se puede substituiren y = (t)
resultando. . .

y= () = p(o(x)

y de éste modo, la variable y es una funcion compuesta de x en la forma rectangular usual y = f ().

x(6) = R-cos(0)

y(@) R-sen(@)
0 < O < 2-7r paradeterminar la curva rectangular que representan.

Ejemplo 23. Eliminar el pardmetro @ en las ecuaciones paramétricas:

Solucion : La identidad trigonométrica sen2~( 6’) + c052~( 6’) = 1 sugiere que calculemos la expresion :

2 2 y
X~ +Yy obteniéndose . . .
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x2+y2 = (R~cos(0))2+(R~sen(0))2 = R2~[sen2-(¢9)+cos2-(¢9)]

2 2 2 . g . .
estoes: X + y = R que representa la ecuacion rectangular para una circunferencia de

radio R con centro en el origen de coordenadas .

Enseguida se indican las coordenadas correspondientes para algunos valores tipicos del
parametro & .

0 X = R.cos(e) y= R~sen(0)
(0 R 0
30° = f ﬁ.R E.R

6 2 2
450 = zf _}_.R _}_.R
¢ | V2
600 = f ER ﬁR
3 2 2
120° = E-JT ——R ﬁ.R
3 2
150° = E-JT _(ﬁ.R) E.R
6 2 2

90
120 60
150 30
180 \ 0
210 330
240 300
270

Notese la simetria de coordenadas entre
algunos pares de puntos como los
asociados con 30° y 150° , con 30° y

210° ocon 30°y 330° .

(Es conveniente familiarizarse con los
valores seno y coseno para algunos
angulos tipicos del primer cuadrante como
30°, 60° , 45°, asi como su equivalente
en radianes , con el fin de facilitar y
aumentar la rapidez del calculo de
coordenadas en otros cuadrantes)

Si el parametro @ variaenelintervalo 0 < @ < 2.7, las ecuaciones paramétricas describen
todos los puntos de la circunferencia .

Si deseamos representar a la variable y como una verdadera funcion explicita de la variable X

,entonces el pardmetro @ debe variar solamente entre 0 y 7 (lo cual genera una
semicircunferencia ).

Ejemplo 24. Obtener las ecuaciones paramétricas para una elipse horizontal de semieje mayor de longitud

a alo largo del eje X y de semieje menor de longitud b a lo largo del eje Y, con
centro en el origen de coordenadas
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Solucién : Consideremos dos circulos concéntricos de radios a 'y b , con centro en el origen de un
sistema de coordenadas rectangular OXY, como se muestra en la siguiente figura y sean :

OB = radio b del circulo menor v A
OA = radio a del circulo mayor

OM = coordenada X de un punto P

de la elipse A
MP = coordenada Yy de un punto P

. P
de la elipse B
6 = angulo de larecta OA respecto
al eje X 0

o
. . 0 M X

Entonces, por trigonometria se
deduce que :

X = OA-cos(H)

y = OB-sen(H)

De modo que las ecuaciones
paramétricas de ésta curva son :

x(@) = a-cos(@)
y(e) = b~sen(¢9)

De éste modo, cuando el parametro @ varie entre 0 y 2-7 , se determinaran todos los puntos
sobre la elipse .

Para que la variable y sea una funcién de X, el pardmetro @ debe variar solamente entre 0 y
7t (con lo cual se describe el arco de la elipse en el semiplano superior ) o bienentre 7 vy

2-7¢ (con lo cual se describe el arco de la elipse en el semiplano inferior )

Al eliminar el pardmetro & de las ecuaciones paramétricas anteriores, se obtiene . . .

(«e))ﬁ(y(ﬂz - cos”(6) + sen’ ()

a b

6 -

que es la conocida ecuacion rectangular o cartesiana para una elipse con éstas caracteristicas :

es decir :
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Ejemplo 25. Determinar un conjunto de ecuaciones paramétricas para la parabola: 4x° + y=4

Solucién : La parametrizacion de una curva es arbitraria , esto significa que se puede escoger cualquier
expresion matematica bien definida para escribir una de las variables de la ecuacion en funcién
de un pardmetro adecuado. La otra variable quedara automéaticamente parametrizada usando la
ecuacion inicial.

Asi por ejemplo, escribiendo a la variable X en funcién de un pardmetro & que varie en el

intervalo[ 0,2- 7 ] como:
x(@) = sen(é’)

. ., S, e e - 2
entonces la coordenada Y se obtiene despejandola de la ecuacion inicial: 4-x" +y = 4 y

queda. ..
y(e) = 4-(1—x2) = 4-[1—sen2-(49)] = 4-cosz-(0)

asi que una posible forma para las ecuaciones paramétricas de ésta parabola es :

x(6) = sen(0) . con 0< 0< 27
y(6) = 4-cos™(0) | -

Dentro de la infinidad de posibles parametrizaciones para la variable X, otra podria ser :

t
X(t):E ,con —o<t< oo
con la cual se obtiene que la variable y es:

2 t)? 2
y(t) = 4—4x" = 4—4-&) = 4—t

y las ecuaciones paramétricas para ésta parabola quedaria ahora expresadas como . . .

x(t) =

N |+

: —0o<t< o
y@t) = 4-t

Estas dos parametrizaciones (o cualquier otra ) son igualmente vélidas para representar una
curva o una funcién matematica, aunque pueden describir diferentes partes ella .

Por ejemplo, si en la primera parametrizacion @ varia entre - y > , entonces se describe

solamente el arco de la parabola en el semiplano superior (otros valores de & , so6lo repiten los

mismos puntos de la curva) dado que y(t) > 0 siempre, como se ilustra en la siguiente figura . .
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Tep<”
2 2
Punto 0 Punto(x, y)
A - (-1,0)
2
B 7T (__1 ,2)
4 2
C 0 (0,4)
D | = (i,z)
2 V2
T
E — 1,0
> | @o

mientras que en la segunda parametrizacién, si el pardmetro t varia desde —co a oo, se
describen todos los puntos de la parabola , como se ilustra enseguida . . .

Punto t punto(X, y)
3 L)
)
B -2 (-1,0)
_ (_135)
T \EY
D 0 (0,4)
1)
E 1 2%
F 2 (1,0)
3 L)
G 3 2%
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En resumen, los valores del parametro usado para representar una curva en forma paramétrica dependen
entre otras cosas, de si se desea describir una funcién, é solamente una ecuacion matematica, 6 también si se
quiere representar solamente una parte o la totalidad de una curva .

Ejemplo 26. Encontrar un conjunto de ecuaciones paramétricas para la curva que describe un punto
fijo P sobre una recta radial de un circulo de radio r , cuando el circulo rueda sin resbalar

sobre el interior de otro circulo de radio mayor R.

Solucion : Como se indica en la siguiente figura sean :

e radio del circulo mayor con centroenO: OB = R

¢ radio del circulo menor concentroenO” : OB =r

e posicion inicial del punto fijo: P’

e distancia de P al centro del circulo que gira : O'P = a
e el angulo que ha girado O' respectoa O : 4

e el angulo que ha girado O'P respectoa O'B : ¢

YA

Puesto que el circulo menor rueda sin resbalar sobre el interior del circulo mayor, las longitudes
de los arcos circulares MB y NB son iguales. Ademas cuando O" gira un angulo &

alrededor de O, el punto P gira el &ngulo ¢ alrededor de O” y genera el arco PP’

De la figura anterior se deduce que las coordenadas rectangulares (X, ) del punto P son :
X = OO'-cos(H) + O'P-cos(@— ¢) = (R- r)-cos(e) + a-cos(¢— 6’)
y = OO"sen(H) + O'P~sen(9— ¢) = (R- r)-sen(@) — a-sen(¢— 6?)

pero dado que los arcos circulares MB = R-6 y N-B = r-¢ soniguales se
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tieneque... R-O0=r¢

R

r

Por otra parte, si K representa la razén de los radios de las circunferencias, esto es k =

entonces R = k-r y de la ec. anterior se puede escribir como: ¢ = k- 4. Asi que las
ecuaciones para las coordenadas X, Yy se pueden escribir en funcion de un solo parametro (el

angulo @ ) como:

>
—~
=

1

r(% - )-cos(@) +a-cos(k-0— 6) = r-(k — 1)-cos(8) + a-cos[ (k — 1)- 0]

<

—

)
I

R

r-(— - j-sen(@) —asen(k-0-6) = r-(k - 1)-sen(6) — a-sen (k — 1)- 6]

r

e Seobtendra una curva cerrada si después de una o varias vueltas completas alrededor del
circulo mayor, el punto P regresa a su posicion inicial P' . esto significa que el perimetro
de la circunferencia interior cabe un nimero entero de veces en uno o varios perimetros de
la circunferencia fija .

la curva es cerrada si (2- 7r~R)-n = (2-7;- r)-m para n y m numeros enteros .

R m
De ésta ecuacion se deduce que la curva sera cerrada sélo si la cantidad k = — = — esun
r n
numero racional . Se muestran enseguida algunos ejemplos. . .
: . R : . R
Hipoastroide: — =4 ; a = 0.5-r Hiperastroide : — = 3 ; a = 2-r
r r
El punto P esta dentro del circulomenor: a < r El punto P esta fuera del circulo menor a > r
x(@) = 3-r-cos(0) + a-cos(3- 0) x(@) = 3-r-cos(0) + a-cos(3- 0)
y(@) = 3-r-sen(19) - a-sen(3- 0) y(@) = 3-r-sen(19) - a-sen(3- 0)
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) R
Astroide: — =4 ; a=r
r . . R_s
, . Hiperastroide. — = —. a= 2
El punto P esta sobre el circulo menor r 2
— 3 ye e
X( 9) = 4-r-cos (‘9) El punto P esta fuera del circulo menor a > r .
La curva es cerrada y sus ecuaciones paramétricas

y(6) = 4-r-sen’(0)
son

. .2
En éste caso , elevando a la potencia 3 y al
x(6)

I
-
T
N———
(@}
o
w
—
NP
+
o
(@}
o
(2]
Tl
N

sumar X con Y se obtiene la ecuacion rectangular
de la astroide :

("=~

El punto P estéa sobre el circulo menor (a = r) en la curva de la izquierda y fuerade él (a > r) enla
curva de la derecha : pero aqui las curvas no son cerradas, porque a la razén de los radios de las

circunferencias se le dio el valor irracional k = e=2.718.. ..
De ésta manera, después de un nimero cualquiera de vueltas alrededor del circulo exterior, el punto P
nunca regresara a su posicion inicial . Las ecuaciones paramétricas (4.4) toman la forma :
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x(@) =r(e— 1)'cos(<9) + a-cos[(e - 1) 9]
y(@) =r(e- 1)~sen(0) - a'sen[(e - 1)~<9]

Una curva muy similar a la anterior se genera si el circulo menor rueda sin resbalar por el exterior del
circulo mayor , entonces el punto P (que esta siempre fijo sobre una linea radial del circulo menor a una
distancia constante del centro de éste circulo), describe la curva cuyas ecuaciones paramétricas son:

x( 9)
y(6)

( Demuestre Usted esto siguiendo un procedimiento similar al caso anterior )

r-(k + 1)-cos( 6) — a-cos| (k + 1)- 6]
r-(k + 1)-sen(¢9) - a-sen|_(k +1)- 6?_|

Enseguida se ilustran algunas curvas de éste caso para valores tipicos de los parametros r, R y a

Un circulo rueda sin resbalar sobre otro circulo
igual fijo. El punto P esta inicialmente el el

origen de coordenadas y sobre la circunferencia del
circulo mévil .

1200.p Yy %
. 120 60
150° - Ay \ 60°
N " S/ 150 30
\\\\\ \\ // // 300
180° _
y X 180 0
210 330
240 300
270
x(@) = r'(z.cos(e) - cos(z- H)) x(@) = 2~r-cos(9) - a.cos(2~<9)
y(e) = r-(z.sen(e) — sen(z- 9)) y(@) = 2~r-sen(9) - a.sen(2~<9)
. R R
Cardioide. a=r ; — =1 CaracoldePascal .a>r ; —=1
r r

La misma situacién que en la Cardioide ; pero el
punto P esta fijo en unradio a mayor que el
radio del circulo movil .
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o [
p) L

R
r

all
-l

>

I
w

=5 a<r; —==4 a=r;

R
a>r; —
r

-:|;U

R R R 3
a<r , —=rx a>r , —=rx a>r ;, —=—
r r r 2

la curva es abierta la curva no sera cerrada ésta curva es cerrada

Ejemplo 27. Determinar la curva que genera un punto P fijo en una linea radial de una circunferencia de
radio R cuando la circunferencia rueda sin resbalar sobre una linea recta.

Solucién :

En la figura de la derecha sean:

O'M = R : el radio de la circunferencia que rueda.

O’P = a : distancia del punto fijo P en larecta
radial al centro del circulo que rueda.
ON = x : coordenada rectangular x del punto P.

NP =y : coordenada rectangular y del punto P.

P” : posicion inicial del punto fijo P P’
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puesto que el circulo rueda sin resbalar sobre la recta horizontal fija, es claro que :

(longitud del arco MT ) = ('longitud del segmento recto OM )

En consecuencia, las coordenadas (X,Y) para un punto de la curva P"P son :
x=ON = (OM — NM) = R-¢— O"P-sen(¢)
y= NP = (NK + PK) = R—O"P-cos( ¢)

Yy Sus ecuaciones paramétricas son:
x(¢) = R-¢—a-sen(g)
y(¢) = R—a-cos(g) (4.5)

Enseguida se muestran algunas curvas para valores tipicos de los parametros R y a .

Cicloide : (a=R)

El punto P se localiza sobre la circunferencia del circulo . Nétese que un arco de la

cicloide tiene mayor longitud que el perimetro 2- 7-R del circulo que la genera.
Las ecuaciones paramétricas son :

x(4) = R-¢ - asen(g)
y(4) = R-(1-cos(¢))

Hipocicloide : (a < R)
El punto P esta en el interior del circulo que rueda. La curva jamas cruza el eje horizontal .
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Hipercicloide : (a > R)
El punto P estd fuera del circulo que rueda.pero esta fijo a una recta radial .

Por debajo del eje X , el punto P se mueve en sentido contrario al movimiento de
translacion del circulo .

En las ecuaciones para la cicloide : x( ¢) R-¢—a Sen( ¢)

y(¢) = R-(1-cos(g))

notemos que no es posible despejar a la variable X y expresarla en términos de funciones elementales ; sin

embargo al resolver para ¢ la ecuacion de y( ¢) se obtiene :
R- R-
cos(¢) = Ty — ¢= arccos(TyJ

y de la definicion del coseno de un angulo en un tridngulo rectangulo se deduce que :

_ lado_adyacente = R-y
hipotenusa R

cos(¢)

es decir: lado adyacente = (R —y) y hipotenusa = R

y recurriendo ahora a la definicion del seno de ¢ se obtiene :

R/ > 5 5 5en(¢) = —VZRy_y
. VR = (R-y)’ = J2Ry-y R

Al substituir en la ecuacion para X queda :

X = R-arccos[@} —2-Ry - y2

Esta es la ecuacion rectangular de una cicloide, la cual esta definida en el dominio —7-R < X < 7R vy

(R-vy)

tiene comorango: 0 <y < 2R .

Con éste ejemplo se ilustra que la forma paramétrica de algunas curvas o funciones, suele ser mas sencilla y
apropiada para el analisis que su forma rectangular .
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4.6 a) La derivada de una funcion paramétrica .

. . g : - X = o(t)
Para determinar la derivada de una funcion cuyas ecuaciones paramétricas son :
y = w(t)

en las cuales la funcién inversade X : t = @(x) exista y también sea derivable , se puede considerar que

y es la funcién compuesta: y(X) = w(t) = 1//( @(x)) ,endonde t es la variable intermedia.
Para derivar ésta funcion , simplemente se aplica la "regla de la cadena" :

@) = @)-RE-Ee

dt
(en la dltima expresion, se us6 la formula para la derivada para una funcién inversa)

Se obtiene de éste modo la férmula para calcular la derivada de una funcién en forma paramétrica :
dy
dy) \.dt
dx dx
dt

(4.6)

Ejemplo 28. Obtener la funcién derivada de la funcién dada por las ecuaciones paramétricas :
x(t) = a-cos(t)

y(t) = b-sen(t)

Solucion :  Hallemos las derivadas para X e y respecto a su parametro comdn t y apliquemos la formula

(4.6)
dx d
— = —-(a-cos(t)) = —a-sen(t
il ( (1) )
dy d
— = —-(b-sen(t)) = b-cos(t
i ( (1) (1)
por lo tanto :

dy
dy _ (&) _ boos® b
dx dx —a-sen(t) a

&)
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Ejemplo 29. Obtener la funcién derivada de la funcion dada por las ecuaciones paramétricas :
x(t) = a-(t —sen(t))

y(t) = a-(1 - cos(t))

Solucion : Calculando las derivadas para X e y respecto a su parametro comun t se obtiene. . .

dx _ d ~ _ o fdt_d -a(1-

o —a-[a-(t sen(t))] = a & sen(t)j a-(1 — cos(t))

dy _d a- N I RPRCS = a

il [a-(1—cos(t))] = a at (1) m cos(t)} a-(0 +sen(t))

aplicando entonces la formula (4.6) queda :

dy
ﬂ _\dt)  asen(t) _sen(t)
dx (%j " a(1-cos(t)) 1 —cos(t)
dt

Al usar las siguientes identidades trigonométricas :
sen(z- 9) = 2.sen(¢9) + cos(@)

cos(2:6) = 1-2:sen’-( )

y hacer t = 2-@ el resultado anterior también se puede expresar en la forma.. . .

G O I O T
)] =)

_ _ 3 » 3at a(1-t)
Ejemplo 30. Derivar la funcién paramétrica:  x(t) = > y(t) = —

1+t 1+t

Solucion : Apliquemos las formulas inmediatas respectivas para obtener las derivadas de X e Yy respecto

(1 + tz)-|:di.(3-a-t)i| _ 3-a-t-[%-(1 N tz)}

dx _d(3at) _ t
dt dt 1+t2 (1+t2)2

alavariable t :
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al simplificar algebraicamente resulta . . .

dx _ (146)-(a)-sat(2t) _ - (1-¢)

at (1+t2)2 (1+t2)2
Ademas . . .
2\ d 2 2\ d 2
o salg)] 0rOgR-l-al-0) 560
dt dt 1+t2 (1+t2)2
_ [ 2n-(1-0) ey | _ ot
(1+t2)2 (1+t2)2
finalmente . . .
5
dy _ \dt) (1+1) _ 4t
d d _t? 3 (2 _
B Ll R
(1+t2)
EJERCICIO 4.2
Hallar las derivadas de las siguientes funciones implicitas de X :
2 2
1. 2X-5Yy+10 = 0 2.\x++fy = \fa 3.X—2+y—2:1
a b
232 3
4. x° +y2 = a’ 5. (x3+y3)—3-a'x-y: 0 6. 22y = 1+x~y3
Hallar la derivada (%j de las siguientes funciones paramétricas :
X

7. x(s) = 2-In(cot(s)) ; y(s) = tan(s) + cot(s) 8. x(t) = \/f poy() = i’/f

t+1

1 t
1. x=+36+1; y= 971 15 x= arccos[ —1_) . y = arcsen
V36 +1 Ji+t Ji+t

9. X(t) = 2-t2_ 1 ; y(t) = t3 10. X(t) = ?11 : y(s) = (L)
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Respuestas ( Ejercicio 4.2, problemas impares) .

L Wy_2 3_ﬂ_% s Y _ x2—ay
dx dx a“y dx —y’ +a-x

S 1 (2-cos(s)* — 1) , o3t L Y _1 (14390
dx 2 cos(s)-sen(s) Codx 2 S dx 3 (3.92+1) P

4.7 Funciones polares y su derivacién .

Cualquier punto P en el plano cartesiano se puede localizar r
indicando sus coordenadas rectangulares (X,y) o también sus

coordenadas polares (r, 9) . 0

> X

Ol |
En la forma polar (r, 9) : X ‘

e laprimera coordenada (el radio r) , indica la distancia en linea recta desde el polo O hasta el punto P.

e lasegunda coordenada (el angulo &), indica la orientacion que tiene r respecto al eje polar OX .

El angulo @ se mide en grados sexagesimales o bien en radianes y el sentido positivo se define como el
sentido contrario al giro de las manecillas de un reloj .

Las coordenadas de cualquiera curva en el plano pueden ser expresadas en forma polar o en forma
rectangular, en consecuencia la ecuacion que describa a tal curva también puede expresarse en coordenadas
polares o rectangulares . De la figura anterior se deduce que la relacion entre las coordenadas polares

(r, 49) y las rectangulares (x,Yy) es...

r-cos( 6) r=x +y°

r-sen( 6) (4.7) @ = arctan (Xj (4.7a)
X

X

y

De manera que la ecuacion rectangular de unacurva y = f (X) setransformara en la curva polar

r=F ( 49) al substituir las coordenadas (X, y) dadas por las ecuaciones (4.7 ).

PRECAUCION : Al transformar una curva polar r = 1//( 9) que representa una funcién, a la forma rectangular
, puede ser que no se obtenga una funcidn, sino simplemente una ecuacion .

Lo mismo se aplica si se transforma la curva y = f (X) que representa una funcion en el sistema de coordenadas
rectangular, al sistema de coordenadas polares planas .

La razon es que las coordenadas polares (r , 0) dependen a la vez de la variable independiente X asi como de la

variable independiente y como se indica en las ecuaciones 4.7a . (y viceversa, las coordenadas rectangulares

son funcionesde r y 6 )
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. ., 2 2 2 ., . .
Ejemplo 31. Dada laecuacion: X" +Yy = a  para la ecuacion de un circulo de radio a con centro en el
origen de coordenadas rectangulares, hallar la forma polar correspondiente.

2

(r.cos(e))2+(r'sen(<9))2 = a
rz-[cosz-(ﬁ) + senz-(H)] =a
pero c052~(<9) + sen2~(<9) = 1 ,asiquese
obtiene :

r=a

6 simplemente : r = constante

que su forma rectangular.

punto.

Solucion :  La forma polar de ésta ecuacion se obtiene substituyendo las ecuaciones (4.7):

<
o

O

De éste modo, la forma polar para la ecuacién de una circunferencia es mucho mas simple

Como puede verse en la figura anterior, aunque ésta es la gréafica de una funcion polar, no
representa una funcién rectangular, puesto que una recta vertical la intersecta en mas de un

<Y

2
. . X
Ejemplo 32. Dada la ecuacion rectangular : -

2
L
a b

menor b con centro en el origen de coordenadas, hallar la forma polar correspondiente.

= 1 para una elipse de semieje mayor a, semieje

(r-cos(6))’ N (r-sen(0))? _

2 2
a b

rz-bz-cosz-(e) + rz-az-senz-(e) =1

Solucion : La forma polar de ésta ecuacion se obtiene substituyendo las ecuaciones (4.7 ) :

YA

By
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] Jo?cos? () + a2 1-cos®(0) | (b*—a®)-cos>(6) +a°

Esta es la ecuacion polar de una elipse con centro en el origen de coordenadas.
Aungue ésta curva no representa una funcion rectangular, si es en cambio una funcién polar

de @ porque cualquier recta radial @ = cte la cortara en un solo punto .

r(6’) a-b a-b

Ejemplo 33. La ecuacion general polar de una cénica que tiene un foco en el polo, tiene la forma general:

k-(1+8)

r(6?) ) 1- g-cos(@)

(48)
donde ¢ es una constante que se llama excentricidad y determina el tipo de cdnica,
(circulo:e = 0, elipse: & < 1, unapardbola: & = 1, ounahipérbola: & > 1)

y Kk es otra constante que sélo define el tamafio de la conica (es un factor de escala) .

Solucion : De la propiedad geométrica general para una cénica :

" La razon de las distancias desde cualquier punto P de la curva hasta un
punto fijo F llamado foco y hasta una recta fija OA llamada directriz , es

una constante ¢ llamada excentricidad " Esto es :

FP
_— = &<
AP
. . ) . A
Si consideramos que el foco F esté en el polo de un sistema P

de coordenadas polar plano y se define la distancia:

;
oF - k-(1+ gj
¢ 0

entonces : -
0 \Y F eje polar
FP=r
1+
AP = OF +r-cos(6) = k-( 8) +r-cos(6)
£
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por lo tanto :

Resolviendo ésta ecuacion para r se obtiene la forma polar general de una curva conica . ..

k-l1+¢

r(6) = —( )
1-¢& cos( 9)

y queda demostrado.

De éste modo. . .

si €=0 se genera un circulo.

si 0 < & <1 segenerauna elipse.
si e= 1 se genera una parabola.

si £>1 se genera una hipérbola.

hipérbola : ¢>|1

/e

\circulo: e=0

lipse :

pardbola : € =1

Estas curvas se llaman cdnicas porque son
las secciones transversales que corta un
plano de un cono circular recto cuando el
plano toma distintas inclinaciones, como se
muestra en la siguiente figura :

Un circulo se obtiene cuando el plano de corte es paralelo
a la base del cono .

Una elipse se obtiene cuando la inclinacién del plano de
corte es menor que la inclinacion de la generatriz del cono
Una parabola se obtiene cuando la inclinacion del plano de

corte es igual a la inclinacion de la generatriz del cono .

Una hipérbola se obtiene cuando el plano de corte tiene
una inclinacion mayor que la linea generatriz del cono .

J eje polar

A\cireulo

3\
v

hermosas . . .

Ejemplo 34. Las coordenadas polares nos permiten encontrar otro tipo de curvas, todas ellas muy
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266




Calculo de una variable

30

330

30

330

30

90
120 60
157/////"‘*\\
180 \\\\\\5_—///
210
240 300
270
Cardioide .
r(6) = a-(1-cos(6))
90
120 60
150
180 ///’—\
210
240 300
270
Espiral de Arquimedes.
r(6) =ao
90
120 60
150
180
210
240 300
270
Rosa de 4 hojas.

r( 6?) = a-cos(z- 49)

330

90
120

150 30

180 0

NPT
NI

210 330

240 300
270

Lemniscata de Bernoulli.

r( 9) = a-\/cosi 2.6

120 60

1i;////’——\\\\ 30
180 \\\\\\_~’/// 0

210 330

240 300
270

Caracol de Pascal .

r(@) =b- a-cos(@)

90
120 60
150 30
180 0
210 330
240 300
270

Rosa de 4 hojas.

r(@) = a-sen(z-&)
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90 90
120 60 120 60
150 30 150 30
180 0 180 0
210 330 210 330
240 300 240 300
270 270
Rosa de 3 pétalos. Rosa de 3 pétalos.
r( 9) = a-cos(3- 6?) r( 9) = a-sen(3- 6?)

4.7 Derivada del radio vector respecto al angulo
polar .

) Q(r+4r , 6+46)
El dngulo i entre el radio vector r( 9) yla =

tangente de una curva polar r = f (6?) esta

dado por :
r
tan(y) = (4.9)
dr
dé : )
@] eje polar T
Demostracion :
Sobre la curva polar r = f (6?) consideremos los puntos . . . P(r, 6?) y Q(r +A4r, 0+ AH)
y tracemos la recta PR perpendiculara OQ . Entonces del triangulo OPR se deduce que. . .
PR = r-sen(AH) ; OR = r-cos(AH)
. PR PR r-sen(AH)
y en consecuencia: tan(£PQR) = — = =
RQ OR-0Q (r+4r)-rcos(46)
De éste modo, cuando A& — 0 , suceden las siguientes cosas. . .
e elpunto Q seaproxima al punto P sobre la curva polar .
e lasecante AQ gira alrededor del punto fijo P y en el limite se aproxima a la tangente PT
e eléangulo £PQR tiende a ser igual al angulo v
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y porlo tanto. ..
tan(y) = lim { r-sen(46) } Cim r-sen(40)
400 | (21— cos(46)) + ar A6—0 Z'F-[Senz-(A—eJ} A
2

Para obtener ésta tltima expresion, se ha usado la identidad trigonométrica: cos(z- a) =1- 2-Sen2-( a)

A0 . L : - :
con o= - Al dividir la fraccion anterior entre A6 y calcular el limite, (aplicando los teoremas

fundamentales sobre limites) se obtiene . ..

. sen(AH)

tan( 1//) = lim A9

A6—0 A6
(A&) Se”(?j (mj
r-sen — —_— 4| —

- (sen(ﬁ@)j
A6—0 A6

‘ e
. A6 ] 2 . Ar
r- lim (sen(—))- lim | ————Z | + lim (—j
A6—0 2 A60—0 (AG) A6—0 A0

2
_ r-(1) _ T
.Ar dr

r-sen(0)-(1) + lim — —
A0—0 A0 dé

y queda demostrado.

La pendiente, m = tan(a) de la recta tangente a una curva polar en el punto (r, 9) , esta dada por el

. d . .
valor de la derivada (d_y , por lo tanto se debe hacer la transformacion de ésta derivada a la forma polar,
X

de acuerdo con la formula para la derivada de una funcién paramétrica, considerando que el parametro es el
angulo polar @ , como sigue :

«(6) = r(6)-cos(6) de donde se obtiene (j_zj _ (;’T;j.cos<a) ~r-sen(0)
y(6) = r(6)-sen(6)  de donde se obtiene: (j—y@) - (j_;j.sen(e) + rcos(6)
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por lo tanto . . .
) _ (ﬂj _ (ﬂ].sen(a)ﬂ.cos(@) _ (ﬂj-tan(e)ﬂ
tan(a) = (%j i é_gj i (E_Z]'COS(Q)FSW(Q) ) (E—er-tan(e) (4.10)

(Se ha dividido entre cos(é) )

Este resultado se puede verificar facilmente, porque en la figura anterior, es claro que o = (6’ + 1//) , asi
que aplicando la formula para la tangente de la suma de dos angulos :

tan( 9) + tan( 1//)

tan(0+ y) = 1— tan(6)-tan( )

y substituyendo 4.9, se obtiene nuevamente la férmula 4.10 .

Ejemplo 35. Hallar el angulo entre el radio polar y una recta tangente, asi como la pendiente de tal recta
tangente para la Cardioide : r( 9) = a-(l - COS( 19)) en cualquier punto de esa curva..

Solucion:  De acuerdo con (4.9) , el angulo y entre el radio polar y la recta tangente es :

an(y) = —— = a-(1-cos(6)) _ 1-cos(6)
" %} [i{a-“—coie))]} =)

Usando aqui las las identidades trigonométricas :
o
cos(@) =1- 2'sen2(5)

i ={fok?

tangente

eje
polar
resulta . . .
0
2-sen2-(—)
2 0
tan(y) = = tan(—j
2-sen| — |-Cos| —
2 2
: 0 .
Entonces se puede decir que = > en cualquier punto de la curva .
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Por otra parte, la inclinacion ¢ de la recta tangente se obtiene usando . . .

() = (%j.tan<w) i (;’T;jtan(_fj

y substituyendo en la ecuacion (4.10) obteniéndose . . .

(:_g.tan(e) r (j—;)-tan(e) , (:—;jtan(gj

tan(a) = =

CECTNCRCEGET
] tan(9)+tan(§j ] tan(9+—0)

1- tan(—f)-tan( 49)

donde se ha usado la identidad trigonométrica para la tangente de una suma de dos angulos .

. 3
De éste resultado se concluye que o = > @ para todo punto de la curva.

Ejemplo 36. Encontrar el &ngulo de interseccion entre las curvas polares :
r, = a-sen(z- 6?) y Ip= a-cos(z- 6?)

Solucion :  Primero debemos verificar si existen o no puntos de interseccion para éstas curvas.
Sabiendo que en un punto de interseccion, ambas funciones tienen el mismo valor para el
radio y para el angulo polar , asi que . . .

r, = r, implicaque a-sen(z- 9) = a-COS(Z- 9)

dividiendo ésta igualdad por a-cos(z- 9) se obtiene : tan(2- 6’) = 1 ecuacion que se
cumple solamente si:

2.0 = (§+n-7zJ (para n=0,+£1,£2 ,...)

es decir :

Notese que para n > 8, los valores de € se repiten porque sobrepasan 2- 7. Estas curvas
tienen por lo tanto solamente 8 intersecciones .
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El 4ngulo bajo el cual se cortan las curvas es el &ngulo entre sus tangentes en el punto de
interseccion .

Debido a la simetria de éstas curvas el angulo de interseccion es el mismo en cada punto de

interseccion como puede apreciarse en la figura siguiente. Por lo tanto, basta con calcular el
angulo de interseccion en un solo punto.

% Asi por ejemplo para @ = 5 se obtiene :
120 e _ 60 r a-sen(z- 9)
tan( 1//1) = =
dry 2-a-cos(2- 9)
150 30 do
V4
sen| —
=3
180 0 (ﬂ-} 2
2-COS| —
4
y
r a-cosl2-6
210 330 tan( l//z) — 2 ( )
(drzj —2-a-sen(2- 6)
240 | 300 do

de donde se obtiene que :

Y = arctan(%) =26°34" y y,= arctan(_—l\ = 153°26" .

\2)

Estos angulos se miden respecto al radio vector, por lo tanto el angulo bajo el cual se cortan
las curvas en cada punto de interseccion es :

Wy — y, =153°26' — 26° 34' = 126° 52,

( 6 puede ser también su complemento: 7 — ( W) — 1//1) = 53.13°)
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4.8 Derivadas de orden superior.

Por lo general, la derivada de una funcién y = f (x), es también una funcién de la variable independiente

X
y por lo tanto, puede a su vez ser derivable.

La derivada de la primera derivada se llama sequnda derivada , la derivada de la segunda derivada se llama
tercera derivada y asi sucesivamente hasta la n-ésima derivada

Estas derivadas sucesivas se denotan como sigue:

0
derivada cero: d—(y) = f(x)
dx’
dl
primera derivada : —(y) = f'(x)
dx*
. d N
segunda derivada: —| =) |=——((y) = 7
dx| dx dx’
i 3
tercera derivada: djd d—y = d—(y) =7 (x)
dx| dx\ dx dx’
y en general la derivada n-ésima o de orden n es:
n
ddjdfa. . s dy f(n)~(x) (4.11)
dx | dx | dx \dx dx dx"
. . - . ;e e VOV (n)
Estas derivadas multiples tambien se pueden denotarcomo y" ,y'"~ ,y ",y , Yy ,...,Y¥Y

respectivamente , usando nlimeros romanos como superindices o nimeros arabigos entre paréntesis para

indicar el orden de la derivada . Asi por ejemplosi y = f(x) = x" , entonces :

y, = d_(X4) = 4 X3
dx
2 d(d 4)_d
y = —y= | =X =—(4x):12-x
dx? dx \ dx dx
3 2
y"' = d_y = d_ d_y = d_(lz-Xz) = 24-X
dx3 dx dx2 dx
4 3
yIV :d_y:d_ d_ :d_(24.x) = 24
dx* dx| dgx® dx
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y como ésta Ultima derivada es una constante, todas las demas derivadas ( las de orden mayor que 4 ), valen
cero para ésta funcion particular

yIV, yV ’_“’y(n):0

Ejemplo 37. Hallar la derivada n-ésima de la funcion f (x) = xk

Solucion :  Apliguemos repetidamente la regla para la derivada de una funcion potencia.
La primera derivada es . . .

dy _d () = ko

dx dx
la segunda derivada es la derivada del resultado anterior . . .
d? d

— vy = _(k.xk‘l) = k-(k - 1).Xk‘2
dx? dx
la tercera derivada es la derivada del resultado anterior . . .

—y - _(k (k=1)K2] = ke(k=1)-(k - 2) %3
dx®
y asi sucesivamente hasta llegara.. . .

k
:;k(xk) = ke(k=1)-(k=2)n(3)-(2)-(2) = (K)!
X

Como el factorial k! es una constante , todas las demas derivadas ( las de de orden mayor que
k) son nulas para ésta funcion.

Ejemplo 38. Hallar la derivada n-ésima de la funcién f (x) = cos(x)

Solucion:  Se calcula repetidamente la derivada de una funcién seno é una funcion coseno.
La primera derivada es . . .
d d T
&y.a (cos(x)) = —sen(x) = cos| X+ —
dx  dx 2

la segunda derivada es la derivada del resultado anterior . . .

d—2y = d—(—sen(x)) = —cos(x) = cos[x+2'(5)}
dx® dx 2

la tercera derivada es la derivada del resultado anterior . . .
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CI—3y = CI—(—cos(x)) = sen(x) = cos[x+3~(z)}
dx® dx 2

observado ésta serie de resultados, se infiere que la derivada de orden n es ...

OI—n(cos(x)) = cos[ X + n-(zﬂ
dx" 2

Ejemplo 39. Hallar la derivada n-ésima de la funcion f (X) = In(x)

Solucion :  La primera derivadaes . . .

dy _ d 1)t
dx &(In(x)) X (dxj X

la segunda derivada es la derivada del resultado anterior . . .
¢ ,od(1) g
la tercera derivada es la derivada del resultado anterior . . .
L e I G ) (gj _ (!
dx3 dX XZ X3 dX X3
la cuarta derivada es la derivada de la tercera derivada . . .

A2 | (2!)-(3).(%) _ @)
dx’ dx(x3j x \dx e

Observando ésta secuencia de resultados, se infiere que la derivada n-ésima de ésta funcidn es.

< (inpoy = (12
dx X

Ejemplo 40. Hallar la derivada n-ésima de la funcion f (x) = sen’-(X)

Solucion :  La primera derivada es:
d
Y. d—[senz'(x)] = 2-sen(x)-cos(x) = sen(2:x) = —cos(zx+£}
dx  dx 2
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la segunda derivada es la derivada de la primera derivada anterior . . .

2
d—y = d—(sen(z-x)) = 2.c08(2-x) = —2-cos(2-x+2-z)
dx2 dx 2
y asi sucesivamente . . .
d’® d

—Vy = —(2-cos(2:x)) = —(2)2-sen(2-x) = —(2)2.c05(2~x+3-£j
dx® dx 2

Observando ésta secuencia de resultados para las derivadas sucesivas se infiere que . . .

d—n[senz-(x)] = —(2)”‘1-cos(2-x+ n-ﬁ)
dx" 2

' ' = . 14X
Ejemplo 41. Hallar la derivada n-ésima de la funcion f (x) = m
soucion: %Y. = d_((”xn _(@-x+Q@+x 2
dx dx\\ 1—x (1—X)2 (X—1)2
d_zy = d__ 2 ] - 2(—2)
dx’ dx| (x - 1) | x- 1)°
& df 26 ] | 26269
dx® dx| (x - 1)° | (x—1)°*
Ao d 229 | 2299
dx* dx|  (x- 1)* (x—1)°

De ésta secuencia de derivadas se infiere que la derivada n-ésima tiene la forma general :

d_n[senz.(x)] = B u
ax" (X—l)n+1
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4.8a) Laformula de Leibniz .

La formula de Leibniz es una manera muy practica de calcular la n-ésima derivada de un producto de
funciones y se deduce por induccion como sigue . . .

Sea y(X) una funcion derivable que se puede escribir como el producto de dos funciones de la variable X,
es decir . ..

y(x) = u(x)-v(x)
entonces algunas de sus primeras derivadas ( representadas con superindices ) son :
y'=uv +uv
y' = (Uu'v+uv) + UV Fuvt) = utv+2uV +uV ™
y" = UtvHuTV ) 2 UV UV )+ (Ut Fuvt) = u™M+3u"V +3uV Huvt
yW=uVv +4umv + 6u"Vv' + 4u v +uvlV
Comparemos éstos resultados con los desarrollos de las correspondientes potencias enteras positivas del

binomio (U + v):

(u +v)0 =1=uv

1 _ _ 0 0
(u+v) = (U+Vv) = UV +U -V
2 2 2 2.0 0 2
(u+v) = (u +2-u-v+v): u-v +2-uv+u-v **)
3_ .80 2 2 0 3
(U+Vv) " =Uuv +3UV+3UV +U -V
4 4 0 3 2 2 3 0 4
(U+V) = UV +4U-V+6:U-V +4UV +U-V

y asi sucesivamente hasta . . .

n-(n — 1):|‘un—2_V2 N [n.(n —1)-(n- 2)}-U”_3-v3

n_ n.o n—1
(U+v) =u-v +nu v+ o 3

n—-1 o .n
+ o +nuv “+u-v
Las expresiones (*) y (**) tienen términos con los mismos coeficientes.
Se concluye que si los exponentes de u y de ven (**) se interpretan como el orden de la derivada

correspondiente en (*), siendo, u®=u ,v°=v las derivadas de orden cero, entonces ambos desarrollos
tienen los mismos términos semejantes

Se puede demostrar por induccién matematica que la funcion y(x) = u(x)-v(x) tiene una derivada de

orden n dada por la expresion :
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n n ) _
d_ny = d—n(u(x)~v(x)) = ¢™.@ 4 .00 J{n (nz' 1)}u(”_2)-v(”)
> & + o (u)(o)-v(n)

0 en forma abreviada :

n
n! _
yn = (u-v)(n) = Z L YU DRV (4.12)
k!-(n—k)!
k=o
Esta expresién se conoce como la formula de Leibniz
Ejemplo 42. Hallar la derivada n-ésima de la funcion f(x) = X
Solucion :  En la frmula de Leibniz, tomese v(x) = X° y u(x) = e>~ , entonces. . .
2 a-X
V=X ; u=-e
Vo= 2:X : u o= ae
V'o= 2 , u = ate®*
VIII - 0 : ulll - a3‘eax
y asi sucesivamente . . .
v o= g ; u™ = Qe

Dado que la derivada de Vv(X) es distinta de cero s6lo hasta el orden 2, la formula de Leibniz
aplicada a ésta funcion s6lo contendrd 3 términos , a saber :

(Xz'ea.x)(n) _ u(n).v(o) N n‘u(n—l).v, N [%}u(n—z).vn
n_ax

- . n-(n—-1
= (a .e ).X2+n.(an 1.eax).2.x+¥.

: (an—z_ea~x).(2)

= ea'x-[ a5+ 2.n-a" Vx4 n-(n - 1)-a(n_2)]
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Ejemplo 43. Hallar la derivada n-ésima de la funcion f (Xx) = x-sen(x)

Solucion :  Dividamos la funcién dada en las dos partes : v(X) = sen(x) y u(x) = X, entonces. ..
7
v = sen(x) = cos( _?j ; u= X
v\ = cos(x) ; ut =1
T
v' = —sen(x) = cos(x+;) ; ut =0

<
11

" = —cos(x) = cos[x+2-(§)} ; ut =0

Asi, se infiere que la derivada n-ésima de éstas funciones son . . .
V4
u(n) = cos[x+(n—1)z} ; u(n) =0

Dado que la derivada de u(x) es distinta de cero s6lo hasta el primer orden, la férmula de
Leibniz aplicada a ésta funcion sélo contendra los 2 tltimos términos, a saber . . .

(x-sen(x))(n) Z 040+ e, IR ST ORI

= n~cos[x+ (n- z)g} +x.cos[x+ (n— 1).%[}

- vsnfs (o] ximfs (5]

Ejemplo 44. Hallar la derivada n-ésima de la funcion f (X) = xn_l-ln(x)

., - ., n—-1
Solucién :  Dividamos la funcién dada en los factores : v(x) = X y u(x) = In(x), entonces las
derivadas sucesivas de éstas funcionesson: . . .

u® = In(x) VO =t

uw=x"' ; v =(n- 1)-x(n72)
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u’ = —x_2 : V' =(n-1)-(n- 2)_X(n—3)
U= ()27 v = (n-1)-(n—2)-(n-3)x"?
W= (2 ()t s VW= (n—1)(h-2-(n-3)(n- 4),X(n—5)

Observando éstas secuencias , podemos deducir que las derivadas k-ésimas son . . .

u<k>:(_1)k—1.(uj ; v(k):( (n-1)! )_Xn_k_l
KK (h—1—k)!

y en consecuencia, la derivada de ordennes :

Jm:(—n”?lﬂlilj : VY = (n- 1 = (n- 1)

n
X

. n . I P . . .  las
Siendo v( ) = 0, la formula de Leibniz sélo contiene n términos dado que el Ultimo es

nulo. Esto implica que el indice k corre desde 0 hasta n—1en:

n-1

(n) M.y _n d™ .y | (dhy
X = (u-v = . .
v () . k!-(n—k)! dx(n—k) dXk
=0
n-1
! —k =1\ —1)!
_ Z nt (_1)n—k—1. (k-1 | (n-1)! e
k!-(n—k)! K (n—k—1)!
k=o
y simplificando queda :
n—-1
m _ (n-1)! n! nk-1| _ (n=1)!
. S S A L _
(uv) . kZ (k!_(n_k)! (-1) .
=0

En ésta Gltima simplificacion, se ha usado el desarrollo del binomio. . .

0= (—1+1)n = Z (ﬁ!—k)!)(—g“‘k.@)k
k=o

=1+ D g e
k=o
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de tal manera que :

n-1

n! n—k-1 _
2 ao Y e

k=o0

Algunos ejemplos de ésta derivada son . . .

d* (.2 _ (- _ s . (s _ (6-1)! _ 120
@(x In(x)) = e dxe(x In(x)) - :
etc.

4.8 b) Derivadas superiores de funciones implicitas .

Para calcular la n—sima derivada de una funcion que esta definida implicitamente por F(X,y) = 0, se
procede a :

e Determinar la primera derivada por el procedimiento indicado antes en el subtema 4.5

e Se derivan ambos miembros de la igualdad obtenida , derivando la funcién implicita en dondequiera
que aparezca. Si es posible , se substituyen las expresiones de las derivadas anteriores (o la propia
funcion) para simplificar la expresion de la derivada que se esté calculando .

Ejemplo 45. Determinar la segunda y la tercera derivada de la funcion implicita de X :

2 2 2 2 2 ,.2
b™x"+a™~y =a"-b

Solucion :  Calculemos la primera derivada :

d 2 2 2 2 d 2 .2
—Ab"x" +a"- = —.a"-b
¢t aty) = L)
2-b2-x+2-a2-y-(ﬂj =0
dx
2
es decir . . . ﬂ = — E *)
dx az.y

Derivemos otra vez tomando en cuenta que la variable y sigue siendo una funcion implicita

de X :

Pedro Ferreira Herrején 281



Calculo de una variable

oy
&zw)__g dy) _ d | (b%x)| _ b"| Tdx T dx
dX2 dx \ dx dx a2. y a2 y2

substituyendo aqui la expresion (*) para la primera derivada y simplificando resulta. . .

b%-x
2 2| YTX| =2
d-y _ -b ' a-y

2 2 2

& a y (y*a*)

L (bz‘xz + az_yz)

2 2 2 2 2 .2 e e
Pero b™-x"+a"-y" = a"-b"~ eslafuncién inicial, de modo que ...

diy o? a’b’) _ —b*
?__. 3 4| 2 3
X y-a a“y

Calculando ahora la tercera derivada se obtiene . . .

ERTE REYE A AT
dX3 dx dx2 dx a2.y3 a2.y4 dx

y al substituir la expresion (*) de la primera derivada queda :

dy _ b* [ bix) b°
e =3 __3'<4 5)'X
X a~y | a“y a-y

Ejemplo 46. Determinar la segunda y la tercera derivada de la funcion implicita de X :
y(x) = tan(y(x) +x)

Solucion : La primera derivada es :

di(y(x)) = i-(tan(y(X)JrX))

X dx

dy 2 ) ﬂ

& o] (G
dy

y despejando — resulta. ..
dx
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dy | sect(x+y) _ 1+tan’(x+y)

dX 1 -sec’(x+Y) tan”-(x + v)
('se ha usando la identidad : tanz-(a) +1= Secz( a) )

Si ahora se substituye la funcién inicial : y = tan(y + X) , queda. ..

entonces la derivada de segundo orden es :

d’ d [ - d
YLy - _H(d_g
dX X y X

y substituyendo ahora la expresion de la primera derivada queda . . .

<

dy = 2\ (1 B (1+y2)
32
dx y ) \y y

Calculando la derivada de tercer orden :

Al substituir la expresion de la primera derivada y simplificar resulta . . .

5 1 2 4 (1
,,  e(E e (E )
d-y _ y y

3 > 5\ 2
dx (v)

(8:y? +5+3Yy)
8

y
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4.8c) Derivadas de orden superior para una funcién dada en forma paramétrica .

X = o(t)
y = w(t)

o_|o_

X |<
|
TN
2|
N~

De la funci6n paramétrica : ( ] se sabe que su primera derivada es

derivada de segundo orden se calcula derivando una vez mas ésta Ultima expresion :

dy d
dX2 dx

dy dy
dt d dt dt _

—Z | = — || — (‘aplicando la " regla de la cadena ™ )
dx dt | [ dx
dt dt

Aplicado ahora la regla para la derivada para un cociente de funciones asi como la regla de la derivada de

una funcion inversa. resulta . . .

dx[d (dy)] dy[d (dx dx (d*y) dy [d°x
dy | dt|dt\dt/| dt[dt | adt (ﬂ): dt \ dt* ) dt { dt® 1

dx

(5 &

Si se denota como subindice la variable respecto a la cual se deriva , el resultado anterior queda expresado
simplemente como . . .

Xt Vit — Yt Xt-t
Yox = ————— (4.13)

(x)°

Siguiendo el mismo procedimiento se calculan las derivadas de orden mayor de una funcion paramétrica.

x(¢) = 2:a-cos(¢) (1~ cos(g)) }

Ejemplo 47. Calcular la segunda derivada de la Cardioide : {
y(¢) = 2-a-sen(¢)-(1 - cos(g))

Solucion :  Calculando la primera derivada . . .
dy d
— —-| 2-a-senl ¢)-\ 1 — cos
o 4 aglesnld 6ol

ix G_;] di¢.[2.a.cos(¢)‘(l—C03(¢))]
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resulta :

ﬂ _ z.a-cos(g/ﬁ).(l—cos(gzﬁ))+2-a'sin(¢)2

dx —2-a-sen(¢) + 4-a-cos(¢)-sen(¢)

— 2:C0S ( )+1] _ cos(¢)—[2-cos (¢ —1]

2-a [cos _

2-a-sen )( 1+2cos(¢)) —sen(¢)+2-sen ¢) os( )

(9)
(
REre=c)
('se han usado las identidades :

cos(2-¢) = 2-0052-((,/5) -1y sen(2-¢) = 2-sen(¢)-cos(¢)

para simplificar el resultado )

Finalmente, racionalizando el denominador vy el T
numerador se obtiene . ..
dy _ sen(¢) +sen(2:¢)

cos(¢) + cos(2-¢)

Para calcular ahora la segunda derivada, usemos
la "regla de la cadena™ , y la derivada de una
funcion inversa.. . .

oo e

_ d (—cos(g) +cos(29)) 1
( sen(g) —sen(2g) j ( ¢j

_ 3:(1-cos(g)) 1
) { (sen(g) - sen(i- 9)’ }'(—2'3'5‘3”(@ + 2-a-sen(2-¢))

] { z.a.<§;ﬁ?¢;cfiii’2.¢»s}
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x(¢) = arctan(p) ]

Ejemplo 48. Calcular la segunda derivada de la curva paramétrica : { 5
y(g) = n(1+¢’)

Solucion :  Calculando la primera derivada . . .

d d
b4 —-In(l + (pz) T il
dy \de) d¢ 2
dx dx d 1
— —-arctan((p) !
do do |
29 ] i
G, ;
1] : —
(1447)
de manera que la primera derivada aumenta linealmente y por lo tanto, la segunda derivada es
constante.
EJERCICIO 4.3.
Hallar la derivada del orden indicado para cada funcion .
\Y 5
1 y(x) = 2% Ly 2. y(x) = X Ly
3. y(x) = x° yVI 4. y(x) = w/a2 X y"
X’ v
5 y(X)=—— ; 'y 6. y(x)=tan(x) ; y™
1—-X
1 —
7oyw=— oy 8.y =xsen(x) ; y"
1+X
_ Cd X = Y0 "y
9. p(¢) = tan(¢+p) ; S 10. e"+x=¢e""" +y(X) >
d dx

1. Y +xX’ —3axy=0

d2y o [x(t) = a-(t — sen(t)) } | d2y
y(t) = a-(1 - cos(t)) dx’
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Calculo de una variable

. [x(t):a-cos(t)j Cdhy
vy =asen()) @l

Respuestas Ejercicio 4.3 (problemas impares )

4 6
p .4y = b 3. d_6y = 720 = (6)!
dx 8+/x’ dx
d* 4! d". n!
5. 4y = - 7. —ny = 2'(_1)n'—n+1
dx (1-x) dx (X +1)
3 2 4 2 3
9 dp _ 2\5+8p +3p 1 d~y  2a-xy
d¢3 p8 dX2 (a.x — y2)3
3
3 IV 5 s
dx® az-(sen(t))5
Respuestas Ejercicio 4.1 (problemas pares )
, (dfj_ x* . (dfj_ X+ 1
x|~ ( ——\5 S TV B
dx ( \/x2—+1) dx X — 1
6. 9= 22X o [0 a-xe?”
dx a-+x dx
10. (d—fj = ! 12. (d_fj = 2
N 1+ dx a’+x
df \ _ cos(2-x) df \ 1
14. (&j = ’ 16. (&j - -
sen”-(X) (1 +X)/x
18. (j—fj = sen(zx) + zx'x.ln(z)'cos(zx) 20. G—f] = x-10(X3)-(2 + 3~x3'ln(10))
X X
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Calculo de una variable

Respuestas Ejercicio 4.2 (problemas pares )

3
zﬂ__z 4 ﬂ:_i 6 ﬂ_ y
dx X dx y dx 2-3xYy
g W_ 2 o, Yo, ! o Y- -l

dx  (t+1) x ot

x
wcn
=

Respuestas Ejercicio 4.3 (problemas pares)

(_12)

, Sy _ e %) L Py &

d 1% & f2)

d3‘y 2 4 T T
6. —— = 2+8-tan(x)” + 6-tan(x) 8.y = x-sen| Xx+n-—|—n-cos| X+n-—

dXS 2 2

d’y (ex+y— 1)-(ey—ex) d’y 1
10. | > = 3 12. > = .

X (ey N 1) dx°  a(1-cos(t))
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Calculo de una variable

Capitulo V
Aplicaciones de la Derivada

51 AI’IQU|0 entre curvas .

El 4ngulo entre las dos curvas dadas por las
ecuaciones: y; = f(X) , Y, = g(X) que se cortan

en el punto P(xo,yo) , esel angulo positivo

entre sus tangentes en ese punto de interseccion, es
decir :

v=p-4d

Las pendientes de las rectas tangentes T, y T, a

las curvas en el punto P(x0 , yo) estan dadas por :

tan(6) = (% j \
Xo f(x)
tan( ) = (%j

(el valor de sus derivadas evaluadas en tal punto de interseccién )

my

mo

0

Por lo tanto, el angulo entre las curvas en ese punto es . ..

&) |- (&)
arctan| | — —arctan| | —
dx y dx y

donde el subindice en las derivadas significa que se deben evaluar en el valor x = X, .

p=lp-d = (5.1)

También es posible usar la identidad trigonométrica para la tangente de la diferencia de dos 4ngulos, junto con
la interpretacion geométrica de las derivadas de f (x) y g(X) para obtener :

tan(p) —tan(6) _ ( mz—mlj i} 1(33)(31]

tan(¢ - 6) = 1+ tan($)-tan( 6) 1+ Mmym, + (@j(ﬂj
dx) \dx) Joy

es decir :
dg) (df
dx dx
EIE

dx J \ dx x=x,

W= |¢—0| = arctan (5.2)
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Calculo de una variable

Con cualquiera de éstas dos formas se puede calcular el angulo de interseccion i entre las curvas dadas por
yi= f(x) y y2 = 9(x)

Ejemplo 1. Hallar el angulo de interseccién entre las curvas:

f(x) = X =X —6X+10 y g(x) = X +5X—2

Solucion : Lo primero que debemos saber es si las curvas se intersectan o no.

En un punto de interseccion las coordenadas de ambas curvas valen lo mismo, asi que para
encontrar un punto tal, igualamos las ecuaciones de las curvas y resolvemos para la variable

independiente, es decir : f(x) = g(x) implicaque...
X=X —6:X+10 = X* +5X—2

y las soluciones de ésta ecuacion,son: X = -3, X=1Yy X = 4 ,demodo que los
valores correspondientes de las funciones en esos puntos son :

f(-3)=9(3)=-8 ., f()=9@0)=4 vy f(49=9(4)=34

Las curvas se intersectan entonces en los
puntos: A(-3,-8) ; B(1,4) vy
C(4,34) , tal como se puede apreciar en 20T

la figura de la derecha
30T C
Por otra parte, las derivadas de las
funciones son : ot
m, = tan(H) = OI—f-(x)
dx 1R B
= 3x" —2x-6 : : : : : |
d -5 -3 -1 1 3 5
2~ LA G -10—
m, = tan(¢) = dxg (X)=(2-x+5) A

y evaluandolas en las intersecciones resulta:

0= atan(ml)
(—3,-8) | 3(-3)?-2(-3)-6=27 | 87° 52" 44" [2(-3)+5=-1 135° 47° 7' 16"
(1,4) 3(1)?-2(1)-6=-5 | 101° 18' 36" | 2(1)+5=7 | 81° 52 12" 19° 26' 24"
(4,34) 3(4)2—2(4) — 6 = 34 88° 18' 55" 2(4) +5=13 85° 36'5" 20 42" 50"
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Calculo de una variable

Ejemplo 2. Hallar el &ngulo de interseccion entre las curvas:  f (X) := 1— X g(x) = X —1

Solucién :  Los puntos de interseccion se determinan resolviendo la ecuacién :  f (X) = g(X) , es

decir . ..

2
1-X

=x -1

de donde se obtieneque X =+1.

Los valores de las funciones para éstos valores de X son . ..
f(1)=9(@) =0 y f(-1)=9(-1)=0

Las curvas se intersectan entonces en los

puntos: A(1,0) y B(-1,0)

De las derivadas de las funciones y su 1
interpretacion geométrica se obtienen las
pendientes de las rectas tangentes de las curvas
en los puntos de interseccién . . .

df (—2:x) -17

m;, = tan(é’l) =

dx

dg

dx

m, = tan(ez) = (2-x)

En el punto de interseccion (1,0) resulta: m; = —2 ; m, = 2, asi que aplicando la ec.

(5.2) se obtiene . . .

My —my
= |¢5—0| = arctan
1+ my-my

= |63° 26' 6" — 116° 33' 54" | = 53° 7' 48"

Por simetria, éste es el mismo angulo de corte en el punto (—1,0).

5.2 Ecuacion de la tangente vy la normal . Longitud de la subtangente y de la subnormal .

De la interpretacion geométrica de la derivada, es posible encontrar facilmente la ecuacion de la recta
tangente a una curva dada y = f (X) en uno de sus puntos P(xO , yo) :

: . _ df . :
La pendiente m de tal recta tangente es igual a la derivada d_ de la funcion en ese punto, asi que
X

substituyendo en la forma "punto pendiente” para la ecuacion de una linea recta se obtiene :
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Calculo de una variable

(y=Y0) = m(x=x) = (j—ijx (x=%) (53)

0

dx

df
Es la ecuacion de la recta tangente AT , donde (— significa evaluar la derivada de la funcién f (x)
Xo

con el valor X = X,

La recta normal CN se define como la recta que es
perpendicular a la linea tangente de la curva en el
mismo punto P, y por lo tanto su pendiente se

relaciona con la pendiente m de la tangente por . . .

De éste modo, la ecuacidn de la recta normal es
entonces :

Y=Y = c;—l '(X—Xo) (5.4)
(5,

la longitud del segmento AP de la recta tangente se llama_longitud de la tangente y su proyeccion AB sobre
el eje X se denomina longitud de la subtangente .

La longitud del segmento PC de la recta normal se llama longitud de la normal y su proyeccion BC sobre
el eje X se llama longitud de la subnormal .

Para determinar éstas longitudes, notese que los tridngulos APB y BPC son rectos y semejantes. De ellos se
deduce que. . .

e BP =y, . Ademas, lapendiente de la rectatangente alacurva y = f(X) en x = X, esla

derivada de la funcién f (x) evaluadaen x = X, y se deduce que :

wir-(5)-(2),

En consecuencia, la longitud de la subtangente: St del segmento AB es.. . .

BP
tan(o)

| (55)

(&),

0
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De manera semejante, en el triangulo BPC se tiene que . . .

wir-(5)-(2)

y en consecuencia, la longitud de la subnormal Sy del segmento BC es. ..

y (dfj
ol —
dx «

Ademas, del teorema de Pitagoras aplicado a los triangulos rectos APB y BPC en la figura anterior se

BC = Sy = |BP-tan(o)| = (56)

0

pueden calcular también las longitudes T = AP 'y N = PC de latangentey de la normal
respectivamente :

_ 2 2
P = /(AB)? + (BP)® = o -1-(y0)2 ,estoes: T = |y0|- 14| —1 (5.7)

&
dx .

i
dx ),
0
y también . . .

PC = /(BO)® + (BP)” = /{yo[;j_fj } +(yo)" v esdecir N = |yl
Xy,

Ejemplo 3. Hallar la ecuacion de la tangente y de la normal, asi como las longitudes de la tangente, la
subtangente, la normal y la subnormal para las siguientes funciones en el punto indicado.
3
a) f(x)=x";en(1,1)
2 2
b) X -y =5 ; en (3,2)

(x(t) = a-cos(t)} s
C) rent=—
y(t) = b-sen(t) 4

Solucién: a) Laderivadade f(X) evaluadaen X = 1, determina la pendiente m de la recta
tangente a la curva en ese punto, esto es :

y se obtiene:  m = tan( 6’) =3.
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Calculo de una variable

Como la recta tangente pasa por el punto (1,1), la ecuacion punto-pendiente para ésta
rectaes:
es decir:

y—1=3(x-1) y=3x-2.

La recta normal pasa por ese mismo
punto pero es perpendicular a la recta 3T

tangente y tiene una pendiente igual a Sormal

-1
m
por lo tanto, su ecuacion es. . .

_ -1
3.

- [_1\ B -2 -1 0 1 2 3
y—1 73 (x-1) A
esdecir 3:y+X—-4=0. o fengente
y en el punto (xo,yo) = (1,1) las 5l
longitudes buscadas se calculan como
sigue . . .
Yo 1
ST = = = |-
df (xo) df (1)
dx dx
df (x df (1
S PG PNCACIT
dx dx

dx

N = |yo|- /1+ (df(g)):o))z = y1+(3)° = V10

b) x2—y2: 5; en(3,2) .
Esta es una funcion implicita. ( Representa una hipérbola horizontal con centro en el
origen de coordenadas ) . Su primera derivada es :

2:X — 2-y-(?} =0 es decir % = (i)
X X y

_ 1 z (1) _ 10
T= |yo|- 1+ W _/1+k§) = e
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Calculo de una variable

Asique enel punto P(3,2) se
tiene

dy _ 3

dx 2
Este es el valor de la pendiente de
la recta tangente que pasa por P.

La ecuacion punto-pendiente de ésa
recta tangente es por lo tanto :

= 3y
y—2= 2(>< 3)

esdecir: 22y—3:X+5=0 .
En cambio, la recta normal, por ser perpendicular a la recta tangente, tiene una pendiente de

2 ., 2 .
— ¥ suecuacion es y—2= (—5)-(X—3) esdecir 3y+2X—4=0.

En el punto P(3,2) , las longitudes de los segmentos buscados son entonces :

Yo 2

St=|——| = E
\2)

(@)

) e

( Estos resultados se pueden comprobar facilmente por trigonometria de los triangulos
rectos que se forman con éstas longitudes.. j Compruébelo !)
V4
c) x(t) = a-cos(t) , y(t) = b-sen(t); en t = "
Se trata ahora de una funcién paramétrica y las coordenadas rectangulares del punto de

tangencia P(x0 , yo) se calculan evaluando la funcién cuando el pardmetro vale t = — :
4
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Calculo de una variable

T . a
Xo = a-Ccos| — |, esdecir X, = —
4 \/E

b-sen(%z) : \2

Yo es decir y, = —

Ademas, la derivada de ésta funcion paramétrica es :

dy
dy _ (Ej _ _ ( b-cos(t) j _ (_gj_cot(t)
dx dx —a-sen(t) a
&)

La pendiente de la recta tangente a la curva en el punto P, se obtiene evaluando ésta

d
a~(b-sen(t))

d
a~(a-cos(t))

. T .
derivadaen t = Z , 'y se obtiene . . .

(ﬂj = _E.Cot (Z) - _E _ Tangente
dx p a 4 a +
Asi, la ecuacion punto-pendiente de la , . . . . .
recta tangente es : ' ' ' ' ' !
b (b a T
y - ﬁ - _g . - E 1 Normal

estoes: y = (—E)-X—i-\/ib
a

La recta normal tiene una pendiente que es al inverso negativo de la pendiente de la recta
tangente y su ecuacion punto-pendiente es por lo tanto . . .

)

Las correspondientes longitudes de la subtangente S, tangente T, normal N y

subnormal Sy son entonces . . .
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5.3 Tangente y Normal , Subtangente y Subnormal en coordenadas polares .

Dada una curva polar r = f (9) , la recta tangente
PT en el punto P(r, 9) , larecta normal NP
perpendicular a la tangente y larecta NT

perpendicular al radio polar OP se usan para definir
los siguientes segmentos :

e PT : longitud de la tangente .

e OT : longitud de la subtangente.
e NP :longitud de la normal.
e ON : longitud de la subnormal .

e OP : longitud del radio vector.

cuyas longitudes se calculan sabiendo que el angulo - entre la tangente a la curva en un punto dado y su
radio polar respectivo se obtiene de:

r
dr
do
De la figura anterior, los triangulos TPO y PNT que forman la tangente, la normal y el radio polar, son
rectos y semejantes y se deduce entonces que . ..

tan( ) =

tan( w) = % y por lo tanto, la longitud S de la subtangente OT es:
st = [oPtan(y)| = |rtan(y)|
OP .
tan( 1//) = oN y por lo tanto, la longitud Sy de la subnormal ON es:
Sy = OP _ r
" Jtan(y) tan( )

Por otra parte, del teorema de Pitagoras aplicado a los triangulos rectos TPO y OPN se obtienen las
correspondientes longitudes de la tangente (T ) y de lanormal (N) :

Pedro Ferreira Herrején

297




Calculo de una variable

1 =77 = {07 + (0P = {rtan(p)"+ 7 = |t] sy

A 2 2 _ |2 r ? ) 1
N = NP = /(OP)? + (ON) —/r +(tan(w)) "] 1+—tan2.(w) (5.9)

Ejemplo 4. Hallar las longitudes de la tangente, la subtangente, la normal y la subnormal , asi como el
z . 2 2
angulo que forma el radio polar con la tangente para la curva polar r” = a ~Cos(2' 9)

V4
cuando @ = e

Esta funcion polar implicita se llama
Lemniscata de Bernoulli y su
derivada esta dada por :

Z_r(:_rej = a*(-2:sen(2 6)) T oo e
N

de la cual se obtiene que :

Solucién :

r
tan(y) = ( dr]
d 2 Lemniscata de Bernoulli
2
_ r _ a 'COS(Z' 19) _ —COt(Z- 9)
(—az'sen(z- e)j —a2~sen(2~ 9)
r

de modo queen @ = g queda :
-1
tan( ) = —cot(z-f) -
6 \/3

2-7T a
r=a fcos| — | = —
6 \/E

Por lo tanto las longitudes de los segmentos buscados se calculan aplicando las formulas

(5.9) anteriores y son :

298
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Calculo de una variable

T = |r|+/1+tan*(y) =

) -
() = el 2
3 3

a

V2

N = |r| 1+; =
tan” ()

w
_i
]
—
—
QD
>
—_
S
1

w
=z
1
[EEN
11
77\
el
Ne——

5.3a) Ecuacion polar para la recta tangente vy para la recta normal .

Para determinar la ecuacion polar de la recta tangente a la funcioén polar r = f (9) en el punto

PO(R,a) , en el cual el angulo entre el radio polar R y latangente NP, es y , tracemos la recta

ON perpendicular a la tangente desde el polo y cuya longitud es a , como se indica en la siguiente
figura :

Un punto P(r, 6’) sobre la recta tangente
determina el triangulo recto NOP para el que:

_ ON _ . a
sen( ) = P (0
es decir . . .
— a *
AQ_%M@ (*)

y del tridngulo OPP,, es claro que :

b= (6-c)+ (x- )
por lo tanto:
sen(¢) = sen[ 7—(a+ w—-0)] = sen(a+ y-0)

Por otra parte, del triangulo recto ONP,, se deduce también que . . .
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Calculo de una variable

a= R~sen(;z— l//) = R.sen(t//)

asi que substituyendo en laec (*) obtenemos la ecuacién polar de la recta tangente:

r(@) _ R~sen(z//)

5.10
sen(a + - 0) ( :

Para obtener la ecuacion polar de la recta normal que pasa por el punto P, , s6lo es necesario sumar 90°
al angulo y que forma la recta tangente con el radio polar, y queda :
R-sen( y + 90°) R-cos( v)

(9 sen(a+ y+90°-0)  cos(a+y—6)

Ejemplo 5. Hallar la ecuacion de la tangente y la normal de la Cardioide r( 9) = a-(l - COS( 9))
en los puntos donde su radio polar forme un angulo de 45° con la recta tangente .

Solucion :  Para encontrar los puntos de la Cardioide donde = 45° = Z , €S necesario

r(0)

5

resolver para € la ecuacion : tan( 1//) =

de la cual se obtiene que . . .

tan(z) = a.(l — COS( H)) esdecir 1= 1-coRo COS( 9)
4 a-sen( 9) sen( 0)
Resolviendo ésta ecuacion trigonométrica resulta ) =0 o O= g

Los correspondientes valores del radio polar para éstos angulos son :

r(o) = a-(1—cos(0)) = 0

{&)-ele-els)) -

* hagase sen(@) = X y Usese la identidad cos( 0) = \/1—sen2( 0) = \/1—x2 resultando la

2
ecuacion: X = 1 —/1— X que equivale a la ecuacion cuadratica: («/1 - x2> =(1- x)2
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Por lo tanto, los puntos buscados normal
sobre la curva son (0,0) y tangente
V4
(a’_j .
2
' T
Substituyendo R = a, a = >

eje_polar

T .
Y = z en las ecuaciones

(5.10) y (5.11) paralarecta
tangente y la recta normal se
obtiene:

T(6) = R'Sen(‘”) - G)

sen(a+ y—-6 sen(ﬁ T )
4

_ ﬂ I
1 s(6) +sen(6)) cos(6)+sen(49)

N(6) = COSF(Q;:T(WWE 0) ) <:os,<E':;OJSF(;j 6’) ] ) iCOS(e)

cuyas gréaficas se muestran en la figura anterior .

. . . 1
Ejemplo 6. Hallar las ecuaciones para la tangente y la normal de la elipse r( 6?) =

3
1—E~cos(9)

en @ = 131°

Solucion :  Dado que se conoce el angulo o = 131° , s6lo hace falta determinar R y el angulo i :

R=r(a)= ! = 0.7175
1- %cos(mf)
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v = arctan ( I’( 9) j = arctan 1 (_5 + 3'COS(1310)) = _79°
r(6) =131° 3 sen(131°)

la ecuacidn de la tangente es entonces. . .

T(6) = R-sen(y) _ (0.7175)-sen(=72°)
sen(a + - 9) sen(59° - 19) normal tangente
_ —0.682
sen(59-° — 6) \131"
y la ecuacion de la normal es : h 0 —
eje polar
N(@) _ R'cos( z//) _ (o.7175)~cos(—72 )
cos(a + y - 9) cos(59° - 9)
_ 0.222
cos(59-° — 6’)

5.4 El diferencial de una funcidn vy su interpretacion geométrica .

df (x)

dx

Si representa la derivada de la funcion f (x) para un valor particular X ysi Ax esel

incremento de la variable independiente, entonces el diferencial de la funcion, el cual se suele representar

con el simbolo df (X) se define como :

df (x) = (ﬂjnx (5.12)
dx

En particular para la funcion identidad : f (x) = X, se tiene que :

df(x): % 4
dx dx

y de la definicion anterior puede expresarse como: dx = (1)-Ax

es decir , la diferencial de la variable independiente es idéntica a su incremento (dx = AX), por lo tanto,

si 'y = f(x) esunafunciénde X, su diferencial se puede escribir también como . . .

dy = (ﬂ)dx (5.13)

dx

es decir, " la diferencial de una funcion es igual al producto de su derivada por la diferencial de su
variable independiente **.
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Si se considera el arco PQ delacurva y = f(X),y
se aplica la interpretacion geométrica de la derivada en

elpunto P ...
(ﬂ) = tan(@)
dx

se deduce que :
PR = MN = Ax = dx

y por la definicién de la diferencial de una funcion :

dy = (ﬂj-dx = tan(H)-dx

dx

que se traduce geométricamente como . . .

(Rs)

dy = —=-(MN) = (Rs)

(Pr)

Por lo tanto, el diferencial dy de lafuncién y = f (x) eselincremento de la ordenada de la recta

tangente a la curva, correspondiente al incremento AX .

Nétese que el incremento de la funcién Ay representa una cantidad distinta al diferencial dy puesto que :

ay=f(x+ 29 - 19 = (NQ) - (NR) = (RQ)

y es claro que (RS) #* (RQ) ; sin embargo, cuando AX— 0, éstos segmentos son aproximadamente
iguales porgue (SQ) — 0 porque.. ..

4y _ (RQ) _ (Rs+sq) _ (Rs) (s
A (an) - (an) ()

y de la definicion de derivada . . .

%) o (2] - |l m [2]]
(&) (2

_(sq
de donde se concluye que : lim :Q =0.
MN—o \ MN
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Este resultado significa que si el incremento  Ax de la variable independiente es
con el valor de x ), entonces. ..

pequefio " ( comparado

" el incremento de una funcion es aproximadamente igual a su diferencial *.

Ay ~ dy

Esta caracteristica permite obtener un valor aproximado del incremento real de una funcién cuando su
célculo directo resulte complicado o laborioso .

En conclusion, Ay = dy equivalea ...

f(x+4x) — f(x) ~ (%j.dx

o bien:

f(x+Ax) ~ f(x)+(j—f)¢lx (5.14)
X

Lo cual significa que la derivada de una funcién f(x) nos permite obtener un valor aproximado para la
funcién en el punto (x + AX) si el incremento Ax y el valor de la funcién en X se conocen.

Noétese también que cuanto més pequefio sea AX , mas cercano sera el valor aproximado dy al valor real

Ay de la funcion

Ejemplo 7. Hallar los valores aproximados de sen(60°-03") yde sen(61°), sabiendo que :

o \/5 o — 1
sen(60°) = 2 = 0.866025 y cos(60°) = >

- > : . df , :
Solucion :  Lafuncién f (X) = sen(x), tiene por derivada ™ = c0s(X) , asi que substituyendo
X
en laférmula (5.14) para el diferencial , se obtiene :
sen(x + Ax) ~ sen(x) + (cos(x))-Ax

Para realizar éste calculo, es necesario transformar a radianes el argumento de las
funciones, dado en grados.

0 0/ .
60° 03' = 600+[6?;\ - (60+2) (2”) = g+L

3600

V4 V4
Por lo tanto, tomando X = — y AX = —— resulta:
3 3600
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T T T T T 3 1 T
sen| — +——| =& sen| — | +CoS| — || — | = =+ =+ —
(3 3600) (3) (3) (3600) 2 2 (3600)

0.8664617

El valor exacto calculado a 7 cifras decimales es : 0.86646141 que difiere muy poco del
valor que hemos calculado de manera aproximada usando el diferencial. De manera
similar :

of 27 T V4
61°=60°+1°=(60+1)~( j=(—+—)
360° 3 180

T .
y tomando ahora Ax = 1° = ETad , Se obtiene :

T T T T T 1 T
sen| — +—| = sen| = | +cos| = || — | = — + =:| —
(3 lSOj (3) (3) (lSOj 2 2 (180)

= 0.8747521

&

El valor exacto a 7 cifras decimales es 0.87461971, que difiere en forma méas notable del

valor aproximado, comprob&ndose asi que cuanto menor sea el incremento  AX, tanto mas
precisa sera la aproximacion calculada por el diferencial, al valor real de la funcion .

Ejemplo 8. Calcular el diferencial dy y el incremento Ay de la funcion y(X) = X°

Solucién:  El incremento de la funciones . . .
Ay = y(x + Ax) -y(x) = (x + Ax)3 X

= 3XAX+ 3-x-(Ax)2 + (Ax)3

por otra parte . . .

_(4lx)

dy = | ——= |[-dx = 3x-dx = 3X-AX
dx

y como se puede apreciar en la figura siguiente, el diferencial dy corresponde
geométricamente al incremento de las caras laterales de un cubo de lado X; pero difiere
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del incremento Ay de la funcion, en:

e ¢l volumen de las tres aristas

2
rectangulares de volumen x-(AX)

AX AX

. 3
e mas el volumen (Ax) de un

pequefio cubo de lado AX.

Estos son precisamente los términos
2 3 .
3xAX y (Ax)” delincremento Ay »

Ejemplo 9. Calcular el aumento aproximado de volumen de una esfera de radio 5-cm cuando su radio

aumenta en 0.03-mm

Solucién :  Elvolumen V de una esfera es una funcion de su radio r y esta dado por :
4 3 . . .,
V(r) = 37 r’ ,demodo quesi r cambiaen Ar, lavariacion exacta del volumen

de la esferaes :

AV = V(r+Ar)—V(r)

|—f-7r~(r+ Ar)3 - g-zz-r?’—|

|3 |

(4- s rz)'Ar + (4- Vg r)-Ar2 + (g-ﬂ)-Ar3

Una aproximacion de éste cambio se obtiene calculando la
diferencial de la funcién V (r) :

dv = (dv(r)j-dr = B—(g-mfﬂ-dr = (4~7z~r2)~dr
r

dr

Notese que éste es solamente el primer término de AV .
Asi por ejemplo,con r = 5-cm y Ar = 0.003-Cm , Se obtiene :

dV ~ | 4-(3.141502)-25.cm* (0.003-cm) | = 0.9424776-cm"
Un célculo exacto para el cambio de volumen es AV = 0.943043-cm° .

La diferenciaentre dV y AV se debe a los términos de 2° y 3* orden en Ar, los
cuales no aparecen en el diferencial dV .
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Debido a que la diferencial de una funcion se define como el producto de su derivada por la diferencial
de su variable independiente , se deduce que . . .

Las formulas inmediatas para las diferenciales se obtienen de las correspondientes
formulas de derivacion inmediata.

Basta multiplicar cada una de las reglas inmediatas de derivacion por el diferencial de la variable
independiente ( dx) para obtener la correspondiente férmula de diferenciacion .

Por ejemplo para obtener la diferencial del producto de funciones y(x) = u(x)-v(x) ...

e se aplica la definicidn de diferencial :

dy
dy = | — |-dx

e secalcula la derivada del producto u(x)-v(X) :

dy = u-ﬂ+v-% dx = u| — dv -dX + v- au -dx
dx dx dx dx

N du dv i _
e pero por definicion d_ dx y d_ -dx son los diferenciales duy dvde uy v
X X

respectivamente, asi que se obtiene la formula para el diferencial del producto de dos funciones:
d-(u-v) = (u-dv + v-du)
Obtengamos ahora por ejemplo la expresion para el diferencial de una funcién compuesta :

e Sean y= f(u),u= @(x) estoeslafuncién compuesta y = f(gp(x)). Aplicando la regla para
la derivada de una funcién compuesta se obtiene:

dy _ (dfj (duj codear | W (df (u)j(d(p(x)j
dx du /) \ dx dx du dx

e yeldiferencial queda. ..

o= Qo= (L2} 2o

]dx es el diferencial dg(x) = du de la funcién ¢(x), por lo tanto:

e (dfd(u)j

e pero por definicién, (
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El diferencial de una funcién compuesta tiene la misma forma que tendria si la variable intermedia u fuese

la variable independiente X. En otras palabras, el diferencial de una funcién compuesta es independiente de

la variable intermedia

Las formulas para las diferenciales inmediatas se pueden calcular de manera similar y son las siguientes :

DIFERENCIALES INMEDIATAS

I d-c =0 (c esunaconstante)XI d(cot(u)) = |:—csc2~(u)]~du

. d-x= Ax XI.  d(sec(u)) = sec(u)-tan(u)-du

. d-(u-v) = (u-dv + v-du) XHI. d(csc(u)) = —csc(u)-cot (u)-du
du

IMa. d-(c-v) = c-dv (cesconstante) XIV  d(arcsen(u)) =
1-u

A2 d-(ﬁ) _ vdu-udv XV.  d(arccos(u)) = — au

v v’ 1-u
V. d.(u”) = nu™.dy XVl d(arctan(u)) = au >
1+uU

vi. d(a") = aIn(a)-du xvII. d(arccot(u)) = - —U 2
1+u

Via. d(e“) = e.du XVIIN. d(arcsec(u)) = au

2
uu -1

VL. d[loga-(u)] = du _ |oga.(e).(d_l:1j XIX d(arcesc(u)) = _[Lj

In(a)' u U — 1

Vlla. d(In(u)) = d—L:J VIl d(sen(u)) = —sen(u)-du

IX. d(cos(u)) = ﬁd—u” = Ioga-(e)-(d—ljjj xX. d(tan(u)) = [ sec®(u) |-du
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_ xIn(x)

Ejemplo 10. Calcular la diferencial de las funciones y(x) siguientes :

+1In(1—x) b) x2—2-x-y— y2 =a o y = é-tane’(x) + tan(x)

Solucién :

a) Apliguemos la definicion de diferencial y las formulas de derivacion inmediata . . .

dy
dy = | —= |-dx
(3

_d (X-In(X)

dx\ 1—-X

+ In(1—x)j'dx

(1- x)-(j_x-ln(x)j - x-In(x)-g—X(l %) 3_)((1 %)

= X + 'dX
(1-x)° (1-%)
_ (1= %)-(1+ In(X)) + x-In(x) T Y
i (1-x)° (1-X%)
_ [ In(x) }dx
| (1-%°

b) En este caso, primero se debe derivar en forma implicita :

L (¢ 2%y - y097) = 0
dx
2:X—2-y(X) — 2-x-(%) - 2-y(x)-(%) =0

X—y
X+Yy

d
resolviendo para la derivada . . . d—y = (
X

d X —
dy = _y .dx = _y .dx
dx X+Yy
c) Definamos la funciéon u(x) = tan(x) y apliquemos la férmula para obtener la
diferencial de una funcién compuesta :

j y finalmente . . .
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dy = dr%~tan3(x) + tan(x)} = %(u? + u)du

(u2 + 1)-secz'(x)'dx

[ tan? (x) + 1]-sec® (x)-dx = sec®(x)-dx

5.4 a) Diferenciales de orden superior .

La definicion de diferencial puede ser aplicada repetidamente para obtener el diferencial de orden
n-ésimo de una funcién, dado que el incremento dx de la variable independiente X no depende de X .

Asi, la diferencial segunda o diferencial de segundo orden: d(dy) de lafuncién y = f (X) se denota

2 .
por d”-y vy se calcula como sigue :

d>y = d(dy) = {d— (dy)}-dx (de acuerdo a la definicion para el diferencial de dy )
dx
aplicando ahora la definicion para la diferencial de y resulta :

d’y = d—{(ﬂj-dx}dx = (Mj.(dx).(dx)
dx| \ dx dx®

El producto (dx)-(dx) se denota usualmente por dx® y la diferencial de 2° orden queda expresada por:

2
d?y = [ LY
dx

Similarmente, la diferencial tercera o diferencial de tercer orden : d(d(dy)) = d*. y se calcula como:

3
d3.y: d_3y .dx3
dx
dn~y

. . L n n

y en general la diferencial de n—ésimo ordenes: d -y = | — [-dX
n
dx

INTERPRETACION : la derivada de orden n es el cociente de las diferenciales correspondientes de

orden n es decir. ..

r=Y L = IY f My = 4
dx dx?
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EJERCICIO 5.1

1. ¢ Qué angulo forma con el eje X latangente a la curva y(X) = X — x° en X =17

2. ¢ Qué angulo formalacurva y = e* con larectavertical X = 1 ensus puntos de interseccion ?
B 2
3. ¢ Enquepuntos latangentea y = X* — 7-X+ 3 esparalelaalarecta 3:X+y—-8=0 ?
ny . 2
4. Hallar la ecuacion de la pardbola y = a-x” + b-X + € que es tangente a larecta 2-X —3-y = —1

5. Hallar los puntos de lacurva y = x> — x> —3-x+1 donde su tangente sea perpendicular a la recta
X+2y—1=0

6. ¢ Enqué puntos de la curva y2 =2x° la tangente es perpendicular a la recta 4-X —3-y+2 =0 ?

Escribir las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva dada en el punto indicado :

7. y(X) =X +2x° —4X-3 en x=-2 8. y(x) = Yx—1 en x=1
9. y(x) = tan(2-x) en x=10 10. y(x) = arcsen(2-x—1) eneleje X
a
1. y(x) = In(x) eneleje X 12 p(@) = —0 en cualquier punto

(1-x)

13. y4 = 4"+ 3:x-yenelpunto (1,2) 14. y(x) =e (interseccioncon y = 1)

1+2
X(2) = —
X(z) = 2-cos(z) P z
15. para Z = — 16 para z = 1
y(z) = 3-sen(z) 4 3+12
y(@) = —;
2-Z

3 3 3
17. Demostrar que en la astroide w/x2 + 4/ y2 = a’ el segmento tangente comprendido entre los ejes de
coordenadas es siempre una magnitud constante de valor a .

18. Hallar el &ngulo de interseccion entre las parabolas  y(Xx) = (X — 2)2 ;o Y(X) = —44+6:X— X
19. ¢Existe un punto donde las curvas y(X) = 4x +2:X—8 ; y(x) = X°—X+10 sean tangentes entre

si?

. 2 2 2 2 . .
20 Demostrar que las hipérbolas: x-y = a” ; X" —y = b~ se cortan siempre en un angulos rectos.
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Calcular las longitudes de los segmentos tangente , normal , subtangente y subnormal para las siguientes

curvas en el punto indicado .

21. y2=4-x en (1,2)

5. pl6)=ad en 6=2x

27.

22. y= 2:x
x(¢)
23.
y(¢) =
26. p(0) =

Demostrar esa propiedad , dada la ecuacion de la Tractriz :

_ =2 2 da
X=4a -y +E~In

6 su forma paramétrica : x(t) = a-cos(t) + a-=-In

a— /az_yz
a+ya -y

1 1 — cos(t)

(1 + cos(t)

2

Calcular las diferenciales dy de las siguientes funciones de x :

X
28, y= ——
1-X
1-X
e (22
1+X
2 3
34. (x+y)-(2x+y)y =1

X
29. y = arcsen(—j
a

32. 'y = cotan(x) + csc(x)

y

(V]

35. InyX +y° = arctan(

en cualquier punto

3
4-a (cos(¢ _
en cualquier punto
4-a (sen(¢
a .
— encualquier punto.
0

W

La Tractriz es una curva tal que en cada uno de sus puntos el segmento tangente es de longitud constante .

j ,y(t) = a-sen(t)

2
X

30. y=¢e

33. X +2xy-y =a’

Usando diferenciales, calcular el valor aproximado de la expresién indicada

37. cos(61°)

40. W17

43. X>— 4% +5X+3 para x=1.03

38. tan (45°3'10")

41. 10g,0(0.9)

39. %

42. arctan(1.05)

1

1+

x

44, para x=0.1

x
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.V
45. Basandose enlaley de Ohm: | = E

, determinar la variacion Ai en la intensidad de la corriente eléctrica i

debida a una pequefia variacion AR de la resistencia R .

L
46. El periodo T de oscilacion de un péndulo simple de longitud L esta determinado por T = 2-7[-]: donde
g

g es la aceleracion gravitacional en un punto de la superficie terrestre.

Calcular en qué porcentaje se afecta el periodo debido a un error del 1% cometido al medir :
a) lalongitud L
b) laaceleracion g

Ejercicios 5.1 ( Soluciones de los problemas impares )
1. De lainterpretacién geométrica para la derivada de una funcion . . .

= pendiente de la recta tangente alacurva y = f(x) = tan( 0)

dx
donde @ es el angulo que forma la recta tangente con el eje X,
. IT
se deduce que en X = 1 , tal pendiente vale . . .
dy _|d 2 | |
dx Tl X=X -1 05
X=1 X=1 —0s+

= (1-2%,, = [1-2(1)] = 1

Asi que tan( H) = —1 es la pendiente de la recta tangente a la
curvaen X = 1 . De aqui se obtiene que . . .

@ = arctan(—1) = 135°.

3. Pendiente de la curva : Pendiente de la recta :

dy d (2 d
—| = —X"-7x+3 —(3x+y-8) =0
(dx)l dx( ) dx( y=8)

ﬂ = 2.X—7 3+ ﬂ = 0 esdecir... ﬂ = -3
dx . dx ) dx 5
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Se pide que la tangente de la curva sea paralela a la
recta dada, es decir que ambas rectas deben tener la

misma pendiente ﬂ ﬂ , lo cual nos
dx ) dx X

y=f(x

conduce a. . . ,
2:X—7= -3 ! }
L Lo X
ecuacion que tiene por solucién : x = 2 , por lo tanto 4
2
y(2) = (2°-7(2) +3 = =7
y la recta tangente toca a la curva en el punto (2,—7)
5. Pendiente de la curva : Pendiente de la recta :
d d d
= —-(x3—x2—3-x+1) —-(x+2y-1) =
dx),  dx dx
d d -1
Y = sx-2x-3 1+2{ ¥ = = —
dx/, dx/,
Si la recta tangente a la curva ha de ser perpendicular a
la recta dada, sus pendientes se relacionan por . . .
d -1 _ =
—y = ——— , lo cual conduce a la ecuacion : f(x)
dX dy tangente
1 _Z
dx
2 tangente
1
3X —2X—-3 = | —
-t
2
2 -1 4
esdecir: (X+1)-(3:Xx—5) = 0 ,de donde resultan
las soluciones: X = -1 y X= 3 :
Las ordenadas correspondientes de la curva para éstos
valoresde X son ...
— 3 2 -
y1) = (1) - ()" -3(-1)+1 =2
o(3) = (5 (5) _af8) 1y = =5
a)7G) "G PG T =
—58) . , .
y los puntos buscados son: (—1,2) y \— —) tal como se puede apreciar en la figura anterior.
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7. Si y(X) = X" +2:X° — 4X— 3, entonces ™
X

_ . dy _
y(-2) =5 ; (&)X:_Z =

cual su ecuaciones. ..
y—5=(0)[x-(-2)]

—X

2 .
3X +4X—4 asiqueen X = 2:

3(-2)" +4(-2) — 4

y la recta tangente a la curva pasa por el punto (—2,5) y tiene una pendiente de valor cero, por lo

es decir, es la recta horizontal

La recta normal que pasa por éste mismo punto, sera perpendicular a ésta recta y su ecuacion es :

=0

y=5

X=-2

9. Tangente:y = 2-X Normal: y = -

Normal :y = —X + 1

11. Punto (1,0), Tangente:y = X —1;

Derivando implicitamente la funcidn se obtiene que . . .

13.
dyj , es decir . ..

dx

dy _ —8:X° — 3y

dx  _2.y®+3x
—8(1)°-3(2) _ 14
13

Por tanto, en el punto (1,2) la pendiente de la curva vale :

Tangente: y—2 =

Las ecuaciones de las rectas son :
y-2=

Normal :

—2:(2)° +3-(2)

(%)-(X—l) 0 13-y—14X—-12=0
(_13)

‘(X—1) o 14-y+13:X—41=0

\ 14)
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15.  Las coordenadas del punto de tangencia se calculan evaluando x e y para z = " , obteniéndose :

X = 2-cos(§) =2 y = 3-sen(§) = %

La pendiente de la curva en ese punto se obtiene evaluando su derivada paramétrica :

L]
dy) \dz) _ ( 3-cos(z) - 3, (ﬂ')_ 3
a) " (d)  \zsen@), s 2 o\a) T 2

dx % —2-sen(z)
dz N

Asi, las ecuaciones de las rectas buscadas son :

YA

normal

Tangente :

tangente

y—i = (—g)(x—\/i) 6 2y+3X-642=0

o[\

y—i = @)(x—%) 6 6y-5y2-4X=0

17. Sea P(xO , yo) el punto de tangencia a la curvay sea AB la longitud del segmento tangente.

La derivada de la astroide es :

S (7 7) - S

EECER p

v A

3
. . . f Yo
Evaluando ésta derivada en el punto P , se obtiene — | —
Xo

y la ecuacion de la recta tangente en P(x0 s yo) es:

(v-v0) = [—3 z—zj-(x— o)

% ‘Qf
esdecir... — = —[= 0 B X
dx X
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La ordenada y del punto A, se obtiene haciendo X = 0 en esta ecuacion y la abscisa X del punto B se

obtiene haciendo y = 0 , como sigue . . .

3 1 2
y= _\/? ‘(0_X0)+YO = (YO)S'(XO)3+yO
0

3
0—Vp = _\/? -(X—Xo) ,estoes. .. X=(yo)3-(Xo)3+Xo
0

Por otra parte, de la ecuacion de la Astroide se tiene que:

(Xo)§=[a§—(yo)§} v (yo)§=[a§—(Xo)§}

de modo que los interceptos X e y se simplificana. ..

w |~

y = (Yo)

2 2 1 2

‘|:a3 —(YO)3:|+YO = (yo)s_as = 3\/32')’0
2 2 1 12

X = [as _(XO)S}.(XOV % = (x0)%a = oo

y por el teorema de Pitagoras , la longitud del segmento AB es entonces :

2 2 4 z z 42
AB =4y = |(a%x) +(a%yo)” = \/as-L(xo)3+(yo)3J=/a3-a3 - a

gue es constante, tal como se pedia demostrar.

19. Para que dos curvas sean tangentes entre si son necesarias dos condiciones. . .

a) que se intersecten en un punto
b) que sus pendientes sean iguales en el punto de interseccion.

Por lo tanto, se deben determinar primero los puntos de interseccion de las curvas y después, se calculan
sus pendientes evaluando sus derivadas en esos puntos de interseccion :

a) Y1(X) = y,(x) esdecir... 4 +2X—8= X —X+10.

se pueden evaluar las raices de éste polinomio por division sintéticay resulta: X = -2 y X = 3.

Las derivadas de y,(X) y Y,(X) son:

d d
by 2t = i-(4-x2+2-x—8) - gxt2 ; 2= i-(x3—x+1o) = 3x -1
dx  dx dx  dx
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Evaluando éstas derivadas en las abscisas de los puntos de interseccion resulta :

d
(ﬂj Ce( 2= -1
dx X=—2

d
(ﬂ) - a(@)+2 = 2
dx =s

Por lo tanto, aunque las curvas se
intersectan en dos puntos : (—2,4) y

(3,34) , son tangentes entre si solo en
éste Ultimo punto, porque tienen el mismo
valor de su derivada, como se muestra en
la figura de la derecha.

21. Delacurva y2 = 4-x podemos considerar la funcién explicita: f (X) = 4/4-x cuya derivada evaluada
enel punto (1,2) vale...

)., ()

De manera que usando las expresiones generales para calcular las longitudes de los segmentos subtangente
|ST| , subnormal |SN| tangente |T| y normal | N| , Se obtiene :

|ST| = —yo = =2

5]
— e
dx y :1

2

0

oo
sl = oo 55

11
n
—~
[EEN
~—
11
N

0 3

2 2

Comprobar las longitudes calculadas
= |2|/1+1% = 2.\/5 usando el teorema de Pitagoras
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23. Esta funcion paramétrica representa una cicloide

N
o

d
d_¢.a.(1—C05(¢)) sen( ¢)

y su derivadaes . . . T Z
2
|
|
|
|
|
|
|
1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

1- cos( ¢) -

y evaluadaen ¢ =

V4
sen| —
Vs dy (2) 1
— e | —|= = =1.
2 dx T 1-0
1—-COoS| —
2
V4
Por otra parte, ¢ = > corresponde al punto de coordenadas rectangulares (x0 , yo)

sobre la cicloide, por lo cual las longitudes de los segmentos pedidos son . . .

| Yo a
ST— d—f I |a.| X T
dx
df df \?
SN = [Yo—| = |a(1)| = |a| ; N = |yo| 1+ —| =
dx dx

25. En @= %ﬁ la funcion polar p(H) =ad

9 ) . :
vale a- (Z- 7z) y el angulo que forma el radio

polar con la recta tangente a la curva en el punto

[+(3-2)4

lal vi+22 = o] 12

Espiral de Arquimedes .

(p, 9) = {a'(g'ﬂ),(%-ﬁ)} esta dado por:

a6 97
anl)p = Lo =(20) -2
dp a/p
%)

Por lo cual, aplicando las formulas para las
longitudes de los segmentos buscados, se tiene :
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(9-7[)2 9 2

1+ = —.z|a| 16 +81-7
1 2

= =.|a| 16 + 81-7
4

27. Laforma paramétrica de la derivada de ésta funcion es:

dy d
o (Ej ] a.(a-sen(t)) _ a-cos(t) - tan(®

dx (%j E-(a-cos(t) + a-l- In(—1 — cos(t)D a-[ cosz-(t)'—sen(t) }
dt dt 2 1+ cos(t) 1— C052~(t)

Por lo tanto, la longitud de su segmento tangente PT
es ...

1

&) P

dx X

= asin(t)- /1+(ta:(t))2 | \
.

= a-sen(t)-\/cscz-(t) = a -

gue es una constante siempre .

T= |yl 1+

o 31 dy = 2 dx 33. dy= XYy 35. dy= XY

29. dy = > >
a —x X =1 X=Yy X—=Yy
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37. cos(x+Ax) ~ COS(X) + (dicos(x)j-glx es decir . . .
X

cos(60° + 1°) ~ cos(60-°) —sen(60°).[(1°).(2'ﬂﬂ = G) —(@)(2'”) = 0.484885

360° 360

mientras que un valor mas preciso es 0.4848096202

d .
39. e(XMX) ~ ex+(d_'exj‘Ax esdecir... e ~ ¢ —e-(0.2) = 1.2
X

Mientras que un valor mas precisoes: 1.2214028

41. Iog(x+Ax) ~ Iog(x)+(di.log(x))-41x es decir . . .
X

1
In(10)
Mientras que un valor més preciso es 10g(0.9) = —0.045757

log(1—-0.1) = Iog(1)+( )-(—0.1) = —0.04343 .

d
43. Definiendo f (x) = X° — 4-X’ + 5X + 3 , entonces  f (x + Ax) ~ f(x)+ (d_ f (x)}Ax conduce a:
X

f(1+003) ~ f(1)+ (i f (1))'(0.03)
dx

~ [(1)° = a2 +5(1) +3]+[3(1)2—8(1) +5]-(0.03) = 5

Un valor méas precisoes: f(1.03) = 4.999127

45. Considerando que en la ley de Ohm : i(R) n la corriente eléctrica 1 sea funcion de la resistencia R

(d—i(R))-AR = (ij-AR
drR R’
—i

=i ,setieneque: Ai = E-AR

solamente, resulta . ..

Ai = i(R + 4R) —i(R)

Q

y como

o<
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5.5 Maximos y minimos .

Esta es una de las aplicaciones mas importantes del calculo diferencial. Mediante la derivada se determina en
forma precisa donde una funcién matematica tiene su valor mas grande 6 su valor mas pequefio en un
intervalo dado.

Recordando que una funcién f (x)es. ..

e creciente enunintervalo [ a,b ] si para dos valores cualesquiera x; y X, en de [ a,b ] tales que
X; < X, , Se obtiene que f(xl) < f(xz)
e decreciente enunintervalo [ a,b ] si para dos valores cualesquiera X; y X, en de [ a,b ] tales

que X; < X, , Se obtiene que f(xl) > f(xz)

Teorema 1.

Si existe la derivada de la funcién f (X) cuando X = X, entonces en el
punto P(xo, f (xo)) :

. df ) )

Si — | >0 lafunciones creciente
dx p

] df . .

Si — < 0 lafunciénes decreciente
dx p

) df . . )

Si — | = 0 lafunciones estacionaria
dx p

Es decir, el signo de la derivada evaluada en un punto dado de la funcion
determina si en tal punto la funcion crece o decrece.

DEMOSTRACION

Sean X; = Xp, Xp = X + AX . Si el incremento es positivo (AX > 0) entonces necesariamente X; < X,
. Ademas, de la definicion de derivada . . .

df lim f(xO +Ax) — f(xo)
dx  axso AX
. . Af L . - o
dado que AX > 0 , entonces el cociente de incrementos — sera positivo (y la derivada también), sélo si
AX

f (XO + Ax) > f (xo) es decir, solo si f (xl) < f (xz) , lo cual concuerda con la definicion de una
funcion creciente .
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- . . Af i
Similarmente, dado que AX > 0, se deduce que el cociente de los incrementos : — sera negativo (y por
AX

lo tanto la derivada también), sélosi f (XO + AX) < f (XO) es decir, sélosi f (xl) > f (Xz) lo cual
concuerda con la definicién de una funcién decreciente .

La derivada de la funcién f (X) enun punto P representa geométricamente la pendiente de la recta
tangentealacurva y = f(X) enese punto, asi que geométricamente, el teorema anterior significa que:
cuando una funcion es creciente , el &ngulo de inclinacién ¢ de la recta tangente a la curva es agudo y la
tangente a la curva en ese punto esta inclinada hacia la derecha, mientras que si una funcién es decreciente

entonces el &ngulo de inclinacion ¢ de su recta tangente es obtuso y la tangente a la curva en ese punto
esta inclinada hacia la izquierda

Cuando una funcion es estacionaria en un punto P, su tangente es horizontal porque su derivada vale cero y
por consiguiente la pendiente de su recta tangente también. Esto se ilustra en las siguientes gréaficas :

YA YA
C C
B B
A A

4 ¢ ¢ y

5 p X >
/ 0] \ X
En una funcion siempre creciente, la En una funcion siempre decreciente ,
recta tangente tiene una pendiente la recta tangente en todo punto tiene

una pendiente negativa y es por eso
que ¢ esobtuso.

positiva en todo punto y es por eso que ¢
es siempre agudo .

Estas curvas podrian ser horizontales (estacionarias ) en algunos puntos tales como el punto B .

Los valores de x para los cuales f (X) es estacionaria se llaman valores criticos .

Los correspondientes puntos de la curva y = f (X) se llaman puntos criticos y como veremos , tales puntos
pueden representar un valor maximo relativo o un valor minimo relativo de la funcion .

A los maximos 6 minimos relativos de una funcion se les llama valores extremos

Definicion .
Una funcién f (X) tiene ...
e un maximo relativo en X = X, Si f(xo) > f(x0 + Ax) paratodo AX cercanoa X .

e un minimo relativo en X = X, Ssi f(xo) < f(xo + Ax) paratodo Axcercanoa X, .
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Entonces, si una funcién f (x) tiene un maximo relativo en x = X, , significa que f (xo) es el mayor
valor posible de la funcién en el intervalo (XO — AX, X+ Ax) ,'y si tiene un minimo relativo, significa que

f (xo) es el menor valor posible de la funcion en el intervalo (XO — AX, X+ AX)

Asi por ejemplo, en la gréfica de la funcion
y = f(X) representada a la derecha, los valores

criticos de la variable X paraloscuales oo oooooooo-

(]

df
— =0sS0n Xy, X, Y X3 .
dx

En consecuencia, los_puntos criticos de f (X)
son : S(xl, f (Xl)) : T(Xz, f (XZ)) y

U(x3, f (X3)).

Ademas, en [a, b] lafunciones:

x L - - ___
o

>

3

creciente en el intervalo (a,xl)

decreciente en el intervalo (xl,xz)

estacionariaen X = X,; pero T no esun punto critico .

decreciente en el intervalo (x2 ,X3)

creciente en el intervalo (x3 , b)

En consecuencia, esta funcién tiene un valor . . .

e maximo relativoen X = X, de valor f(xl) enel punto S

e minimo relativo en X = X; de valor f(x3) en el punto U

Notese que el méximo relativo de una funcién en un intervalo no necesariamente es el mayor valor de la
funcion en ese intervalo (maximo absoluto ) , tal como se puede apreciar en la figura anterior en el punto B

donde f(b) > f(x,)-

De la igual manera, un minimo relativo no necesariamente es el menor valor que puede tener una funcién en
un intervalo dado. Como se puede apreciar en el punto A de la figura anterior, donde el minimo absoluto es

menor que el minimo relativo f (a) < f (Xg)
Obsérvese también que . . .

. . . df .
un maximo relativo une un arco creciente donde d_ > 0 con un arco decreciente donde d_ <0.
X X

. . . df .
un minimo relativo une un arco decreciente donde d_ < 0 con un arco creciente donde d_ >0 .
X X
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Teorema 2.

Si una funcién f (x) tiene un valor critico en un punto X, , entonces su

: : df (x)
derivada se anula en tal punto, es decir . . . g =0
X
X

0

DEMOSTRACION

Supongamos que la funcién f (x) tiene un maximo relativo f (XO) en X = Xg, entonces para un

incremento AX suficientemente pequefio , se cumple que :
f(x+Ax) < f(xo)

puesto que f (XO) es el méximo relativo y cualquier otro valor de la funcion alrededor de X, es
necesariamente menor . Entonces... f (x + AX) — f (XO) < 0, de tal manera que el cociente :
f (xO + Ax) — f (xo)
AX

serd positivo si AX < 0 06 serd negativo si AX > 0.

En otras palabras . . .

fixg+ Ax) — f(x df
lim ( 0 ) ( 0) > 0 esdecir: (— >0
AX—0" AX dx X,
fixyg+ Ax) = f(x df
lim ( 0 ) ( 0) <0 esdecirr | —| <0
Ax—0+ AxX dx /),
0
, - ) " df
y de éstas dos condiciones se concluye necesariamente que en un punto critico . . . d_ =0
X
X

0

(La demostracion para el caso de un minimo relativo es muy similar . Queda como ejercicio para el lector )

El significado geométrico de éste teorema es que en un punto critico, la recta tangente a la curva

: . _ df
y = f(X) eshorizontal , puesto que su pendiente, representada por la derivada d_ vale cero .
X

El reciproco de ésta afirmacion no es verdad, es decir, si la derivada de una funcién se anula en un punto,
no necesariamente significa que la funcion tiene en ese punto un valor extremo.
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df
Hasta ahora se ha considerado que la derivada ™ de la funcion f (x) existe en todos los puntos de un

intervalo [a, b]; sin embargo, cabe la posibilidad de que una funcioén no tenga una derivada definida en
algunos puntos de tal intervalo y sin embargo todavia existir en esos puntos un valor extremo, como se

ilustra por ejemplo en las siguientes funciones. . .

f(x) = |x]

La derivada no existeen X = 0; sin
embargo, la funcion tiene en ese punto un
valor minimo dado por f (0) = 0

f(x)=x

La derivada f (x) = 3-x" valeOen X = 0

(la recta tangente a la curva es horizontal en
ese punto) ; sin embargo la funcion no tiene
un valor maximo ni un valor minimo.

En X = 0 se unen dos arcos crecientes puesto

que f* (x) essiempre positiva tanto para

X <0 comopara X > 0

2

() = y(1-7%)

La derivada no existeen X = 0,nien X = 1.
No obstante, en estos puntos la funcion tiene un
valor maximo dado por f (0) = 1 y dos valores

minimos dadospor f(-1) =0y f(1) =0

f(0) = VX

. df 1
La derivada — =

3
2
dx 3 fx
(la recta tangente a la curva es vertical en ese

punto) .
Sin embargo, la funcién no tieneen X = 0 un

no existeen X = 0.

valor maximo o un valor minimo. En X = 0 se
unen dos arcos crecientes dado que f* (X) es

siempre positivapara X < 0 opara X > 0 .
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El andlisis de los ejemplos anteriores nos conduce a la siguiente moraleja :

" Si la derivada de una funcién vale cero 6 no esta definida en un punto dado, no necesariamente tiene la

funcidn un valor extremo en ese punto " .

En resumen . ..

Teorema 3.

Para una funcién f (x) quesea. ..

e continua en todos los puntos de un intervalo [ a, b ] que contiene al punto critico X,

e derivable en cada punto del intervalo (a, b) , excepto tal vez en X, enel cual . ..

df ’ 1
dx ﬂ
dx

e Sif (x) <0 para X<X,y f (X) >0 para X > X, entonces la funcién tiene en

=0

Xo un minimo relativo que vale f (Xo)

e Sif (X)>0 para X <X, y f (X) <0 para X > X, entonces la funcion tiene en

Xo Un méximo relativo que vale f (xo) .

En otras palabras, éste teorema establece que :

" El cambio de signo de la derivada de la funcién en un punto critico determina si en tal punto la funcion

tiene un valor maximo 6 un minimo relativo "

Con los resultados anteriores, se puede ahora formular un procedimiento para determinar de una manera

sistematica las valores extremos de una funcién matematica :

PRIMER CRITERIO PARA VALORES EXTREMOS

. df (x
1° Resolver las ecuaciones J =0 6 1 = 0
dx df (x)
dx
con el fin de determinar los valores criticos de X donde posiblemente existan

maximos o minimos relativos para f (x) .

2° Ordenar los valores criticos sobre la recta numérica
la cual queda asi dividida en intervalos
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3° Determinar el signo de la derivada en cada intervalo.
Evaluando la derivada en un punto arbitrario de cada intervalo se sabra si la funcion

f (x) es creciente o decreciente en cada intervalo.

4° Al recorrer la recta numérica de izquierda a derecha pasando por un valor critico X,

. df : - :
Si ™ cambiade + a — , entonces f(xo) es un maximo relativo de f (x)
X
_ df . - :
Si cambiade —a + , entonces f(xo) es un minimo relativo de f (x)

dx

. df : :
Si ™ no cambia de signo, entonces f (xo) no es un valor extremo de f (x)
X

3 2

. ., X X
Ejemplo 11. Hallar los valores extremos de la funcién f (x) = 3 + - 6:X+8

Solucién: 1° Laderivada de la funcion es
df d (X X
— :—-(—+——6-x+8] :x2+x—6:(x+3)-(x—2)
dx 2

de modo que los valores criticos se obtienen al resolver la ecuacién d_ =0,es
X

decir: (X +3)-(X—2) = 0, obteniéndose X = -3 y X = 2.

(=0,-3) , (-3,2) y (2,o).

3° Calculemos el signo de la derivada en cada uno de éstos intervalos . . .

2° Estos valores criticos determinan sobre la recta numérica los siguientes intervalos :

(-0,-3) (-3.2) (2,0)
(x+3) (=) (+) (+)
(x—2) (=) (=) (+)
fr=(x+3)(x-2) ()(=)=(+) [(H)(=)=(=) [(£)(+)=(+)
f(x) creciente decreciente creciente

Pedro Ferreira Herrején

328



Calculo de una variable

= - iv i i -
4° Al pasar por X 3 la derivada cambia de signo de + a or lo tanto se
concluye que en éste punto la funcién tiene un maximo relativo que vale :

3 2
-3)"  (-3) 43
f—3:( + -6(-3)+8 = —
(-8) = "o+ 6 () -
Al pasar por X = 2, la derivada cambia de ‘ 23T
signode — a + , por lo tanto se concluye -3
que en éste punto la funcion tiene un ; 181
minimo relativo que vale : !
, , ; 137
2" (2 2 1
f2=(—+——6-2+8=— !
(2) 3 2 (2) 3 : 81
T
6 -4 72 0 2 4 b6

Ejemplo 12. Hallar los valores extremos de la funcion f (x) = X'+ 2 —3x° —4x+4

Solucién:  La derivada de la funcién es :

df d
oo S (KX -3—ax+4) = axX 16X —6x—4
dx  dx
= 22(x=1)-(2x+ 1)-(x+2)
o . . o d
de manera que los valores criticos se obtienen resolviendo la ecuacion — = 0

dx
22(x—1)-(2x+1)-(x+2) =0

obteniéndose: X = —2 , X = - y X=1

Localizando sobre la recta numeérica éstos valores criticos resultan los intervalos :

(-c0,—2) | (—2,_71) , (_71) y (1,

Calculemos el signo de cada factor de la derivada y de la derivada misma en éstos
intervalos, para determinar si la funcion crece, 6 decrece en cada uno de ellos. . .
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(x+2) (-) (+) (+) (+)

(2x + 1) (-) (-) (+) (+)
(x—1) (-) (=) (=) (+)

df

™ GEE=- | HEE=+ [HHE= - | OHE =+
f(x) decreciente creciente decreciente creciente

Al pasar por X = —2 , la derivada cambia de signode — a +, la funcién f (x) cambia de
decreciente a creciente y por lo tanto tiene en ese punto un minimo relativo que vale :

f(-2) = (-2)" +2:(-2)° - 3(-2)" —4(-2) + 4 =

0

Al pasar por X = _?1 la derivada cambia de signo de + a — , la funcién f (x) cambia de

creciente a decreciente. Por lo tanto tiene en ese punto un maximo relativo de valor :

-1
2

Yo (1L

) \2)

="
\2 )

. df . .
En X = 1, laderivada — tiene otro cambio

dx

de signode — a + y por lo tanto en éste punto
la funcion f (X) tiene otro minimo relativo de

valor :

f(0) =@ +20)°-310)°-4) +4

En la grafica de la derecha se muestra la grafica de ésta funcidn, la cual tiene tres puntos

()

-1 _ 81
\2 )" T

81

donde la recta tangente es horizontal y la funcidn tiene tres valores extremos.
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; -~ . . 1
Ejemplo 13. Hallar los valores maximos y minimos relativos de f (X) = ——

X—2

1
X—2

d
Solucién:  Laderivada de ésta funciones: — = d_
X

la cual no esta definidaen X = 2, asi que la

Unica solucién posible de la ecuacion:
1

&)

es X = 2 y como puede verse en la grafica

de la derecha , ésta funcion es siempre
decreciente, por lo cual su derivada no
presenta un cambio de signo. En
consecuencia, no tiene valores extremos
relativos.

=0

3
Ejemplo 14. ¢ Cudles son los valores extremos de la funcion f (x) = (X — 1)-\/? ?

f_d 3 5-X—2
Solucién : Laderivada de ésta funcibnes — — = —-| (X — 1)w/x2 =
dx dx 3.?\’/;(
: . df 1
asi que las ecuaciones: — = 0 y = 0 conducena:

dx gj
dx
5X—2 3-3/x

X
=0 y =0
-2

3.%/;( 5-X

. L. 2
cuyas soluciones son los valores criticos : X = E y X=0.

Localizando sobre la recta numérica éstos valores criticos resultan los intervalos

(02) ) (2.2
o) og) v 5

Analicemos el signo que tiene la derivada de ésta funcién en cada uno de ellos.
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_ (0.2) (2 )
( O0,0) \055) _\5500)
(5x-2) (=) (=) (+)
1
— (-) (+) (+)
x
df
Lox-2t | (=) | =) | (=)
dx 3/}
F(x) = (x— 1).3/? creciente decreciente creciente
Al pasar por X = 0 , la derivada cambia de signode + a — , lafuncién f (x) cambia de

creciente a decreciente y por lo tanto tiene en ese punto un maximo relativo que vale :

£(0) = [(0) - 11Y(0)° = 0

2
Al pasar por X = T

la derivada cambia de

signode — a +, lafuncion f (x) cambia de

decreciente a creciente. Por lo tanto tiene en
ese punto un minimo relativo de valor :

(2 _(2_ N2V . ==
f\%}'\z‘)/\j f

= —0.326

5.6 Problemas sobre maximos y minimos .

[GEEN]

1

La determinacion de los valores extremos de las funciones matematicas tiene una amplia aplicacién en
diversos campos tales como la Ingenieria , la Fisica o la Geometria .
Sin embargo, antes de hallar los valores maximos 6 minimos de una funcion, primeroes necesario hallar la
expresion matematica de tal funcion , la cual representa la cantidad fisica 6 geométrica que se desea

maximizar 6 minimizar .
Esta labor se logra traduciendo el problema del lenguaje espafiol al lenguaje matematico .

Cuando la expresion encontrada para tal funcién contenga méas de una variable, usando las condiciones del
problema debemos expresarla en una sola variable relacionando todas las demas variables con una sola de

ellas .

Usualmente, una grafica de la funcién que se involucra en el problema puede resultar de mucha utilidad .
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Ejemplo 15. Determinar las longitudes de los lados de un triangulo rectangulo que tiene una
hipotenusa de longitud constante h, de manera que el area del tridngulo sea maxima .

Solucién :

El 4rea A de un triangulo rectangulo de lados a, b e hipotenusa h se calcula como :

A(a.b) = aTb

Esta expresion es una funcion de las dos variables a

y b, sin embargo, dado que el triangulo es

z - 2 2 2
rectangulo, el teorema de Pitdgoras a” + b~ = h
resulta (til para expresarla como funcién de una sola

variable al substituir por ejemplo b = w/h2 —a° y
queda. ..

’2 2
A(a):a-h% (donde 0 < a<h)

La derivada de ésta funcidn respecto a la variable a es :

dA _ d x+/h* =X 1 (h2—2-x2)
2 2
dx  dx h2 — 2
— h
esta derivada vale cero cuando h2 - 2-X2 = 0 esdecircuando X = — 6 X = —

V2 V2
En éste problema resulta evidente que es el segundo valor critico para X el que genera el
area maxima, puesto que el area A(x) en la practica no puede ser negativa.

Por lo tanto el valor maximo del area es:

2
l.hz_h_ , 1
W T e
4

Amay = =
max 2

Area

y los lados del triangulo seran en tal caso:

\/5 2 \/5 lado a

se trata pues de un triangulo isdsceles
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Ejemplo 16.

De una hoja circular de radio R , cortar un sector tal que al ser enrollado, se obtenga un
embudo conico de volumen maximo :

Solucion :  La cantidad que se desea

maximizar es el volumen de
un cono circular recto de

radio r y altura h , el cual se
calcula como:

V(r,h) = %-ﬂ-rz-h

donde h es la altura perpendicular a la base circular de radio r .

Esta expresion para el volumen depende de dos variables: r y h , sin embargo otra vez

. " 2 2 2 . .
gracias al teorema de Pitagoras: R™ = h” + r” es posible relacionarlas para transformar
la expresion par el volumen en una funcion de una sola variable.

Dado que h = \/R2 -, substituyendo en V (r,h) se obtiene . . .

V(r) = %7: rz-\/R2 —r

Ademas, puesto que la longitud del arco circular es el perimetro de la base del cono, es

R
decir R-@ = 2-7-r,obien: r = (—j @ se obtiene finalmente el volumen V como
2- 7

una funcién del angulo central @ del sector circular . . .

La derivada de ésta funcion de @ es:

3 3 2
4 y(g = R%.& 27| . (R0 87 —36

. = _. /4 .
do do |\ 24.7° 2.7 )\ Ja.r? - &

Igualando a cero ésta derivada : = 0, se obtiene la condicion :

6

2
8- —3-92 =0
es decir . ..
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Del criterio de maximos y minimos resulta que el -+
Lo . 8
volumen méximo se obtiene en & = 3 Ty 4

vale :
_ R3 8 2 2 8 2 T
VmaX_ 2. gﬂ- . 47[ — Eﬂ.
24'7[ 1 1 1

angulo (radianes)

Volumen
1
T

|
pe)
3

5

Ejemplo 17. La resistencia de una viga a la compresion es proporcional al area de su seccion
transversal y que su resistencia a la flexion es proporcional al ancho z y al cuadrado de la

altura h de su seccion transversal . De un tronco recto de didametro D, hay que cortar una viga

rectangular. ¢ Qué ancho z vy altura h debera tener la seccién transversal de la viga para que
tenga una resistencia maximaa: a) lacompresion ? b) la flexion?

Solucion :  Dado que el area de la seccién rectangular es z-h,
la resistencia de la viga a la compresidn es una
funcion de las dos variables, el ancho z vy laaltura o

h de la seccion rectangular y esta dada por . . . -

Re¢(z,h) = k-z-h

A
Y

donde k es una constante de proporcionalidad.

Si D es el diametro del tronco circular, h la altura de la viga que se desea cortary z su

cs 2 2 2
ancho,entonces, del teorema de Pitagoras es claro que: D™ = h” + 7" , de lo cual,

substituyendo z se puede convertir R en una funcion de una sola variable . . .

Re-(h) = k-(\/DZ - hz)-h

Igualando a cero la derivada de ésta funcion resulta :

iRc(h)_—[k( /o7 —1?)1] _kM - 0

dh JoP -1
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. e . D D
y se obtienen los valores criticos para laalturade laviga: h= - — | y h=| —

V2 V2

Dado que en la practica h no puede ser un nimero negativo, se concluye que sélo el valor

positivo de h dara un valor extremo para la resistencia a la compresion de la viga. Ademéas

ese valor extremo debe ser un maximo puesto que evidentemente la resistencia minima de
una viga seria cero.

De éste modo, las dimensiones de la viga que
tiene la maxima resistencia a al compresion 5
deben ser . . . T kD

y resulta asi que una viga con una seccion
transversal cuadrada tendra la maxima
resistencia a la compresion, la cual valdra:

2 ] ] ] ]
(Rc) = k- b R = k—D altura de la viga '
max

V) Ve 2

Resistencia a la compresion

Por otra parte, la resistencia R de la viga a la flexion es una funcion de las dos variables

zy h yestadadapor...
R¢(z,h) = K-z-h’

donde K es una constante de proporcionalidad.

Usando la misma relacién anterior del teorema de Pitagorasentre z, h 'y D es
posible rescribir a ésta funcién para que dependa de una sola variable:

R¢(z) = K-z-(\/Dz—zz)2 = K-(D2-2—23)

Igualando a cero la derivada de ésta funcion. . .

d d 2 3 2 2
—-R¢(z2) = —|K:\D"z2-72)|= K\D" -372) =0
—Ri(@) = [k ( )] = Kl )
. - -D D
se obtienen los valores criticos paraelanchoz: z= — ; z= —

¥ e
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Calculo de una variable

Fisicamente z no puede ser un nimero negativo, 2 e nd
asi que la resistencia maxima a la flexion se T 33

D
obtendracon z = — .

\/3
De éste modo, las dimensiones de la viga para
gue ésa resistencia sea maxima deben ser . . .

Resistencia a la flexion

o =

ancho de la vig'a

Una viga con éstas proporciones tendra el valor
méximo de resistencia a la flexion . . .

- _2 k.p°

34/3

Expresando R¢ en funcion de laaltura h , se

Resistencia a la flexion

obtiene la grafica de la derecha, la cual tiene una
forma diferente a la grafica donde la resistencia a
la flexion se exprese en funcién del ancho de la
viga; sin embargo muestra el mismo maximo .

Ejemplo 18. Doblar un alambre de longitud L de manera que se forme un rectangulo de &rea maxima.

Solucion : El area de un rectangulo de base b y altura h esta dada por:

A(b,h) = b-h que es una funcién de dos variables ; pero debido h
a que su perimetro es constante y estd dado por L = 2-(b +h) ,

es posible expresar el area del rectangulo como una funcidén de una ‘ <« >

sola variable despejando por ejemplo b del b

L
perimetro: b = 5 h 'y substituyendo en la expresion del area. Queda de éste modo :

A(h) = G - h)-h

dA
Igualando a cero la derivada de ésta funcion: — = [—Z-h + L L\ =0
dh ~ \ 2 )
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. L
resultan el valor critico paralaalturah :  h = 7
—h =

. Resulta que el rectdngulo de area maxima sera un

L
Por lo tanto, b = n

cuadrado de lado

NN NN

Ejemplo 19. La velocidad de un atleta en el agua es k veces menor a la que tiene en suelo firme y debe
llegar desde un punto P situado en la orilla de un rio sin corriente hasta otro punto Q en la orilla
opuesta del rio, como se ilustra en el siguiente esquema .El ancho del rio es h ,sus orillas son
paralelas y ademés D es la distancia que separa a los puntos Py Q alo largo del arroyo.
Si el atleta se mueve en linea recta y a velocidad constante, ¢ qué distancia X debe correr por la

orilla antes de empezar a nadar cruzando el rio para llegara Q en el menor tiempo posible ?

L ok s

Y g

3
(W)

Solucion :  El movimiento del atleta es rectilineo y uniforme en ambos trozos del recorrido asi que si
v es la velocidad del atleta en tierra firme , entonces k-Vv es su velocidad en el agua y
los tiempos que emplea corriendo y nadando son respectivamente . . .

(D -x)*+h
K-v

t, = t, =

< | x
<

El tiempo total t de recorrido es la suma de éstos dos tiempos y como podemos apreciar,

es una funcion de la variable X ( puesto que todas las demés cantidades son constantes )

J(D = x)% + h?

X
t(x) = -+ — 1 ——
) v k-v

dt _ ky/(D-x)"+h"-D+x
dx k-v-y/(D = x)? + h?

La derivada de ésta funciones . . .
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Igualando a cero ésta derivada, se obtiene la condicion : k-/(D — x)2 +h*-D+x=0

y se deduce que el Unico valor critico fisicamente posible para X, con el cual se obtiene el
tiempo minimo de recorrido es :

X=D—- ——
1-k°

De ésta manera, el atleta debe comenzar a nadar
cuando su trayectoria con el punto final Q
tenga la direccion dada por:

tiempo de recorido
!
N
|

,,,,,,,,,, ~ 7 V7
h 1-k°
tan(H) = =
(D -x) k
su tiempo minimo de recorrido sera entonces : distancia x
h-k hk T
D-—— D-|D-———1| +h°
1-k 1-k* D h1-kK
tmin - + =
Vv k-v vV Vv k

Cuando un rayo de luz o una onda de sonido cruzan entre dos medios en los que tienen
diferentes velocidades de propagacion, su trayectoria se determina de ésta misma manera.
La Naturaleza nos muestra asi que las ondas recorren la distancia entre dos puntos en el
menor tiempo posible.

Ejemplo 20. Determinar el cilindro de volumen maximo que puede cortarse de un cono circular recto que
tiene unaaltura h yunradio R .

Solucién :

El volumen V de un cilindro circular recto de

radio r yaltura H esta dado por :

V(r,H) = z-r*-H

que es una funcion de dos variables.

Sin embargo usando la geometria del problema
es posible convertir esta expresion en una
funcidn de una variable al notar que. . .

>

cot(6’) ==
z

esdecir... z =
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El volumen del cilindro queda expresado entonces en funcién de una sola variable :

= 2 (h-2) = =il h-[ L]
V()= rzr-(h-2 ﬂr{h (R)h}

dv -r-h
La derivada de ésta funciones: — = (ﬂR j-(z- R —3-r) , asi que igualandola a

dr

cero se obtienen los valores criticos para el radio del cilindro: r=0 ; r =

Evidentemente r = 0 implica que el

volumen del cilindro es cero (un
minimo) , y es claro que el cilindro de
volumen méximo inscrito en el cono

. 2
debe tener el radio r = E'R.

En consecuencia su altura es

Volumen

radio del cilindro

Viax = 71-H = ﬁ.(%R) (éh) = g.(%.ﬂ.Rz.h)

4
gue es S partes del volumen del cono .

Ejemplo 21. Se cuelga una lampara sobre el centro de una mesa o 6 o
redonda de radio r. ¢ A qué altura h por encima de la mesa / \
serd maxima la iluminacion L en su borde ? . @
(Lailuminacion L es directamente proporcional al coseno del h d

angulo de incidencia de los rayos luminosos e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia al foco de luz )

Solucion :  Como se indica en la figura, la iluminacion
en el borde de la mesa se calcula como . . .
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(donde k es una constante de proporcionalidad )

Del triangulo rectangulo de lados h, d y r es inmediato que . ..
h
cos( ) = ik d=h*+r

por lo tanto la iluminacion puede ser expresada como funcién de h solamente . . .

5/
L(h) = kiz = k|rL—l
d A (h2 + r2)3

La derivada de ésta funciénes. ..

d _ k h _ r’ —2.h°
dn (h2+r2)3 (W)S (h2+r2)5

asi que igualandola a cero se obtiene la
condicion :

r—2.h°=0

que implicaque : h = '
2

A ésta altura, la iluminacién de la
lampara en el borde de la mesa seré la
méaxima posible y vale:

iluminacién al borde

Lmax = k-

]
T T T
altura de la lampara
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Ejemplo 22. Determinar la altura minima h que puede tener la puerta de una torre vertical para poder
introducir en ella una escalera recta y rigida de longitud L, cuyo extremo inferior resbala sobre

un suelo horizontal. El ancho de la torre es menor que la longitud de la escalera (d < L).

Solucién :

De acuerdo con la figura de la derecha
denotemos las longitudes:

y:E;X:E; h= DE Q@

d= AE : L=BF

es constante, al desplazarse el extremo
de ésta sobre la pared vertical AB de la

torre, la altura h aumenta hasta un
valor maximo y luego disminuye.

|
|
|
|
[}
Dado que la longitud L de la escalera :
|
|
|
[}
|
|

Entonces . . .

L= \/X2 + y2 esdecir: y= L - x* *)
Ademas, de la semejanza entre los triangulos ABF y EDF se deduce que . ..

Y= h es decir : h=y-ﬂ
X (x—d) X

de modo que usando la ec. (*) , se obtiene la altura h como funcién de una sola variable:

h(x) = /L2 - xz-(ﬂ)

X

_dLP-x

dh
dx XL = X

La derivada de ésta funcion es :

Igualando a cero esta derivada se obtiene el valor T
critico:
3 2 = .
Xc = 4/d-L
=
Para éste valor de X, la altura h alcanzara un valor g 1
méximo de . . . =
3 1
32 32
n(x)) = Y= V)
L LI T |
Notese que los limites fisicos para X son d y L distancia x
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5.7 Concavidad y puntos de inflexion de una curva .

Se dice que la grafica y = f (X) de una funcion que es diferenciable en unintervalo [a,b] es:

concava hacia abajo (6 convexa) . Sitodos los puntos de la curva en ese intervalo
quedan por debajo de su tangente

concava hacia arriba (6 concava ). Sitodos los puntos de la curva en ese intervalo
guedan por encima de su tangente .

Por ejemplo en la siguientes curvas de la derecha, que
representan dos funciones f (x) y g(x), lacurva

y = f(X) es concava hacia abajo porque en cualquier
punto P en éste intervalo de la curva mostrada, la

_ df o
pendiente d— de la recta tangente , disminuye cuando tal
X

punto se desplaza de izquierda a derecha.

En otras palabras . . .

e Laderivada de una funcién concava hacia abajo es una
funcién decreciente

En cambio, lacurva y = g(X) es concava hacia arriba

porque en cualquier punto P en éste intervalo de la curva

dg

mostrada la pendiente d_ de la recta tangente a la curva
X

aumenta cuando tal punto se desplaza de izquierda a
derecha, es decir . . .

e Laderivada de una funcién concava hacia arriba es
una funcioén creciente

Ademas, dado que el signo de la derivada de una funcién evaluada en un punto dado, determina si tal
funcion crece o decrece en ese punto, se deduce que si unacurva y = f(x) es...

df d (df 2
e coOncava hacia arriba, — es creciente y por lo tanto —-| — | es positivos, es decir : —— > 0
dx dx \ dx dx?

df d (df 2
e coOncava hacia abajo, — es decreciente y por lo tanto —-| — | es negativa, es decir: —— < 0
dx dx \ dx dx?

En otras palabras, el signo de la segunda derivada de una funcion, determina su concavidad :
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2
Si u > 0 entonces y = f(x) esunconcava haciaarriba
dx®
d° f
Si —— <0 entonces y = f(x) esunconcava hacia abajo
dx®
Por supuesto que una curva puede tener intervalos v A tangente

combinados de concavidad y convexidad. Por ejemplo ,
la curva representada en la figura de la derecha es
convexa en el intervalo [a, c] ycdncavaen el
intervalo [c,b].

Cualquier recta tangente en el intervalo [a, c] queda
por encima de la curva en ese intervalo.

En el intervalo [c, b] ocurre lo opuesto, la curva esta
por encima de cualquiera de sus tangentes .

tangente

-
X

Ok-=--=
o

Ol|a

El punto que separa dos arcos de concavidad opuesta de una curva continua y = f (x) se llama punto de
inflexion . En la figura anterior, el punto F (c, f (c)) esun punto de inflexién
En un punto de inflexion cambia el sentido de concavidad de una curva y = f (x) . Puesto que la

2

concavidad se mide con la la segunda derivada — de la funcidn, ésta cambia también de signo y por lo
dx
tanto vale cero en un punto de inflexion .

Para localizar los puntos de inflexidn de una curva, basta entonces con resolver la ecuacion . . .

d* f

dx®

=0 (5.16)

2
Ejemplo 23. Hallar los puntos de inflexion y los intervalos de concavidad de la funcion f (x) = e ax

Solucion : Calculemos la primera y la segunda derivada de ésta funcion . . .

df d ( —a-xz) —ax’

- = — e = —2.a.X.e

dx  dx

2 2
df d ( fa-xz) —ax’ 2 2 —ax* _ 4a 2 1
— = —\-—2axe =—2ae ™ +aa’xe =[x -
dx dx X 2-a
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Igualando a cero la segunda derivada se obtienen los valores criticos . . .

@)

que dividen a la recta numérica en tres intervalos. Analicemos el signo de la segunda
derivada en cada uno de ellos . . .

(-eoa) | () (%)

(x—xl) (-) (+) (+)
(x—xz) (-) (=) (+)
d*f _ aa’
o o ) bex) b= [ =) | =)

Por los signos de la segunda derivada, se deduce que ésta curva es concava hacia arriba en
los intervalos (—oo,xl) y (x2 , oo) mientras que es concava hacia abajo (6 convexa )

en el intervalo (Xl,xz)

Por lo tanto, (xl, f (xl)) y (XZ, f (xz)) son puntos de inflexion, pues unen arcos de

concavidad opuesta .
Esta curva llamada a veces "campana de Gauss" , es utilizada con frecuencia en la teoria
de la Probabilidad y la Estadistica .

Dado que . .

f(xl) = e_a.(_flaj = e_Tl

f(xz) = e_a(ﬁ) = e_Tl

sus puntos de inflexion estan en :

@)

Ejemplo 24. Hallar los puntos de inflexién y los intervalos de concavidad de f (x) = 3x —ax +1
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Solucion : Calculando la primera y la segunda derivada de ésta funcion se obtiene. . .

f
a i-(3-x4—4-x3+1) = 12X —12:%x° = 12:X(x - 1)
dx  dx

2

a-f_ i-(12-x3—12-x2) - 369¢ - 24X = 36%[x— 2
dx2 dX \ 3

. , , 2
por lo tanto, la segunda derivada seranulaen X =0 0Oen X = 3

El signo de la segunda derivada en los intervalos determinados por éstos puntos es . . .

) 2 2
(=.0) 1°3) 5%
(x-0) (-) (+) (+)
(2 ] ]
\ 3) (=) (-) (+)
2
- f
d =36x-(x—§ (=)=)=(+) (=)+)=(=) | ($)(+)=(+)

De ésta manera. . .

df
e Laprimera derivada d_ es una funcion
X

creciente en los intervalos (—oo,o) y

2
(%,oo) porque af

> > (0 en esos

dx

intervalos y por lo tanto, f (x) es concava |
hacia arriba.

2)

. . df . . :
e Laprimera derivada— es una funcion decreciente en el intervalo (0,5} porque

dx

d*.
—, < 0y por o tanto f (X) esconcava hacia abajo.

dx

. L, 2 2 2 11
e Los puntos de inflexién son : (0, f (0)) = (0,1) vy (E’ f (E)) = (E,E) la
curva es concava hacia abajo entre estos dos puntos .
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Ejemplo 25. Hallar los puntos de inflexion y los intervalos de concavidad de :  f (X) = YX—4+2

Solucion :  Las primeras derivadas de ésta funcion son. . .

d__ s , S 2 s
3 2 9
A 3 x -4’ dx (x—a)°
Notemos que la segunda derivada no esta aT

definidaen X = 4 . Ademas es positiva si
X < 4, (es decir, la curva es concava hacia

arriba ) y es negativa si X > 4 (es decir, la
curva es concava hacia abajo )

Entoncesen (4, f (4)) = (4,2) lacurva 1
tiene un punto de inflexién.

La primera derivada tampoco esta definida en

X = 4lo cual significa que la recta tangente a
la curva es vertical en el punto de inflexion .

5.8 Asintotas .

Una asintota de la curva y = f (X) es una linea recta tal que la distancia entre un punto P sobre la

curvay tal recta tiende a cero cuando una de las coordenadas X o Y del punto P tiende al infinito.
Asi por ejemplo en la siguientes curvas se ilustran sus asintotas como rectas segmentadas . . .

Curva con una asintota oblicua .

Cuando X — <o, la distancia entre la
asintota y la curva tiende a cero

Curva con asintota vertical y asintota oblicua

Cuando X = « , — o0, la distancia entre la recta

inclinada y la curva tiende a cero. Si y — o , —, la
distancia entre la recta vertical y la curva tiende a cero
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Se clasifican las asintotas en:

e Asintotas verticales .

Si existe un nimero finito a talque lim f(X) = oo, entonces la recta
X—a

X = a esunaasintota vertical de lacurva y = f (x)

e Asintotas oblicuas .
Si existen los limites . . .

m= lim (ﬂ) y b= lim (f(x)—m-x) (5.17)

X—> 00 X X—> o0
entonces larecta y = m-X + b es una asintota oblicua de lacurva y = f (X)

Determinar las asintotas verticales es muy facil, s6lo hay que encontrar los valores de X tales que en el limite

por la izquierda o por la derecha, la funcion f (x) tienda al infinito positivo (6 al infinito negativo )
Usualmente las asintotas verticales son las raices de algiin denominador que tenga la expresion de la funcion.

DEMOSTRACION .

Supongamos que la linearecta y = m-X + b es una asintota de lacurva y = f (X) y consideremos dos

puntos : P(x,y) sobrelacurvay Q(X,s) sobre tal recta, como se indica en la figura siguiente.

Tracemos una perpendicular PN desde el punto P sobre
la curva hasta la recta.
Por la semejanza de los triangulos QMR y NPQ se

sigue que . . .
NP = PQ-cos(¢) = (y- s)-cos(¢)
estoes. ..
NP
= [f () —(m-x+D)] ™*) -
cos(¢) X
Pero si la recta es en realidad una asintota de la curva, se debe cumplir que WD — 0 cuando X — © es
decir :
. NP .
lim | ———1| = lim |f(x) - (m-x+Dh)|
X—>00 COS( (0) X—>00

—> 0

0:[ lim (f(x) - m-x) }—b
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Las constantes m, Cos( ¢) y b, son parametros de la recta asintota y no dependen de X, por lo tanto es
inmediato que . . .

b= lim (f(X) -mX)

X—>00

Dividiendo ahora ambos miembros de la ecuacién (*) entre X y considerando el limite cuando X — o, se

obtiene . ..
. 1 WD . f(x b
lim | = | —— || = Ilim (Q—m——j
x—o [ X COS(¢7) X— 00 X X
. f (x
0= lim (Lj -m-0
X—>» 00 X
, . . , : f(x)
De ésta manera, la pendiente de la recta asintota estd dadapor... m= |lim | ——
X—c0 X

En particular, cuando m = 0 la asintota es horizontal .

Si existen los limites (5.17), entonces determinan los parametros para las asintotas oblicuas de una curva .

1

Ejemplo 26. ¢ Tiene asintotas lacurva f(X) = e* 2

Solucion :  La curva tiene al menos la asintota vertical X = 0 dado que si X tiende a cero . . .
1 1

. X - X
Iim e = w y lim e° =0

Xx—0* X—0""

y tiene también una asintota horizontal porque . . .

4
z
N
: f(x e
m= lim (L = lim — =0
X—> 00 X x—o0 X 2T
1 i B
b= lim (f(X)-mx) = lim \e*) =1
X— a0 X—> 00 L, 5 A A
de modo que larecta y = m-x+b = 1 esuna -1

asintota horizontal .
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Ejemplo 27. ¢ Tiene asintotas la curva f (x) =

X 2X—1

Solucién :

La curva tiene la asintota vertical X = 0 puesto que ...

2 2
: X +2Xx-1 . X +2x-1
im —— = -0 ; im ——— = w

X—>0"" X X—>0"" X

Para las asintotas oblicuas, calculemos los parametros m y b ...

2
. f(x) . 1 (X +2x-1
m= I|lm |—=| = Ilim | =
X—>00 X x—oo [X X
. 2 1
= lim [1+—--—=]| =1
X 2
X—> 00 X
. . X" +2x-1
b= lim (fxX)-mx) = Ilm |—— —X
X—> a0 X—> 00 X

. 1
lim (2——} =2
X—>o0 X

Por lo tanto, larecta y = m-X+ b = X + 2 es una asintota oblicua para ésta curva.

Ademas, la diferencia entre las ordenadas de
la curvay la asintota para un valor de X es:

) —6ce2) = ;)

que es negativasi X > 0 , es decir la curva T
esta por debajo de su asintota; pero es
positivasi X < 0 , es decir la curva esta

por encima de su asintota, como se puede
apreciar en la figura de la derecha .
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2

X
X +9

Ejemplo 28. Hallar las asintotas de lacurva: f(Xx) = x—2+

Solucion :  Esta funcidn no tiene asintotas verticales ya que para ningun valor real al que tienda
X se obtiene que f (X) — £ .
Por otra parte . . .

m=lim (ﬂ) = dim [1-24 2

X— o0 X —>00 X +9

= 1+ lim
x>0 X +9

que vale cerosi X —> —o0 O bienvale 2 si X — 4.

Por lo tanto, los correspondientes valores del parametro b son :

. . X
b, = Ilim (f(x)—2x) = Ilm |X-2+——-2x| =-2
X2
b, = Ilim (f(xX)—o0x) = Ilim |x—-2+———| =-2
X—>— oo X—>— oo X2_|_9

Esta curva tiene entonces las asintotas :
y=2X—-2 si X—>+ow
y también :
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3
Ejemplo 29. Hallar las asintotas de lacurva: f(X) = \/i 2-a-x - X3i

Solucién :  Esta funcion no tiene asintotas verticales puesto que esta definida para todo valor real de X

. Veamos si existe alguna asintota oblicua calculando los parametros m y b

m=lim (ﬂ): lim 2/ 2]-1 = -1

X

X—> o0 —>0

3
[\/( 2a% —X) + x}

Para calcular éste limite, se puede utilizar la identidad algebraica :

b= lim (f(x)-m-x) =

lim
X—o0 X—o0

3 3
3.3 = 2 2 - _ u +v
u+v =Uu+v)-(u -uv+v esdecir:  (U+V) = >
u —uv+yv
. 3 2 3
haciendo U = 4/|2-a-X" — X 7 V=X yqueda
3 2 3)° 3
. 2-a-X —X) +X
b= lim
X—>co 3 7—3)? 3 2 3 2
v2ax —x) —x\yzax -x’) +x
. 2-a 2
= lim 5 = g'a
3 2 3 3 2 3 2
X2 2ax” —x X | y2:ax —x X
T —_— T +_
X X X X2

y en efecto, la recta: -
y=—-X+ 2 a
3

es una asintota oblicua de ésta curva, N
tal como se puede apreciar en la ' ' N '
figura de la derecha . A
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EJERCICIO 5.2

Calcular los valores méaximos y minimos (si existen) para las siguientes funciones y graficarlas .

1, f(X) = 10+ 12:X—3X —2X 2, f(x) = 3:x* - 4x° - 12:X°
3. f(x) = w 4. f(x) = x-(a+x)2-(a—x)3
X° +3X+ 2
5. (= 2-+(x-1) 6. ()= ——
1+X
7. f (X) = cos(x) + sen(x) en (%’9 8. f(x)=2¢e+e "
9. f(X) = x-(In(x))* 10.  f(x) = arcsen(sen(x))

11. Hallar el rectangulo de maxima superficie que puede inscribirse en un circulo de radio R . Determinar
también el rectangulo de perimetro maximo .

12. Hallar la altura del cilindro recto de volumen maximo, que pueda ser inscrito en una esfera de radio R.

13. Hallar el cono de minimo volumen que puede circunscribirse en una esfera de radio r .

14. Hallar las dimensiones del cono circular recto de méxima capacidad que puede inscribirse en una
esfera de radio R.

15. Se desea construir un canal abierto de capacidad maxima .
La base y los lados del canal han de ser de 10 cm de ancho ;
ademas los costados han de estar igualmente inclinados
respecto a la base . ¢Cual debe ser la anchura del canal por
arriba ?

16. Encontrar las dimensiones de una tienda conica de volumen dado para que requiera de una cantidad
minima de tela al construirla.

17.  Se desea fabricar un bote cilindrico cerrado de volumen V , constante . ;Cuéles deben ser sus
dimensiones para que sea minima la cantidad de material utilizado?

18. Unacarga W se eleva mediante una palanca, aplicando =

una fuerza F en un extremo y estando el punto de apoyo en
el otro extremo de la palanca . Cada centimetro lineal de la
palanca pesa p gramosy la carga se encuentra a la L

distancia d del apoyo . ;Cual debe ser la longitud L de d W
palanca para elevar la carga con una fuerza minima ?
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19. Dos focos luminosos iguales de intensidad | estan separados una distancia d .

Se desea colocarlos en postes verticales de altura h de modo que se obtenga la iluminacién 6ptima

sobre el piso en el punto medio entre ellos. Determinar la altura de los postes.

(La iluminacién en un punto dado es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al foco
luminoso y directamente proporcional al coseno del angulo de los rayos incidentes en tal punto)

20. Hay que rodear una superficie rectangular en tres de sus lados con una tela metalica de longitud L .
La superficie colinda con una pared de piedra en el cuarto lado, a la cual ya no es necesario bardear.

¢Qué longitudes de los lados del rectangulo daran la superficie de mayor area posible?

Hallar los puntos de inflexién y los intervalos de concavidad de las siguientes funciones :

21.

23.

25.

Hallar las asintotas de las siguientes curvas :

27.

29.

a |

f(x) = X —6X + 12X+ 4

f(x):%

f(x) = (1+ xz)-ex

f) = —2—

y(t) = t+ 2-arctan(t)

22.

24.

26.

28.

30.

32.

f(x) = fli 4x° - 12-xi

f(x) = x*In(x)

X

f(x) = xe
X
fx)=———
X" —4Xx+3
1
f(x) = -
1-¢€

f(x) = In(1+X)
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Respuestas: Ejercicio 5.2 ( problemas impares)

1. e maximorelativo: f (1) =17

e minimorelativo: f(-2) = —10
20T
107
} t t {
-4 -2 0 2 4
—1ot
—ood

5. e maximorelativo: f(1) =2

9. , . . 1 4
e méaximo relativo: f - = -
e e

e minimo relativo :

f(1)=o0

3. e minimorelativo: y(\/2) = (4_—3\/5]

44342
4+ 3-\/§j
4 —34/2

/ —Vi\j V2

e méximo relativo : y(—/2) = (

r
7. o maximo relativo : f(Z) =42

: . /4
e minimo relativo f(—S-Z) = 2

-z . . . . 2 2 2
11. Laecuacion de una circunferencia de radio R con centro en el origen de coordenadases X™ + Yy~ = R

Las coordenadas del punto P de incidencia entre el rectdngulo y la circunferencia , determinan las
dimensiones del rectangulo inscrito que, de acuerdo a la siguiente figura. . .
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son 2:X y 2-y,asique el area del rectanguloes. .. A
A= (2x)-(2'y) = 4-x+/R* =X Y

asi que :

dA 2 2 X 2x° —R
— = 4. RZ_X2_4.— = 4| ——— w O X X
R

A
y — = 0 implica que 2.x* —R* = 0,esdecir: x = —

dx \/5

/ RY R
Entonces la ordenada es: y = \/RZ — x2 = R2 — (T) = T
2 2

R
Se trata en realidad de un cuadrado de lado Z(Tj = R/2 cuyadreaes Amay = (R'\/E)2 = 2R

2

. 1
13. El volumen de un cono de radio R y altura h es: = §~7r~R2-h

Para que ésta relacion dependa de una sola variable, notemos que de la
semejanza de los triangulos rectos dibujados en la figura de la derecha, se
deduce que la razdn de su hipotenusa a su lado menor es la misma, es decir :

JW’+R> _ (h-71)
R r

2

de donde se obtiene : R> = h-——
(h—2-r)

altura h ...

2
v(h) = L.R%h= 10 hr |,
3 3 h—2r

La derivada de ésta funcion igualada a cero, proporciona los valores criticos de h para hallar los valores
extremos del volumen del cono.

v

h-r>-(h — .
_ = M:O
dh

. implicaque h = 4.r
(h—21)

T

Wl

- El volumen del cono queda expresado como una funcién de su
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2 2
r

por lo tanto RP=h—m7m A = (4-1)

(h—21) Tan—21

2 P
2-r y el volumen maximo del cono

circunscrito a la esfera de radio r es entonces. . .

3

V = ﬁ.(z.rz).(4.r) =

w| -
w | o

4 3 ,
Dado que el volumen de la esferaes —- -1 , el volumen de éste cono es el doble.
3

15. La capacidad maxima del canal se logra cuando su seccidn transversal sea de area maxima y ésta es el
area de un trapecio que se calcula por. . .

Az (B+bj'h
2

donde B es la base mayor, bes la base menory h esla

altura:
g
B=b+ 2-(b-cos(¢9)) , h= b-sen(@) 4"

por lo tanto el area queda expresada como una funcidn del
angulo @ ...

A(0) = [(b“'b'cgs(@)) + b}bsin(e) - b2.sen(0)-(1+ cos( 0))

(=2

La derivada de ésta funcién igualada a cero proporciona los valores criticos de & para calcular los valores
extremos del area transversal del canal

2—2 = bz-(cos(ﬁ) + cos(H)2 - sin(&)z) = bz-(z-cos(@)2 + cos(H) - 1)
= 2-b2-(cos(9) — %)-(cos(@) + 1)

A o
— = 0 implica que :
COS( 6’) = —; y por lo tanto 6 = —

Cos( 0) = —lyporlotanto &= 7 .

Es evidente que s6lo para @ = 3 se obtendra una capacidad maxima.
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La distancia B es entonces: T = 4 V3
3

B=b+2(bcos(6)) = b+z{b.e J = 2.b

)
)

y el area transversal maxima. . .

34/3
Amax = (T\/—j,bz

Area transversal

V = z.R*h Q)

17. El volumen de un cilindro circular recto de radio R y de altura h esta dado
por: \
h

y el area de su superficie, la cual se desea minimizar se expresa como .

)

S=(22Rh) +2(7R%) = 22RR+N) @

Para convertir ésta relacion en una funcién de una sola variable, se puede
substituir h de laec. (1)enlaec. (2)...

7-R?

S(R) = z-ﬂ-R.(R + Lj

La derivada de ésta funcién igualada a cero proporciona los valores criticos de R para calcular los
posibles valores extremos del area superficial del cilindro . . .

ds \Y Vv 2
R 2-7{R+m}+2-z-R-[1—2-m} = ?-(2-7z-R3—V)

s 5 v
Entonces — = 0 implicaque 2-7-R™" -V =0 yporlotanto R = [— .
drR 2
Es evidente que con éste valor para R se obtendra una superficie del cilindro minima puescon R = 0 o
R = oo lasuperficie tiende a infinito.

De laec. (1) laaltura h esentonces. ..
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Esto es, un cilindro recto que tenga un volumen dado
constante tendra una superficie total minima

= 2
Sminima = 3y 27V

cuando su altura sea el doble de su radio

Superficie total

Radio del cilindro

19. Laintensidad de luz es la suma de las intensidades de los dos focos en cualquier punto. En particular, en el
punto sobre el suelo en medio de los postes, tal intensidad vale . . .

— . . /

CERCE 'J

pero. . . h

:
|
|
cos(6) = __nh o0
|
|

bE

Asi que la iluminacién en el punto medio P entre los focos d

cos(@) n cos(@) a @

es una funcion de h :

Ip(h) = I-

|
1
=

2.

=

iluminacion en P
l
T

La derivada de ésta funcién igualada a cero proporciona los
valores criticos de h para calcular los posibles valores

extremos de la iluminacién en el punto P . .. t—— ‘ ‘ ‘
altura de los postes

di 2.1 ol (42 -8h?)

dh 2 23_ 2 2\ 2+.25
/Gd +h) /Gd +h) (d+ a°)

dl d
Entonces & = 0 implica que (d2 + 8-h2) =0 yporlotanto h = ——.

24/2
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21.

23.

25.

16

343 d?

La iluminacion tiene el valor maximo . . . para éste valor de la altura de los focos .

Imax =

Los puntos de inflexién de una funcion f (x) se determinan resolviendo laec. f~ (x) = 0 ysus

intervalos de concavidad se encuentran determinando el signo que tiene la segunda derivada entre dos
puntos de inflexidn consecutivos.

Si f(X) =X —6X +12-X+4 entonces: 20 ‘
f"(X)=6x-12 =0 i ?
implicaque x = 2, demodo que (2, f (2)) = (2,12) es |
un punto de inflexién para ésta curva. 107 l
Ademas, es evidente que " (x) < 0six < 2, locual ;
e g .. . . . 57 |
significa que la funcién es concava hacia abajo en el ‘
intervalo —oco < X < 2 [ ﬁ : {
” . . -2 0 2 4 6
Pero 7 (x) > 0si x> 2, locual significa que la |
5__ 1
funcién es concava hacia arriba en el intervalo 2 < X < o0
. 3 ‘
Si f(X) = ——— entonces.... |
X"+ 12 2
2 |
.. X —4 ‘
" (x) = 18'(—)3 =0 :
X+ 12
implicaque X =2 o0 X = —2,asique (2 i\ y é : :
' \ ’ 16} 2 4 6

(—2 , 1—3;) son los puntos de inflexion.

Ademas, como 7 (x) = 18-

X—=2)(X+2
L(J de modo que los factores (x —2) y (X + 2)

2
X"+ 12)
determinan si la curva es cdncava hacia abajo o si es cdncava hacia arriba.

Si f(x) = (1+x2).eX entonces . . . _33 3_1
7 (x) = ex-(3+4-x+x2) = e (x+1)-(X+3)
de modo que f (x) = 0 implicaque X = —1 0 X = -3, asi | T
2 10 o A -
que | -1,—| Yy —3,—3 son los puntos de inflexion. e
e e | |

Esta curva es concava hacia abajoen (—3,—1) y céncava hacia
arriba en cualquier otra parte.
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: X +1 o
29 Si f(X) = ——— entonces. ..
2
X -1
o
2
. X) . X" +1
lim — = Ilim = —— =1
x> X x—o X /x2_1 ot
, . g
. f(x) . X"+1 e Zan
lim ——= Ilim = = -1 -
X—>— o0 X X—>— X X2 -1 N L
1 I e I |
-3 -2 41~ b 2 3
X+ 1 A T
lim (f(x)—=m-x) = lim -X| =0 Sl . )
X—>o0 X—o0 X2 -1
2 2
) X+ . X" +1 o . ]
Ademés lim ——— = o y |lim ——— = o ,asi que ésta curva tiene las asintotas
x—>1 ¥ —1 x—>-1 21

verticales: X = —1 , X = 1y lasasintotas oblicuas: y = X, y = —X

31. Asintotasoblicuas: y=Xx+7x , Yy

I
=
|
N

Respuestas .Ejercicio 5.2 (Problemas pares)

2. o minimorelativo: f(-1) = -5 4. o maximorelativo: f(-a) =
e maximo relativo: f(0) = 0 e« minimo relativo - f[—£~a\ _ 727
e minimorelativo: f(2) = —32 \27) 6
. . 1 128
e méaximo relativo : f(g a) = Tg-ae

]

T L LU
v [oN1 2 [3 4

1 1
I 1
-3 -2

-15+

-40+
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10.

12.

e maximo relativo: f (1) =

N |-

o . -1
e minimorelativo: f(-1) = -

e méximos relativos : f[z'(4-n + 1):| =

e minimos relativos : f[g-(4-n + 3)} = —(z) _

2

T
2

El volumen de un cilindro circular recto de altura H y radio r esta dado

por: V = r r’-H y de la figura de la derecha, si la esfera donde se

inscribe el cilindro tiene un radio R , claramente, por el teorema de
Pitagoras se sigue que . . .

[
2
R = (ﬂ) +r H
por lo tanto el volumen del cilindro se puede expresar como una funcion v

de una sola variable . . .

wn-e-(2]]

dv
La derivada de ésta funcién igualada a cero : —

(R%H —%H?’\

i\ )

( 2 3 2\ _ .
71 R"——=-H"} = 0 proporciona los valores
Y

criticos de H para calcular los posibles valores extremos del volumen del cilindro inscrito.

[RZ—E-HZ\ =0 esdecir H = i-R :
\ 4 ) 3
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Obviamente, para éste valor de la altura se obtiene un maximo del volumen del cilindro, que esta dado por . . .

Vi = ﬂ.{Rz.(%R)_i.(%.Rﬂ - o - %G.Mg)

. 1
esdeciresla — = 0.577 parte del volumen de la esfera
3

14. El volumen de un cono recto circular de radio r yaltura h se

1 2 .
calcula por : = —.z-r-h . Pero por la ecuacion para la
3

223

//

%

2
e S

A%

N

circunferencia de radio R que es el contorno de la esfera A

dibujada en la figura de la derecha, se deduce facilmente que. . .

2

2 2
r+y =R
y el volumen del cono inscrito en la esfera se puede expresara como una funcion de una sola variable. . .

V(y) = =-2(R = y?)-(R+y)

Wk

V() = 7Ry +R -y - y'R)

La derivada de ésta funcion igualada a cero proporciona los valores criticos de Y para los posibles valores
extremos del volumen del cono inscrito . . .

dav. 1 o
™ = g-n-(Rz - 3-y2 — 2-y-R) = 0 implica que R® - 3~y2 -2y'R=0
y
. 1 ,
es decir y = E-R 6 y=-R
Es claro que sélo con el valor %R se obtiene un maximo en el
o
volumen del cono, el cual vale . . . § -
3
3 2 £
1 R R R 32 = 1
3 3 3 81
8 (4 _3) : : : .
57 \3 ) distancia y

8
quees la > = 0.296 parte del volumen de la esfera .
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2 2 _ 2-\/5

. . 4
y las dimensiones de tal cono son entonces: h = (R+Yy) = E-R ; r=4R -y = —R

16. Se desea minimizar la superficie lateral S de un cono recto circular

. 2 2

de radio r y altura h, la cual se calcula de : = r-\/r +h". R
h
1 2
Dado que el volumen V = §~7r~r -h del cono ha de permanecer
. 3V .
constante , se sigue que ... h = — Y entonces es posible r
r

expresar su area lateral en funcién de una sola variable :

=0 r'adio dé la basé

2 6 2 2
S = pr o [2L) - AT roV

2

cuya gréfica, como puede observarse, tiene un minimo que puede
localizarse igualando a cero la derivada de ésta funcion . . .

Superficie lateral

ds 27 -9V’

2
dr rz-\/rG-n +9V?
3
N . 9V
lo cual que implica que : 2'r6'7z2 —oV?=0 ,esdecir... r= >
V4
Por lo tanto :
ho 3V 3-V . eV

Con éstas dimensiones para r y h, se obtiene una superficie lateral minima que vale . . .

Smin - T I’V r2 + h2
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18. Elpeso de lapalancaes w = p-L , donde p esel

peso por unidad de longitud .
Si la palanca es homogénea se puede considerar que su

. ) L
peso actua en el centro geometrico, a una distancia E O

del punto de apoyo O.

Para lograr el equilibrio, la suma total de los momentos N
de las fuerzas debe ser cero. (EI momento de una fuerza

es el producto de la fuerza por su distancia

perpendicular al centro de giro) .

estoes...

F-L—W-(%)—W-d =0

De aqui se obtiene que la fuerza aplicada F es una funcién de la longitud L de la palanca. ..

L W-d

F(L) = p|— |+ —
(L=p (2) T

cuya gréfica, ilustrada a la derecha, muestra un
minimo relativo, el cual se puede calcular de la

dF
solucién de la ecuacion . . . E = 0 esdecir...

lp_isz =0
2 L

2-W-d
p

de donde resultaque L =

20. Se desea maximizar el area: A = a-b de un rectangulo de b
ladosa y b . a a

El perimetro a rodear con latela: L = 2-a+ b se puede usar

para expresar el area del rectangulo como una funcidn de una — -
sola variable . . . —

A(a) = a-(L - 2-a)

Que tiene un maximo relativo, calculado al resolver la ecuacién:
dA
- = O
da

es decir L-4a=0
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b=L-2a =

N

Por lo cual el &rea maxima se obtiene con éstas dimensiones
y vale :

L
de donde resulta que a = " y entonces : T L
4

SCER: -

(el doble del area que se podria formar haciendo un cuadrado perfecto con la longitud L de la tela)

3 4

22, d—z(m) = At ea) {X(X%‘?)T

dx®
ot
Puntos de inflexinen: x =0, Xx=—(\/3) ;: X=1/3 (\

-3 -1 1 3
f (x) concava hacia abajoen: (—/3,0) y (\/:—3, oo) U

f (X) concava hacia arriba en : (oo,—\/:—s) y (0,/3)

24, d—z(x2~ln(x)) = —(2:In(x) + 3) T
dx’ \/;;

Punto de inflexionen: x =

1
3
Je

f (X) concava hacia abajo en : (0,

%‘|H
w

N

1

T

f (X) concava hacia arribaen : (

Enlle
8
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d® (2 _ =X N 1
26. —x An(x)) = e "(x-2) 2
dx —_
_ » -1 1 3 5
Punto de inflexionen: X = 2 l
f (X) concava hacia abajo en : (—oo,z) . 1
f (X) concava hacia arriba en : (2,00) 3
Z
4
28. Asintotas verticales: x = 1 , X = 3. }L 3\
Z
Asintota horizontal : y = 0 j \
1 il ¢] 5
| / \
4
o)
30. Asintota vertical : X = 0
———/ 1
Asintota horizontal derecha: y = 0 . .
I3 J1 3
Asintota horizontal izquierda: y = 1. .
S
i N
1
Z /
32. Asintota vertical : X = —1 .
T2 0 2 4
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Capitulo VI
Teorema del VValor Medio y sus aplicaciones

6.1 Teorema de Rolle .

Este es uno de los teoremas fundamentales del calculo diferencial. Establece que . . .

Si. f(x) esunafuncion:

e continuaenelintervalo [ a,b ]
o derivable en todo punto del intervalo abierto (a,b)

e gue se anula en los extremos del intervalo, esdecir f(a) =0y f(b) =0

entonces existe en (a,b) al menos un valor x, para lavariable x tal que f ‘(Xo) =0

Geométricamente, el teorema de Rolle significa que:

" Toda funcién que satisface las condiciones del teorema, tiene por lo menos una tangente horizontal "

Consideremos por ejemplo, la gréfica de una funcion continua y derivable como la siguiente. . .

-5 —_ C 77
i iiad

. =5 T ., . —
que se anula en los extremos del intervalo (T ’Tj y también corta al eje X en los puntos a = -
-7 V4 .
, b= - Y c= > esdecir f(a)= f(b)= f(c)=o0.

-5 7
En el intervalo KT) ,(Tﬂ , lacurva tiene cuatro puntos donde su derivadaesnula: A,B ,C y

D . En esos puntos su pendiente es cero porque la tangente es horizontal, de acuerdo al teorema de Rolle .

. 5T —-rx . , .
Por otra parte , en el intervalo (T s 7) la pendiente de la curva es nula Unicamente en el punto A .
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Demostracion del teorema de Rolle.

Dado que f (X) es una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b ], entonces esta definida

en todo punto de ese intervalo y dadoque f(a) = 0 y f(b) = 0, entonces f (x) puede ser

positiva en algunas partes del intervalo y negativa en otras.

Si la funcion es positiva en alguna parte del intervalo (a,b), necesariamente tendré un valor

maximo en algin punto o, si la funcion es negativa en alguna parte del intervalo (a,b)

forzosamente tendra un valor minimo en algin punto del intervalo.
Pero en los puntos maximos o minimos relativos de una funcién continua f (X) se tiene que

df

— = 0 ,ysecumple el teorema de Rolle.

dx

3
Ejemplo 1. ¢ Se cumple el teorema de Rolle para la funcién: f(X) = 5—2-4/(X— 2)2 ?

Solucién :

Primero se debe encontrar al menos dos valores a y b de x para los cuales la funcién valga

cero. ..
3
5—2+/(x-2)°=0

estoes...
5 |5 5 |5
a=2——|= y b:=2+=.[=
242 242

Sin embargo, a pesar de que ésta funcion es también continua en el intervalo (a,b), el
teorema de Rolle no se cumple en éste caso, porque la derivada :

af () = i{s—sz =

dx dx

_ sy
\2)

implicaque: X—2

-4 1

no existe en X = 2, valor que esta

comprendido en el intervalo (a,b) y una

de las condiciones del teorema de Rolle
falla.

En consecuencia, no se puede afirmar que
exista un solo punto dentro de éste intervalo
en el cual la funcién tenga una tangente
horizontal .

En éste ejemplo se ilustra que basta con un
solo punto del intervalo en el cual la
funcion no sea derivable para que el
teorema de Rolle deje de aplicarse.
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Ejemplo 2. ¢ Se aplica o no el teorema de de Rolle a las siguientes funciones ?
2 2
X" —4-X X" —4-X
a f(x)= —— b) g(x) = ——
X—=2 X+2
Solucion : Ambas funciones se anulanen X = 0 yen X = 4
; sin embargo, la funcion f (x) es discontinua T
para X = 2, valor que queda dentro del intervalo 1 2
[0,4], por lo cual el teorema no se aplica en éste
caso. | . |
Como se puede apreciar en la grafica de la funcion T 0 P 4 6
ilustrada a la derecha, ésta no tiene una tangente |
horizontal en ningun punto dentro del intervalo
(0,4). 1
La funcién g(x) es discontinuaen x = —2 , pero
éste valor de X esté fuera del intervalo [0,4]y T |
ademas, su derivada es : 1 4
2 4 |
dg X" —8+4X ;
dx  (x+2)° 52 2 a6
la cual existe para todo punto en el intervalo (a,b) L
Por lo tanto, el teorema de Rolle se aplica a g(x) y predice al menos un punto comprendido
entre X = 0 y X = 4 donde la tangente a la curva es horizontal .
: . dg :
En efecto, resolviendo para X la ecuacion: d_ = 0 seobtiene que ...
X
2
X —8+4-X 2
— = 0 X"—8+4X=0
(x+2)
De donde resultan los valores : @ := —2+24/3 'y b:=-2-24/3
Sin embargo sélo el valor X = a esta dentro del intervalo (0,4) y por lo tanto en el punto
(a,g(a)) = (-2 + 2+/3,4/3—8) , latangente alacurva y = g(X) es horizontal.
Ejemplo 3. Determinar el valor que predice el teorema de Rolle para la funcién : f (x) = X — 12:X.
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Solucién :

Esta funcion se puede factorizar como . . .

f(x) = (x3—12~x) = x-(xz—lz) = x-(x=v12)-(x +12)

y ademas, es un polinomio. Por lo tanto, es una funcién continua y derivable para todo valor
de X.

Los factores anteriores muestran que la funcién vale cerosi: x=a= —/12, x=b =0
0 X = C =+4/12 y el teorema de Rolle puede aplicarse en tres intervalos : (a,b), (b,c)

y (a,c).
La derivada de la funcién igualada a cero proporciona los puntos donde la tangente a al curva
es horizontal . . .

df d
— =0 implicaque... —-(X3 — 12-x) = (3-x2 — 12) =0
dx dx
esdecir: 3-(X—2)-(x+2) = 0 ,dedonde B oo
seobtieneque: X; =2 y X, = —2. = 2
Nt
Por lo tanto, lacurva y = f (X) eshorizontal en ; ;
dos puntos : | e | ,
4 T2 k 4
A(x,, T(x1)) = (2,-16) N\
y i l
B(Xzy f (Xz)) = (-2,16) Ll 1 A

6.2 Teorema general de la media y Teorema del Valor Medio .

El teorema general de la media, también llamado el teorema de Cauchy. (por el matematico Francés Agustin
Louis Cauchy (1789-1857) ), establece que :

Si f(x) y g(x) son dos funciones que :

e son continuas en el intervalo cerrado [a,b]

e son derivables en el intervalo abierto (a,b)

dg

e la derivada — no esceroen ningun punto de (a,b)

dx

entonces existe al menos un valor x, comprendido entre @ y b parael cual :

f(b)—f(a) _ f(x)
- (6.1)
gb)-g@  g-(%)

Pedro Ferreira Herrején

372




Calculo de una variable

Geométricamente éste teorema significa que el cociente de los incrementos para dos funciones continuas y
derivables en un intervalo dado, es igual al cociente de sus pendientes en por lo menos un punto X, dentro
del intervalo.

Demostracion .
Definamos una constante M y una funcién h(x) como sigue . . .

f(b)-f(a
M= VT gy = (00 - 1 (0) - M-(@() - (b))
g9(b) —g(a)
Si f(X) y g(x) son funciones continuas y derivables en el intervalo (a,b), entonces la funcién
h(x) también es continua y derivable en ese intervalo .

Ademés, esta funcion se anula en los extremos de (a,b) . ..

h(b) = (f (b) - f (b)) -M-(g(b) —g(b)) = 0

f(b)-f(a)

h(a) = (f(a) - f(b)) -
(a) = (f(a) - T(b)) a0 9@

-(9(a) —g(b)) =0

por lo tanto h(X) satisface las condiciones del teorema de Rolle y su derivada valdra cero en al menos

un valor X, comprendidoentre a y b ...

(%j = (ﬂ—oj —M(@— ) = 0 estoes: dh(x,) _df (%) _M‘dg(xo) -0
dx X dx X X

dx dx dx dx

) |
(dg(Xo)j g (%)

dx

de donde se obtiene ... M con a<X,<b

substituyendo ahora la definicion inicial de la constante M , queda demostrado el teorema de Cauchy

d
En particular, si g(x) = X es la funcién identidad, entonces g(a) = a, g(b) = by (d_gj =1
X
de modo que el teorema de Cauchy se reduce al llamado Teorema del valor medio o Teorema de

Lagrange . ..

fo)-f(@ _ .
b

que en palabras dice. . .
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" Si unafuncion f (x) es:

e continuaen unintervalo [a,b]

e derivableenelintervalo (a,b)

entonces existe al menos un valor X, comprendido
entre X = a y x = b talque la pendiente de la

recta tangente a la curva en X, esigual a la

pendiente de la recta secante que pasa por los puntos

(@, f(@) vy (b,f(b)"

Es decir, para dos puntos A(a, f (a)) y B(b, f (b)) de una curva que sea continua y derivable en
cualquier punto interior de un intervalo (a,b), existe al menos un punto P comprendidoentre A y B en

el cual la tangente a la curva es paralela a la recta secante que pasapor A y B.

El teorema de Lagrange se puede enunciar de varias maneras a partir de la forma basica :

f(b) - f(a) _ df(x)

; a<X <b 6.2
b-a dx 0 (62)

Por ejemplo, si se resuelve ésta ecuacion para f (b) ysehace b = X se obtiene :
f()= f@+x-a)[f(x)] : a<x<b (6.2),
o bien haciendo a = X ; b = X+ 4x, resulta una tercera forma:

Fx+ax) = FO)+ [ F-(x)] : x<x<(x+ax) (62),

Con ésta Ultima forma, se puede calcular el valor de una funcién en X + AX conociendo su valoren X .

Ejemplo 4. Hallar el valor que predice el teorema de Lagrange para la funcion f (x) = 3X° +4-X—3en
el intervalo [—-1,3]

Solucién :  Lafuncién f (X) esun polinomio, asi que es continua y derivable en cualquier punto.
Ademas, haciendo a = —1 y b = 3 se obtiene. ..
f(a=f(-1) = -4 vy f(b)=f(3) = 36
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Por lo tanto, del teorema de Lagrange

f(b)— f(a) _ df(x)
b-a  dx

se obtiene que :

36-(4) _ {i.(s-xz + 4 X — 3)}
3-(-1)

es decir : 47? = (6-X0+4)

de donde resulta que . . .

« = (10 -4\ _ L
" Ue )
esto es, en el punto (xo, f (xo)) = (1,f(2) = (1,4) ,lacurva y = f(x) tieneuna
recta tangente que es paralela a la recta secante que pasa por los puntos:

(a,f(@) = (-1,-4) y (b, f(b))=(3,36).

Ejemplo 5. Hallar un valor aproximado para el nimero : $/65

.z - .z 6 . Lo .
Solucion :  Definase la funcién f (x) = \/;( . Tomese como valor inicial X = 64 y como incremento

AX = 1. Aplicando entonces el teorema del valor medio en la forma (6.2, se obtiene. ..

df
f(x+Ax)= f (X) + Ax- (EXO) ; x<x0<(x+Ax)
X
es decir :
-
{/6a+1= /64 + (1)-%-(x0) ° : 64 < Xo < (64 + 1)

y aungue no se conoce aun el valor de X, es posible suponer que X, = 64 con el fin de

simplificar el calculo y obtener un valor aproximado del nimero pedido. Bajo ésta
suposicion queda entonces . . .

5
1 1 1(1
6“/65 ~ 2+_(_j = 2—}——(—) = 2.0052083

Mientras que el resultado exacto hasta 6 cifras decimaleses:  §/65 = 2.0051747 , asf que
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el valor aproximado esta muy cerca del valor real. La precision de la aproximacion aumenta a
medida que AX tiende a cero.

Ejemplo 6. Hallar un punto en el segmento de la parabola f (X) = 3X —6:X—9 comprendido entre

X = —2 y X = 2 donde latangente a la parabola sea paralela con la recta secante que
pasa por los puntos A(-2, f (-2)) y B(2.f(2))

Solucién :  Esta funcion es continua y derivable en cualquier punto puesto que es un polinomio, por lo
tanto se le puede aplicar el teorema del Valor Medio :

H2-1@) _[d 0 o0 )
(-2) - (2) dx

Xo
15 - (-9
J = 6.)(0 —6
-2-(2)
de donde se obtiene que . . .
-3

24

Xg = +1 =0
~4:(6)

Por lo tanto, la recta tangente pedida, toca a la
parabola en el punto :

(0,1 (0)) = (0,-9)

. ., X . . , ., .
Ejemplo 7. Laecuacion € = 1+ X tiene unaraizen X = 0. Demostrar que ésta ecuacion no tiene
otra raiz real.

Solucién : Definase la funcion f (X) = € — (1 + X), la cual es continua y derivable en todo valor de X

puesto que es la suma de dos funciones continuas y derivables : una funcién exponencial y un
polinomio de grado uno.

dx
cero en ningun punto de los intervalos (—oo,o) y (0, oo) . En otras palabras, el teorema de
Rolle no se cumple porque falla la condicion de que f (x) se anule en otro punto distinto a
X = 0, esdecir lafunciéon f (X) no tiene otra raiz real.

df
Ademas, f (0) = e’ — (14+0) = 0 yesclaroque laderivada (—j =e—1, noes
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Ejemplo 8. Hallar el valor que predice el teorema general de la media en el intervalo [1,4] para las

funciones : f(x)=3x+2 y g = X+ 1

Solucion : Tanto f (x) como g(x) son funciones continuas en el intervalo [1,4] y ademas sus

derivadas existen en cualquier punto del intervalo (1,4), puesto que son polinomios.

Sus derivadas son . . .
df dg

=3 y — = 2:X

& dx

d
Asi que d—g # 0 entodopuntode[1,4].
X

Con a=1y b= 4,setiene...

f()=5 ; 9g(@)=2
f(4=14 ; 9(4=17

asi que el teorema general de la media
aplicado a éstas dos funciones establece que:

&)
f(b)- f(a) _|\dx

g(b) - 9(a) (@j

dx

estoes... [14_5\: 3
\17-2) " 2%

de donde se obtiene : X, =

N | o

En la gréfica anterior se muestra como en los puntos Py P” donde X = X,, el cociente de
las pendientes de las rectas tangentes respectivas, es igual al cociente de los incrementos de

las funciones f (X) y g(X)
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6.3 El teorema extendido del valor medio .

Siendo f (X) una funcién continua y derivable, se puede definir una constante R tal que . . .

df(a) (b_a)z_R} _, "

{f(b)—f(a)—(b—a) ™ >

y también se define una funcién F (X) si se reemplaza la constante b por la variable X en la ecuacion (1)

anterior . . .

df (a) (x—a)2_R

F()=f(x)-f(a)-(x-a): ™ o)

)

Entonces es claro que F (b) = 0 segln laecuacién (1) y F(a) = 0 segln la ecuacion (2) .

Ademas F (X) es continua y derivable (porque f(x) loes), asi que es posible aplicarle el teorema de

Rolle, es decir , existe un valor X, comprendidoentre X = a y X = b tal que

CRIE
dx %o

Ademas . . .
dF() _ df ) " df (@) 2(x-a)R
dx dx dx 2!
df (x) df(a)
= - -(x-a)R 4
m i (x—a) @)
F(a) , ) dF (xo) , )
Entonces g = 0 segun laecuacion (4) y 3 = 0 segun laecuacion (3), por lo tanto, se
X X

F(x)

puede aplicar nuevamente el teorema de Rolle a la funcién 3
X

. d (dF
comprendidoentre X =a y X=X, talque | —:| —
dx \ dx

d"-F(x) HERI -R| =0
dx® dx® %,

2, d® f(x
de donde se obtiene: R = LZ(X) = #
dx « dx

j:| = 0, es decir, derivando (4) . ..
X

1

para inferir asi que existe un punto X;
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Substituyendo este valor de R en laecuacion (1) resulta:

_a)? [ d®f(x,
: X

donde a < X, < b puestoque X; < Xy <b

Si se aplica repetidamente n veces el procedimiento anterior a la expresion :

f(b)=f(a)+(b-a)

'df(a)+(b—a)2_d2~f(a)+(b—a)3'd3-f(a)+ N (b-a)"* R
dx 2! dx® 3! dx® (n+1)!

L b-a)f df@ | [m-a™
oenformaresumida: f(b) = Z a +| ——|'R

k n+1)!
k=o dx ( )

se puede demostrar que . . .

o (dl’Hl. f (X)J _ d"L (Xn)

con  a<Xxp<b (6.3
an+1 an+l

n

)

y por lo tanto :

e o-afdr@ | [b-a™] d" (%)
o k§> ki ax® { (n+1)! } dx™

o en forma resumida. . .

n+1

n b- ‘ b - n+1
fo)=| ), {%}-f(k)-(a) +[%}-[f( (x)] (6

k=o

Esta expresion es la generalizacién del teorema de Lagrange y se conoce como teorema extendido del valor
medio
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6.4 Foérmulade Taylor .

Uno de los resultados mas importantes del calculo diferencial es que :

" Toda funcion matematica que en un intervalo dado . . .

* seacontinua
o lenga derivadas hasta el orden (n + 1)

se puede representar como una serie de potencias enteras y positivas hasta el orden n de su
variable independiente **

Diciéndolo de manera mas dramatica :

" Cualquier funcion que sea continua y derivable hasta el orden (n + 1) en cierto

intervalo , se puede desarrollar como un polinomio de grado n *

DEMOSTRACION .
Supongamos que f (X) es una funcién continua en el intervalo [a,b] y que ademas sea derivable en (a,b)

En otras palabras, que existe en todo punto del intervalo y tiene una derivada definida en cualquier punto
interior de ese intervalo.

Imaginemos a f (X) como una serie infinita de potencias enteras y positivas de (X —a):
f(X) = Ag+ Ay(X—a) + Ay (x—2a)° + Agr(x—2a)° + Ay (x—a)" +..... 1)

donde A,, A;, A;, A, etc. son coeficientes constantes y calculemos sus n primeras derivadas . . .

dfdiX) = (1)-Ap +2- Ay (x—2) +3-Ag-(x—8)° + 4 Ay (x—8)° + 5 Ag- (X — @) + ...

% = (2)(1)-As + (3):(2)- Ay (X — @) + (4)-(3)- Ay (X — @) + (5)-(4)- As- (X — @) + ...

% = (3):(2)-(2)-Ag + (4)-(3):(2)- Ag-(x — @) + (5)-(4)-(3)- As- (X — @) + ...

dhf09 I L L W VRIS OO UL Y VPR L UL Ly N P O
i (1)! (2)! (3)!
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evaluando éstas derivadas en X = a , se pueden calcular los coeficientes constantes . . .

df(a):A1+o+o+ ..... — Alzdf(a)
dx dx
2 2
_d-f(a) = (2!)-A,+0+0+ ... — Azzi-—d'f(a)
dx’ (2! dx’
3 2
—d-f(a) = (3!)-A;3+0+0+..... — A3:i-—d'f(a)
dx’ ) gy’

y asi sucesivamente hasta :

n
M (n)-Ap+04+0+..... — A= — ! d f(a)

dx" (n)! 3 dx"

Substituyendo éstos coeficientes en el desarrollo (1) y dado que f (a) = A, , se obtiene:

f(x) = f(a)+ df(a) xeay s T @ gz L ERIC) (x—a)+.
(2! ax @) o
o en forma abreviada . . .
= <. f
=3 (25 o
k=o X

Si ésta serie infinita se trunca en el n-ésimo término, puede representar en forma aproximada a la funcion
f (x). Denotando por R(x) la suma de términos después del término n-ésimo, queda :

n

1 df(a) ’
f= ) R (x—a)*+R(X) (6.5)
k=o

Comparando ésta expresion con el teorema generalizado de Lagrange (ec. (6.4)) haciendo b = X, se

concluye que la funcién R(X) debe ser:

1 ) dn+l' f (Xo)
(n+12)! dx™

(x—a)""" donde a < X, < X (6.6)

R(X) =
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De éste modo, R(X) representa el error de aproximacion entre la funcion f (X) y un polinomio en potencias

de (x — a) de grado n con el cual se representa en forma aproximada.
Este resultado se conoce como Teorema de Taylor . (Brook Taylor, 1685-1731)

TEOREMA DE TAYLOR

Si f(x) esuna funcion tal que :

e sus primeras n derivadas son continuas en el intervalo [a,b]

LR )

n+1
dx

e laderivadadeorden n+1 : , existe en todo punto del intervalo (a,b)

entonces f (X) se puede representar como la suma de un polinomio P(x) en (X — a) y una funcién
residuo R(X). ..
f(x) = P(x) + R(X)

donde. ..
n

B 1 (df(a) - o dT (%) v
Pl = Z k' 7 x=a) 5 RM= (n+1)! N (x=a)

k=o

con X, un valor comprendido entre a y X.

La funcién R(X) mide la diferencia entre la funcion f (x) y el polinomio P(x) de grado n usado para
aproximar a f (x), esdecir R(x) representa la “cola" de términos después del n-ésimo en la serie para el
desarrollo de f (x)

R(x) = f(x) —P(x)

Cuando ésta diferencia tiende a cero a medida que n tiende a infinito, se dice que la serie converge hacia

la funcion f (x) es decir. . .

lim 1 07 (x)

. )n+1
n—oo (n + 1)! an+1

‘(x—a =0 6.7)

entonces el polinomio tiende a ser cada vez mas igual a la funcién f (x) cuanto mayor sea su nimero de

términos considerados en la serie.
Si lo anterior no sucede, entonces la serie se llama divergente .

Un caso particular del teorema de Taylor, se obtiene cuando a = 0 , pues entonces queda :
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n

k n+1
) d ~-f(x
f(x) = Z 1 4-100 (x=0) 4| —1 . (%) (x—0)™*
=0 k! ka (n+1)! an+l
n Kk n+1
) d ~-f(x
f(X) = Z im .Xk_|_ 1 . ( 0) .Xn+1 , O < XO < X
=0 k! ka (n + 1)' an+l
o en forma resumida :
n
(k)
_ f.(0) | &
f0= ) — X+ R0 6.8)
k=o

Que se conoce como la férmula de MacLaurin .
Con la férmula de MacLaurin es posible desarrollar una funcién continua y derivable en el intervalo (0,X)

en una serie de potencias de X

Ejemplo 9. Desarrollar la funcién f (X) = e* en potencias de (X + 1) y también en potencias de X.
Determinar si la serie de potencias correspondiente es convergente .

Solucién :  Se desea expandir ésta funcién en potencias del binomio (X + 1), es decir de

(x—a) = [x—(-1)] porlocual a = —1,ademads, puesto que todas las derivadas de
ésta funcién son iguales a eX, al evaluarlasen a = —1 resulta :
2 3
1 df (-1) d-f(—l)_e_l d~f(-2) _ !

f(-1)=e ' ; =e; —— : -
dx dx dx

y la serie de Taylor queda simplemente . . .

n 1 X,

f0=| Y, ek_z'(XH)k ; —(neﬂ)! (x+ )"

k=o

donde —1 < Xy < X
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estoes. ..

2 S n n+1
X+1 X+1 X+1 X+1 X
L Ut R G St g IR U

2! 3! n! (n+12)!

1
e == 1+ (x+1)+
e

En particular, si @ = 0, todas las derivadas valen 1 y el desarrollo de MacLaurin para ésta
funcion es entonces . . .

2 3 n n+1
X X X X X X Xo

"= | l4#=F—=—F—F cccoce +— |+ —|-e (6.9)
2 e n! (n+1)!
Determinemos ahora la convergencia de ésta serie. Consideremos que X es un ndmero fijo ,

entonces siempre podemos encontrar un entero positivo N tal que : |x| < N , estoes tal

X
que : % <1 .Ademas |R(x)| se puede escribir como . ..
n+1
X x| (x) (x) (x) X X X,
—e | ===z ]| = || —— |®
(n+1)! 1)\2/)\3 n)\n+1

y usando las propiedades del valor absoluto queda:

n+1
X

1

X

2

Xo

(n+1)!.

, X ol . .
Todos los factores después de N también son menores que la unidad , es decir :

X

N

X
N +2

X

n+1

<1

<1 |

<1

N+1

X . .
Ademas , ‘e °‘ estd acotada, asi que la convergencia de la serie solo depende de los otros

factores. . .
n+1
() X[ [ x] [x X X| | x X|
n+1! 1l 2] 3] " [N=1] [N| |N| N
) XN—1 X [n+1—(N-1)]
(N —-1)! N
XNfl
Sin embargo, si X es un nimero fijo entonces . . . m es una constante y no
-1)!

Pedro Ferreira Herrején 384




Calculo de una variable

tiende a

j[n+1—(N—1)]

X
N

cero cuando n tiende al infinito . En otras palabras, para cualquiera que sea el valor de X,

. K ,
depende de n, mientras que por ser W < 1 el ndmero

n+1

X
se tiene que |R(X)| = ﬁ-e
n+1)!

X . . . z
°l tiende a cero y por lo tanto, la serie siempre sera

convergente .

-z X . .
Lafuncion f (Xx) = e se puede calcular entonces para cualquier valor de x con cualquier grado

de precision si se toma el suficiente nimero de términos en el desarrollo de Maclaurin . Por ejemplo
si se definen las funciones. . .

2 2 3 2 3 4

X X X X X X X X X
g(x).:1+l—!+2—!, h(x).:1+1—!+2—!+3—! ;o k(X) :

y se comparan con la funcion:

f(x) =€

se aprecia claramente que a medida
gue se consideran mas términos del &

desarrollo para f (X) , mayor es su

semejanza con la funcion original y 9(x)
en puntos cada vez mas lejanos a h(x)
X=0. e )
K(x) : |

Para la funcién k(x) se han )
considerado tan s6lo los primeros 5
términos del desarrollo de f (X),y /
sin embargo, se puede observar que

la aproximaciona f (x) esya X

bastante buena cercade X = 0.

Ejemplo 10. Desarrollar el polinomio f (x) = X°—2:X° +3-X+5 en potencias de (X — 2)

Solucion : Evaluemos la funcion y sus derivadas sucesivasen a = 2 . ..

f(2) = (2°-2(2)°+3(2) +5 = 11

(df (x)) _ (3_Xz_4_x+3)2 _

dx

3(2°-4(02)+3 = 7
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d -f2(X) = (6x—4), = 6:(2)—4 = 8
dx )

d.f3(x) = (6), = 6
dx

y por lo tanto, todas las demas derivadas de orden superior a 3 son nulas.

Substituyendo éstos resultados en la férmula de Taylor se obtiene :

f(x) = f(2) +(Mj.(x—2) + (id 'f(z)j.(x— 2)2+(i.d ~f(2)}(x_2)3
dx 2! 2 3l 3

dx dx
estoes...
f(X)= 11 +7-(X-2) +4(x-2)° + (x-2)°

En éste caso la serie es finita pues terminaen el 4° término , y se deduce que el desarrollo es
convergente para cualquier valor de X

Ejemplo 11. Desarrollar la funcién trigonométrica f (X) = sen(x) en potencias enteras y positivas de X.
Solucién: Evaluemos f(a), f (a), " (a),..., f (n)(a) ena=o0...
f(x) = sen(x) —>  f(0) =sen(0) = 0
I - cost = sen 9+ 2] O~ (7]
dx 2 dx 2
) - - 2
a1 _ —sen(x) = sen| (x) + 2'(Zj - sen(z) = o
2 2 2
dx - - dx
3 - . 3
d 'f3(x) = —cos(x) = sen| (x) +3.(fj , d 'f3(0) = sen(iﬂ\ =-1
dx - 2/ dx ’
4 4
A1) _ sen(x) = sen[ (o)+4'(f)} , 410 sen(2:7) = 0
4 2 4
dx dx
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observando ésta secuencia,es posible inferir que . . .

4l sen[ (X) + n-(izﬂ , 410 _ sen(ﬂ-n)
an 2 an 2

y por lo tanto, la serie de MacLaurin para la funcién senoes . . .

df (0 d* f(o d" f(o
f(x) = f(o)+i'-{ﬁ}x+i'- # S N R O BB
1! dx 2! dx n! an

sen(x)z0+i-x+0—i-x3+0+i-x5+o—i-x7+ ...... +Rp

(0! (3)! (5)! (!
es decir . . .

X X X

sen(X):X—3—1+5—!—7—!+ ....... +Rp (6.10)

expresiénen laque. ..
1 d™f (Xo) n+1 _

Rp =

_ . LR S | LN
(+1)! | g (n+1)! sen) Yo+ (N +12)-5 X

endonde 0 < Xy < X ycomo <1 seconcluye queen el

sen[x0 +(n+ 1)-?}

limite  lim (Rn) = 0 para cualquier valor de X. Esto significa que la serie es
nN—oo

convergente para todos los valores de X .

. . s
Calculemos por ejemplo el valor aproximado de sen(30°) = Sen(g) con el desarrollo

anterior . . .

3 5
T T 1 T 1 T
m(x)sen| — | ~|—|-—=—:|—| +=:|—| = 0.50000213
6 6 3! \ 6 5! \ 6

que practicamente es el valor exacto 0.5, j usando solamente los tres primeros términos del
desarrollo en serie de potencias de la funcién seno !

Las funciones obtenidas considerando solo los primeros términos del desarrollo para la
funcién seno son . . .

3 3 5 7
X X X

X
g(x) ==x h(x)::x—a ; k(x)::X_EJra_ﬁ
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T
3%

\
\
\

\

\
\
\
[}
[}
\
\
\
\
\
\
1
[}
\
v
v
\
1
i
[l
)
[}
\
\
1
1

se puede observar que a medida que se consideran mas términos del desarrollo de MacLaurin
para ésta funcidn, se obtienen funciones que dan una mejor aproximacion de la funcién, en un
rango mas amplio de valores alrededor de X = 0.

Ejemplo 12. Desarrollar la funcion trigonométrica f (x) = cos(x) en potencias enteras y positivas de X.

f (x) = cos(x)

Solucion : La férmula de MacLaurin , implica evaluar la funcion y sus derivadas sucesivas en X = 0

— f(0) = cos(0) =1
4100 _ _onpo = cos(x+£j d-f(0) _ Cos(ﬁ) =0
dx 2 dx 2
d-109 _ —Cos(x) = cos[x+2~(z)} > a-10 _ cos(7) = -1
dX2 2 dX2
3 3
w = Sen(x) = COS|: (X) + 3(£):| > d f(O) = COS(E.ﬂ'\ =0
dx® 2 dx’ J
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d* f (x)

dx

d* f (0)
dx

= cos(x) = = cos(2~ 72') =1

4
|

o]

observando ésta secuencia, se puede inferir que . . .

ol

y por lo tanto, la serie de MacLaurin para el cosenoes . . .

dn-cos(x)

dx"

~
|

n
d -f(O) = Cos(n-zj
an 2

df d* f d" f
f(x) = f(o)+i'-[ (O)}-x+i'- % I A AR RIS
1! dx 2! dx n! an
cos(x) = 1+0—i-x2+o+i-x4+o—i-x6+o+....+Rn
(2)! (4)! (6)!
es decir . . .
X X
COS(X): 1—E+Z—a—a ........... +Rn (611)
donde
_ 1 dnH'f(Xo) N1 T on+1
n= . . = ———C0S| Xp+ (N+1)-— |-X
(n+1)! dx" e (n+12)! 2

con 0 < Xy < X . Enéstecaso también R, — 0 cuando n — oo.

Algunas de la funciones obtenidas considerando solo los primeros términos del desarrollo de
ésta funcién son . . .

X2 X2 X4
g(X)::l—z—! ; h(X)::l——'+4—!

X2 X4 X6 X2 X4 X6 X8
ko) =1-~ XX =X XX

21 4! 6! 2! 4! 6! 8!

y sus gréaficas se ilustran en la siguiente figura, donde se puede observar que a medida que se
consideran mas términos del desarrollo de MacLaurin , se obtienen gréficas que se aproximan
en un rango cada vez mas amplio a la grafica de la funcion inicial.
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x= (V-1)-2

2

i2=-1, ®=—jy j*=1 etc.resulta. ..

. . 2 . 3 . 4 - 5

s -z -z -z -z -z
eJZ:1+J—+(J)+(J)+(J)+(J)+ ........

1! 2! 3! 4! 5!

2 4 3 5

~ 2 _ oz
NI A,

y al comparar con los desarrollos (6.10)y (6.11) se obtiene que.. ..

el = cos(z) + j-sen(z)

ecuacion que se conoce como identidad de Euler. ( Leonhard Euler (1707-1783) )

j-z, donde las potencias ciclicas del nimero imaginario j = 4/—1 son.

. . . X , -
Por otra parte, si el desarrollo en serie de potencias para € se evalta en el valor complejo

(6.12)
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8.

11.

12.

13.

16.

EJERCICIOS 6.1

3
En los extremos del segmento [0, 4] la funcion f (x) = /(X — 2)° vale: f(0) = f(4) = ¥4
¢es valido el teorema de Rolle para ésta funcion en el intervalo [0, 4] ?

¢Se cumplen las condiciones del teorema de Rolle para la funcion f (x) = tan(x)enel intervalo [0, ]?

¢ Se cumplen las condiciones del teorema de Lagrange para f (X) = X — x> en el intervalo [-2,1]~.

Si asi es, hallar el valor X, que predice el teorema .

3
¢ Se cumplen las condiciones del teorema de Lagrange para f (x) = \/? enelintervalo [-1,1] 2.

Si asi es, hallar el valor X, que predice el teorema .

¢ Se cumplen las condiciones del teorema de Cauchy para las funciones f (x) = sen(x) y

. T - .
g(x) = cos(x) enel intervalo [0,;] ? . Siasi es, hallar el valor X, que predice el teorema .

Desarrollar el polinomio X —5X +5X +X+2 en potencias enteras y positivas del binomio (x — 2)

. . 4 2 . s . .
Desarrollar el polinomio X 42X =X +X+1 en potencias enteras y positivas del binomio (X + 1)

Desarrollar en potencias enteras y positivas de (X — 1), las funciones indicadas :

F(x) = X 0. f(x) = In(x) 0. f(x)= 2
X +1

Encontrar los tres primeros términos del desarrollo de MacLaurin para la funcion:  f (x) = /X + 1

Desarrollar f (X) = In(X + 1) en una serie de potencias enteras y positivas de (X — 1) . Determinar la
convergencia de la serie.

Determinar el origen de las siguientes férmulas aproximadas, validas para pequefios valores de X y calcular
el error de aproximacion en las mismas :

2 4 3 2 5
X~ X X X~ 2:X
In(cos(x) ~ — —— 14. arcsen(x) = X+ — 15. tan(x) = X+ — + —
2 12 6 3 15
X3 X3 3
arctan(x) = x— — 17. In(x+\/1+x2) r X—— 4=
3 3! 40
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Aplicando primero la férmula de Taylor, calcular los limites de las siguientes expresiones :

) X — sen(x ) x-In(1 - x
8. lim 9 0. lim | XMING=X
2 2
X—>0 X ( X j X—0 sen '(X)
g —|14+X+—
2
. 1 — sec(X . 1
20. lim —2() 21.  lim - —c0t2~(x)
X—0 X X—0 X

6.5 Reglade L Hopital .

Si f(x) y g(x) sondos funciones tales que f(a) = 0., g(a) = 0, se puede plantear el problema de

() . . _(0)
calcular el limite  lim ——= , que suele llamarse forma indeterminada del tipo k—}
x—»a 9(X) 0
] . . sen(x)
Ya hemos enfrentado antes problemas de esa indole cuando calculamos el limite :  lim el
X
X—0

cual existe a pesar de que la expresion no esté definida en X = 0cuando.

. . . 3X—-2 . . . oo
Otras formas indeterminadas, comc  lim , se llaman forma indeterminada del tipo | — |.
Xy \2:X—7 00

Las notaciones para representar otras formas indeterminadas como las anteriores, utilizan los siguientes
simbolos . . .

©-(0)  (0-) ., (©° . (o° . @7

Bajo ciertas condiciones, con la ayuda de la funcién derivada, es posible calcular los limites para estas
formas indeterminadas.

REGLA DE L'HOPITAL

Si dos funciones f(x) y g(x)
e Satisfacen las condiciones del teorema de Cauchy en un intervalo [a,C] , es decir : 1°) son

continuas en el intervalo cerrado [a,c]  2°) son derivables en el intervalo abierto (a,c) y 3°)

d
la derivada (d—g) no es cero en ningdn punto de (a,c)
X

e Seanulanen un punto interior X = b del intervalo: f(b) =0, g(b) =0 con a<b<c

entonces
lim (—f (X)j = lim (f (X)j
x—b L 9(X) x—b 9 (X)
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La utilidad de ésta regla consiste en que si el cociente de las funciones es indeterminado, el

g(x)

cociente de sus derivadas posiblemente ya no lo sea y pueda calcularse su limite.

DEMOSTRACION

Consideremos un punto X distinto de b en el interior del intervalo [a, ], y apliquemos el teorema de

Cauchy ados funciones f (x) y g(x) que sean continuas y derivables en ese intervalo :

(&)
f(x) — f(b) _ dx

90 -g(b) | (dg
dx x=¢

con b<{<x

df
f(x) _|\dx

gx) | (dg
dx X=¢

Cuando X —b , también ¢ — b puestoque ¢ seencuentraentre b y X, de modo que tomando el
limite se obtiene . . .

. (ﬂj . (%j

= lim | —= = lim
9(x)

el e
dx ) | - ‘ dx

y siademas f (b) = g(b) = 0,sereducea: con b < ¢ <x

X—b

y queda demostrado.

OBSERVACION1 .

f(x)

No se debe calcular la derivada de la_expresion considerandola como un cociente de funciones.

9(x)
La derivada de f (x) se calcula de manera independiente a la derivada de g(Xx).

OBSERVACION?2 .
La regla de L"Hopital se puede aplicar repetidamente .

)

Cuando el limite  lim | ——=| vuelva a tomar una forma indeterminada, es posible aplicar otra vez

Xx—b @
dx
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df d
la regla de L"Hopital siempre y cuando las nuevas funciones d_ y d—g cumplan también con las
X X

| |sla
) dx . dx \ dx
lim | —<%| = lim

b | (dg) | xob | d (dg
dx dx \ dx

El procedimiento se puede repetir nuevamente hasta obtener una forma que no sea indeterminada

condiciones de la regla, estoes . ..

OBSERVACION 3.
La regla de L"Hopital se aplica aunque f (X) o g(x) noexistanen x = b ; pero existan sus limites

lim f(x) =0 y lim g(x) =0
x—b x—b

puesto que los limites no dependen de que las funciones estén definidasen x = b .

OBSERVACION 4.
La regla de L"Hopital se aplica también cuando b — < ; siempre que existan los limites:

lim f(x) =0 y lim g(x) =0
X— 00 X— 00
. . . 1 .
porque bajo el cambio de variable X = — ,si X— o entonces z — 0 Yy laregla se transformaen :
Z

o) s GRS )

y regresando a la variable X queda. ..

lim (ﬂj = lim
x—o \9(X) X—> 0 (dgj
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OBSERVACION 5.

o0
La regla de L"Hopital se aplica también a la forma indeterminada — .
0

Si lim f(xX) =« y lim g(xX) = o, entonces es posible escribir . . .

x—b x—b
G
f(x) - f(b) - lim f(x). f(x)
b 900 -g(b) e 9 | 9(b)
9(x)
:[ lim (f(x)) }-(1_0) = i (ﬂj
x»b \9(X) ) | (1-0)  x5b \9(X)
. (f(x))_ . (f'(x))
y del Teorema de Cauchy se llega de nuevo a : lim |—=| = lim .
x—b \ 9(X) x—b \ 9 (X)

Se podria pensar que con la regla de L"Hopital , terminaron las dificultades para calcular los limites de
expresiones indeterminadas. En cierto modo asi es ; sin embargo , ésta regla debe emplearse con la
precaucion de verificar que las funciones involucradas cumplan con las condiciones que la misma regla
impone.

4
. X —81
Ejemplo 13. Calcular el limite: lim ( ]
X—3 X—=3

Solucidn : Definiendo las funciones: f (x) = x'—81y g(x) = x—3 , setiene que

f(3y=3"-81=0 ; g(3) =3-3=0

asi que el cociente

) es una forma indeterminada del tipo 9 en X = 3.
9(x) 0
Dado que las funciones f (X) y g(X) que hemos definido, son continuas y derivables en

cualquier punto alrededor de X = 3, es posible en este caso, aplicar la regla de L"Hopital . . .

&~ s)

4 - 3

) X —81 ) dx . 4-X
lim = lim| —| = I|lim|—]| = 108

X—>3 X—3 X—>3 d X—>3 1

—(x-23)
dx
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) . . tan(x) — x
Ejemplo 14. Calcular el limite: lim | —————
x—>0 \X—sen(x)

Solucién : Si se definen las funciones: f (X) = tan(x) —Xx y g(X) = x—sen(x) entonces :
f(o)=tan(0)—0=0 y g(0) = (0—sen(0)) = 0

f(x) : : 0 [0 -
es una forma indeterminada del tipo ;| — | cuando X = 0.

909 \o)

Dado que éstas funciones son continuas y derivables en cualquier intervalo en torno al valor

X = 0, es posible aplicar la regla de L"Hopital y se obtiene . . .

asi que el cociente

d
e (tan(x) — x) {

. tan(x) — x . .
lim | ——— | = |lim = lim
x>0 \ X~ sen(x) X—0 d X—0

&-(x —sen(x))

secz.(x) - 1}

1 — cos(X)

: T : iy . : (0)
sin embargo, éste ultimo cociente es también una forma indeterminada \6) en X=0.

No obstante, antes de hacer una segunda aplicacion de la regla de L"Hopital, veamos primero
si es posible simplificar la expresion mediante una transformacién trigonomeétrica. . .

sen’-x
secz-(x) -1 _ { tanz-(x) } _ cosz(x) _ senz(x)
1 - cos(X) 1-cos(X) | 1-cos’(x)  cos’(X) — cos’(X)

de manera que aplicando ahora si la regla de L"Hopital resulta :

d
o =] (9-cos(x)
. X . 2-sen(x)-cos(x
lim = lim >
X—>0 —-(cosz.x B cos3.x) x—0 \ —2-C0S(X)-sen(x) + 3-cos”-X-sen(Xx)
dx
_ 2-sen(x)-cos(x)
x—0 Sen(x)-cos(x)-(—2 + 3-cos(X))
. 2
= |lim | ———mMmM—
x—0 \ —2+ 3-C0s(X)
. - . . 2
Esta ultima fraccion es continuaen X = 0 y el limite vale: —— = 2

-2+ 3-(2) )

Pedro Ferreira Herrején

396



Calculo de una variable

A veces es necesario aplicar la regla de L"Hopital mas de una vez, como se hizo en el ejercicio anterior,
sin embargo, esto no se debe hacer de manera mecénica, pues puede conducirnos a errores, Como se
ilustra en la "solucion™ del siguiente ejercicio.

. L . X —X° —8X+ 12
Ejemplo 15. Calcular el limite: lim

3 2
X—>2 \(2:X —9-X +12-X—-4

Solucién :  Sean las funciones: f (x) = X=X —8X+12 y g(x) = 2X° —9xX +12:X— 4,
entonces. . .

f2)=2°-02°-8@+12=0 y g2 =2(0)°-9((2)°+12:(2)—4=0

de modo que el cociente

es una forma indeterminada del tipo (%) .

9(2)

Tanto f (x) como g(x) son polinomios, por lo cual son funciones continuas y derivables

en cualquier valor de X , asi que es posible aplicar la regla de L"Hopital . . .

d
= (- -8x+12) )
: dx . 3X —2:X—8
lim = lim . *)
=2 d—~(2-x3—9-x2+12-x—4) X>2 \6X —18-X+12
X

. . . 0
que vuelve a ser una forma indeterminada del tipo (6) en x = 2.

Definiendo entonces las funciones continuas y derivables f (X) = 3X —2X—-8 y

g(x) = 6:X — 18-X + 12 , una segunda aplicacion de la regla de L"Hopital da . . .

i'(3.x2 —2x-8)

. X . 6:X—2
lim ] = lim | —— (**)
12-X—18
X2 Ol—'(s.x2 _ 18X +12) X2
X

y una tercera aplicacion de lareglada. ..

i~(6'x—2)
: dx (6
lim r = lim \E) =2
X—2 —(12-X — 18) X—2
dx
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La primeray la segunda aplicacion de la regla de L Hopital estan justificadas porque acttan

, : . (0) o
sobre una forma indeterminado del tipo kB) ; pero la tercera aplicacion es incorrecta

L. L, - . 6-X—2 5
porque ya no existe indeterminacion en el limite:  lim | ———— | = =.
woso \12:X—18 3

X

) o ) In(x + 1)
Ejemplo 16. Calcular el limite: lim | ————

X—0

Solucién :  Definiendo las funciones:  f (x) = In(x+ 1) y g(x) = X setiene que :
f(o)=In(lo+1)=0 vy g0 =0

. . . . . 0
asi que el cociente es una forma indeterminada del tipo (6) .

9(0)
Como f (X) y g(x) son funciones continuas y derivables en tornoa x = 0, es posible
aplicar la regla de L"Hopital y se obtiene . . .

) In(x+ 1 )
lim (g = lim
X—>0 X X—>0

j—x(ln(x+ 1)

d
& ()

1
_ [1+(0)} _

—_— 1
1 1

1
§.

Notese con que facilidad y rapidez se ha calculado este limite, que resulta bastante dificil de
obtener de manera algebraica.

Ejemplo 17. La corriente eléctrica i en un circuito lineal de resistencia R , inductancia L y fuerza

electromotriz E es una funcién del tiempo t que esta dada por. . .

Rt
(0 = E-(l—e Lj

obtener una expresién para i cuando R — 0.
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Solucién :

Rt

- . E L . .,

Se trata de calcular el limite : lim | —\1-¢ , sin embargo , la fraccion
R—o0 R

R-t
e =
-(1 —-e L J no esta definidaen R = 0, asi que definiendo las funciones de R :

R

t
Lj y  g(R)=R

f(R) = E.(l—e_

que son continuas y derivables en tornoa R = 0, es posible aplicar la regla de L"Hopital :

i Rt ] -R
R AN =
-t i.E. 1—¢e L E.t. e L
E\1-e - L
R

L
. . drR .
lim im = lim
R—0 R—0 i R—0 1
es decir . . .
. . E
lim (i(R)) = —-t T
R—o0 L
En las graficas de la derecha, se 1 Ry
puede apreciar que para tiempos 8
H 7 - - p - ’l
largos, la corriente eléctrica | ST
tiende a tomar un valor constante @
para un cierto valor de R ; pero de 31 R,
= ;
. . - . = /
acuerdo al limite anterior, 1 tiende 8

a ser una funcion lineal del tiempo I/ R
de pendiente E/L en el limite ; 3
cuando R tiende a cero.
es decir, las curvas, que representan |
la variacion de la corriente con el

tiempo, tienden a aproximarse a la

linea recta segmentada de la figura

mostrada.

Ejemplo 18. Calcular el limite:

e+ sen(x) — 1
In(1 + x)

lim
X—0

Solucion :  Sean las funciones : f(X) = €  +sen(x) =1 y g(x) = In(1+x) entonces. ..
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f(o)=e’+0-1=0 y g(0) =In(1+0) =0

. . . . . 0
asi que el cociente es una forma indeterminada del tipo (6) en X = 0.

g(x)

Sinembargo, f(X) y g(x) son funciones continuas y derivablesentornoa x = 0 y al
aplicar la regla de L"Hopital se obtiene . ..

d( x
. [ex+sen(x)—1] . &(e +sen(x)—1)
lim = lim
X—>0 In(1+Xx) X—0 d—ln(1+x)
— dX -
lim | € +cos(x) | _ (1) +(1) _ 5

X—0 L 1
(1+xj [1+(0)}

Apenas es posible imaginar la tremenda dificultad algebraica necesaria para resolver éste
limite sin recurrir a la regla de L"Hopital . Gracias a ésta regla el calculo de éste limite es
muy simple y casi inmediato.

. . . tan(x)
Ejemplo 19. Calcular el limite: lim | ———
tan(3-x)

T

Solucién :  Definiendo las funciones: f (x) = tan(x) y g(x) = tan(3-X) que no existen en
)
g(x)

Vs Vs Vs . .
X = 5 : pues tan(zj = o Yy tan(&;j = oo asi que el cociente
22

. . . oo Vs
una forma indeterminada del tipo (—j en X = ER

Antes de aplicar la regla de L'Hopital , se puede transformar el limite a la forma

indeterminada (g) notando que . . .

1
tan(x) (cot(x)) _ cot (3-x)
tan(3-x) ( 1 j cot (X)

cot (3-x)

es
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T 37 o . .
y dado que cot (5) = cot (Tj = 0 lafuncién tiene ahora de la forma indeterminada
0 T . . s ..
5 cuando X — r Ademas , las funciones cotangente estan bien definidas y son

, por lo tanto, aplicando laregla de L Hopital, queda. . .

. T
derivablesen x = 3

d
—.cot(3-Xx
dx (%)

lim (M] = lim
» \ cot(x)

N x> i~cot(x)
2 2 dx
2 2
- im —3-cscz-(3-x) _ —3-(11 - B
e —Ccsc™-(x) —(2)

6.6 Las formas indeterminadas (o-oo), (oo—oo), (0)0, (oo)o, (1)00

Lo y . . . . 0 o
La técnica para la solucion de éstas formas indeterminadas es transformarlas a los tipos (6) 0 (—j .
0

e Laforma (o-oo)

Cuando lim (f(x)) =0 y lim (g(x)) = o entoncesel limite lim (f(x)-g(x))
X—a X—a X—a
calculado directamente por las propiedades de los limites, conduce a la forma indeterminada (0~ oo) . Por

ello, antes de calcular el limite a través de la regla de L"Hopital, es necesario transformar primero la
expresion inicial rescribiéndola como . . .

lim f(x)-g(x) = lim & 6 lim f(X)-g(x) = lim ﬂ
X—a X—a (i) X—a X—a ( 1 j
9(x) f ()
, N (0} [ :
de manera que se obtenga una indeterminacion del tipo \6} 0 | — | respectivamente.
o0

Ejemplo 20. Calcular el limite:  lim (Xn~ln(x))
X—0
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Solucién :

Definiendo las funciones f (x) = X" y g(X) = In(x) entonces:
lim X"

=0y limiIn(x) =
X—0 X—0

y laexpresion f (x)-g(x) es indeterminada del tipo (0- oo) en el limite cuandox — 0.

0
Transformando entonces a la forma [ \

\6} queda. ..
lim (X"In) = lim —

X—0 x—o0 (1
(i)

Como f(X) vy ? son continuas y derivables si X # 0 , aplicando la regla de
gX
L Hopital se obtiene :

d n
n &'X
lim (X)) = fim |——| = fim | —%

X—0 X—0 (Lj X—0 i 1

In(x) dx \In(x)
n-1
. n-x
= lim

X—0 —1
(x- In(x)zj

i Uuupsss ! , ésta expresion es ain mas complicada que la inicial. Esto significa que se
.. @
debe transformar la expresion inicial a la forma | — | .
o0

d 1
In(x) a " (Q)
lim (x”-m(x)) = lim = lim ——— = lim 2
X—>0 xoo [ L X—>0 i 1 X—>0 -n
(an dX (an [Xn+lj

X—0 X—0

n
. . X
y simplificando resulta finalmente : ~ [im (xn~ln(x)) = lim ( j
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e Laforma (oo—oo)

Cuando |im f(X) = y lim g(xX) = c entoncesel limite lim (f(x)—g(x))

X—a

X—a X—a

calculado directamente usando los teoremas sobre limites, genera una forma indeterminada del tipo

(o0 o0).

Por ello, es necesario transformar primero la expresion inicial haciendo . . .

 im f(x)-(l-@j |

x—a f(x)
lim (f(x)-9(x)) = 0
X—a f .
lim g(x)-(ﬁ — 1)
| x—a 9(x)
de manera iellimi ion 1) 9(9) i
que si el limite de de la fraccion 0 de vale 1 entonces se obtiene la forma

9(x) f(x)

indeterminada (0- oo) que se resuelve como en el caso anterior .

. L. . 1 1
Ejemplo 21. Calcular el limite: lim (— - j
X

X—0

Solucién :

Las funciones f(x) = = y g(x) = son tales que . . .
e -1
lim f(x) = vy lim g(x) =
X—0 X—0

de modo que la expresién f (x) — g(x) es indeterminada del tipo (oo — oo) en el limite

cuando X — 0. Transformando la expresion inicial resulta . . .

. 1 1 . 1 X
lim | = — = lim|=]1-
x>0 (X gX_q x—0 | X et -1

. X . 1 . 1
y dado que lim = lim|—| =1 y lim (_) = w
x>0 |(e_1 x—0 | " x—>0 \X
. 1 . . .
entonces  lim | —| 1— es una forma indeterminada del tipo (0- oo) que se
x—0 | X et 1
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resuelve haciendo . . .

X
. 1 X . e -1 . e —1-—X
lim | =] 1- = lim|—| = Ilim| —

X—0 X eX -1 X—0 X X—0 X.(ex — 1)

. X X . .
Como las funciones (e —-1- X) y X-(e - 1) son continuas y derivables en todo valor

de X , aplicando 2 veces la regla de L"Hopital se obtiene. ..

12 aplicacion:
d ( x
X _'(e _X_l) X
. e —-x-1 . dx . g —1 (0)
lim ———— = lim = lim | —— _)k_)
X—0 X.<ex_1> X—>0 i‘[x'(ex_l)] x—>0 | xe*+et-1 0
dx
22 aplicacion :
X
x = (e-1) X
. e —1 . dx . e 1
lim = lim = lim | —— :E
X X X X
. — X X . .
x>0 x.e +e —1 X—>0 d__(x_e Le _1) x>0 |\ x-g" +2-€
X

o Lasformas 0°, oo y 1%

Cuando lim f(X) = «,0,1 y lim g(x) = «,0 entoncesel limite lim f (X)g(x)
X—a X—a X—a
calculado directamente usando las propiedades de los limites, puede generar una de las formas

. . 0 } . . .
indeterminadas 0° , «© o 1% . En éstos casos, por la propiedad de la funcién logaritmo. . .

In( lim F(x))z lim In(F ()

—a —a

valida para una funcion F (X) que sea continuay derivable , resulta . . .

n( tim £009% Y= tim (£ 09%) = tim (9()-In(f ) )
X—a X—a X—a

de modo que este limite adoptara la forma indeterminada : (0- oo) en cualquier caso .

Una vez que se haya calculado tal limite, por la funcién inversa del logaritmo es claro que . . .

lim (g0)-In(f () )
lim (%) = ¢*e (6.13)

X—a
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. _ : (cot(3x))°
Ejemplo 22. Calcular el limite:  lim [secs-(z-x)]

X—0

Solucion :  Calculado directamente, éste limite tiene la forma indeterminada (1)00 e

lim (cot(3-x))?

:[ lim sec®-(2-x) JH’ = (1)~

—0

t(3-x))°
lim [sec3’~(2'x)](CO 20

X—0
porque sec(0) = 1 y cot(0) = .
Entonces definiendo f (X) = sec’-(2-X) , g(X) = (cot(3-x))’ y aplicando la identidad
(6.13) resulta. . .

(cot(3-x))’ lim [ (cot(3-x))* I sec® (2-x) |
lim [ sec®. (2] = o

X—0

pero . . .

in [0 0 ] =t [ 2020

x—a X—0 tan’- (3-x)

de manera que aplicando la regla de L"Hopital queda :

d
. &.[ FInfsec (2x)]] . { tan(2-x) }
= lim = lim -
X—> i-[tanz-(&x)] X—0 tan(3~x)'[sec ~(3'X)]
dx

o

lim (—ta”(z'x)j- lim —* = lim (—tan(z'x)j (1)
x>0 \tan(3x) ) x50 [secz-(&x)] x>0 \ tan(3-x)

gue adn tiene la forma indeterminada (6) . Por lo tanto , una segunda aplicacion da . . .

d
—-tan(2-x) )
. dx . 2-sec™-(2-x) 2
= lim|——| = lim —| ==
X0 i-tan(g.x) x>0 | 3-seC”(3-X) 3
dx
5 2
t(3- 3
y finalmente . . . lim [Secg-(z-x)](co ) = ¢’ = 3/?

X—0
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Ejemplo 23. Calcular el limite:  lim (tan(X)COS(X))

T
X—>—
2

. . . . T . . 0
Solucion :  Calculado directamente, éste limite tiene la forma indeterminada (oo) e

x>

lim (tan(x)cos(x)) =( lim tan(x) ’ = («)°

T T
X—>— X—>—
2 2

Vs Vs
dado que tan(zj = oo Yy COS(E) = 0.

Definiendo entonces f (X) = tan(x) , g(x) = cos(x) y aplicando la identidad (6.13)
, Se obtiene . . .

lim cos(x) j

lim (g(x)-In(f(x) )

{ lim (cos(x)-In(tan(x) )}
||m (f(X)g(X)) = ex—>a = e "

i
2

pero, por la regla de L"Hopital :

lim (cos()-Intan(x) ) = lim (Mj 5 (io)

i sec(x) .
d sec”(x)
| &.In(tan(x)) | { o }
= lim 4 lim .
x>=  —-sec(X) NN sec(x)-tan(x)
2 dx 2

= im 2 i [%O()} :%:0

7 | sen"-(X) (1)

7 tan’- (x)
2

y finalmente . . .

lim (tan(x)cos(x)) =e’ =1

Va
X—>—
2
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Calcular los siguientes limites.

ex—e2
1) Iim[ ]
X—2 X—=2
3 lim (In(2+x)j
X——1 X+1

5 lim m
X— 0 \/)—(

7)  lim (x-csc(x))

9) lim [e_ taln(X)-secz-(x)]

11)  lim (xX)
X—0

13)  lim [(sen(x)—cos(x))tan(x)]

X_)T
(X2 —x+2
15)  lim .
X—1 X —7-X+6

7 lim {secz-(x)—z-tan(x)}

1+ cos(4-X)

EJERCICIO 6.2

2)

4)

8)

12)

14)

16)

18)

X
. X-€
lim
X—0 1-— eX

. 2-arctan(x) — x
lim
x—0 \ 2:X —arcsen(x)

lim (CSC(ﬂ'-X)-'ﬂ(X))

X—1

lim _(cos(x));}

lim 1)
x—0 | (1+x)-In(1+X)

. 1-X

im | ——
T

=t 1—SEH(E-Xj

lim [cot(x)-(1 — cos(x))]
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Respuestas Ejercicio 6.1
(problemas impares )

1. No, porque la derivada de la funcion ﬂ =2 no existe en
dx 3.%/@
X = 2, que es un punto interior del intervalo [0, 4].
Como se puede apreciar en la grafica de ésta funcion, representada a la
derecha, la curva no tiene en el intervalo [0,4] una tangente |
horizontal porque su derivada nunca se anula . 0 2 4

Si se cumplen, dado que f (X) = x— X esun polinomio, y por

lo tanto es una funcidn continua y derivable en todo valor de X.
Ademas, del teorema de Lagrange . . .

f(b) - f(a) ( j
b-a dX(O)

con a= -2y b= 1 seobtiene: _8-0 - 1—3~(x0)2
(-2) -1

loqueimplica: Xy = -1 0 Xy = 1.Por lotanto existen dos R

puntos de la curva donde su tangente es paralela a la recta que
pasapor (—2,6) y (1,0),como se puede ver en la grafica de
la derecha.

5. Sise cumplen, porque son las funciones f (x) = sen(x) y g(x) = cos(X) son continuas y derivables
en cualquier punto, asi que por el teorema de Cauchy :

f(b) - f(a) _ (f’ (X)j . |
9() -9@  \ g )y A
cona=0y b= g se obtiene . . . 05T i 4.
Sen(”) — sen(0) cos (Xo) 0 i =l =2

~ —sen(x,)

es decir :

cos( j — cos(0)
(1-
\o-1

V4
) —tan(xo) de donde resulta X, = "
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7. Las primeras derivadas de la funcion evaluadasen a = —1 son...

f(x) =X +2x = +x+1 f(-1) =0
f _
— =5xX 48X —2X+1 ity _
dx dx
2 2
d .2f = 20-X° + 24X — 2 L(z_l) =2
dx dx
3 3
d -3f = 60-X + 48X L(S_l) =12
dx dx
d* f d* f (-1)
= 120-x+48 —— = 72
dx dx
d° f d° f (-1)
— =120 ———— = 120
dx dx

y por lo tanto, las derivadas de orden superior a 5 son nulas, de modo que de la formula Taylor queda:

dx 2! dx’ 3! dx®
s (x — a)n+1 . d"tL (Xn)
(n+1)! dx"tt

con a = —1 queda en éste caso como . . .

F¥) = f(a)+(x—a)-(df (a)j+ (x-2) -Kd ‘f(a)j+ (x-2) -(d ‘f(a)]+.

(x+1)*

3 5
(12) + KD gy D

(4)! (5)!

f(X)=0+0+ +(120)

(x+1) (2)+ (x+1)
(2)! (3)!

y finalmente :

Xr2X =X 4x+1= (X+1)°+22(x+1)° =3 (x+1)" +(x+2)°

9. Las primeras derivadas de la funciéon f (x) = In(x) evaluadasen a =1 son...

f(x) = In(x) f(1)=o0
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[ df (1) _ .
dx X dx
d“f d®f(1) _ .
dx2 X dx2
d°f_ 2 d>f() _,
dx3 X dx3
d“f _ 6 d* f(1) _ .
dx’ X dx’
5 5
d-sfzﬁ ol-fs(l):24
dx X dx
de modo que la formula de Taylor . . .
,r s fn+1 X
F0 = Fa)+ F (@) (x-a) + — D a1 @ a2y +—(”)-(x—a)”+l
2! 3! (n+1)!
cona=1 queda en éste caso como . . .
(-1) 2. 2 (-6)
f(X)= 0+ (X—1) +~—2-(x=1)° + —(x—1)° + x=-D) = (x—1)° +.
(2)! (3)! (4)! ( )'
estoes...
2 3 4 5
In(x) ~ (x—1)—(x_l) +(X_1) _ =0 +(X_1) .....
2 3 4 5

En la figura de la derecha se da una aproximacion a
la funcién In(x) tomando los cinco primeros

términos de ésta serie centradaen X = 1.

Como se puede apreciar en la gréfica, la
aproximacion coincide con la funcién para puntos

cercanosa X = 1.

En forma general, la aproximacion a una funcién,
obtenida con la formula de Taylor, siempre estara

centrada alrededor del valor X = a
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f(x) =+x+1 : f(o)=1

da _ 1 _ df (1) _ 12
dx 24/X + 1 ' dx 2
d>f -1 _ df(0) _ -1
dX2 4.1/()( + 1)3 , dX2

d° f 3 _ d*- f (0)

3
X gf(x+1)° ’ dx* 8

de modo que los primeros términos del desarrollo de MacLaurin :

f (0)-X2+f (O)-X3+....

f(x) = f(0)+ F (0)x+ > 5

para ésta funcién son . . .
1 1 2 1 3
WX+1 & 1+=X—=X +—X
2 8 16

Esta aproximacion esta centradaen X = 0 .

f(x)~ f(0)+

X

2

11. Las primeras derivadas de la funcién f (X) = 4/X+ 1 (que no son nulas) evaluadasen a = 0 son...

, ’’ (4).
f (0)'X+ f (O)-X2+ f (O)'X3+ f (0)‘X4+

(2)! (2)! (3)!
~ In(cos(o))+_sen(o)-x+l- - -x2+1-_2Ln(0)-x3+
cos(0) 2 ¢os(0)° 6 cos(0)®
~ In(1)+(0)-x+%-(—1)-x2+%-(0)-x3+2—14-(—2)-x4 - —(

13. Esel desarrollo de MacLaurin hasta el 4° orden de la funcion f (x) = In(cos(x))

1 2'(2.005(0)2 — 3) &

cos(0)*

)
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15.

Es el desarrollo de MacLaurin hasta el 5° orden de la funcién tan(x)

, . (a) (5).
f(x)~ f(0)+ f (0).x+ f (O)-x2+ f (0)~x3+ﬂ-x4+ﬂ~x5+ -----
1! 2! 3! 4 5!

1 2-sen(0) o 1 (—2)-(2-cos(o)2 - 3) %

tan(x) = tan(o) + — . "
cos(0) 2 cos(0) 6 cos(0)
1 ~ (cos(@)?-3) | + 1 (2-cos(0)* - 15-cos(0)? + 15) | s
+—| -8sin(0)———= | X'+ = & - X
24 cos(x) 120 cos(X)
1 1 0 1 1 1 1 2
2 04— Xt =X+ =(2) X+ —[-8(0)] X + —[8:(2] X = X+ =X +—X
(1)2 2 (1)3 6 24 120 3 15

17. Esel desarrollo de MacLaurin hasta el 3* orden de la funcion f (x) = In(x +4/1+ x2)

f0~ F 41Dy, O 70O,
(1! 2! 3)!

1 1 —(0) o, 1 -2'(0)2_1-x3

In(o+\/1+02)+ L XA ——
W 1402 2! (1+02)° (3)! (1+02)°

14

Q

1 1 1
0+ = |x+ ()X -=x = x==x°
12 6 6

x-In(1 —x)

sen”. (x)

independientemente

19. Desarrollando el numerador y el denominador de la funcién: f (x) =

por medio de la férmula de MacLaurin (puesto que X — 0), obtiene . ..

) x-In(1 - x )

lim % = |im

X—0 sen”-(X) X—0 X2 — l-x4 + .
3

X X
—1l-—=——+..
i x-In(1 - x) i 2 3 -1-0-0-—..
lim — | = lim ” = = -1
X—50 sen”-(x) X—0 X 1-0+0—..
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21. Al sumar los dos términos de la funcién y realizar la expansion en series de potencias de MacLaurin en el
numerador que resulta, se obtiene . . .

[ ) 4 \2
1 1— (x-cot(x))’ S TR
lim | < —cot™(x) | = lim : = lim -
X—0 X X—0 X X—0 X
y al simplificar se obtiene . . .
2 1 2
. 1—(1—§-x2+E-x4+E-xe+..)
lim | = —cot™(x) | = lim - =
X—0 X X—0 X
(2 X 22X j 2
= lim|—--—- = £
x>0 \3 15 189 3
Respuestas . Ejercicio 6.2
(problemas impares)
__(ex B ez)
. e —¢’ . dx . -0 2
1 lim = lim - = lim T o =e
X—2 -
X—2 X—>2 —(x—2) X—>2
dx
d 1
—-In(2+Xx) —_—
In(2 + X) dx 2+X
3 i lim o = lim o =
_ X+1 _ _
X—>-1 X—>-1 d_.(x_'_ 1) X—>—1
X

d
ax 1
7. lim (xcsc(x) = Iim( X j = lim | — | = Iim( ) =1
X—0 x—0 \ Sen(x) X—0 i_sen(x) x—>0 \ COS(X)
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5 d—'secz'(x)
. - . sec -(X . X
9. lim [e t"jm(x)~sec2~(x)] = lim ) = lim | ——
T T etan(x) V4 d tan(x)
X—>— X—>— Xx>— | €
2 2 2 dx
d
2, ) d—‘(2~tan(><))
. 2-sec(x)"-tan(x . 2-tan(x . X
= |im 2() tan((x)) = lim —tan(i)) = lim r
A(X)- t
NN sec™-(x)-e NI N O et
2 2 dx
2~secz.(x) 2
= lim 2 tan(x) = lim (tan(x)j
(T Sec (x)-e LI \e
pero. . .
2 . 2
lim ( j = ; lim ( j =
— | _tan(x) + | _tan(x)
T €
X>— X—>—
2
11. Haciendo y = X* ,y tomando logaritmos : In(y) = x-In(X), al calcular el limite queda. . .
: : . In(x
lim In(y) = lim (xIn(x)) = lim L
X—0 X—0 X—0 1
X
d
. dx . X .
= lim|———| = Ilim|—=—~| = Ilim (-x) =0
X—>0 i 1 X—>0 1 X—0
dx \ x X
porlotanto:  lim In(y) =1In[ lim y | =0 ,locualsignificaque lim y = 1,esdecir:
X—0 X—0 X—0
lim (XX) =1
X—0

13. Calculando directamente el limite  lim [(Sen(x) ~ Cos(x))tan(x)] , se genera la forma indeterminada :

T
X——
2
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(1-0)"=1"

asi que haciendo y = (sen(x) — COS(X))tan(X) , tomando logaritmos :

In(y) = tan(x)-In(sen(x) — cos(x))

y calculando el limite . . .

lim In(y) = Ilim (tan(x)-In(sen(x) —cos(x)))
X—>— X—>—
2
d
—-In(sen(x) — cos(x))
: dx :
= lim = lim
T i 1 T
% dx (tan(x)) e
(0+1)
= \1_0) = -1
-1
)
porlotanto: lim In(y) =In[ lim y | = -1 locual significa que
X X
2 2
lim [(sen(x)—cos(x))tan(x)] =1
. e
X—>—
2
d 3 2
— X =2x"=x+2
: X — 2% =X+ 2 . dx( )
15. lim - = lim =
X—1 X —7X+6 X—>1 i-(x3—7-x+6)
dx
S3-4-1 8
3-7 2

i [tan(x) + 1] - 2-tan(x)
1+ cos(4-x)

1+ c0s(4-X) .

X—>—
4

17 lim [sec {(x) - 2-tan(x)}

X—>—
4

(cos(x) + sen(x)j

sen(x) — cos(x)

-1
{ sen’(x) }

. —1
lim y =e ~ ,estoes:

T
X——
2

3X — 4X—1
33X —7

lim
X—>1
i (BnG) - 1)?
~ 1+c0s(4-x)
X—);
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que es la forma indeterminada : (%) por lo cual . ..

i-(tan(x) ~1)°

2 2
im @) - jX i 2(tan(x) - 1)-sec-(x)
Lzt cos(4x) x>Z | —-(1+ cos(4-X)) NN —4-sen(4-x)
4 4 | dx 4

gue adn es de la forma indeerminada (6) , po es0, con una segunda aplicacion de la regla de L"Hopital se

obtiene :
- lim 2~sec(x)2'(1+3.tan(x)2—2~tan(x))
x —16-C0S(4-X)
_ 2.(v2)* (1 +3 - 2) _ 1
—16~(—1) 2
L petn0o - (x- 1]
9. lim (ﬁ—ﬁj = lim [X":‘((X)l_l(:;l)} = lim dxd
or =1 ) o | (-2 In() Sl CHT
X
In(x) (0)

= lim

X1 [In(x) ; (X; 1)} \o)

Una segunda aplicacion de la regla de L"Hopital da :

) X 1 . dx ) X 1
lim (———j = lim = -7 =

xs1 \X—1 In(x) X—1 i In(x) + (x—1) xs1 | (X+1) 2
dx X N
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Respuestas . Ejercicio 6.1
(problemas pares )

No, porgque la funcion tangente es discontinua en >

2.
. . 32 . . .
4. Si. Lafuncion f(x) = \/; es continua y derivable en el intervalo [—1,1], porloque...
3—— 33—
fo-f@_d f (Xo) implica que (0 -V = ﬂ-f/x—o
b—a dx 1-(-1) 3
de donde se obtiene que ... Xg = 0
— 2 3 4
6. P(X)=-7(x-2)—-(Xx-2)"+3(x-2)"+(x-2)
xs (x-1)+ (x-1)"+ (x-1)
(1)' |:(2\/—):| ()' |: 1/() :| (3)! |:8- (1) ]
de manera que el polinomio de tercer grado que
aproxima a ésta funcién cercade X = 1 es. ..
3
5 3)
P(x) = -— —-X
9 K16 6 "1 P(X)
.............. o+
T T 2 5
L
X
X—=2 -1 3 3
o (22 e e 0 (e 07 (5 e
X+ 1 2 (! 2)! \ 2
de manera que el polinomio de tercer grado que
aproxima a ésta funcién cercade X = 1 es... >T
5 13 3 2 1 3 i
X) = — 4+ —X——X + =X X
QX X=X+ 9
X—2
X2+l
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1 1 -1 2 11 3 1 -3 4
12 In(x+1) =@ +=x-1)+——xX-1) " +—=-X-1) +—=——(x-1) +
(1) =~ In(@) + (=1 + (= ) ()= 1) (k- )

y el polinomio de cuarto grado que aproxima a ésta funcion cerca

dex=1es... 3T
31 661 13 1 3
P(x) :=In(2) + —Xx—— ——- T R P
32 960 32 6 64 P(X) | | S
.............. 2 711 L 4
In(x+1) ‘ E
L
X
14. Es el desarrollo de MacLaurin hasta el 3° orden para la funcién f (x) = arcsen(x)
1 1 1 0 2 1 [2 (0) - 1] 1 .3
arcsen(x) =~ arcsen(0) + o -x+§-—-x —— X =X+ E-x
. 2 . 3
V1i-0 Y1 - \/ 1-0%)
16 . Es el desarrollo de MacLaurin hasta el 3° orden para la funcién f (x) = arctan(x)
S
1 1 1 -2-(0 3-(0) -1
arctan(x) = arctan(0) + o X+ —'-—()Z-X2 + M
T 14(0) 2 (1+0%) 3 (1409 3
L )
X — sen(x) \X__X+EX+ g,
18.  lim = lim
2 2 3 4 5 2
X—0 X X—0 X X X X X
e —|14+X+— 1+X+—4+—+—+—+.|-1—X——
( 2) ( 2 6 24 120 ] 2
3 5
T X
. 6 120
= lim =1
3 4 5
X—0 X X X
—+—+—+ ...
6 24 120
1 5
- sec(¥) 1—(1+E-x2+z-x4+....) .
20. lim —— | * lim > = —
X—0 X X—0 X 2
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Respuestas . Ejercicio 6.2
(problemas pares )

i.(x.ex> X
. X-e . dx . e-(x+1) . X+1
2. lim = im ——— = lim | —= = lim _— = -1
x>0 (1-¢" X—0 i( 1 eX) X—>0 X X +

—e —0 -
dx
d 2 |
d—-(z.arctan(x) —X) ( 2) -1
4 lim dx = lim | A2 : - z:i -1
X0 . (2:x — arcsen(x)) X201 2
dx 1-%X
i-(x“+x2) 5 i-(4-x3+2-x) ,
. dx ) 4-X + 2-X ) dx ) 12:X" + 2
6. lim —— = lim |—— | = lim = lim
X— 00 i-(ex+1> X—> 00 ex X—> 00 i'(ex) X—> 00 eX
dx dx
i-(12-x2 +2) —(24-X)
. dx 24-X d 24
= |im i = | — = lim q = lim ~ =0
X—>00 X X—co @ X—> o0 X X—oo \ e
—.le —-\e
dx( ) dx( )
d 1
—(In(x)) -
. In(x) . dx . X -1
8. |lim ——— = lim = |lim —ft— = =
X—1 sen(fz-x) X—1 i-(sen(yz-x)) X—>1 E-COS(E-X) /4
dx
di-(sen(x) —X)
0. lim (Mj = Jim & = fim o) 1
oo L xsen(®) ) xoso dg Cesen) | *0 SO0+ xeeos(
X

d
&-(cos(x) —-1)

_ im _ { —sen(x) } 0 _,
X—0 %.(sin(x) + x-€05(x)) x0 [ (2:c08(x) = x-sen(x)) 20
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12.  lim (cos(x);j =1 14, lim { & (1-e } =1

X—0 (1+x)-In(1+x)

16. lim |—— | = o 18.  lim [cot(x)-(1—cos(x))] =0
X—>1 1—sen(£- ) X—0

. 1 1
20. lim - }

o1 | 2(1-%) 3 (1-3%)
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Capitulo VII
Integral Indefinida

7.1 Definicidn y propiedades .

En las matematicas existen pares de operaciones que son mutuamente inversas: multiplicar y dividir, sumar
y restar, las potencias y las raices, logaritmos y exponenciales son algunos de esos pares .
Pues bien, la operacion inversa a la derivacion se llama integracion y su objetivo fundamental es :

dF () _

= f (x) Se conoce .

Hallar la funcion F(x) cuya derivada

0 también:
Dada la diferencial dF (x) = f (x)-dx de unafuncion F(x) , hallar tal funcion .

Alafuncion F(x) buscada se le llama funcion primitiva o integral .

Ejemplo 1.

d
a) Dado que d—-x3 = 3.x°, entonces F(X) = X° es una funcion primitivade f (x) = 3-X° .
X

d
b) Si d—-sen(x) = cos(x), entonces F(x) = sen(X) es una funcién primitivade f (x) = cos(x) .
X

1

entonces F (x) = arctan(x) esuna primitivade f (X) =

d
¢) Si —-arctan(x) = >
dx 14X 14X

Es claro que si una funcién f (x) tiene una funcion primitiva F (X), ésta no es Unica puesto que . . .
d d
—(F)+C) = —F(x) = f(x
dx dx

para cualquier constante C arbitraria.
De modo que F(X) + C también es una funcion primitivade f (x) y como el valor de esa constante
puede ser cualquier nimero real, se deduce que f (x) tiene una infinidad de funciones primitivas.

Es posible demostrar que todas las funciones primitivas de f (X) son del tipo F(x) + C , como sigue :

TEOREMA 1.

Si F1(x) y F,(x) son dos integrales o funciones primitivas de f (x) en el intervalo

cerrado [a,b] , entonces su diferencia es solamente una constante, es decir :
Fi(X) = Fa(x) +C
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DEMOSTRACION :
Si F;1(x) ¥ F,(x)sondos funciones primitivas de f (X) entonces, se cumple

que :

dF,(x) -t dF,(x)

y = f(x
dx dx )

entonces la derivada de la funcion: @(x) = F(X) — F,(X) respectoa x es:

do(x) _ [dFl(x) _dRy(x)

™ ” » } = (fX)-1()) =0

Dado que la derivada de una constante es cero, se concluye que @(x) es una
constante . ..
&(x) =C
Fi-(¥)-Fy(x)=C
porlotanto: F(x) = F,(x) +C

Este teorema establece que si se conoce cualquier funcion primitiva o integral F (X) de una funcién f (X),

entonces cualquier otra integral de f (x) tiene la forma F(x) + C.

La expresion F(x) + C se llama integral indefinida de la funcion f (X) , el procedimiento para

encontrarla se llama integracion y la operacion se simboliza escribiendo el signo integral : j. antes de la
expresion diferencial : dF = f (x)-dx.

(el simbolo _[ es , histéricamente una "S" deformada , que representa la letra inicial de la palabra
"suma" , pues como veremos mas adelante , una integral es también una suma infinita )

DEFINICION 1.

dF
Se define la integral indefinida de la funcién f (x) tal que f (x) =

J' f(x)dx=F(x)+C 0 también J' dF(x) = F(x)+C (7.1)

donde
C se llama constante de integracion .

f (X) se llama integrando
f (x)-dx se llama elemento de integracién o expresion bajo el signo integral
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El significado geométrico de una integral indefinida es una familia de curvas de la forma F (x) + C, donde
cada curva de la familia es idéntica a las demas pero desplazada hacia arriba o hacia abajo sobre el eje Y
una distancia igual al valor particular de la constante de integracién C.

La pregunta obligada es :

¢ Cualquier funcion matematica f (x) tiene una integral indefinida ?

La respuesta es en general NO . Sin embargo toda funcién f (X) que sea continua en un intervalo dado

[a,b] SI tiene una funcién primitiva en ese intervalo.

Al verificar el resultado de toda integracion indefinida el criterio que se debe aplicar es :

La derivada de la integral indefinida debe ser igual al integrando

es decir, J f(x)dx = F(x) + C , entonces... .

i. J' f(x)dx | = i-(F(X)+C) = f(x) (7.2)
dx dx

Lo cual identifica a una integral indefinida como la operacion opuesta a la derivacion, o una antiderivada,
puesto que . . .

f(x) = %-F(x) si y solo si J f(x)dx = F(X)

La derivacion v la integracion son operaciones inversas que se cancelan mutuamente puesto que si
d
f(x) = —-F(X) entonces. ..
dx
d

f(x)=&-F(x):%-J f (x) dx y F(x):J’ f(x)dx = %-F(x)dx (7.3)

d
de modo que los simbolos (d—J y J’ . dx | se cancelan entre si.
X

O bien, en términos de diferenciales . . .

d(FX) = f(x)-dx:d-J fo)dx| F(x):J f(x)dx:J d(F(X) dx (7.4)
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Los resultados (7.2),(7.3) y (7.4) resumen las propiedades basicas de la integral indefinida .

7.2 Reglas de integracion

A diferencia del célculo diferencial, en el calculo integral no existe una regla general de integracion .
El procedimiento general de integracion es la busqueda de la respuesta a la siguiente pregunta :

¢ Qué funcion F(x) al ser derivada, genera el integrando f (X) en la integral f(x) dx?

de manera que esencialmente, la integracion es un procedimiento de ensayos.
Sin embargo, dado que la integral indefinida es la operacion opuesta de la derivacion, a partir de las reglas

inmediatas de derivacion, es posible formar una tabla de integrales inmediatas , leyendo en sentido contrario

las férmulas de derivacion.

Desafortunadamente, muchas expresiones integrales no se encontraran registradas en la tabla de integrales
inmediatas y en tal caso, el procedimiento previo de integracion consiste en transformar el integrando a
una de las formas de la tabla de integrales inmediatas por medio de alguna de las técnicas de integracion
que desarrollaremos mas adelante.

Para elaborar una tabla de integrales inmediatas, se deben considerar las siguientes dos reglas:

La integral de una suma algebraica de funciones es igual a la suma de las integrales correspondientes.

(f(X)+g(x) —h(x)dx = f(x)dx+ | g(x)dx— | h(x)dx (7.5)

La integral de una constante k por una funcion es igual a la constante por la integral de tal funcion .

k- f(x)dx=k-| f(x)dx (7.6)

DEMOSTRACION.

Por la definicion de integral indefinida, si existen las integrales :
F(x) = f(x)dx, G(x)= gx)dx 'y H(x) = h(x) dx

es porque . . .

gFm:fm,—iGWZM@y-iHWZM@
X dx dx
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Por lo tanto, la integral de la suma algebraica de las funciones f , g y hes:

J (f(X)+9(x) —h(x))dx = (i-F(x) + i-G(x) — i-H(x)j dx
dx d dx

X

Sin embargo, una suma de derivadas es la derivada de una suma. . .

= i-(F(x)+G(x)—H(x)) dx
dx

d
Pero por la propiedad (7.3) de la integral indefinida, los simbolos J' .dx y d_ se cancelan
X

porque representan operaciones inversas, y resulta finalmente :

J (f(¥) +9(x) —h(x)) dx = F(x) + G(x) - H(x)

:J' f(x)dx+J' g(x)dx—J' h(x) dx

Por otra parte, si K es una constante, entonces

J k-f(x)dx = k-(i-F(x)j dx
dx

Pero la derivada de una constante por una funcion es la derivada de la constante por la funcién:

y queda probado ( 7.5).

d
&-(k-F(x)) dx

d _
y como los simbolos J, .dx y d_ se cancelan resulta finalmente :
X

J k-f (x) dx = k-F(x) = k-J f (x) dx

lo cual demuestra (7.6)
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7.3 Tabla de integrales indefinidas inmediatas
Por ser la integracion y la derivacion operaciones inversas, se deduce que :

"Toda formula de derivacion genera una correspondiente formula de integracion*
. d
puesto que si d—~F(x) = f(X) entonces f(x)dx=F(x)+C
X

Sea U(X) una funcién de x y sea C una constante indefinida, entonces es posible clasificar a las integrales
inmediatas en 5 grupos fundamentales . . .

Gruro 1. EUNCIONES ALGEBRAICAS

n+1
| J dx=x+C I J Vdu= —— +C i(n#-1)

n+1

1 (ijdu = In(u) + C
u

Grupo 1. EUNCIONES POTENCIA , EXPONENCIAL Y LOGARITMO

AV J a“du:L-aquC ;(a>0, a#-1)

In(a)
IVa J’ eldu=e"+C Vv J In(u)du = u-In(u) —u+C
GrRUPO II.  FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
\ J sen(u) du = —cos(u) + C VIl J cos(u) du = sen(u) + C
VI J tan(u) du = —In(cos(u)) + C IX J cot(u) du = In(sen(u)) + C

X J sec(u) du = In(sec(u) +tan(u)) + C XI J csc(u) du = In(csc(u) —cot(u)) + C
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X1l J secz'(u) du = tan(u) + C X1 cscz-(u) du = —cot(u) + C
J
X1V J sec(u)-tan(u) du = sec(u) + C XVI csc(u)-cot (u) du = —csc(u) + C
Grupo Iv. EUNCIONES RACIONALES
u a-+u
XVI ! _gu=Larctan|Z]ec xvi ! qu=Lm e
U’ + a’ a a a? - u? 2-a a-u
a—u
XVIII ! gqu=L.n e
u’—a° 2-a a+u
GruPO V. FUNCIONES IRRACIONALES
u
XIX ;du = arcsen(—j+c XX ;du = In(u +\/u2+a2) +C
a’ - a u’+a’
XXI ! du = In(u+\/u2—a2) +C
v’ —a’
2
u a u
XXI1 J’ \/a2 —u’du= E-\/az v+ ?-arcsen(—j +C
a
2
u a
XXI111 J Ju?+a’du = E-\/u2+a2+? In(u+\/u +a ) +C
2
u a
XXIV J u’—a’du = E\/uz—az—?.ln(u +yU" —a ) +C
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Se puede comprobar que la derivada del miembro derecho de cada una de éstas formulas inmediatas de
integracion genera precisamente el integrando del lado izquierdo. Asi por ejemplo de la formula X :

i-(sec(u) + tan(u))

d _ du dc
a-(ln(sec(u)+tan(u))+C)— seo(W) + tan(Y) + ™

sec(u)-tan(u) + sec™(u) _ Sec(u),(sec(“) +ta”(“)) = sec(u)

sec(u) + tan(u) sec(u) + tan(u)

y se deduce que en efecto . . .
J sec(u) du = In(sec(u) +tan(u)) + C

O por ejemplo, para la formula XVIII . ..

%(ﬁa'n( j + C) = L.ia'%'('”( u—a]) ~In(Ju+al ))} + Z—i

1 1 1 1 | (u+a)—-(u-a)| _ 1
2a\u—-a u+a 2-a u® — a° u® - a2

—a
y se deduce que . . .

u—a

u+a

Ejemplo 2. Resolver las siguientes integrales indefinidas usando las formulas inmediatas de integracion.

" "
1. (5-a2.x5) dx 2. (7-X3+8-X—6) dx 3. J X-(X + a)-(x — b) dx
r r (" .
4. (a+b.x2)3dx 5. 2-b-x dx 6. (f/?—f/?) dx
J J J
( (1) 42 (
70| 8. - dx 0. | ———adx
2 —
d X +7 | \/)T J X —12
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10 . ;dx 11. ! dx 12. ! dx

X - 12 X +8 8—x

2 2
24+ X —42—X
13. \/ \/ dx 14. J tan’- (x) dx 15. J (3-6)" dx
Ja-x
r r " )
a 2:X+3 X =2
16. dx 17. dx 18. dx
(a—x) 2:X+1 N
J J J
r r "
2 2-X
X+3 X +1 e
19. ——dx 20. ———dx 21. dx
X—3 3 2-X
) VX +3:X e +1
J J
Soluciones :

1. Porlaregla (7.6), laintegral de una constante por una funcidn es igual a la constante por la integral de la
funcion, es decir . . .

J (s.227) - (5.a2>j o

n+1
u
y aplicando la formula inmediata I : Wdu= — +C ,resulta.. . .
n+1
(5+1)
X
(5-a%x°) dx = (5-a?) +
(5+1)
5
= 2.2 +C
6

Comprobacion :
d /s 5 d dC 5
( -az-x6+C\ = E-az-(—-x6j+— = (E-az\-e-x5+0 = 52X

dx \6 )

y se cumple que si J f (x)dx = F(X) entonces di'(F x)) = f(x).
X
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2. Delaregla (7-5), la integral de una suma de funciones es la suma de las integrales de las funciones
correspondientes.

3 3
(7-x +8-X—6) dx= | 7xdx+ | 8xdx— [ 6dx

y de laregla (7-6) , la integral de una constante por una funcién es igual a la constante por la integral de

la funcién . . .
3
= 7| xdx+8 | xdx—6 | .dx
un+1
. , . . n . .
Aplicando ahora la férmula inmediata 11 : U du = —— + C acadatérmino de la suma queda :
n+1
3+1 2+1 0+1
X X X

7- + 8- -6 +
(3+1) (2+1) (0+1)

8
X+ §-x3 -6:X+C

I
INQIEN

Comprobacién :
i-(Z-X4+§'X3—6-X+C\ = Z E.XA +§. i.xs — 6 i = 7-X3+8‘X—6
dx \4 3 ) 4 \ dx 3 Ldx dx

por lo tanto se cumple que si f(x)dx = F(x) + C entonces di-(F x)+C) = f(x)
X

3. Elintegrando X-(x + a)-(X —b) no corresponde a ninguno de los enlistados en las formulas inmediatas ;
sin embargo es posible realizar la integral si se desarrolla primero el producto . . .

x-(x +a)-(x—b) = x> + (a- b)-x* —a-b-x

se aplican las reglas (7.5), (7.6) y laférmula inmediata Il :

(x3+(a—b)-x2—a-b-x—| dx = Xdx—b | Xdx+a | xXdx—ab- | xdx
X3+l X2+1 X1+1 X4 a— b a'b

= —+[(a—b)-—}—a-b-—+c = —+( )-xs——-x2+C
3+1 2+1 1+1 4 3 2
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Comprobacién :

d {x“ (a—b) . ab } 1(d N a-b(d 3\ ab(d ,
— =+ X ==X +C|=| | =X |+ —| —X| |-—| —X|+0
dx | 4 3 2 4 \ dx 3 dx 2 \dx

= x>+ (a- b)-x2 —a-b-x

y en efecto se cumple que di-(F (x) +C) = f(x) cuando J' f(x)dx=F(x)+C
X

3
. 2 . . . . .
4. El integrando (a + b-x ) no corresponde a ninguno de los enlistados en las formulas inmediatas de
integracion ; sin embargo es posible realizar la integral si se desarrolla primero el producto:

3
(a + b~x2) =a’ +3a-bx’ +3ab’x +b>x°

y se aplican las reglas (7.5), (7.6) asi como la férmula inmediata Il :

J (a3 +3a-bx +3ab’x + b3-x6) dx =

:a3-l[ .dx+3-a2-b-J’ xzdx+3-a-b2-l[ x4dx+b3-J xC dx

3 5 7
X X X
= a3-X aF (3'az'b)'? aF 3'a'b2'E 2F b37 +C

Comprobacién :

2 3
i-{aE’-x + (a2~b)-x3 + sab X+ b—.x7 + C} -
dx 5 7

, d 53 3ab>d 5 bd ,
+a"-b-—- X + -—-X

3 d-x
X dx 5 dx 7 dx

2 3

b (5x%) +b7~(7-x6)

a’ (1) + az-b'(3-x2) + >a

3 2 2 2 4 3 .6
= a +3a-bx +3ab-x +b’x

y en efecto se cumple que si J, f(x)dx = F(x) + C entonces di-(F x)+C) = f(x)
X
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1
> J 2-b-x dx =J (\/ﬁ\/;() dx = \/ﬁ x° dx (por laregla7.6)
e,
= /2.2 y+C - gm.xz iC = 2-«/2-b-x3+c

6. Elintegrando no corresponde a ninguno de los enlistados en las formulas inmediatas ; sin embargo es
posible realizar facilmente la integral si se desarrolla primero el binomio al cubo . . .

w N

2 3 42 2 4
3 2 3 3 3 3 2
a —X = a —3a ‘X +3a ‘X —X

y se aplican las reglas (7.5) y (7.6)

42 2 4
2 3 3 3 3 2
a~ —3a X +3ax =x/Jdx =

4 2 2 4
2 3 3 3 3 2
:a-J dx—3a"-| x dx+3a | x dx—J X~ dx

G o ()t (s (D)
™ a X \sja X +\7)a X \3)x +C
(0 () (2} (1)
= a2 K)-g-x\3 )+—a\3)-£-xkg )——-3-x3_1+o
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N ORORNGACRE

y en efecto se cumple que si J f(x)dx = F(X) entonces di-(F ) = T(x
X

7. 21 dx = ;2 dx = i~arctan(i) +C
X +7 X+ (\7) V7 V7

8. Desarrollando primero el integrando . . .

(X2 + 13)/1)(3 ] 2) ) (X5 - 2.X22+ - 2) = X§ - 2~X§ + Xé - 2.X_§
2
X 3
X

y aplicando las reglas (7.5) y (7.6), se obtiene :

2 3 1 4 ’ _z
(X +13)‘()( _2) dx = x2dx—2| xdx+ | xdx—2-| x %dx
%
13 4 7 -2
—+1 —+1 —+1 —+1
= 2: X + X -2 X +C
B (A (Th) (24
s ) ) ) s

Comprobacién:
. " . 7.

y en efecto se cumple que si J f(x)dx = F(x) entonces di-(F ) = f(x
X
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S ! dx = ! dx=—1 'In(\/ﬁ_xj+c
X — 12 X - (V12)° 2412\ [V12+x

X —24/3
X+ 24/3

j+c

_ 1 (
= -In
4+/3

In(x + \/x2 - 12) +C

x
| =
=
N
o
>
1
%a
>
N
|
—~ Lol
5
N
~
N
o
>
11

! dx = J ! dx = In(x+\/x2+8>+c

12. ! dx = ! dx = arcsen(i) +C
: s Ve

= ! dx — = dx = arcsen(i) - In(x+\/2+x2> +C
[ [ VW2 +x ?

14. J tanz'(x) dx = J [sec2~(x)—1] dx = J secz-(x) dx+J .dx = tan(x) +x+ C
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3¢
15. (3«e)X dx = ;'(S-G)X +C =—+C (por la regla IV)
In(3-e) In(3) +1

16. Si se hace el cambio de variable : u = (a — Xx) , la integral se transforma en inmediata dado que . . .
dx=d-(u+a) = du+o

y queda :
a 1
dx = a | =du=aln(u)+C (porlareglalll).
(a=x) u
= alln(a-x)+C (regresando a la variable inicial )
17. Aunque el integrando : no es alguno de los que se enlistan en las integrales inmediatas, se puede
2:X+1

2:X+3 2

2:X+1 (22 x+1)

y con el cambio de variable u = (2:x + 1), la integral se transforma en inmediata dado que :
du = 2-dx+0 = 2-dx

transformar haciendo primero la divisién de la fraccion:

y Qqueda. ..

(2'X+3jdx= [1+;}dx= Sdx + 1du = x+In(u)+C
2:X+1 (2:x+1) u

= x+In(2x+1)+C

18. Con la misma técnica que en el ejercicio 17 anterior, se tiene que :

-2
X dx = 1-— 42 dx = .dx + 4 +du
2+ X W2) +x°

4 X
= X+ —-arctan| — |+ C
2 2
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. . - X+3 . . . .
19. A primera vista, ésta integral /— dx parece dificil de realizar; sin embargo, es posible
X—3

transformarla en sencillas integrales inmediatas racionalizando el denominador del integrando . . .

\/x+3_\/x+3_ VX +3 X+3 _ _x 3
X=3  yXx=3\yx+3 R N PRy VP

. , . . . 2
en el primer téermino se puede hacer ahora el cambio de variable : U = X™ — 32 y por lo tanto

du
du = 2-x-dx , con lo cual : Xx-dx = > yresulta. ..

(1)
3 dx = ﬁdu+3- ;dx
32 u 2 2

-+ 3-In<x +X — 32) +C = X =3+ 3-In(x +4/% — 32) +C

X +1

20. Para simplificar el integrando ——— se puede hacer el cambio de variable: u = X+ 3-X , Y por
3
X +3-X

1 .
lo tanto du = 3-(X2 + 1)-dx , esto es (X2 + 1)-dx = g-du de modo que la integral queda . . .

(1) —1

5 —
X—de = ﬁdu: l u 2 du = E"\/XS-I—S'X-I-C
[3 3 3
X + 3-X \/a

2:-X

. . . . . 1
21. Haciendo el cambio de variable: u = (e + 1) , du= 2.e°X.dx , esto es: e Xdx = E-du ,

2:X

entonces la integral : ———— dx se transforma en inmediata :
2-X
e +1
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(1)
\2) -1

- 5 ~In(e2'x+1) +C = In( ez'x+1) +C

‘In(u)+C =

N |-
N |-

1
—du =
u

7.3 Técnicas de Integracion .

En los ejemplos anteriores, se ha ilustrado que para integrar expresiones que no tienen la forma de los
integrandos de la tabla de integrales inmediatas, es necesario transformarlos en formas inmediatas por medio
de ciertos procedimientos o técnicas de integracion especificas que ahora desarrollaremos .

| integracion por cambio de variable o substitucion

1 integracion de algunas funciones que contienen un trinomio de segundo grado .

1. integracion por partes.

\% integracion de funciones racionales.

\Y integracion de algunas funciones irracionales por racionalizacion.
VI integracion de funciones trigonométricas .

VII integracion por substitucion trigonométrica

VIHI integracion por substituciones diversas .

Técnica | . Integracién por cambio de variable o substitucidn .

Algunas veces, cuando la integral indefinida f (x) dx no es inmediata pero se sabe que existe, es

posible hacer un cambio de variable de integracion definiendo a la variable de integracion como una

funcion de una nueva variable: x = ¢(t) mediante la cual resulta que su diferencial es: dx = (d—fj-dt .

Escogiendo la funcién ¢(t) de manera que :

a) tenga inversa
b) sea continua, y por lo tanto derivable

ia integral inicial se transformara en la integral equivalente :
d
f (x) dx = f(¢(t))-(£)dt (7.7)

la cual puede ser inmediata .
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DEMOSTRACION .

Derivando ambos miembros de (7.7) respecto a x aplicando la "regla de la cadena:

d _d ?) g |9t
d—xjf(x)olx—a (¢(t))(j (dxj

y por la propiedad (7.2) queda :
f () = f(¢(t))( ¢)(d j (*)

pero la derivada de la funcién inversa t = %(x) es lainversa de la derivada de x = ¢(t) , es decir :
dt_ 1 , por lo cual resulta que . . . % . E d¢ - = d¢ L =1.
dx (dxj dt )  dx dt (dx) (dﬂ

dt dt dt

de modo que la expresion (*) queda: f(x) = f (¢(t)) y en efecto , las derivadas respecto a x de

ambos miembros de la formula (7.7 ) son iguales. Se concluye entonces que ambos miembros representan
la misma funcidn integral, salvo por una constante.

Ejemplo 3. Resolver las siguientes integrales indefinidas por substitucion o cambio de variable.

" " "
1 1
1. sen(3-x — 5) dx 2. dx 3. — dx
J eX -1 V7-X—3
J J
(" r ~
e”X sen’-(X) X
4. dx 5. dx 6. dx
1 Veos(x) 9+ X
J Y v
(" ) p n
In(x X
7. M dx 8. cot (x) dx 9. > dx
X J 14X
Y J
X
10. 7 dx
14X
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Soluciones :

1. J sen(3-x — 5) dx

t+5 dt
Hagamos la substitucion: t = (3-x — 5), es decir: X = ¢(t) = — conlocual dx = > y

apliquemos ( 7.7 ), obteniéndose . . .

J sen(3-x—5)dx = sen(t)-% dt = %J sen(t) dt = —écos(t) +C

. S . 1
Retornando a la variable inicial X resulta finalmente : J’ sen(3x—5)dx = —5-005(3-X -5)+C
1 1 e
) dx = —— |dx = dx
' e -1 ex-(l—efx) 1-¢ "
Haciendo la substitucion: t = 1—e ", estoes: X = ¢(t) = —In(1—t), de donde se obtiene el

diferencial: dx = (itj-dt , la integral se transforma en :
1 —

—X
©  ldx= (l—_t)i dt = (ij dt = In(t) +C
X t ) 1-t t

resultado que en terminos de la variable inicial X es : dx = In(l -e X) +C

X
e -1

Usando las propiedades de la funcidn logaritmo, éste resultado se puede rescribir también en las siguientes
formas equivalentes :

In(1—e_x)+c = In[e_x-(ex—l)]JrC

In(ex — 1) + In(e_x) +C

In(ex—l)—x+C
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1
3. —dXx

\J7-X—3

: I : : : dt
Haciendo la substitucién: t = %(x) = 7-x — 3 , queda el diferencial: dt = 7-dx, es decir dx = - Y

la integral se transformaen :

1 1 (1) 1 1 2.4/t 2
— dx = —.Zldt== —dt = =Y +C = =4/7x-3+C
A7 X =3 \/E\7] 7 \/E 7 7

. . ., 2 X . 2 . .
Haciendo la substitucion : u” = €" + 1, esdecir: x(u) = In(u - 1) , resulta el diferencial

2-u-du . -
dx = 5 y la integral inicial queda como :

u -1

, R . . X .
en términos de la variable X , haciendo u = \/e + 1 se obtiene:

e2~X
dx =

-\/(ex + 1)3 — 2-\/ex +1+C

wlN

X
e +1

sen’-(x)

\/cos(X)

Haciendo : u(X)° = cos(x) y diferenciando implicitamente resulta: 2-u-d-u = —sen(x)-dx.

dx

Ademas, por la identidad trigonométrica : senz-(x) =1- cosz-(x) =1-u" seobtiene ...
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\/cos(X) 1/c0s(X) \/?

sen’-(X) i = sen’-(x)-sen(x) i = (1-u)-(2u) iy _Z'J (1) du

= —2-(u = éus) +C

y en términos de la variable X, haciendo u = 4/cos(x) resulta:

%s.((:)) dx = —2-/cos(x) + é-cos(x); +C

dx
9+ X

, o _ du
Haciendo la substitucion u = x° , entonces du = (2-x)-dx de donde se obtiene que Xx-dx = > y la

integral se transformaen :

Algunas veces es muy facil integrar por simple inspeccidn basandose en las siguientes formulas :

&)
I (f(x))n-(%jdx:&+c I, (fd(—xx)dlen(f(x))+c

n+1

: : N _ df
Ambas se obtienen haciendo la substituciéon : u = f(X) , esdecir du = X -dx yluegose
X

n+1
u

aplicando las integrales inmediatas J' Wdu= —— +C ; (n=1) vy
n+1

( (1\ du=Infl+C
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| \u) i

(Ine9)”
X

_ dx : ,
Notemos que si U(X) = In(X), entonces du = — y la integral tiene la forma: | u’du por lo cual:
X

2 3
(In() dX:J Can = ¥ ic = Linwlec
X 3 &

8. J cot(x) dx = (COS(X)j dx
sen(x)

Haciendo entonces la substitucion u = sen(x) , se obtiene du
1

J cot(x) dx = (—) du = In(u) +C
u

: I . du .
Haciendo la substitucion U = 1+ X , se obtiene du = 2-x-dx o Xx-dx = - y la integral se

cos(x)-dx vy setransformaen :

In(sen(x)) + C

transformaen . ..

(1)
s | A2 g - Linw +c = nlfied) +c
1+% u 2

du
10. Haciendo u = x2 , se obtiene el diferencial du = 2:-x-dx o x.dx = 7 , de modo que la integral

toma la forma. ..

(1)
X dx = Ldu = E-arctan(u)+C = 1-arctan(xz) +C
4 2 2 2
14X (1+)
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o

11.

La técnica de substitucion o cambio de variable, es quiza el mas fundamental de todos los métodos de
integracion, puesto que aun en los pasos intermedios de otros métodos , a veces es necesario recurrir a un
adecuado cambio de variable para simplificar una integral .

Se requiere habilidad para elegir el cambio de variable acertado y ésta virtud, slo se adquiere con la
préactica. de modo que se le recomienda fuertemente resolver muchos ejercicios al respecto.

EJERCICIO 7.1 Integracion por substitucion

r~

x-(2-x + 5)"° dx 2. LEX 3. (In(z-x)j.l dx
1 —+/X In(4-x) ) x
J
r _1‘ 2 s
L dx 5. (arcsen(z X)) dx 6. «/ex—ldx

\/ex—l \/4—X2 J

3
COS(X 1 . 1
# dx 8 — X (Sugerencia: x = —

ysen(x) | X4 X + 9 t

)

.
2 2
2+X —y/2—X X sen(In(x
\/ \/ dx 10. dx 11. & dx
1/4_ X2 X+1 X
J
Respuestas : Ejercicio 7.1
1 2

%-(Z‘X +5)"(22:x—5) + C 2. —4.\/>—< - X - E-\/? - 2.In(—1 - X+ 2\/>—<) +C

2-arctan(\/ex - 1) +C
%-(arcsen(x))3 +C 6. 2-\/eX —-1- 2-arctan(w/ex - 1) +C

2
2 -1 [3+4X +9
2-y/sen(x) — g-«/sen(x)5 +C 8. —Inj———|+C

>

—In(2-In(2) + In(x))-In(2) + In(x) + C

3 2-X
arcsen(%j - In(x +y2+ x2) +C 10. %-«/(x +1)°—24x+1+C
2

—cos(In(x) + C
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Técnica Il . Integrales que contienen un trinomio de sequndo grado .

Algunas de las formas generales de éste tipo de integrales son las siguientes :

I ﬂdx I, Ax+B dx

2
mxXx +nN-X+¢C 1/m.)(2+n.)(_+_c

1. \/m-x2+n-x+cdx (\VA ! dx
(A-x+ B)-\/m-x2 +N-X+C

e Enelcaso Il laintegral se reduce a una forma inmediata completando el trinomio cuadrado perfecto
de la expresion dentro del radical .

1

e Laintegral del tipo IV se reduce al caso Il por medio de la substitucion: U = ———
(A-x+ B)

e Enloscasos | y Il, las integrales se reducen a formas inmediatas si el numerador (A-X + B)-dx se

transforma en la diferencial del denominador (2-m-x + n)-dx, como sigue :

A
A-X+B = —-(2:m-x) + B (multiplicando y dividiendo por 2m)
2:m

A n A
= —-(2mXx+n)+|B-A— (‘agregando y restando : ——-n )
2.m 2:m 2:m

El dltimo término es solo una constante y el primero contiene como factor la expresion buscada.
La integral del caso | por ejemplo, se transforma en dos integrales:

i-(2-m-x+ n) + (B - A-Lj
2:m q

A-x+B 2-m
Z—dx = 5 X
m-x"+n-Xx+c m-x"+n-x+c¢c
A 2:m-X+n n 1
= . > dx+| B - A . > dx
2-m m-x"+N-X+C 2:m mx~ + N-X + X

. . ., 2 . .
Haciendo ahora la substitucion : z = (m-x +N-X+ C) , la primera integral de la derecha se reduce a la
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. . 1 . —
forma inmediata : —dz = In(z) + C . Enlasegunda integral , el trinomio cuadrado se transforma a
z

una suma o diferencia de cuadrados como sigue:

n C
m-x2 +NX+C=m- x2 + — X+ — : Factorizando el coeficiente de x2.
m m
B 2 2 2
2 n n n C n
=m|X +—X+|—| —-|—| +— ; Agregandoy restando | — | .
i m 2:m 2:m m 2:m
B 2 2
n C n . . .
=m| | X+—| +——| — ; Factorizando como el cuadrado de un binomio.
2:m m 2:m
2 2
=m (u +a )

2
. .. o n C n
En éste Gltimo paso se hicieron las substituciones: U= [ X+——| y = — | —
2-m m 2:m

En definitiva, se obtiene:

Ax+B A 1 n 1
Z—dX = —- —dZ+(B—A'—j' Tdu
m-x"+N-X+C 2-m z 2-m m-(u +a)

A 1 n i 1
= —- | =dz+|B-A— | —- du
2:m z 2m) m u? + a’
n
i X+ —
n 11 2:m
= —-In(m-x2+n-x+c)+ B-A— | ——. arctanf ——— |+ C
2-m 2m/ m a a
2
2 . C n .
Por otra parte, cuando a~ < 0, esdecir... — < (—] la integral es :
m 2:m

n
) (_j
n 2:m
= —-In(m~x2+n-x+c)+(B—A-—j-i-i~ln — < |+C
2:m
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Ejemplo 4. Resolver las siguientes integrales que contienen un trinomio de 2° grado.

1. Z—dX 2.
33X —X+1
1
4. dx
(2:X + 3) /X +2:X — 3
1
1. — dx
33X —X+1

3.

(35— x+1)

\
5|

luego, la integral toma la forma :

. 1 .
Haciendo U = X — Y es posible

1
para obtener:

2
3X —X+1

") +¥}

3X—2
dx

2
X —4X-5

Soluciones :

Completando el trinomio del denominador, se tiene :

(@

2

EEE { ENOEE }

11

1)?

aplicar la regla XVI :

€

1
dx = —-arctan
3-a

2:X—8

3. — dx
Ji-x-%

5. \/2—x—x2dx

(x

1

2
u+a

+C

RIS
H

" e

1
du = —-arctan

2 2

(1), 1

1

1)?

dx
11

_l’__
36

(3
)+

a

6:X—1

0 arctan(

]
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3X—2
2. 77____dx
X —4X-5

Transformando el numerador para que tenga la derivada del denominador :
d

( Z_4x- 5) = 2-X — 4 y alavez completando el cuadrado perfecto del trinomio en el
dx
denominador :

3IX—2 =

N w

(2%) -2 = E.(z-x—4)+@).4—z} - §~(2~x—4)+4
X —4X+(4—4)—5 = (x-2)° -3

la integral queda entonces como :

2
X —4Xx-5 =

3
E-(2-x—4)+4

2
X —4X—-5

. . . 3
que corresponden a las integrales inmediatas : —-

2
yz=X —4X—5,demaneraque...

3X—2 3-u
dx = =-In(z) + 4

N | w

2
X —4X-5

|

Regresando a la variable inicial, se obtiene finalmente . . .

1 .
2:(3)

3+U

dx :La derivada del denominador es d—(l - X - X2) = —1— 2-X . Formandola
2 dx

en el numerador y completando el cuadrado perfecto del trinomio en el denominador se tiene :
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2X—8 = —(8—2X) = —[8+(1—-1)—2X] = -9—(-1-2X)
PRV P S VR P
Y a) 2

luego, la integral se transforma en :

2:X—8 -1-2X 1
—dX= - ———=dx-9 dx

1-x-% m /(

AN ETN
a) \277)

. . L 2 1 . .
integrales que bajo las substituciones: z=1-X—-X Yy U= X+ > se convierten en las integrales

inmediatas :

1 1
dx = -| —dz-9 | ——=du
1-X—X V2 a’—u’

u
= —2-\/2 - 9-arcsen(—j +C
a

y regresando a la variable inicial resulta finalmente . . .

——— dx = —24/1-X—X —9-arcsen( j+C

\/g

1
dx
(2X+3)/X + 2:X — 3

. L . 3 -1
Haciendo la substitucion : u = se obtiene: X = — — — con dx = ——-du por lo cual el
2:X+3 2:u 2.u°
integrando se transformaen :
-1 —_
u{ —-du 1
dx 3 2-u 3 2-u 3 —du
2 2 2 2
. . X — 1 3 1 —2.U-—15- —2.U-15-
(2% +3) X +2:x — 3 \/(__E) +(__j_3 1-20-150° y1-2U-15-u
2-U u 20>
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2
. 1 1
Completando el cuadrado perfecto del radicando: 1 — 2-u — 1505 = 1+ = 15-(u + E) y

haciendo z = \/E(u - 1—15) , dz=+/15-du , &’ = (1 + 1—15) = 1—2 , la integral anterior se

convierteen. ..

1 1 -1 1 i
dx = ——dz| = —(—)-arcsen(—) +C
(2-x+3)-\/x2+2-x—3 Vis a’ -7 Vis a

1
u+—
. 1 15
regresando a la variable U : = —-| — |-arcsen| ——— |+ C
15 =
15
_ 1 1 [1( x+9
y luego a la variable X, con u = : = —| — |-arcsen| —- +C
2:X+3 \/15 |2\ 2Xx+3

5. «/2—x—x2dx

Completando el trinomio cuadrado perfecto del radicando :

2-x-X = 2+@) +(—%) —x-xX = 2—\“9 :(

2 2

)
2) 2

. T 1 3 .
Haciendo entonces las substituciones U = X + > du=dx, a= > la integral queda en la forma :

2 2 2 1 2 2 1 2 u
\/2—x—x dx = a~ —udu = E-u-w/a -u +E-a -arcsen(—j+c
a

y rescribiendo éste resultado en términos de la variable inicial X queda :

22X+ 1 9 2X+1
2—x—x2dx=( : j-\/z—x—x2+§-arcsen( . j+C
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EJERCICIO 7.2
r r
1
1 > dx 2
X+ 2-X
J J
.
.
1
4 dx 5

10. ! dx
(X — 1)+/X — 2
" In(x)
x+/1 - 4-In(x) - (In(x))?
J
r eX
14. dx
Ji+3e+e?”

dx

1 7
3. E-In(x2 -7 X+ 13) + —-arctan(

\3

X —2X+5

(x-1°

X-\/XZ +X-1

Integracién de expresiones cuadraticas

! dx

. X
X +3X+4

! dx

11.

13.

9, X + 2 + 5.dx

2
X — X" dx

cos(x) dx

sen(x)2 —6-sen(x) + 12

15.

sen(x) dx

\/cos(x)2 + 4-c0S(X) + 1

Respuestas: Ejercicio 7.2

2X—7
)+C
\/3

5 9 2:X+3
5. x—E-In(x2+3-x+4) +—-arctan( )+C

7

\ﬁ

1 X—1
2. —-arctan (—) +C
2 2

3)+C

6. 3-\/x2 —4.X+5+C

1 4-X —
4. —-arcsen
2 5
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-2
7. In X +C 8. arcsen[(X )}+C

1+41-% 5-X
X+1 2 2 X—2
9. — X"+ 2:X+5+2:In\ 24X + 22X+ 5+ 2:X + 2 10. arctan +C

2X—1 1
11. 2 X — X+ g-arcsen(z-x +1)+C

12. ﬂ/l —4-In(x) — In(x)2 — 2-arcsen(wj +C 13 i-arctan(i-sen(x) - \/5) +C
VBB

\/5 3

2
14, In[z-\/1+3-ex+(ex) +2-ex+3]+C

Técnica Il  Integracién por partes .

Considérese la diferencial del producto de dos funciones u(x) y v(x): d-(u-v) = u-dv+v-du e

intégrese ambos miembros . . .

.d(uv) = u-dv +v-dud.
u-v = udv+ [ vdu
expresion que se puede escribir también como : udv = uv- vdu (7.8)

Esta es la férmula de integracion por partes (abreviadamente: f.i.p.).

Su gran utilidad radica en que si la integracién directa de udv resulta dificil o complicada , entonces el

calculo de v du, pueden ser un problema mas sencillo .
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Para aplicar ésta formula es necesario descomponer primero el integrando en dos factores: u(x) y dv de

tal manera que la integral de la derechaen (7.8) resulte mas simple .

Para lograr éste fin se requiere cierta habilidad e intuicion matematica que sélo la experiencia y la practica

pueden proporcionar .

El método de integracion por partes es tal vez , la mas poderosa técnica de integracion y se puede aplicar en
muchos casos, por ejemplo a integrales cuyos integrandos son una combinacién de funciones elementales

tales como :

xk-sen(a- X) dx xk-cos(a- X) dx X< In(x) dx

( (

KX xk-arcsen(a-x) dx

X -e “dx

y muchas otras mas .

xk-arccos(a-x) dx

Ejemplo 5. Resolver las siguientes integrales integrando por partes..

1. X-€0s(x) dx 2. X-In(x) dx
4. X2 % dx 5. e *.sen(n-x) dx
. 1
7. x"-e” X dx 8. —dx
2\°
(1+x)
Soluciones :
u=x
En X-c0s(x) dx| eligiendo: entonces
dv = cos(x)-dx V=

a-xX
x-e " dx

2 2
Z +adz

du = dx

cos(x) dx = sen(x) + C
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por lo tanto, aplicando la férmula de integracion por partes :

udv = u-v— vdu

x-cos(x) dx = x-sen(X) — | sen(x)dx = x-sen(x) + cos(x) + C

OBSERVACION : Es notable la rapidez y facilidad que nos proporciona éste poderoso método de
integracion en integrales como la anterior, la cuales son dificiles de resolver por otra técnica .

Ademas la constante de integracion indefinida C que resulta de la integracion del diferencial dv,
r

.dv = v+ C , no afecta el resultado de la integracién final puesto que . . .

udv=u(v+C)-| (v+C)du

= uv+Cu- vdu — Cdu = u-v—- vdu

y queda la misma formula ( f.i.p.) . Se puede ignorar esa constante o considerarla cero

-dx

o
c
1
X | =

dv = x-dx

u=In(x)
2. Enlaintegral: x-In(x) dx|escojamos : entonces

por lo tanto, aplicando la formula de integracion por partes :
udv=uv-| vdu

2 2

2 2
= X S 2Bk = Lonp 2 X
x-In(x) dx = . In(x) . (x) dx 5 In(x) 2 +C
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a-Xx d

du = a-e "-dx
a-x
3. Aplicando f.i.p.en: x-e& " dx escojamos , entonces ¥
dv = x-dx V= xdx:?+C
.
y queda. .. udv=uv-| vdu
J
.
X a 2 ax
a a
x-e " dx = e X et

J

La integral que hemos obtenido en el lado derecho no es més sencilla que la integral inicial (el exponente de
X aumentd ) . Esto nos indica que no hemos elegido convenientemente los factores u y dv.

du = dx
u=x
Sean entonces. . . de donde se obtiene que :
. ' a-x 1 ax
dv = e**.dx v=| Mdx==e""+C

a
La aplicacion de f. i. p. da ahora : udv = uv- vdu

1 X e

a-X a-X a-X a-X
x(e )dx:—e -—| e"dx=—e"-—+C
a a a a’

En algunos casos es necesario aplicar la férmula de integracién por partes mas de una vez , como se
muestra en el ejemplo siguiente :

du = 2-x-dx
2
. 2 _a-X u=x
4. Enlaintegral : X“-e~ " dx| sean: entonces 1
a-X — a-X _ a-X
dv = e®".dx V= e "dx==e "+C
a
e®*) 2
Aplicando la f.i. p. resulta : XZ-(ea'X) dx = % — | == | x-e* dx
a a

y la integral del segundo miembro puede calcularse aplicando otra vez f.i. p como se hizo ya en el ejemplo
3 anterior, obteniéndose . . .
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2 ax 2| € 2| X (axy €
e tdx= x| — |- = —-(e )—— +C
a ala a>
ea~x
2 2
= —-(x -a —2-a-x+2)+C
aS

Algunas otras veces, la aplicacion repetida de la integracion por partes nos lleva nuevamente a la integral
inicial . En éste caso, por simple algebra se resuelve el problema como se muestra en el siguiente ejemplo.

a-Xx . a-X a-X
5. En e -sen(n-x)dx| si u=e " entonces du = a-e "-dx
_ -1
si dv = sen(n-x)-dx entonces v = sen(n-x) dx = —-cos(n-x)
n
y aplicando udv=u-v— | vdu resulta:

‘ -1 a a ‘
e? X-sen(n-x) dx = —.&° X-cos(n-x)+—- cos(n-x)-eaxdx
n n

En la Gltima integral de la derecha, apliquemos nuevamente la f.i.p. con:

u=e** dedonde du = a-e®*dx

1
dv = cos(n-x)-dx dedonde v = cos(n-x) dx = —-sen(n-x)
n
yasi resulta . . .
1 a|e®sen(nx) a
a-X - a-X : : a-X
e "-sen(n-x)dx = —-e “-cos(n-xX) + —| ——— ——-| e “-sen(n-x) dx
n n n n
Notemos como la integral original | = ea'x-sen(n-x) dx se repite a la derecha . Despejémosla :

n n

e®*.cos(n-x) , 2 e .sen(n-x) (ajz I
n n
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2 a-X
a e "sen(n'x) 1 ax
{1+ —|=a——= —=-e "-cos(n-x)
2 2 n
n n
por lo tanto :
&
a-X
e "-sen(n-x)dx = ﬁ-(asen(nx) —n-cos(n-x)) + C
(n*+2?)
6. 7 +a’dz Multiplicando y dividiendo primeramente por \/22 +a’ la integral se transforma en :
7 +a
2 2 2 2
Z"+a" dz= " +a | —— |dz
Z +a
7 +a 1 z
2
= dz = a dz+ | z dz
Z +a Z +a Z +a

pero la primera integral de la derecha es una integral inmediata. Aplicando entonces f.i.p. a la 2% integral

du = dz
u=1z
con Z de donde VA
dv = ———.dz V= ————dz=+4/7 +a
2
Z +a2 Z +a

queda entonces que . . .

2 2 2 2 2 2 2 2 2
Z +a dz:a-ln(z+\/z +a)+ 742" +a" - Z"+a dz

De modo que la integral inicial aparece nuevamente en el miembro derecho de ésta ecuacion.
Despejandola resulta :

2

2 2 _a 2 2 Z [ 2
z+ad2—?-lnz+ Z +a +E~z+a +C

que es una de las reglas de integracion inmediata.
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La aplicacion sucesiva de la integracion por partes puede generar una formula de reduccion ,( o recurrencia
) la cual contiene una nueva integral de la misma forma que la integral inicial , pero con un exponente
aumentado o disminuido que puede corresponder a una integral mas simple.

Algunas formulas de reduccion obtenidas integrando por partes son las siguientes :

m a-x 1 max M m-1) a-x
l. X -e "dx==x"-e"-— X )-e dx
a a
.
m -1 m—1 m-—1 m—2
1. sen -(x) dx = —-[sen -(x)]-cos(x)+ | sen™ "-(x) dx
m m
J
.
1 X 1 2m-3 1
1. mdx: — +—- . — dx;m=1
2 2 2 2 2\Mm-1 2m—2 20 M=t
(a2 =) 2.a%(m - 1)-(a> - ¥°) a (a2 =)
J
m n sen” . (x)-cos" -+ (X) - m n—2
V. sen -(x)-cos -(x) dx = sen -(x)-cos  “-(x) dx
m+n m+n
X" m
m m-1
V. x -sen(b-x) dx = — - -c0s(b-x) +E- X ~-cos(b-x) dx
y muchas otras mas .
Consideremos por ejemplo la integral x'-e” " dx . Aplicando la férmula de reduccion I, con m = 4
. 2- 1 2- 4 3 2
y a = 2 setiene: xe? % dx = E-X4-e X—E- X6 dx

Aplicando a la integral de la derecha otra vez la misma férmula de reduccion, pero ahora con m = 3 queda:

42X 1 4
X-e""dx = =-x-e " ——-
2 2
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P P . . n . . .
Notese como va disminuyendo el exponente del factor X en el integrando a medida que se aplica
repetidamente la formula de reduccion.

Una 3%aplicacion con m = 2 y una 42 aplicacién con m = 1de la misma formula de reduccion a la
integral de la derecha permite llegar al resultado final . . .

4 2-X 1 a4 2 32X 1 2 2x 2-X
X-e""dx = =X =X "+3|=x-e " — X-e~ " dx
2 2
_ 1 4 2x 3 2x 3 2:X 2x 1 2:X
= =x-e " - +—=X-e" " =3|=xe"-= e” " dx
2 2 2
1 4 3 2 3\ 2:x
=(E-x - X +—x——x+—\e +C

(Demuéstrela integrando por partes )

5 .
cona=1y m= > se obtiene :

1

. -

., . , 3 .
Una segunda aplicacién de la misma férmula, tomando m = > en la integral de la derecha da :

dx

1 =2 X L2 X o] 2 gx
(1+x2)5 3(1+x2)- R VI 14X
_ 1 3x+2X LC
° (145)

Como un segundo ejemplo, considérese la integral dx . Usando la férmula de reduccion:
5
J(2+%)
1 X 2:m—3 1
— dx = = +— . — dx
2 2 2 2 2\m=1 (2-m — 2 2\m=1
(a®+x) 2.a%(m—1)-(a® + x°) a-(2m=2) | (245}
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EJERCICIO 7.3 Integracion por partes

v'senz'(v) dv

arcsen(x) dx

1. xIn(x)=x+C

3. u-tan(u) + In(cos(u)) + C

2. x-sen(i) dx
2

3. J u-secz-(u) du

6. J (x~ax) dx
arccsc(i) dt
2

dx 12. { In(x) } dx
YX+1 (x+1)°

arcsen(x)

arcsen( /g] dx 15. ———~dx
2 2

Respuestas : Ejercicio 7.3

X X
2. 4-sen(—) - 2-x-cos(—) +C
2 2

-1 1 1
4, ?'v.cos(v)-sen(v) + z.vz - Z-cos(v)2 +C
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n+1

X -[In(x)— ! :|+C ax-{ x 1 —l
(n+1) (n+1) In(@) In*(a)
7. x-arcsen(x) +y1-x" +C 8. x-arctan(x) — %-In(l ) +cC
t t ¢ 1 9
9. t'arccsc(z)+2.ln(z+ vin jlo. ?e -(cos(@)+sen(0))+C
11, 24X+ 1-(IN(X+1) = 2) + C 12. X () = In(x+ 1)) + C
X+1

e yY2:x
13. +C 14. (x—1)- arcsen(fj wf4—2x+C

(x+1)

15. Larcsen(x)?+C 16. Lsz(e)+l-ln(csc(9)—cot(9))+c
2 2.sen’(0) 2

17. %-ez'x+4-(x—1)-ex+§-x3+c 18. 1—25-\/x+1-[3-(x+1)2—10-x+5]+C

X+ 4

Técnica IV. Integracién de funciones racionales .

. . r , . .
Asi como el cociente — de dos numeros enteros r y S (con S = 0) esun ndmero racional, una
S

funcion racional es el cociente de dos polinomios o funciones enteras Pp(X) y Qm(X):

2 3 n
Pn(X) Ay +a; X+ a8, X +azX +...+apX
f(x) = = con  Qm(x) #o0
Qm(¥) by + byx+ by + by X + oo+ by X

Una funcion racional es propia si n < m, es decir si el grado n del polinomio numerador P,(X) es
menor que el grado m del polinomio denominador Qp(x) .

Cuando m > n , la funcion racional se llama impropia . Por ejemplo las siguientes funciones. . .
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2:X+1
f(x) ==
X +2

Es el cociente de los polinomios P;(X) = 2:x+1 degrado 1 y Q3(x) = x> +2 de grado 3 por lo
cual es una funcion racional propia .

_3x 42X
g(x) = "
X~ —X
. . . 3 2
Es el cociente de los polinomios P3(X) = 3.x" +2:x degrado 4 y Qs(X) = X =x de grado 4
por lo cual es una funcién racional impropia .. ( Se puede realizar la divisién de los polinomios )

3
X -1

3 2
2:X =X

Es el cociente de los polinomios del mismo grado (3) , por lo cual es una funcién racional impropia .

h(x) =

2
—5X +3X-1

3¢ - 2

No es propia ni impropia porque simplemente no es una funcion racional , dado que el denominador no es
un polinomio debido a que uno de sus términos no es una potencia entera positiva .

z(x) =

Cuando una funcion racional es impropia, usando la divisién de polinomios, se puede escribir como la suma
de un polinomio y una funcién racional propia , estoes. ..

Pn-(x) - C(x) + Rs-(X)
Qm-(x) Qm-(X)

donde C(x) es el polinomio cociente y Rg-(X) esel polinomio residuo de grado S (con S < m ) por

. Rg(®) )
lo cual la fraccion ——— ya es propia..
-(X
m

Ps:(x) _ x°—54:-x—79

= que no es propia ; pero por division
Q2 (%) X2 —-X—6

Consideremos por ejemplo la funcion :

se puede expresar como . . .

P5-(x) 3 2
= X +X +7X+13 +

Q2 (x) X —X—6

. . . 3 2 g . .
que es la suma del polinomio cociente C(x) = X~ + X~ + 7-X + 13 y la fraccion propia del residuo.

Puesto que la integracion de polinomios es relativamente facil , la dificultad principal en la integracién de
funciones racionales se reduce a la integracion de funciones racionales propias.
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Por otra parte, es un resultado bien conocido del Algebra que :
e Todo polinomio se puede expresar como el producto de factores lineales de la forma (x—a) y
cuadraticos irreducibles de la forma (x2 + p-X+ q) :

e Toda funcion racional propia se puede expresar como una suma de fracciones parciales de uno
de los 4 tipos fundamentales siguientes :

A
| . LINEALES: ——— Il. LINEALES REPETIDAS: ; N=>2
X—a (X — a)n
. A-x+B A-x+B
I1l. CUADRATICAS: - IV. REPETIDAS : ;
m
o (PR ll (x2+ p-x+q)

donde A,B,a,p y g son constantes .

La integracion de cualquiera de éstas formas elementales se realiza por alguna de las técnicas de
integracion que ya se han analizado anteriormente.

Se tiene entonces el siguiente . . .

PROCEDIMIENTO PARA LA DESCOMPOSICION DE UNA FUNCION RACIONAL
EN UNA SUMA DE FRACCIONES PARCIALES.

1°. Si la funcién racional f (X) = 1Y es impropia, entonces dividir para escribirla como :
X
X P-(x
POY _ 0 4 P
q(x) Q-(x)

donde la funcién racional

ya es propia. A ella se aplicaran los siguientes pasos.

2°. Factorizar el polinomio denominador Q(X) en:

e factores lineales : (a-X + b)"

. ) ) ] 2 m
e cuadraticos irreducibles en los reales ( que no tienen raices reales ): ( p-X"+Q-X+ r)

donde m y n son enteros positivos que representan su grado de repeticion .
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. n . . .
3° Por cada factor lineal (a-x + b) se debe incluir en la descomposicién una suma de n
fracciones parciales de la forma general :

Ay A, Az Anp
+ >+ St ————
ax+b (ax+b)?’ (ax+h) (ax+b)"
donde A;, A, ,..., Ap son constantes por determinar .

- 2 m o I
4°. Por cada factor cuadratico ( p-X"+ QX+ r) se debe incluir en la descomposicion una suma

‘de m fracciones parciales de la forma :

B,-x+Cy . B,-x+C, . Bs-x+ Cs Bnh-x+ Cp

. - . : e
p-X +QgX+T (p-x +q-x+r) (p-x +q-x+r)

i (p~x2+q-x+r)n

donde B;, B,,....B, v C;,C,,..., Cq sonconstantes por determinar .
Algunos métodos para determinar los coeficientes A;, A, ,...,Apn i By, By ,...By ¥
C,, C,,...,Cp sonlos siguientes :

IGUALACION DE COEFICIENTES.

Consiste en :
: : o P(X)
1° Sumar las fracciones parciales propuestas como desarrollo de la funcién racional ) .
X
P(x) _ Ni(X)  Na(x) Nk(X)
= 4 4 oo 3+
Q(X¥)  Di(x) Da(x) Dk(x)

2° lgualar los numeradores de las fracciones a la derecha v a la izquierda de la ecuacion
anterior, puesto sus denominadores ya son iguales: Q(X) = D;-(X)-D,(X)-....Dy-(X) y

dado que ambas fracciones representan la misma funcién.

P(x) = (Numerador_de la_suma_de_fracciones)

3° lgualar los coeficientes de iguales potencias de X en ambos miembros, puesto que dos
polinomios son iguales sélo si sus coeficientes correspondientes son iguales.

Este procedimiento genera un sistema de ecuaciones simultaneas para los coeficientes indeterminados.
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SUBSTITUCION :

Sélo difiere del método anterior en el tercer paso :

3° Asignar valores arbitrarios a la variable X en la expresion :

P(x) = (Numerador_de_la_suma_de_fracciones)

y resolver las ecuaciones resultantes para cada uno de los coeficientes.

Cuando no hay factores repetidos, éste es el procedimiento mas corto.

Cabe mencionar en éste método que aunque los valores asignados a la variable X son arbitrarios,

usualmente se escogen las raices del denominador Q(X) de la funcién racional, con el objeto de
simplificar el célculo.

X 2X—1

5

Ejemplo 6. Desarrollar en fracciones parciales la siguiente funcion racional f (x) = 2
X +X —x-1

Solucién :  Esta funcion racional es propia pues es mayor el grado de su denominador, ademas,
usando los procedimientos para factorizar polinomios, éste se factoriza en :

XX —x-1 = (x=1)-(+1)(x+1)°

e un factor cuadratico : (X2 + 1)

e unfactor lineal : (x — 1)

e un factor lineal repetido : (X + 1)2 .el cual genera por lo tanto dos fracciones

parciales . (En general, el nimero de fracciones parciales que resultan de un factor
repetido es igual al exponente del factor. )

De acuerdo entonces al procedimiento para la descomposicion de una funcién racional en
una suma de fracciones parciales, se propone el desarrollo . . .

X4 2X—1 A B: B, C-x+D
= + + +

5 4 2 2
X +X —x—1 X—1 | X+1 (x+1) X“+1

y sumando en el lado derecho se obtiene el numerador . . .

(C+A+Bl)-x4+(Bz+D+2-A+C)-x3+(—C+2-A+D—Bz)-x2
+(22A+B,~C-D)-x+(A-D-B,-B,)
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Si los numeradores de ambas fracciones a la izquierda y a la derecha van a ser iguales, es
necesario que los polinomios en sus numeradores sean iguales puesto que los polinomios
denominadores ya lo son, esto es . . .

(x3+2-x—1) =
= (C+A+Bl)-x4+(82+ D+2-A+C)-x3+(—C+2-A+D—BZ)-X2
+(2A+B,~C-D)x+(A-D-B;-B,)

Por otra parte, dos polinomios son iguales solo si sus coeficientes correspondientes a las
mismas potencias de X son iguales.

Igualando los coeficientes para X A+B;+C=o0

Igualando los coeficientes para X 22A+B,+C+D =1
Igualando los coeficientes para X 22A-B,-C+D=0
Igualando los coeficientes para X : 22A+B,-C-D =2
Igualando los coeficientes para x° A-B;-B,-D=-1

Este sistema de ecuaciones lineales simultaneas tiene por solucién :

A =

NG
o
-
I

-1
, B,=1; C=—/—; D=0
2
De modo que funcién racional queda expresada como una suma de fracciones simples :

Crax-1 1 1 1 1 X

5 4 * * 2 2 (.2
Caxi-x—1 4(x=1) 4x+1) (x+1? 2 (¥+1)

Evidentemente sera mas sencillo integrar por separado cada una de éstas fracciones, que
la funcién racional inicial .

Aqui se podria decir que se aplica plenamente el popular refran : ** divide y venceras "

Ejemplo 7. Realizar la integracion : ——dx

2:X+3

3 2
X +X —2X

Solucion :

El integrando es una funcidn racional propia cuyo denominador se factoriza como :
3 2
X"+ X —2:X = X(x+2)-(x-1)
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que son 3 factores lineales no repetidos.
El desarrollo en fracciones parciales propone entonces la forma:

2:X+3 A B C

X3+X2—2‘X X X+ 2 X—-1

con las constantes A, B y C por determinar.
Sumando las fracciones del lado derecho queda. . . .

2X+3 AXE+ Ax—2-A+B:X* —B-x+CxX +2.Cx

X+ X — 2:X X-(X+2)-(x—1)

Los numeradores de ambas fracciones deben ser iguales dado que sus denominadores son
los mismos :

2X+3 = (A+B+C)X + (-B+A+2C)-x—2A

y por la igualdad de dos polinomios, los coeficientes de potencias iguales de X deben ser
iguales, es decir :

A+B+C=0

A-B+2C=2

—2-A =3

P . . . . ., -3 -1
Este sistema de ecuaciones lineales tiene la solucion : A = 7 , B

1]
|
o
1]
wlo

por lo tanto la funcién racional es equivalente a la suma :

w|o;

2:X+3 2 6
= + +
X3+X2—2‘X X X+ 2 X—1

y la complicada integral inicial se descompone en tres integrales simples que se resuelven
por substitucion:

-3 -1 5
2:X+ 3 2 6 3
— dx = + + dx
X3+X2—2'X X X+ 2 X—1
-3 1 5 1 1 1
= — —dx+—=| ——dx—-=-1 —dx
X 3 X—1 6 X+ 2

:—imm+§mu—g—%mu+a+c
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Calculo de una variable

Usando las propiedades de los logaritmos, éste resultado se escribe también como :

3/ 5
#dx:ln & +C
X"+ X —2:X \/)F.G,/(XJFZ)

Ejemplo 8. Realizar la integral indefinida : ——dx

3
X +1

x-(x — 1)°

Solucion :

El integrando es una funcion racional propia y el denominador ya esta totalmente
factorizado. Contiene un factor lineal no repetido (X — 0) que genera una sola fraccién

. . . 3 . .
parcial y un factor lineal repetido (X — 1)~ que genera tres fracciones parciales. Se
propone entonces el desarrollo :

41 A B C D
X

+ + +
x-(x — 1)° X=1 (x-1)° (x-1)°

A-(x— 1)3 + B-x-(x - 1)2 +C-x-(x—1) +D-x

x-(x — 1)°

Si éstas dos fracciones han de ser iguales deben ser iguales sus numeradores, puesto que
su denominador es el mismo, esto es :

X+ 0X +0X+1 = A(x=1)>+BXx(X-1)°+Cx(x—1) + DX

Esta ecuacion, que se obtiene de la igualacion de los numeradores se llama ecuacion
bésica .

Para determinar las constantes A, B, C y D usemos ahora el método de substitucion,
el cual se basa en el principio: "'si dos polinomios son iguales, significa que tienen el
mismo valor cuando a su variable independiente X se asigna un valor arbitrario”

Asi por ejemplo, cuando X = 0, (una de las raices del denominador ) queda :

0°+1 = A(0-1)°%+B-0(0-1)°+C-0(0—1) + D-0
estoes:
1=-A

Pedro Ferreira Herrején

467




Calculo de una variable

cuando X = 1 (otrade las raices del denominador) queda :

2+1 = A(1-1)°+B-(1)-(1-1)°+C-(1)-(1- 1) + D-(2)

esto es :
2=D

De éste modo han quedado rapidamente determinadas dos de las constantes y la ecuacion
bésica se reduce a :

41 = (-1)-(X= 1)+ B-x-(X— 1)° + C-X-(X — 1) + 2:X
o simplificando queda . . . 20X} —3X° + X = B-x-(x — 1)2 +C-x-(x—1)
Substituyendo ahora el valor arbitrario X = —1 de ésta ecuacion se obtiene :

2:(-1)% = 3:(-1)° + (-1) = B-(-1)-(-1—1)° + C-(-1)-(-1 — 1)

es decir . . .
—-6=-4B+2C 1)

y con otro valor cualquiera, por ejemplo X = 2 resulta:

2.(2)°=3(2)°+2 = B:(2)-(2-1)° + C-(2)-(2 - 1)

esto es
6=2B+2C 2)

Las dos ecuaciones simultaneas (1) y (2) , tienen como soluciéon: B= -2, C=1

La integral inicial queda expresada entonces como una suma de integrales mas simples
gue se transforman en inmediatas por substitucion :

3
X +1

-1 2 1 2
— dx = — + + >+ . dx
X-(X — 1) X X=1 (x-1)" (x-1)

= x4z | ——dx+ ;zdxjL %dx
X X—1 (x—1) (x—1)
1
= —In(x) + 2:In(x — 1) - - > +C
-1 (x-9
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EJERCICIO 74
)
4-X — 2
L - | &
X =X —2-X
J
.
ZZ
3. 2 dz
(z-1)

2
5X —9
5. - dx
X —9-X

2
24-y" + 10-y+52 dx
(22y—-1)-(2y+1)

X —2:X + 4
9. —|dx
4 3
x* 4+ 2:x

Integrales de funciones racionales (factores lineales)

4X+3
2. 2 > dx
452 + 8% + 3X
i
4
4, L y —8 jdy
2
y +2y
i
3% + 11X + 2
6. . dx
(x+3)-(x —1)
i
4
8. tg“ dt
-t

X+ 2
10. [—jdx
4 3 2
X +2:X +X

Respuestas : Ejercicio 7.4

1. In[x'(x—_zz)}+c
(x+1)

3. 1

2-(z - 1)°

+In(z-1)+C
z-1

5. I x-(x—3)%(x+3)° | +C

7. @y-0i@y+1)]+ 3 .c

2:(22y+1)

-1 2
9. —+—+In(x)+C
2 X
X

2. In X +C
V2 X+ 342X+ 1

4, %yz - 2-y+%+ In[(y2 + 2~y)2] +C
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Ejemplo 9. Realizar la integral indefinida : ——dx

4

3
X~ + 4-X

Solucién :

El denominador de ésta funcion racional se factoriza como : x-(x2 + 4) , (un factor lineal
e . . 2 I
(x — 0) y uno cuadrético irreducible (x + 4) ) . Estos factores proponen el siguiente
desarrollo en fracciones parciales:
4 A Bx+C
X +4x X X +4
Sumando las fracciones de la derecha e igualando los numeradores de ambos miembros se
. 2
obtiene : 4 = A-(x + 4) +(B-x+C)-x estoes. ..

4= (A+B)X +CxX+4A

Igualando los coeficientes de iguales potencias de X se forma un sistema simple de
ecuaciones simulténeas:

A+B=0

C=o

4-A =4

de donde se obtiene la soluciéon: A =1, B= -1, C = 0.Porlotanto:

3
X~ + 4-X

De ésta manera , la integral de la funcion racional inicial se transforma en :

2 dax = | Tax- | =X dx=mn) - n(x*+4)+C
X + 4-X X X+ 4 2

Usando las propiedades de los logaritmos, se puede escribir el resultado en la forma :

—2 k= | —=—=+cC
X~ + 4-X N
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dx

Ejemplo 10. Realizar la integral indefinida : .
X +8

Solucion :  Elintegrando es una fraccion racional propia, cuyo denominador es una diferencia de
cubos y por lo tanto, se factoriza como :

X +2° = (x+ 2)-(x2 —2:X+ 4)

asf que contiene un factor lineal (X + 2) y un factor cuadratico irreducible en los reales

2 Lo 2 . .
© X —2:X+ 4, locual significa que la ecuacion X — 2-X+ 4 = 0 no tiene raices

reales, solo raices complejas.
Para la funcion racional se propone entonces la descomposicion en la suma.. . .

1 A B-x+C
= +

3 2
X +8 X+t2 x" _2x+4

Sumando las fracciones parciales de la derecha e igualando los numeradores de ambos
miembros se obtiene :

1= A —2x+4) + (Bx+C)(x+2)
es decir . ..
1= (A+B) X +(2B—-2A+C)X+4A+2C

Igualando los coeficientes de iguales potencias de X se obtiene el sistema de ecuaciones

simulténeas . . .
A+B=o0
-2:A+2B+C=0
4-A+2C=1
que tiene la solucion: A = L , B= - , C= L
12 12 3

El desarrollo de la funcién racional es entonces :

-1 1

_.X j—

1 1 12 3
= +

11 1 X—4
X +8 12(X+2) ¥ _2x+4 12 (x+2) 12 (x2—2-x+4)

y la integral de la funcidn racional se transforma en :
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Calculo de una variable

La primera integral de la derecha se transforma en inmediata por substitucion en tanto que la

segunda contiene un trinomio cuadrado y se resuelve por la técnica correspondiente :

(formando la derivada del denominador en el numerador y completando el trinomio cuadrado

perfecto del denominador )

1
3 dx =
X +8
1 1 1 2:X -2 6
T S a
121 x+2 24 X —2X+4 (x-1)°+ (/3)

1 1 1 X—1
= E-In(x+ 2) — Z-In(x2 - 2-x+4) + —-arctan(—j +C

A NTE

O usando las propiedades de los logaritmos . . .

2
1 1 X+ 2 1 X—1
—dx = —In 2( ) + -arctan(—j+c
X +8 24 | X —2x+4| 4V3 3
3
. . 27 +72+3
Ejemplo 11. Hacer la integral : —2dz
(2+1)

Solucion :  La funcion racional del integrando es propia . EI denominador esta factorizado y contiene

un factor cuadratico irreducible en los reales que ademas, esta repetido, por lo tanto se
propone el desarrollo :

220 +7+3 _ Az+B +C~z+D
(Z+1)"  (Z+1) (7 +1)

Sumando e igualando los numeradores de ambas fracciones se obtiene :

(A-z+B)+(C-z+ D)-(z2 + 1)

2224743
es decir . . .
CZ+DZ+(A+C)z+B+D

2.2 +7+43

Igualando los coeficientes de las mismas potencias de z , se origina el siguiente sistema
de ecuaciones lineales simultaneas :

dx
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A+C=1
B+D=3
C=
D=

de cuyasolucion: A= -1, B=3, C= 2, D = 0 laintegral se transforma en :

3
2.24+272+3 2Z+0 -z+3
—  dz = + dz

2 2 2 2 2

(z +1) Z +1 (z +1)
27 z 1
= > dz - —2d2+3- —2dz
2 2
Z +1 (z +1) (z +1)

Las primeras dos integrales de la derecha se transforman en elementales por simple

L, . . 1
substitucion, mientras que la integral : | = — dz se puede resolver usando la
2
(Z+1)

formula de reduccion :

X 2:m—3 1
| = +— . dx
m-1 m-1
2-a%(m - 1)-(a® + x°) a(2m-2) (a+x)
cona=1y m = 2,obteniendo. ..
1 37 312:(2) — 3 1
3| ———dz = + [2:(2) — 3] . dz

(Z+1) 2@ e-0(F+1) @RE-2| (Z+1)

3z 3 1
= — 4+ .

2(£+1) 2| £+

dz

Finalmente la integral inicial se expresa como la suma de integrales :

2z z 3z 3 1
dz- | ——dz+———+~=

dz
2 2 2 2
7 +1 (2 +1) 2(+1) 2| £+
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es decir :

3
22 +7+3
—d

(Z+1)°

EJERCICIO 7.5

3. In(y2 + 2) + arctan(y) + C

3 X

5. E-x —1In — +C
3 (x2+9)

Z =

3z 3
+ + E-arctan(z) +C

2(2 +1)

(2 +1) + NEw

= In(z2 4 1) 4 L 3'22 +1

Z +1

3
+ E-arctan (2+C

Integrales de funciones racionales (factores cuadraticos)

2 3 2
X~ + X 2V +Y +2y+2
- dx 3. y4 y - y dy
(x—1)-(x +1) y +3Yy +2
.

X+ 90X —9X —9 4X2 +2.X+8

X + 9-X X‘(X2+2)
5 3
X+ 4-X 4
—3dx 9. " dx
(x2+2) X -1

Respuestas : Ejercicio 7.5

2. In(x—1) +arctan(x) + C

-1
4, — —arctan(z) + C
4
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X 1 2:X+1 1 1
7. In| —— ——-arctan(—j+c 8. —2+E-In(x2+z)+c
W+ x+1 V3 & (X2+2)
X—1 -1 17-x+11 4 X+ 1
9. Inf—— |—2-arctan(x) + C 10, ———+—Inf|—— |+ C
X+1 9 X2—4'X—5 27 X—5

Técnica V. Integracion por racionalizacion de algunas funciones irracionales .

Salvo en muy pocos casos, la integral de una funcioén irracional no se puede expresar en términos de
funciones elementales.

Sin embargo, mediante substituciones adecuadas, algunas de ellas pueden transformarse en funciones
racionales equivalentes o en integrales inmediatas.

LU !
L n _q S
CASO I . Integrales del tipo : RUX,x X' ,.....x )dx
LU !
. ., . . n S .
donde el simbolo R representa una funcion racional en las variables: X, X, x9 ... x> esdecir

, qQue solamente se realizan operaciones racionales con tales expresiones . Estas integrales se resuelven
mediante la substitucion :

k
x(u) = u
, . . m p r .
donde k es el menor factor comun de los denominadores de las fracciones — , — ,...,— , esdecires
n q S
el minimo comdn mdltiplo de los nameros: n, g ,...,S .

Con ésta substitucion , cada potencia fraccionaria de X corresponde a una potencia entera de U y por lo
tanto el integrando se transforma en una funcion racional.

%
dx
1+4/X

Ejemplo 12. Hacer la integral :

2 1

iy . , . . . . 3 2 ;.
Solucion :  El integrando s6lo contiene las potencias fraccionarias de X: X~ , X~ y el minimo
comun mdltiplo de los denominador de estas potenciases 6 , por lo cual, la substitucion

6 5 , . L . .
X= U, dx = 6-u-du transformard a la integral inicial en racional como sigue . . .
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3

i ;

3>
\/; dx N leu’du =6 —du

3
144/X 148 1+u

la cual se resuelve desarrollando en fracciones parciales e integrando cada una de ellas :

9

u 1 1 (u-2
6- Sdu = 6 (uG—u3+1)— + = 2( ) du
1+U 3-(u+1) 3(u —u+1)

2
u-u+1

6 3 4
= —U ——=-U +6:U+1In
7 2

2:U—1
- 2~\/§-arctan( ) +C

(u+1)° V3

Expresando el resultado anterior en términos de la variable inicial X, substituyendo U = \/;<
se obtiene el resultado :

7 2 1 1 1
g el L = = =
6 3 3 6 6
6-X 3-X x> =X +1 2:X° —1
= 22 7% Lex®yn| 2 T — 2+/3-arctan| ——— |+ C
7 2 1 1 V3
x> +2.x% +1
Ly P U
n q s
. a-x+b a-x+bhb a-x+bhb
CASO Il . Integrales del tipo: R| X, , N B dx
c-x+d c-x+d c-x+d

Donde R representa una funcion racional de las expresiones dentro del paréntesis recto . Estas integrales
se pueden transformar en racionales mediante la substitucion :

a-x+bhb K
P — = u
cx+d
, . . m p r .
donde k es el menor factor comUn de los denominadores de las fracciones — , — , ..., — , es decires

n q S
el minimo comdn mdltiplo de los nameros: n, g ,...,S .

Con esta substitucion se garantiza que cada potencia fraccionaria de correspondera a una

cx+d
potencia entera de u Yy por lo tanto el integrando se transformara en una funcion racional.
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. . 1
Ejemplo 13. Hacer la integral : dx

V2x—1-32x-1

» . ax+b
Solucion :  Considerando que

= (2-x — 1) en la forma general , éste factor aparece
cx +d

.1 1 L , . . .
elevado a las potencias > y — cuyo minimo comun denominador es 4, asi que mediante
4

4
u+1

la substitucion: (2-x — 1) = u* esdecir x = y dx=2u’du laintegral

se convierte en :

1 1 3 u
dx > 220 du = 22| ——du

V2 x—1-32x-1 \/E_‘\‘/F u-1

gue es una integral de una funcion racional impropia . Aplicando el método para solucionar
éste tipo de integrales se obtiene . . .

2: u—du =2 (u+1+L)du = u2+2-u+2-ln(|u—1|)+C
u-—1

Retornando a la variable inicial haciendo u = 4\/z-x — 1 se obtiene finalmente . . .

( L jdx = ex—1+24zx—1+2m(}zx—1-1) +C

V2x—1-{2x-1

dx

Ejemplo 14. Hacer la integral :

1
3
JE+X)7 +yx+1

iy . ax+b ,
Solucion :  Considerando que ( dj = (X + 1) en laforma general del caso Il, éste factor
CX +
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.3 1 .. , . .
aparece elevado a las potencias — y — cuyo minimo comUn denominador es 2, asi que
2 2

mediante la substitucion: (1 + x) = 7, dx = 2.z.dz , laintegral se transformaeen . . .

1
dx _
\/(1+x3+\/m (22)3+\/? Z +z

= 2-arctan(z)

e 2 . . 2
Al rescribir éste resultado en términosde X = z~ — 1, queda :

= 2-arctan(\/x + 1) +C

p
CASO Il . Integrales del tipo : Xm~(a-xn + b) dx (n,m,a, b, p sonconstantes)

Estas integrales se conocen como integrales binomias . Pueden reducirse a una integral racional Gnicamente
cuando las constantes m ,n y p son nimeros racionales tales que alguna de las siguientes tres
expresiones:

a p b)

m+1 m+1

es un ndmero entero .

2 (1_ )
Mediante la substitucién : X = u" y dx==-u -du la integral binomia se transforma en:
n

>
3
—_—
D
>
>
+
O
~
o
>
I
VRN
[
S |e
N S
. 3
D
VRN
[
=
N
>
+
o
S|
[
VR
=
|
N—
o
[

|
S e
[
s |3
—
D
[
+
O
N
[
77\
S |-
|
N
o
[
I
[E
VR
|2
AN
|
S
—~
By
[
+
O
N
he]
o
[
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- m+1 . . q p
Definiendo la constante q = —— — 1, se obtiene una integral de la forma : u'-(a-u+b) du y
n

de éste modo :

e Si p esunnumero entero siendo @ un nimero racional de la forma —, la integral es del tipo de
S

r

S

integrales irracionales del caso | anterior : R(u ,uj du que como se ha visto, se transforman a

. . . . S . n S
una integral racional con la substitucién : U =t~ ,esdecir X =t

e §j — 1 es también un nimero entero. Por lo tanto,

, m+1
€s un numero entero, entonces ( =
n n

si el nimero p esracional de laforma p = — , entonces la integral binomia es una integral irracional

r

del caso Il anterior porque tiene la forma : R| u ,(@u+hb) * |du que como se ha indicado, se

—_—— »l=

. . . L s . n
reduce a una integral racional mediante la substitucion : a-u+b =t~ , es decir dado que u = X :

(a-xn + b) =
. 1 , m+1 .l .
e Si + P esunndmero entero, entonces (g + p) = —— — 1+ p también es un ndmero
n n
. . . L. q p q+p a-u+b P
entero y la integral binomia se puede escribir : u-(a-u+b) du= u | ——| du
u

donde g+ p esunenteroy p esunnumero racional . La integral por lo tanto pertenece al grupo de

r

S
. N ) au+b
integrales irracionales del caso Il anterior , pues adopta la forma : R u,(—j du . Como

u+o0

ya se ha dicho, éstas integrales se reducen a una integral racional mediante la substitucion :
au+b au+b
—— =1 ,estoes... ———

=t que se traduce en la substitucion: ax"+b=x"t
cu+d u
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Se puede demostrar que éstas son las Unicas 3 combinaciones posibles de los nimeros p y ( que reducen
una integral binomia a los casos de integrales irracionales | y Il anteriores.

3
X
Ejemplo 15. Hacer la integral : ——dx
2 3
(a-x + b)
Solucion :  Escribiendo primero la integral en la forma binomia . ..
3
X 2
——dx = x?’-(a-x2 + b) dx
2 3
(a-x + b)
p
por comparacién con la forma binomia general : xm'(a« X+ b) dx , se identifica de

inmediatoque m=3 , n=2 y p:_7

m+1 3+1 . .
= —— = 2 siloes, laintegral se
n

puede transformar a una integral racional mediante la substitucion :

Dado que p no esun numero entero pero

ax' +b=1t esdecir... axX +b =t

de donde se obtiene . . .
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=

|

|
o
—

1

2

t"—Db

= dt = i b i(t+9j+c

2,2 2 2 2 t
a -t a t a

. .. 2 . ,
Retornando a la variable inicial xcon t = \/a-x +b , el resultado final de ésta
integraciones . . .

3

2 1 b
xs-(a-x2+b) dx = —- \/a-x2+b+— +C
2 2
a ax +b
. . . 1
Ejemplo 16. Realizar la integral : ——dx
X1+ X
!
- I L . . -4 (. 2 2
Solucion :  Rescribiendo ésta integral en la forma binomia : X -(X +1) dx y por

P
. . m n . ‘i ge
comparacion con la forma general X -(a~x + b) dx , se identifican las constantes

-1
m=-4,n=2 ,p:7,a:1 yb=1
. m+1 _ —4+1 _ -3
Entonces, dado que P no es un ndmero entero y = . = - tampoco lo
n
m+1 (—4+1) 1 :
es pero +p= — — = —2 esentero, la integral se puede transformar
n \ 2 ) 2
en una integral racional mediante la substitucién :
ax"+b 1
T2 "=t esdecir = t? que equivale a xz-(t2 — 1) =1
X" X
de donde se obtiene que :
—1 _s
2 2 2
x= (1) y  dx=-t(-1) .t

por lo tanto :
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1 1 1 1 2
=< -1 vy v = -(f-)

t2—1 4“:2—1

de tal manera que la integral irracional inicial se transformara, bajo éstos cambios en :

= 1 =
\/1+X2 /1+

B R

Ejemplo 17. Realizar la integral : dx

3
2

Solucion : Rescribiendo ésta integral en la forma binomia normal : X 2-(5~x2 + 3) dx

p
por comparacién con la forma general : xm'(a-xn + b) dx , se identifican de

inmediato las constantes m = -2, n= 2, p:7, a=5y b=3

: ; m+1_ -2+1_ -1
Ademas, dado que p no es un nimero entero y = 5 = - tampoco
n

Pedro Ferreira Herrején 482




Calculo de una variable

—-2+1
2

1
lo es; pero +p=

3

— — = —2 es entero, entonces la integral binomia se

puede transformar a una integral racional mediante la substitucion :

n
a-x +b s )
—— =t esdecir :
n

2
5X +3

2 . N V) _
. =1t queequivalea: x-(t —5)—3

X X

de donde se obtiene que . . .
-1

x = /3 ( - 5)T ;

y por lo tanto :

-3

d= at(E-5) "t

1 1 (t2 - 5)3

1 t -5
2

X

A

= 3.\/5. 5

(5% +3)°

y la integral irracional se transforma en :

l-(t2—5)~ 1 .\/(t2_5)3 /Bt ot
3 34/3 2 (t2—5)3
2
o5 = oS uc
t2 9 o-t
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Calculo de una variable

EJERCICIO 7.6 Integrales de funciones irracionales.

3 3
1. W dx 2 M dx

1
3 2 4 3 5 1 dy
X +2:X" —3X 6-1/X -
J y -y
s | — X 5. | VXEIFL gy 6. | — %
(a+bx)° YX+1-1 (t+4)+/t+2
J J
r . r XZ
7. —3)dx 8. . - dx 9. T dx
J rlai B e

10.

1
dx
(X + 1)° /%% + 2:X

Respuestas : Ejercicio 7.6

Lo

+ 4-arctan(y8j + g-ys +C

w
n
=1

Yo o+1

5. x+4-\/x+1+2-ln(—2—x+2- x+1)+C

-
3 3
ol X\ Xt
1\2
(x+1)(1+x3)

(z+§j-\/ 2—x+1—%-ln(x—%+\/x2—x+1)

2

~

©

i-arctan(/g] + 1-In[(_1 —X* 2\/)—()} +C 2 i-x_ - Zx7+C
24/3 3) 4 (x—1) 13

9 13

4 2 12

2 (2-a+ b-x) N

b®> \/a+b-x

t+2
6. 24/t + 2+ \/E-arctan( /T) +C

8. —241+x° +C

4. C

2
1 4(X+1) —1 arcsec(Xx+1
o, 1YY 21, x+1)

2 (x+1)° 2
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Calculo de una variable

Técnica VI . Integracion de funciones trigonométricas .

Ahora examinaremos algunas integrales de funciones no algebraicas, comenzando con las funciones
trigonométricas. Consideremos primero la integral de una funcidn racional en senos y cosenos de la forma
general :

R(sen(x),cos(x)) dx

donde R representa el cociente de dos polinomios en senos y cosenos.

Esta integral se puede transformar siempre a la integral de una funcion racional mediante la substitucion

trigonométrica universal :
X
tan|—| =u
2

porque de ella se obtiene que . . .

X X 2 2 [ X X 2 (X
sen(x) = 2-sen(—)-cos(—) = 2-—-[005 (—H = 2-tan-(— -COS (—)
2 2 (x) 2 2 2
cos| —
2
2.tan(§). ; = 2.tan(§). ;_
2 2 [ X 2 > [ X

Sec -

I
»

2
1+uU
y también . . .

2 (X 2
cos-(x) = cos™- 5 —sen”

2 X
1—tan™:| — 2
_ 2) 1-uU

X 2
1+tan2-(z) 1+u

de ésta manera, bajo la substitucion universal la funcion seno y la funcion coseno se transforman en
funciones racional de la variable U .
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Calculo de una variable

R X .
De la substitucion universal u = tan(zj se deduce ademas que . . .

du

2
1+u

X = 2-arctan(u) vy dx = 2

En resumen, las funciones sen(x), cos(x) y todas sus potencias enteras, asi como el diferencial dx ,

guedan expresados como funciones racionales de la variable U .

Dado que una funcion racional de funciones racionales es también racional, se sigue que una integral
racional en senos y cosenos se transforma en una funcién racional en la variable u:

2
2-u 1-u
R(sen(x),cos(x)) dx = R > 15 1l 2 > du
1+uU 1+uU 1+uU

integral que se resuelve con las técnicas correspondientes para las funciones racionales.

. . . 1
Ejemplo 18. Realizar la integral : ——dx

2 + 3-c0S(X)

Solucion : Bajo la substitucion trigonométrica universal : U = tan(zj el integrando se transforma

en:
2
1 B 1 _1+u
2 + 3:C0S(X) 1-u? 5 u?
2+ 3 5
1+ U
y por lo tanto . . .
1 1+U° 2 2
—dx = . du = du
2+ 3-c0s(x) s5—u” 1+ 5- U

que es una integral inmediata de la forma general :

;du:i.m atu +C
2 : a—-u
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Calculo de una variable

Por lo cual resulta . . .

2 qu=t -|n(\/§+“)+c
(ORI CEIN

Al escribir éste resultado en funcion de la variable inicial X, usando u = tan(;j queda :

\/5 + tan (2)

(2 3<l:os(x)j o= \/_-In X
+3 2[5
\/E—tan(—z)

OBSERVACION :

Aunque es verdad que mediante la substitucion universal cualquier funcién racional en senos y cosenos se
puede transformar en la integral de una funcién racional en otra variable , algunas veces la expresion
obtenida al final resulta algebraicamente demasiado complicada .

Por ésta razon es conveniente conocer otras substituciones que a menudo , resuelven mas rapida o méas
facilmente una integral trigonométrica , como son las siguientes :

CASO | . Integrales del tipo : R(sen(x))-cos(x) dx con R una funcién racional en sen(X).

Este tipo de integrales se puede transformar en la integral de una funcion racional mediante la substitucion:

u=sen(x) ;  du= cos(x)-dx
. . . 3-sen(x) — 1
Ejemplo 19. Realizar la integral : > -cos(x) dx
sen”-(X) + 2-sen(x)

Solucién :  Bajo la substitucion u = sen(x), du = cos(x)-dx la integral se transforma en :

3-sen(x) —1 cos(x) dx = 32-u—1 du

senz-(x) + 2-sen(x) u”+2-u
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Calculo de una variable

que se resuelve completando la derivada del denominador en el numerador y el trinomio
cuadrado perfecto del denominador:

3
E-(z-u +2)—4

2:U+2
> du 3. 2u—+ du — 4 ;2 du
U+ 2-u 2 U+ 2-u (u+1)°-1

u+2

retornando a la variable inicial queda :

3-sen(x) — 1 cos(¥)dx = In (sen(x)+2)7 C
sen’-(x) + 2-sen(x) y  sen(x)

CASQO 11 . Integrales del tipo R(cos(x))-sen(x) dx con R una funcidn racional en cos(X) .

Este tipo de integrales se puede transformar en la integral de una funcion racional mediante la substitucion:

u=cos(x) ; du= —sen(x)-dx
_ S sen’-(X)
Ejemplo 20. Realizar la integral : — dx
cos -(x) — 1

2
. = ]'_;:—OS(X) .Sen(x) dx
cos - (x) — 1 cos - (x) — 1

senz-(x)-sen(x)
Solucién :  Rescribiendo : dx
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Calculo de una variable

Bajo la substitucion u = cos(x), du = —sen(x)-dx la integral se transforma en :

3 2
S0 g | [ )y
cos - (x) — 1 u -1
_ (1—u).2(1+u) du = 2u;ldu
(u—1)-(u +u+1) u +u+1

que es una integral que contiene un trinomio cuadrado y por lo tanto . . .

1 1
=-(2u+1)+=
2( ) 2

2.
> du :%. Zu——i_ldu_FE. ;zdu
(W +u+1) U +u+1 D R
\2) 4
= l-In(u2+u+1)+i-arctan zurl +C
2 \/3 3

regresando a la variable X :

3
sen”-(x 1 2-c0s(X) + 1
3—() dx = In[\/cosz-(x) + cos(X) + 1] + —-arctan(Lj
cos™-(x) — 1 V3 V3
CASOQ 11 . Integrales del tipo R(tan(x)) dx con R una funcién racional en tan(x) .

Este tipo de integrales se puede transformar en la integral de una funcion racional mediante la substitucion:

1
u = tan(x) ypuestoque x = arctan(u), dx = ( > j-du
u +1

sec’- ()

tan2~(x) — tan-(x)

Ejemplo 21. Hacer la integral : dx
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Calculo de una variable

Solucién :  Usando la identidad secz(x) =1+ tanz(x) queda :

2 2
tan™-(x) + 1 u+1 1
. 9 dx = . = du
tan”-(x) — tan-(x) u —1)u +1

es decir . . .

secz'(x) dx = In( tan(x) —1) C
tan”-(X) — tan- (x) y tan(x) + 1

CASO 1V . Integrales del tipo R(sen(x),cos(x)) dx con R una funcion racional que contiene

solo potencias pares de sen(X) y cos(X)

Este tipo de integrales se puede transformar en la integral de una funcion racional mediante la substitucion:

u = tan(x) ypuestoque x = arctan(u) entonces dx = [ 21 j-du
u +1

. 2 2 . . .
Las funciones sen™-(x) y co0s -(X) se expresan en éste caso como funciones racionales en U dado que

sen’-(X) 1 tan’- (x) u
senz'(x) = —'cosz'(x) = tanzo(x)o - = > = >
cos - (Xx) sec™-(x) 1+ tan™-(X) 1+U
1 1
COSZ'(X) = = = !

sec’- () 1+ tan’ () 1+U°

por lo tanto todas sus potencias pares también seran funciones racionales en U .

Pedro Ferreira Herrején 490




Calculo de una variable

sen”-(X)

Ejemplo 22. Integrar : dx

1+ cos’- (x)

Solucion :  Con las substituciones correspondientes a éste caso, la integral se transforma en :

1
N
7~ N\
c
N
+ [l
N
N—e—
o
<
|
VR
o
N
+ [l
=
N—
o
[

\/2-arctan (%) —arctan(u) + C
2

yen funciénde X ...

_sen - dx = \/E-arctan(tan(x)j -x+C
1+ cosz-(x) V2

NOTA : Observar que arctan(tan(b-x)) = b-x ; pero arctan(b-tan(x)) = b-x porque en éste
altimo caso la constante b aparece fuera del argumento de la funcién tangente )

Ejemplo 23. Integrar : sen*-(x)-cos - (x) dx
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Calculo de una variable

Solucion: Bajo las substituciones correspondientes a éste caso la integral se transformaen :

u ’ 1 )\ 1 u*
-1 > 2du = —Sdu
1+u 1+U°) 1+u (1+u?)

y desarrollado el integrando en fracciones parciales resulta . . .

Estas integrales se pueden resolver usando la formula de reduccion :

1 X 2-m—3 1
dx = + . dx

(2 +5%)" 282 (m—1)-(a %) a’-(2m - 2) (a2 40"

cona=1; m=2,3,4y 5 ,obteniéndose. ..

r r
;50'“ = . Z +£- %du 1)
1+uU 2:(4)-\1+u 14U
(1+07) (1+07) (1+07)

r r
%du = u 3 +§. ;Bdu 2
(1+u?) 2.(3)(1+ %) (1+u?)
S S N S
(1+u?) 2.(2)-(1+ %) (1+u?)
T 1y 4
(140)° U 2(1)(1+17) HEN e ?

Por eso substituyendo (1) . ..
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Calculo de una variable

J sen4-(x)-cos4-(x)dx =— | ————du+| ————du
2

substituyendo (2) :

substituyendo (3) :
u 3 u 1 u 3 1

_— —J’- _—
g(1ru?)’ 1 (1+?d) | a(+d) Y| (14

substituyendo (4) :

u 3 u 1 u 3 u

(1+0)" *® (1+0®)” ™ (1+u2)2+ 128 (1+7)

3
+ 5 -arctan(u)

|
©| k-

Regresando a la variable inicial con u = tan(x) y (1 + u2) = [1 + tanz-(x)] = secz-(x)
se obtiene finalmente:

J sen®. (x)- cos™ (x)dx =

tan(x tan(x tan(x tan(x
14_14+i () + 3 . () +i'X+C

8 sec’(x) 16 sec’(x) ©4 sect(x) 128 sec’.(x) 128

[1 3 3 1 7 3 5 \ 3
—-C0S -X + —-C0S(X) + =-C0S -X — —-C0S -X |-Ssen(x) + —-x+ C
\ 64 128 8 16 ) 128

Ejemplo 24. Integrar : J [senz-(x)]'[cos_“-(x)] dx

Solucion :  Bajo la substitucion correspondiente a éste caso la integral se transforma en :

2

3
“ - ! du:J uzdu:u—+C:§-tan3-(x)+C

14U 1) 140° 3
2
1+U

Pedro Ferreira Herrején 493




Calculo de una variable

CASQ V . Integrales del tipo [senm-(x)]-[cosn-(x)] dx donde m y n son ndmeros enteros.

En éste tipo de integrales conviene considerar 3 subcasos:

a) por lo menos uno de los nimeros enteros m , n esimpar

b) m Yy n son no negativos y pares .

c) m y n sonpares peroal menos uno de ellos es negativo .

SUBCASO V a) : por lo menos uno de los nUmeros enteros m , n es impar

Supongamos que el nimero entero n es impar, entonces tiene la forma: n = (2- p + 1) donde p esun
namero entero cualquiera. La integral se convierte en :

[senm-(x)]-[cos(z' IO+1)-(x)] dx = [senm-(x)]-[cosz'p-(x)]-cos(x) dx

. p p
pero cos’ P-(x) = I—COSZ-(X)—I = ’7 1- Senz-(x)—l , de modo que haciendo la substitucion :

u = sen(x) , du = cos(x)-dx , laintegral se transforma en racional . . .
m (2-p+1) _ m 2\P
sen -(X)-cos (X)dx = u-{1-u”) du
La misma conclusion se obtiene si se considera que el entero m es impar pues. . .

[senz' Pt (x)]-[cosn- (x)] dx = [senz' P, (x)} '[cosn' (x)} -sen(x) dx

. p p
pero sen” P-(x) = [senz-(x)] = [ 1- COSZ-(X)] , de modo que haciendo la substitucion:

u = cos(x) , du= —sen(x)-dx , laintegral se transforma en racional . . .

[senz' p“-(x)]-[cosn-(x)] dx = (-1)- (1 - u2) P du
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Calculo de una variable

sen’-(X)

cos™. (x)

Ejemplo 25. Hacer la integral : dx

2
= M.Sen(x) dx

cos™ () cos™. (x) cos™. (x)

3 2
sen”-(x) dx sen”-(x)-sen-(x) dx

Solucién :

Haciendo la substitucion u = cos(x) , du = —sen(x)-dx , la integral se transforma en :

2

1-u -1 1 1 1
«(-1) |du = (—+—jdu:———+C
4 4 2 3 u
u u u 3-u
regresando a la variable X se obtiene :

sen3.(x) 1 1
— dx = 3 +C
cos - (x) 3-cos(x)®  €os(X)

SUBCASO V b): losenteros m y n son no negativos y pares .

Sean los nimeros pares m = 2-p y n = 2-q. Usando entonces las identidades trigonométricas :

1—cos(2-x 1+ cos(2-Xx
senz-(x) = # : cosz-(x) = #
2 2
y substituyéndolas en la integral se obtiene :
p q
1 1
sen”- (x).cosn~(x) dx = {_?(1 - cos(2.x))—| .I_E-(l + cos(z'x))—i dx

Al desarrollar el integrando se obtienen términos con potencias pares e impares de c0S(2-X) .

Los términos con potencias impares se integran como en el subcaso V a) , los términos con potencias
pares se reducen nuevamente utilizando sucesivamente las identidades anteriores.
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Calculo de una variable

Ejemplo 26. Hacer la integral : sen’-(X)-cos - (x) dx

Solucion : Usando las identidades para éste caso, el integrando se transformaen . ..

1— cos(z-x))z(l + cos(z'x)j2

2 2

sen® (x)-cos™ (x) = [senz-(x)jz-[cosz-(x)]2 = (

_ [1-cos®(2%) |

16

la integral queda como . . .

sen’-(x)-cos™(x) dx = 1—16' [1- 0052'(2‘><)]2 dx

1+ cos(4-2)

Usando nuevamente la identidad trigonométrica : Cosz-(z) = E— se tiene que .

2 4

[1_(;052.(2.)()]2 - [LS'(“'X)T _ [1—2-008(4-x)+cosz-(4.x)}

1+ COS(8-X . o
pero cosz-(4-x) = % asi que el integrando se reduce todavia més a :

[ 1- cos™(2:%) ]2 = 1+ C0St8%) COS(S'X))

-(1 — 2-€0S(4-x) + .

1
4

y la integral queda finalmente :

sen4-(x)-cos4-(x) dx = —-=- (E — 2-C0S(4-X) + = COS(8 x))

s (3t en(a) + Lesen(ax)
l \2X 2sen(4x)+16 sen(8x))+C

Esta misma integral se resolvio antes en el ejemplo 22 del caso IV con otra técnica y
aunque el resultado se ha obtenido aqui en forma distinta (y de una manera mas rapida ) , se
puede demostrar que en realidad ambos resultados son equivalentes . ( Demuéstrelo !)
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Calculo de una variable

SUBCASO V c¢): Losenteros m y n son pares pero al menos uno de ellos es negativo .

En éste caso es necesario hacer la substitucion : u = tan(x) (obien u = cot(x) ), esdecir...

du
X = arctan(u) yporlotanto: dx = >
1+uU
de donde resulta que :
1 1 1 1 u
en(x) = = = = =
cse(®) oo’ () +1 |t ., X, u? +1
2 2
tan™-(x) u
1 1
cos(x) = = =
seC(®)  tant(x)+1 P +1
sen’-(X)
Ejemplo 27. Hacer la integral : sen’-(x)-cos *(x) dx = de
cos -(x)

Solucion : Usando las substituciones mencionadas en éste caso, la integral se transformaen :

-
2
u
2 2
sen - (X Ju +1 1 1
%dx: il du = udu = =u’+C
cos - (X) ( 1 j u“+1 3
2
Ju +1
1
= —-tans-(x) +C
3
El mismo resultado que ya se habia obtenido en el ejemplo 23 del caso IV .
CASOQO VI . Integrales de los tipos :
cos(m-x)-cos(n-x) dx , cos(m-x)-sen(n-x) dx , sen(m-x)-sen(n-x) dx
donde n y m son constantes.
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Calculo de una variable

Estas integrales se pueden resolver con ayuda de las siguientes identidades trigonométricas :

sen(n-x)-cos(m-x) = %-[sen[(n +m)-x] + sen[(n —m)-x] ]
sen(n-x)-sen(m-x) = %-[—cos[(n +m)-x] + cos[(n — m)-x] ]

cos(n-x)-cos(m-x) = %-[ cos[(n+ m)-x] + cos[(n —m)-X] ]

que se obtienen a partir de las identidades trigonométricas basicas :

sen(a + b) = sen(a)-cos(b) + sen(b)-cos(a)
sen(a —b) = sen(a)-cos(b) — sen(b)-cos(a)

cos(a+ b) = cos(a)-cos(b) — sen(b)-sen(a)
cos(a—b) = cos(a)-cos(b) + sen(b)-sen(a)

haciendo a = m-x ; b = n-x ysumandolas en forma conveniente , por ejemplo . . .

cos(a+ b) + cos(a—b) = cos(a)-cos(b) — sen(b)-sen(a) + cos(a)-cos(b) + sen(b)-sen(a)

2-cos(a)-cos(b)
de donde resulta :

cos(a)-cos(b) %-(cos(a + b) + cos(a — b))

asi que substituyendo a = m-x ; b = n-X se obtiene una de las identidades anteriores .

. X 3-X
Ejemplo 28. Integrar : Sen(z)-cos(T) dx

Solucion @ Usando una de las identidades trigonométricas mencionadas anteriormente, con m =

3 .
n = — ,seobtiene...
4
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Calculo de una variable

de modo que la integral se transforma en inmediata y vale . . .

BECIERE
sen| — |-cos| — |dx = =-
4 4 2

EJERCICIO 7.7

1. J’ cos3-(x) dx
4. J’ sen4-(x) dx
7. J’ cosa-(x) dx

sen’-(x)

10. dx

cos™- ()

COoS(2-X
15. (2

X 2-X
13. sen(—)-cos(—) dx
3 3

cos™(x) + sen (x)

J sen(x) dx — sen@) dx

= —%)-cos(x) + cos@) +C

Integrales de funciones trigonométricas.

sen3-(5)-c035-(5) dx
2 2

sen’-(x) dx 3.

1 ' 1+ tan(x) dx
1 —tan(x)

1

8. J’ sen’-(x)-cos™-(x) dx 9. dx

sen’+(x)-cos™(X)

11. sen’-(X)-/cos(x) dx  12. J sen(3-x)-cos(5-x) dx

14. J' sen(x)-sen(2-x)-sen(3-x) dx

3-sen(x) + 2-cos(X) dx 17 1

dx 16.
2-sen(x) + 3-cos(X)

3+ 5-c0s(X)
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Calculo de una variable

1 1 1

18. dx 19. — dx 20. — dx
8 — 4-sen(x) + 7-cos(X) 1+ 305 -(X) (1 + cos(x))

21. ! dx 22. L(X) dx 23. L(X)
sen(x) + tan(x) 1+ cos(X) 1+ sen(x)

Respuestas : (Ejercicio 7.7)

Lo

%-sen(x)-cosz-(x) + g-sen(x) +C

2 1
2. —cos(X) + g-cos(x)3 — g-cos(x)5 +C

3. —(%)-COSG-(gj + %-coss-@) +C

3 1 1
4. —-x—=-sen(2-x) + —-sen(4-x) + C
8 4 32

5. i-cos(x)- (_5 +3rcos(x) ) + E_In(—sen(x) j +C
8 sin(x)* 8 \cos(x)+1

-1+ tan(x)

1 [ 13 3 J
" L5x+4sen(2x) 3sen (2x)+4sen(4x)J+C

X 1 1 3
8. — — —-sen(4-x) + —-(sen(2:x))" + C
16 64 (4-%) 48 (sen(2:x))

+C

1 3
9. —-tan(x) + 2-tan(x) —
. (x) X @00

1
10. g-tan(x)3 +C
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-2 4 2
11. H-w/cos(x)11 + 7\/cos(x [ E-\/cos(x)3 +C

-1 1
12. —-c0s(8-x) + =-cos(2-x) + C
16 4
-1 3 X
13. —-cos(x) + —-cos(—) +C
2 2 3
14, 2 cos(4-X) — ! cos(2-X) + ! cos(6-x) + C
" 16 8 24

15.

L tan(x)” + tan(x)-/2 + 1 s
242\ —tan(x)? + tan(x)-/2 — 1

-5 12
16. —-In(-=3-cos(x) — 2-sen(x)) + —-x+C
5 In(-3-cos(x) - 2:sen(x)) + -

L tan@j +2
17. = Inf ————|+C
fwf2)-e]
18. )

(2} wen((2) )
I tan()+c
B

19. — arcta

20. tan(

X
21. tan(
2
X
22. X — tan(zj +C

2
23. X+—+C

X
1+ tan (—)
2

Pedro Ferreira Herrején 501




Calculo de una variable

Técnica VII . Integracidn por substitucion trigonométrica .

. . , . . . 2
Algunas veces, éste es el método més corto para integrales de expresiones racionales en y/a-x” +b-x + ¢
que tienen la forma general :

R(x,\/a-x2 +b-x+ c) dx

. . ., . . . 2 .
Mediante una substitucion gue convierta al trinomio a-X~ + b-X + ¢ en el cuadrado de una funcién
trigonométrica, la integral anterior se transformara en la integral de una funcién racional en senos y cosenos:

R(sen(u),cos(u)) du

. . . . . 2
Primero, notemos que siempre es posible transformar el trinomio a-X~ + b-X + ¢ enunasuma (o
diferencia ) de cuadrados, completando el trinomio cuadrado perfecto:

2 2

2 b b
ax +bx+c = a|x+—| +|Cc——
2-a 4-a

. . b
y haciendo entonces las substituciones: z = X+ — ; m =a ; n=c——
2-a 4-a

la integral inicial se transformara en una de las siguientes tres formas equivalentes :

I R(z,w/m2-22+n2)dz Il R(z,\/m2~22—n2)dz . R(z, nz—mz-zz)dz

. . . , 2 2 . . .
dependiendo del signo algebraico de los nimeros m~ y n~ ( Cuando ambos sean negativos, el radical sera
puramente imaginario y la integral no es real ) .

Observemos como se elimina el radical de éstas formas integrales mediante una substitucidn trigonométrica :

n
Si z= —-tan(u) entonces +/m>Z’+n = +/n*tan’ (u) + 1| = n-sec(u)
m

n
Si z= —-sec(u) entonces \m>z°—n’ = \n®sec®(u) 1] = n-tan(u)
m

n
Si z= —-sen(u) entonces +/n>—m>z° = +/n>| 1—sen>(u) | = n-cos(u)
m
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Ejemplo 29. Integrar : ——dXx

Solucién :  Haciendo la substitucion : X = a-sen(u) , entonces dx = a-cos(u)-dx vy laintegral se
transforma en

= -a-cos(u) du = a-c0s(W du

\/[az-(l - sen(u)z)]3 \/(az-cos(u)z)3

= —.| ——du = sec(u)’du| =

-tan(u) + C
2
a cos(u) a a

1 1 1 1
2 2

Para escribir el resultado en funcién de la variable de integracidn inicial , se recurre a la
substitucion inicial x = a-sen(u) y la definicion del seno de un angulo para un tridngulo
rectangulo, se obtiene asi que :

sen(u) = cateto_opuesto X
hipotenusa a

Del Teorema de Pitagoras se deduce que la
longitud del tercer lado del tridngulo es: X

cateto_adyacente = /@’ —x° u

recurriendo a la definicion trigonométrica de
la tangente, se obtiene asi que :

X
tan(u) =
a’—x

y por lo tanto, el resultado de la integral se expresa como.. . .

= dx = iz-tan(u)+C =

1 X
5 2\3 a a’ 2 2
(a —x) a —X
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Ejemplo 30. Integrar : J (\/zz—az) dz

Solucion :  Esta es una de las formas integrales inmediatas (Formula XXIV) .

Hagamos la substitucién: z = a-sec( 9) , entonces dz = a-sec( 9)-tan( 9) y laintegral se
transforma en una integral trigonométrica :

J 7 -a’dz = J' \/az-[secz-(e)—1]-a-sec(9)-tan(9)d9

= J a’-tan’-(6)-sec(6) do

Integrando ahora por partes , haciendo :

[ u = (tan(0)) } . {du: sec2~(<9)-dt9}

dv = tan(@)-sec(&)-de V= sec(@)

la integral queda como:

J tanz-(e)-sec(e) de = u-v—J vdu

r

tan( H) -sec( H) — sec2~( H) -sec( H) déo

J

r

tan( H)-sec(e) - [ 1+ tanz-( 6?) ]-sec( 9) do

J

r

tan(H)-sec(H)— tan2~(<9)-sec(<9)d¢9—J sec(@)de

J

= tan(H)-sec(H) —In(sec(e) +tan(9)) —J’ tanz-(e)-sec(e)de

La integral inicial se repite a la derecha, asi que despejandola se obtiene ;
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tanz'(e).sec(e) do = %-(tan(@).sec(e) - In(sec(@) + tan(e))) +C

Finalmente, expresando éste resultado en funcién de la variable inicial, mediante la
substitucion empleada z = a-sec( 9) , setiene . . .

hipotenusa X
sec( 9) = P = —
cateto_adyacente a

Del Teorema de Pitagoras se deduce que la longitud del tercer A

lado del tridngulo es:

cateto_opuesto = \/ZZ —a

y de la definicion trigonométrica de la tangente : a

7 —a°
tan(@) =

el resultado de la integracién queda :

2 2
Z —a dz =

a

2| [2 2 2 2
a Z —a z VA Z —a
—_ —Inf—+—||+C
2 a a a

2 2

-\/22 —ai - a?-ln(z +\/z2 - a2) - a?-In(a) +C

Este es el resultado de la férmula de integracion inmediata XXIV. (en la cual se ha escrito la
2

a . L .
constante —?-In(a) + C como una nueva constante de integracion indefinida

NN

. 1
Ejemplo 31. Integrar : ——dx
X4 X + 9
Solucion :  Para eliminar el radical, hagase la substitucion : x = E-tan(@) Yy en consecuencia

3 .
dx = ?secz-(é’)-d&, con lo cual la integral se transforma en :
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505




Calculo de una variable

2
sec™- 4

de
tan(6)-/o tan® (6) + 1]

1
——dX
X/ 4% + 9

Wl

| (55| oy

= %-In(csc(@) ~cot(6)) +C

2.

x

y de la substitucion inicial : tan( 0) = , Se obtiene :

cot(@) =2 ; csc(@) = —“4.)(24_9

2:X 2:X

|

por lo tanto : 2%

( Comparese éste procedimiento de solucion con el método de la substitucion uy = = )
X

2
t
Ejemplo 32. Integrar : dt
4—t
Solucion :  Hagamos la substitucion : t = 2'Sen(<9) para formar en el radical el cuadrado de una

funcion trigonométrica . En consecuencia dt = 2-C05~(<9)-d9 y la integral se transforma
en ...

(2sen(6))?

\/4-[1— sen (9)]

-2~cos(0)d9 = J 4-sen2-(¢9)d9
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De la identidad: cos(2. 9) =1- 2.sen2.(¢9) , queda: 4-sen2.(¢9) = 2.(1— cos(z. H))
de modo que la integral anterior es simplemente . . .

2-J (1—cos(2-49))d6’ = 2-0—sen(2-19)+C

t
Pero por la substitucion inicial se tiene : sen( H) = y 6= arcsen(zj de manera que

t
2

2
COS(@) = 1—sen2-(0) , es decir : COS(@) = 1—(2) ; por lo tanto :

sen(z-H) = 2-sen(9)-cos(0) = % 1—@)2 = %m

Substituyendo lo anterior en la integral inicial se obtiene finalmente :

2

t t t
dt = 2-arcsen(z) — E-\/4 _t?+C

41

EJERCICIO 7.8 Integracion por substitucién trigonométrica.

2
1 1—4/1+X+x 1
7. dx 8. ——dx 9. —dx
\/4-x2—24.x+27 XA/1+ X + x° XX 1
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Respuestas : (Ejercicio 7.8)

1. 1-—“y2_7+C 2

—X
- ; : E+In(x+\/x2+8)+c

_(\/16—'[2) (1) > (1
3. —————~— —arcsen{ —-t|+C 4. —9-3-arcsec; —y|+C
I \a ) y \z7)
2 2\5
o 1A . —tilie-9x)
4 X 80 xC

2+ X—24/14+X+X
+C

2

1
7. E-In(4-\/4-x2 — 24-X 427 + 8-X — 24) +C8. In

1 1 1
9. E-xz + E-x-«/xz -1- E-In(x +w/x2 - 1) +C

VIII. Conclusion .

En un gran nimero de casos no se puede dar técnica especifica para determinar una integral indefinida, la
Unica guia es la experiencia adquirida al resolver muchos problemas.

Por ejemplo en las siguientes integrales se indican las substituciones con las cuales se transforman en una
integral mas simple o en una integral inmediata :

2 2
a —X L 1
— dx al substituir x = = se transformaen : u-\/az-u2 —1du
X u
J
.
1 L. -1
dx alsubstituir x = —In(u) se transforma en : du
e +1 (1+u)
o
1 . X 1
—— | dx alsubstituir e = u se transformaen : S du
e +e (U + 1)
o
.
In(2:x) 1 o In(2) +u
( )-— dx al substituir u = In(x) se transformaen : L
In(4-x) x 2:In(2) +u
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y muchas otras mas .

Por otra parte, aungue toda funcién continua en un intervalo tiene siempre una integral indefinida en tal
intervalo, no siempre tal integral se puede expresar en términos de funciones elementales. Ejemplos de ello
son las siguientes:

X2 sen(x)

A) e " dx B) dx

X

o) | +1-K%sen(x) dx D) | —1 dx

In(x)

En éstas integrales y en muchas otras, la funcién primitiva no puede expresarse como una suma finita de
funciones elementales. Cada una de éstas integrales es una funcion de naturaleza especial .

Asi por ejemplo, la integral del inciso A) llamada funcidn de Gauss , es muy utilizada en Probabilidad y
Estadistica para describir ciertos fenémenos aleatorios y se designa por @(X) .
Su gréfica se indica en la siguiente figura :

-
0.75T
0.5T
0.25T
F } } 1 0 IZI. IZ
-2 -1 0 1 2
—X2 X2
f(x)=¢e D(x) = e " dx
Por otra parte, la funcion primitiva : J1-— kz-senz-(x) dx donde k < 1, llamada integral eliptica

se denota por E(X) y surge por ejemplo cuando se trata de calcular en forma exacta el periodo de

oscilacion de un péndulo simple . Muchas funciones especiales como ésta surgen de la solucion para un
problema fisico particular .
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7.4 Algunas aplicaciones de la integral indefinida .

La constante C que se obtiene en una integral indefinida, representa cualquier valor numérico real . Esto

significa que la grafica de la funcién primitiva y = F(X) se puede desplazar paralelamente al eje Y una

distancia C .

De éste modo, F (X) + C representa una familia de curvas, idénticas en formay que solo difieren en el

punto donde cruzan el eje Y .

12 Aplicacion . Determinacion de la ecuacion de una curva .

Es posible determinar una curva particular de la familia de curvas y = F(X) + C , asignando un valor

particular a la constante de integracion C . Esto se hace por ejemplo, exigiendo que tal curva pase por un

punto particular P(xo,yo) es decir se exige la condicion : F(xo) = Yo

Ejemplo 33. Hallar lafunciéon F(x) que tiene el valor —1 cuando X = 1 y cuya pendiente para un

. 7
valor dado de X esta dado por: 3X + X — >

Solucién :

Se sabe que la pendiente en un punto dado de lacurva y = F(x), es el valor de la

derivada de la funcién F (X) en ese punto, se sigue entonces que :

d—F(x) = 3-x2+x—g

dx

Integrando ambos miembros de esta igualdad respecto a X, se obtiene :

F (X 7
(ﬁ)dx = 3% + X — — dx
ax 2 F(x)

F(x)+4

1 7 F
F(x) = XC+=xX—=x-3+C P
2 2 F(x)-2
que es la familia de curvas mostrada en la F(x)-4

figura de la derecha .
Dado que a cada valor real de C corresponde

una sola curva de la familia, la curva
particular del problema, debe pasar por el

punto (1,—1) . es decir se debe cumplir que F(1) = -1, asi que. ..
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1 7
(1)°+=()°-=(1)-3+C=-1
2 2
de donde se obtiene que C = 4 . Por lo tanto, la funcién particular buscada es :

F(x) = /x3+1-x2—z-x—3\+4 = x3+1-x2—z-x+1
\ 2 2 ) 2 2

Ejemplo 34. Hallar la ecuacion de la curva cuya pendiente en cualquier punto sea el doble de la abscisa
en ese punto y que ademés pase por (—1,3).

Solucion :  El valor de la derivada de una funcién en un punto dado, es su pendiente en tal punto. Esto
significaquesi y = f(X) eslaecuacion de la curva buscada se debe cumplir que . . .

df (x) _
dx

2-X

Integrando ambos miembros respecto a x :

df (x
9 dx = 2-| xdx
dx 2
X +2
2
2 X +1
=x+C .
2
X
que es la familia de parabolas verticales : T
2 X -1
fx)=x+C
X2—2
Cada parabola queda determinada porun 7
valor particular de la constante de \
integracion C . y todas ellas tienen la )
misma pendiente para el mismo valor de X Sl

y se pueden obtener trasladando una
parabola de la familia a lo largo del eje Y .

Como ademés se exige la condicion de que la curva pase por el punto (—1,3), la ecuacion
encontrada debe satisfacer la condicion f (—1) = 3, de modo que:

3= (-1)°+C

yresultaque C = 2 . Lacurva particular que se busca es entonces: f (X) = X+ 2
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2
Ejemplo 35. En todo punto de una cierta curva y = F(X), se cumple que d—2 y = (X2 - 3) :
dx

Ademas tal curva pasa por el punto (2,—1) y es tangente a la linea recta
X—2-y = 3 enelpunto (—3,1).Hallar suecuacién

d’ d
Solucién : Dadoque: Yy (x) = _2'F(X) = d—-(F' (x)) = X* — 3 integrando respectoa X se
X

dx
obtiene :
a(F ) dx = (x2 - 3) dx
dx
. , 1 3
es decir . . . F(X):g-x -3Xx+C; (*)

Esta funcion representa la pendiente en un punto cualquiera de la curva buscada. En
particular en el punto (—1,3) debe ser igual a la pendiente de su recta tangente, es decir

1 . . .
debe valer E . Se tiene asi la condicion :

, 1 1 3 1
F'(-3) == estoes... =(-3)" —=3(-3)+C, = =
(-9) = - (9’ -3(-9) +Cy = 2
de donde resultaque: C; = %.Por lo tanto la ecuaciéon (*) es:
dF (x 1 1
9 = 2 —3X+ =
dx 3 2
Una segunda integracién da :
dF (x
()dx: —x® = 3x+ = dx
dx
1 4 3 2
F(X) = | =X -—=X+=]+C
(x) (12 . j 2
Como la curva buscada pasa por el punto (2,—1), se tiene que F(2) = —1, estoes:

[1—12-(2)4 - g-(z)2 +(—§)} 1C, = 1
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8
de donderesulta C; = 3

Por lo tanto, la curva buscada tiene
la ecuacion :

(x) = 1 i 3X2+X+8
y 12 2 2 3

Ejemplo 36. Cierta cantidad que cambia con el tiempo (t), crece a un ritmo proporcional al valor de

si misma en un instante t ( medido en segundos ). Si (0) = 25 y dos segundos

después se tiene (2) = 75 , ;cudl serd su valor en el instante t = 6 ?

Solucién :

Bajo la escala apropiada de tiempo, éste problema puede interpretarse como el crecimiento
de una poblacién (de seres humanos , bacterias , insectos , radio is6topos , etc. ) .

Usualmente la derivada de una funcion que depende del tiempo se interpreta como la
velocidad, rapidez o ritmo de cambio de tal cantidad .

Siendo Kk una constante de proporcionalidad , el problema plantea que :

% = k-q es decir . . . ﬂ = k-dt

dt q

Al integrar ésta Gltima expresion respecto al tiempo se obtiene :

Ldg = | kdt estoes. In(q(t) = kit+C
q

que se puede rescribir, usando la funcién inversa del logaritmo como :

q(t) = e

De la condicion (0) = 25 sededuceque... 25 = eC-eO es decir eC =25

y de la condicién q(2) = 75 seobtieneque... 75 = 25-ek'2 de lo cual se deduce el
valor de la constante k:
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100T

= ()= )=

Substituyendo los valores encontrados para
las constantes C y k , la funcién 25-(13)" 50T
particular que describe el crecimiento de la

cantidad (| es: /
a() = 25¢"V" = 25.(/3)

De donde es posible calcular el valor de q

parael instante t = 6 :

q(6) = 25-(3)° = 25.(3)° = 675

Como ejemplo particular, si la ciudad de Morelia tuvo una poblacién de 300 000 habitantes
en 1970 ; pero en 1980 su poblacion aumentd a 1 millén entonces para el afio2020 el
nimero de habitantes que tendré la ciudad de acuerdo con éste modelo de crecimiento sera:
123.5 millones ! . (Se deja como ejercicio para el lector comprobar de éste resultado ).
Factores como la taza de mortalidad, enfermedades o la migracion , pueden cambiar el

valor de la constante k

2% Aplicacion . Ecuacién de movimiento .

Para una funcién de la forma s = f (t) que represente la posicién s de un objeto en movimiento, en

funcién del tiempo t, se definen las cantidades :
e velocidad v del objeto como la rapidez de cambio de su posicién respecto al tiempo, es decir:

_ds
dt
e aceleracion a del objeto como la rapidez de cambio de su velocidad :respecto al tiempo, es decir:

_ov _d(d) _d's
dt  dx \dt e

Por ejemplo si S representa la distancia recorrida por un objeto en linea recta a partir de una posicion

inicial hasta cierto instante t , entonces la ecuacion del movimiento s = f (t) define completamente el
movimiento lineal de tal objeto.
La funcién de posicién s = f (t) para un objeto dado, se puede determinar por integracion si se conoce

su aceleracion a(t) asi como los valores iniciales de su la posicion : s(to) y su velocidad V(to) para

un instante particular t, (usualmente se escoge t; = 0 ).

Pedro Ferreira Herrején 514




Calculo de una variable

Ejemplo 37. Describir el movimiento de un proyectil lanzado cerca de la superficie terrestre, bajo un

angulo inicial de tiro @ por encima de la horizontal y con una velocidad inicial V.
Igndrese el rozamiento con el aire .

Solucién :

El movimiento del proyectil ocurre en un plano, escojamos el plano vertical OXY .

Si el proyectil parte del origen (0,0), entonces la aceleracion sobre el proyectil se debe
Unicamente a la fuerza de atraccion gravitacional, esta dirigida hacia abajo a lo largo del
eje Y .

Ademas, si la altura que alcanza el proyectil sobre la superficie de la Tierra es mucho
menor que el radio terrestre, tal aceleracion permanece practicamente constante y vale :

g=98—0
seg
De modo que :
> X
En la direccion X : En la direccion Y :
iy dvy B dvy
aceleracion: ay = — = 0 aceleracion: ay = — = —g
dt dt
velocidad inicial: vy(0) = VO-COS( 6’) velocidad inicial: vy(0) = vo-sen(H)
posicién inicial:  x(0) = 0 posicién inicial: y(0) = 0

La velocidad se encuentra por integracion respecto al tiempo a partir de su definicion . . .

d
a(t) = d_\t/ implicaque: dv = a(t)-dt dedonde: .dv = a(t) dt
es decir . . .
v(t) = a(t) dt
por lo tanto :
Vy = aydt = odt = C, ; vy = (-g)dt = —gt+C,
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Entonces la velocidad en la direccion X se mantiene constante y es la componente

horizontal de la velocidad inicial, es decir C; = VO-COS( 9) .

Por otra parte, la componente de la velocidad inicial en la direcciéon Y vale:
vo-sen( 9) =—-g(0)+C, = C,

lo cual determina la constante de integracion C, = vo-sen( 19)

De éste manera, las velocidades del proyectil en funcién del tiempo son:

Vy = % = VO-COS( 9) es decir: dx = VO-COS( 9)-dt

vy = % = —g-t+V0-Sen(9) esdecir: dy = (_g-t+v0-sen(z9))-dt

Integrando nuevamente cada una de éstas expresiones respecto al tiempo, resulta :

Jdx = vo-cos(e) dt ; dy = (—g-t+v0-sen(0))dt

X(t) = (Vocos(e))t+Cs ; y(t) = (vo-sen(e))-t—é-g-t2+c4

donde las constantes de integracion C5; y C, se determinan a partir de las condiciones

iniciales para la posicion: ~ x(0) = 0 ; Yy(0) = 0 estoes...
0= (vo-cos(e))-o+C3 ; 0= (vo-sen(e))-o—%-g-(o)szC4

resultando: C;=0 y C, = 0.

Entonces, para un objeto sometido a ésta aceleracion y bajo éstas condiciones iniciales, las
ecuaciones de movimiento son :

X(t) = vo-cos( 6)-t : y(t) = vo-sen(él)-t—%-g-t2

Estas son dos ecuaciones describen la posicion del proyectil y quedan definidas en funcion
del parametro tiempo.
Al eliminar el parametro, se obtiene la ecuacion de la trayectoria del proyectil en el plano . . .

(despejando t de X(t) y substituyendo en y(t) se obtiene)

2
X X

Vo-cos( 6’)) "2 [(vo)z-cosz-( 9)]

y(x) = vo-sen(e)-(
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0 bien :

2

y(x) = tan(6)-x - %-[1+tan2-(0)]-x
2:(Vg

Que adopta la forma general para una parabola vertical : y(X) = AX +B-x+C . que se

extiende hacia abajo ( puesto que el coeficiente de X es negativo ).

. e m
Supongamos por ejemplo que se lanza una pelota con una velocidad inicial vy = 49-—
seg

contra una pared vertical situada a 147-m. Si el angulo de lanzamiento por encima de la

horizontal vale @ = 45° entonces. ..

e laaltura del impacto del proyectil sobre la pared por el valor de y(X) en X = 147, es
decir, de la ecuacion para la trayectoria se tiene . . .

_ y 1 g T ? 2
y(147) = (tan(ZD-(M?-m) —E-T-(lﬂan(:j )-(147-m)

= 58.8-:m

e Sise desea que el impacto de la pelota ocurra precisamente en la base de la pared,
entonces el &ngulo inicial de tiro @ puede calcularse de la condicién: y(147) = 0-m
yqueda. ..

0= an(e)-x—g‘—xz-th an’(6) |
t vy

resolviendo ésta ecuacién para @ se obtiene . ..

o (vo)°
y
2 2 2
0 = arctan (VL) 1+ [1-— g
g-X (v0)4
calculando . . .

¢ = arctan(3) = 71.56°

o también @ = 18.43° si se toma el signo negativo del radical .
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e Sise desea que la pelota golpeé en la pared a una altura y = 24.5-m, entonces el angulo

de tiro @ puede calcularse a partir de la condicion : y(147) = 24.5 , es decir:
2

y, = tan(9)-x - g_xz[l ttan®(60) | con y, = 147m
2. VO

resolviendo esta ecuacion para tan( 9) se obtiene :

tan(9) = (o), | () " [z .(ﬁ_ j

g-X g-X g-X X

y 0= 70.47° (6también & = 29.32° sise toma el signo negativo del radical) .

Es claro también que el radicando debe ser una cantidad positiva , de donde se
deduce la condicion :

2

2 2
(VO) > 2'(\/0) (ﬁ_ j ,esdecir: v, Z\/m

g-X g-X X

Si el proyectil no tiene al menos ese valor de velocidad inicial entonces no alcanzara
la altura y, cuando haya recorrido la distancia horizontal X .

e Sise desea conocer la maxima altura del impacto que puede tener la pelota en la pared, el
angulo de tiro @ se puede obtener calculando el valor maximo de y para X = 147-m ,

asi que derivando la ecuacion de la trayectoria respectoa @ . . .

dy d g-x2 2
-2 = _. 0)-x — . {0
10 do tan( )x 2‘(\/0)2 [1+tan ( )]

2

g-X

(vo)°

Igualando a cero esta derivada y resolviendo la ecuacion resultante para tan( 9) se
obtiene:

= (1+tan(9)2)~x— 'tan(e)'(1+tan(9)2)

(vo)” | _

= arctan(1.667) = 59°
g-Xx

yporlotanto: @ = arctan
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La correspondiente altura maxima sobre la pared se obtiene de la ecuacion para la
trayectoria con el valor anterior para tan(@) y X = 147-m resultando. ..

2 2712
Ymax = X (VO) __9 1+ ﬂ X
9% | 2(vp)? g-X

g
2(vo)

= (147-m)-1.667 — 2'(1+ 1.6672)-(147-m)° = 78.3-m

m
Ejemplo 38. Se deja caer una piedra desde un globo que asciende a 5-—— . Se observa que la
seg

piedra llega al suelo 8-seg después . ¢ Que altura sobre el suelo tenia el globo en el
momento en que se dejo caer la piedra?

Solucion :  La aceleracidon gravitacional sobre la piedra que cae libremente es constante

m
(g= —9.8-—2 ) . Asi que ubicando un sistema de coordenadas con el eje Y vertical y el

seg
dvy m
eje X al nivel del suelo, setiene: ay = — = —g ; (vo) =5—
dt y seg
Integrando entonces . . .
dvy
Vy = E dt = (—g) dt = —g-t+ C,

Dado que en el instante t = 0 la velocidad de la piedra es la inicial que lleva junto al

globo, se tiene : (Vo)y = —g-(0)+Cy yresulta... C; = (Vo)y

d
Integrando ahora la velocidad vertical vy = d_)t/ queda:

d — 2
y(t) = (d_)t/j dt = [—g-t+(vo)y} dt = 71-g-t +(vo)y-t+C2

donde C, esel valor de la altura y sobre el suelo cuando t = 0, es decir y, = y(0), la

altura que tenia el globo cuando se dejo caer la piedra. Cuando t = 8-Seq , la piedra ha
llegado al suelo, de modo que su altura vale cero y de la ecuacidn anterior se obtiene que:

-1 2 .
= —.Q- . d : = o
0= —g(9) Jr(v(,)y(s)erO esdecir: Yo~ 274:m
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Ejemplo 39. La velocidad con que fluye el agua por un pequefio agujero situado a una profundidad

h por debajo de la superficie de un depdsito esta dada por la ecuacion Vo= k2-2-g-h
donde k es una constante de proporcionalidad y g es la aceleracién gravitacional.
Calcular el tiempo que tardara en vaciarse un depdésito cilindrico vertical de altura H

y radio R inicialmente lleno y que tiene un orificio circular de radio r en el fondo.

Solucién :

2 2 , . - I
Sean: A= m-R™ ; a = zr lasareas circulares del cilindro y del orificio en el fondo
respectivamente.

Enun tier_npo dt, _habré salido /)
del depésito la cantidad de A v
fluido :

Q = v-a-dt /\

dh

[ ‘
‘

donde V es la rapidez de flujo H
por el orificio . \ /
h

Esta debe ser la misma cantidad
en la que ha disminuido el Y
volumen de agua en el
depdsito, es decir

—dVv = —-A.dh
donde dh es el cambio en la

altura de la superficie del agua,
en otras palabras . . .

Q= -dV esdecir... v-a-dt=—-A.dh obien k+/2-g-h-a-dt = —A-dh

de donde se obtiene la relacion para el cambio diferencial de la altura h con el tiempo t :

Integrando respecto al tiempo se obtiene . . .

A -A [2:h
t= - ————| idh:—-/—+c
k-an/2-g \/ﬁ k-ay g
Dado que cuando t = 0, la altura de la superficie del aguaes H , queda :

0= i ﬁ+C, es decir : :i-—“Z.H
(ka) | g (ka) /g

Por lo tanto, la ecuacion que describe el nivel h del agua en funcién del tiempo es:
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-A [22h A |2-H T
t= — [— 4+ — | ——
kay g kay g 1

= o [ (A )

altura del nivel de agua

De éste modo, el tiempo total de vaciado se : : :
obtiene cuando h = 0 yvale: tiempo de vaciado t

A |2 R 2-H
T= —. [={+/H = = — . [——
k-ayg W - kr’y 9

Asi por ejemplo, si H=153m, R=0.305m,
r=125cm ,k=0.6,resulta: t=9.24 min.

Tiempo total de vaciado
[l

En la gréafica de la derecha se muestra el tiempo
de vaciado en funcién del radio r del orificio del

radio del orificio
fondo. Observe que T no es cero cuando
r=R yque T aumentaen proporcion

. 2
Inversacon r .

EJERCICIO 7.10

1. Hallar la ecuacion de la curva y = f (X), dada su 2% derivada y su pendiente en el punto indicado :

2
a) d_y =(3x-2) ; ﬂ = -2 en (-1,3)
dx? dx
d? 2-X dy
b) —vy = xe ;  — =3 en (1,2
dx? dx

2. En una familia de curvas ortogonales (perpendiculares) a otro sistema de curvas dado, cada una de las
curvas de la familia, corta a toda curva del otro sistema en angulo recto. Hallar la familia de curvas ortogonales
al conjunto :

a) trayectorias parabdlicas: y2 = 4x+C b) hipérbolas equildteras: x-y = C

3. Un material se esta transformando en otra a un ritmo proporcional a la cantidad que queda de él sin
transformar. Si la cantidad inicial era 50 unidades, y transcurridos 3 seg quedan 25 unidades, ¢en cuanto tiempo
guedaran 5 unidades de tal material ?

4. El nimero N de bacterias de cierto cultivo aumenta con el tiempo (en horas de manera proporcional a la
cuarta parte del valor de N en un instante dado. Si inicialmente N =10, ¢Cuantas bacterias habra en 32
horas? .
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Respuestas Ejercicio 7.10

1 a) f(x) = %'X3—X2—1—21'X—1 by f(x)= %-(X-ez'x—ez'x—x-e2+ez—4) +3X
X

2.8 yx)=Ce ° by y-x*=C

3. 9.96-seg

4. N = 29810
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Capitulo VIII
Integral Definida

8.1 Definicion .

Tanto para el analisis como para el calculo, la integracion definida es una poderosa herramienta que se
utiliza en diversas areas por su gran diversidad de aplicaciones, por ejemplo en la Fisica o en la Ingenieria
se utiliza para el calculo de areas limitadas por lineas curvas , trayectorias en el espacio, volimenes de

revolucion , energia , presion de liquidos , etc.

Considérese una funcion continua y = f (X) en un intervalo cerrado [a,b] ysean M y m los valores

maximo y minimo absolutos respectivamente de f (X) en ese intervalo .
Dividamos el intervalo [a,b] en n partes o subintervalos , no necesariamente iguales entre si, mediante
los puntos:

Xo » X0 Xou ooooy Xpe1 s X

siendo a=X, y b=x,.

0 a X, X X X, Xpo1 D
R —+—=x
\ I I \
AX AX,  AX AX
2 3 n
Se generan asi n subintervalos :
My = (X =X0): Mo = (Xo=%1), Mg =(Xe=Xp), ..o M= (Xn—Xn_1)

todos ellos son positivos (AXkx > 0) porque los puntos X estan ordenados, es decir Xx_; < X

Sean My y my el mayory el menor valor de f (X) respectivamente en el subintervalo Axy .

Definamos ahora las sumas :
n

integral inferior :  S(py = My-AX; + My AXy + Mg AXg + ... + Mp-AXy = z M- AXk
k =

n

integral superior : s = Mi-AX; + Mo AX, + Mg AX3 + ... + Mpg-AXy = Z My Axg
k =

Las cuales representan geométricamente la suma de las areas de los rectangulos (inscritos o circunscritos),
que tienen una base Axy y una alturayaseade My ode my siempre que f (Xx) > 0, como se indicaen

la siguiente figura.

Pedro Ferreira Herrején 523



Calculo de una variable

Ademés, puesto que los valores my son Y4
minimos y los My son maximos en cada
subintervalo Axy se cumple que :

my < Mg

Multipliquemos ésta desigualdad por el nimero
positivo AXy :

M- AXg < M- AXg Oo—0 o—o—C— ¥

Si ahora se suman éstos productos en todos los subintervalos resulta . . .

n n
Z M- AXg < z M - AXk es decir . . . Sty < S(n)
k=1 k=1

Geométricamente éste resultado significa que el area total de los rectangulos inscritos bajo la curva es menor
o igual que el area total de los rectangulos circunscritos sobre ella.

Ademés, si m es el minimo absolutoy M es el maximo absoluto de f (X) en todo el intervalo [a,b], se
tiene que:
m < Mg ; M <M

Estas desigualdades se cumplen en cualquier subintervalo, asi que si se multiplican por la longitud positiva
AXy del k-ésimo subintervalo quedan :

m-AXk < My AXg ; M- AXg < M- AXg
Sumando éstos productos en todos los subintervalos se obtiene :

n

n n n
Z m-AXg < Z M- AX ; Z M- Axg < Z M- AXg

k=1 k=1 k=1 k=1
es decir . ..
n n
m- Z A | < S : s(M < . Z AX
k| = o) : < k
k=1 k=1

donde S(n) y S(n) son las sumas integrales definidas anteriormente y los nimeros m y M que son
constantes, se han factorizado de todos los términos de las sumatorias .
n
Por otra parte la sumatoria : Z AXg = (AX1 + AXy + AXp + e + Axn)
k=1
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es equivalente a :

n
Z A = (X =Xo) + (X2 = X1) + (Xs = Xo) + oo+ (Xn = Xn_1) = (Xn—%) = b-a
k=1

que es la longitud total del intervalo cerrado [a,b].

En resumen, las desigualdades anteriores indican que : m-(b —a) < S(p) < S(n) <M-(b-a)

YA
Geométricamente, esto significa que el
area de los rectangulos inscritos y

circunscritos a lacurva y = f (x) estd

acotada , es decir queda comprendida
entre el area de un rectangulo minimo de M

area m-(b — a) y otra de un rectangulo

méximo de area: (b —a)-M

Tal como se muestra en la figura de la m
derecha. . — =X

Ol a~— (b-a) b

Escojamos ahora dentro de cada uno de los n subintervalos AX; un punto particular arbitrario :

¢ enelintervalo Ax; , esdecir: Xo < {7 < X
& enelintervalo AX, , esdecir: x; < &, < X,
$3 enelintervalo Ax; , esdecir: X, < {3 < X3

¢n enelintervalo AX,,esdecir: Xp_; < ¢pn < Xy

Calculemos el valor correspondiente de la funcion, f (g”j) para cada uno de éstos puntos g”j , que

representa la altura de un rectangulo de base 4Xj , el cual tiene entonces el drea :  f ({;j) -AX
Formemos la suma integral . . .

2= f(§1)~Ax1+ f(g“z).Ax2+ f(§3)-Ax3+ ........ + f(g“n)-Axn = Z f(gj)-ij

Si mj y Mj representan el minimo y el maximo valor de la funcién f (x) en el intervalo AXj, entonces
necesariamente se cumple que . . .
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mj < f(:j) <M

puesto que (j esta en el intervalo AX .Esta desigualdad no cambia su sentido si se multiplica por la

longitud positiva del intervalo AX; , es decir. ..
mj-AXj < f(gj)-ij < Mj-AX;j
Sumando éstos productos para todos los n subintervalos se obtiene. . .

n

n n
Z mj-AXj | < Z f(gj)-ij < Z M - AX;

j=1 j=1 j=1

Al aplicar las definiciones de las sumas A
Y

integrales superior S(n) e inferior F—\w

S(n). se concluye que : 7

Sy < < s

Geométricamente, X' es el area total

de los rectangulos de base Ax j yaltura

f ((j) y depende de cdmo se haya

dividido el intervalo [a,b] ydela

eleccion de los puntos &7 . &, . 3, Ol a ¢
© 6n

Entonces el &rea X' esta comprendida entre el &rea S(n) de los rectangulos inscritos y el &rea S(n)de los

rectangulos circunscritos a lacurva y = f (X) , como se ilustra en la figura de arriba .

Haciendo diferentes particiones del intervalo [a,b], de modo que el subintervalo mas grande [ Xj_; , Xj ]

en todas ellas tienda a cero cuando el nimero de subintervalos n tienda a infinito, es decir :

Si n »o entonces AX; - 0

entonces el limite de la suma integral queda: s=  lim Z f ({i)-Axi (8.1)
AX;—0
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Se puede demostrar que siempre que f (X) seacontinuaen [ a,b ] éste limite tiene el mismo valor , sin
importar cual haya sido la subdivision hecha del intervalo [ a,b ] o la eleccion de los puntos

arbitrarios interiores fj en cada subintervalo.

Este limite es Gnico y se llama integral definida de la funcién f (x) enelintervalo [a,b]. Se denota
por el simbolo :
b
J f (x) dx
a

El valor de éste limite geométricamente es igual al area limitada por la curva y = f (X), el eje X y las
rectas verticales X = a; X = b.

Los nimeros a y b se llaman respectivamente : limite inferior y limite superior de integracion .

e OBSERVACION 1: De ladefinicion misma para una integral definida se deduce de inmediato que :

b a
J f(x)dx = —J f (x) dx
a b

puesto que si se hace la particion del intervalo [a,b] desde b hasta a en lugar de ser desde a

hasta b , entonces los n subintervalos tendran una longitud negativa , es decir:
La inversion de los limites de integracion , cambia el signo de una integral definida .

e OBSERVACION 2: Unaintegral definida depende Ginicamente de los limites de integracion y de la
forma de la funcion f (X) ; pero es independiente del nombre dado a la variable de integracion o a la
funcién misma , por lo cual es equivalente escribir :

b b b
J f(x)dx ; J g(2)dz ; J h(w) dw

a a a

siempreque f , g , h representen la misma funcion matemética .

e OBSERVACION 3: A diferencia de la integracion indefinida, donde no existe una regla general de
integracion , aqui si es posible definir un procedimiento sistemético para evaluar una integral definida,
puesto que su definicion , al igual que una derivada, se base en en el siguiente proceso de limite . . .

REGLA GENERAL PARA LA INTEGRACION DEFINIDA

e Paso # 1. Dividir el intervalo de integracion [a,b] en n subintervalos Axy
(iguales o no) y calcular la longitud de cada uno de ellos .
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e Paso # 2. Elegirun punto particular ¢ interior en cada subintervalo Axy para

formar la suma integral :
n

Sp = Z f(;k)-Axk

k=1

e Paso # 3. Calcular el limite de la suma integral cuando N — o es decir, cuando

cada Axx — 0

lim [ > f(¢)-ax
AX;—0

b
Si éste limite existe, se denota por el simbolo : J f (x) dx
a

Ejemplo 1. Calcular la integral definida de la funcién constante : f (X) = ¢ entre los limitessa 'y b

Solucion: e  Dividamos el intervalo [a,b] en n subintervalos que, por comodidad de célculo, se

consideraran todos de la misma longitud : AX dada por . ..

e (22

e Escojamos un punto particular £ dentro de cada subintervalo y formemos la suma
integral :

n

Sn = Z f((k)-AXk

k=1

Para la funcién considerada en el problema : f (g”k) = C paracualquier gy , dado

que es una funcion constante. Ademas Axy = AX, de modo que la suma integral es:

“ X5 (F)T e

k=1
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Dado que la sumatoria es el nimero 1 sumado n veces, queda:

n
Z (1) = 1+14+1+...... +1=n

k=1

y resulta asi que . . .

Sp = C.(gj.n = C.(b_a)
n

e Sin importar cual sea la particion del intervalo [a,b] o la eleccién de los puntos
interiores g , el limite cuando n — oo de la suma integral anterior tiene el mismo

valor y representan la integral definida de la funcion f (X) en ese intervalo.
En el problema se obtiene entonces que :

©dc = dim | > (©-ax|= lim c(b-a) = c(b-a)

a AX—0 AX—0
k=1

Y A
Este resultado ya se esperaba,
puesto que el valor de la integral - fo) =
definida, es igual al area limitada x)=c
por la recta horizontal
y= f(x) =c,eleje X ylas
rectas verticales X = a, X = b.
gue en éste caso es el area de un
rectdngulo de base (b — a b X
altura c .
Ejemplo 2. Calcular la integral definida de la funcién : f (x) = x° entre los limites 0 y b
Solucion: e Para simplificar el calculo, dividamos el intervalo de integracién [0,b] en n
subintervalos iguales, por medio de la particion :
Xo = 0, Xy = AX, Xp = 224X,..., Xp—1 = (N=1)-4X, Xn = b
cada subintervalo tiene de ésta manera la longitud :
b-o b
AX = _ = —
n n
529
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e Escojamos como los puntos interiores ¢y los extremos izquierdos de cada subintervalo

[Xk—q » X ], estoes:
Gk = Xk-1 = (kK —1)-AX

(Con cualquier otra eleccion de puntos  , el resultado de la integracion sera
exactamente el mismo). Entonces . . .

fa) = (a)” = [k-1-ax]’
f(&)- M = (k—21)%(ax)’

La suma integral tiene por lo tanto la forma :
n

o= D (&) = Z (k-1 ()’

k=1 k=1

como AX no depende del indice de la sumatoria, se puede escribir como factor fuera
deellayqueda. ..

= (ax)*. Z k-1)% = ()] ?+12422 18+ ..+ (n-1)?]
k=1
La suma de los cuadrados de los primeros m ndmeros enteros es . . .

Z k* = (12+22+32+ ............ +m2) = [m-(m+1)-(2-m+1)}

6
k=1

[otras formulas (tiles de sumatorias de enteros son :

m

Z K=(1+2+3+4+ i, +m)—[%}

k=1

m 2
Z kS:(13+23+33+43+ ................... +m3) :[w}
k=1

y muchas otras . Todas ellas se pueden demostrar por induccion matematica ]

De ésta manera, la suma integral anterior se expresa como :

(b 3[(n—1)-n-(2-n—1)}
Sn - H * 6
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e Al tomar el limite cuando n — oo , 0 cuando Axy — O se obtiene :

b 3
J Cdx = lim (Ej {n-yn@n-1)
0 n—oo n 6

3] -5

, . P ofw=x
Este resultado, geométricamente es el valor del
, .. 2 .
area limitada por lacurva y = X° ,eleje X y
las rectas verticales X = 0 ; X = b, como se
ilustra en la figura de la derecha
=X
ol

3

Ejemplo 3. Calcular la integral definidaj x> dx
1

Solucién: e Dividamos el intervalo [1,3] en n subintervalos iguales, cada uno de longitud . . .

AX = E :3
n n

mediante la particion :
Xo =1, X3 =1+A4X, Xo = 14+2A4AX, ..., Xp = 1+N-AX

e Elijamos como puntos interiores representativos de cada subintervalo [ Xx_; ,Xk], los
extremos de la derecha en cada uno de ellos, es decir :

Ck =Xk = 1+k-Ax

La suma integral queda entonces :
n n n

Sp = Z f(gk)-Axk = Z (g“k)s-Ax = AX~Z (1+k'41x)3

k=1 k=1 k=1

Desarrollando el binomio al cubo y distribuyendo la sumatoria en cada uno de los términos
resulta :
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k=1 k=1 k=1 k=1
Usando las férmulas para las sumatorias . . .

n

Z L=n k:n-(n+1)
2

k=1 k=1

c 2 n(n+1)-(2n+1) . n+1\]
2 K= > e= (]

k=1 k=1

>S5

2
ycon AX = — resulta:
n

Sn = =N +3-(3)2-—n'(n ) +3(3j3‘n.(n+ D-(2n+ 1) +(Ej4.[n.(n_“ﬂ2
n n 2 n 6 n 2
B S0l G GH A G
= 2+6|1+—|+4|1+—||2+=|+4|1+—
n n n n

e Al tomar el limite en la suma integral cuando n — o, es decir cuando Ax — 0 se obtiene

3
. 3
lim sn:dex:

n—ocoo 1

i [zeo1e)ea(te 2 (red)oafo-2] ]

2+6+4(2)+4
= 20

vy A

¢Pero 20 qué ? . ;Qué significa éste numero ?.

Pues bien, dependiendo de la cantidad que
representen la variable X y la funcién y = f (X),
el valor numérico anterior sera el producto de las
unidades de X y de las unidades de f (x) y
quedaré representado geométricamente como el

. : 3 X
valor del area bajo lacurva y = X~ entre las /T 1 3
rectas verticales X = 1; X = 3 yeleje X .
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b
Ejemplo 4. Calcular la integral definidaj e* dx
a

Solucién: e  Dividamos el intervalo de integracion [a,b] en n subintervalos de igual longitud :

b-a . I
AX = | —— | , mediante la particion :
n

Xo=a, Xg=a+4x, X, = a+2-4Ax, ...,xn:(a+n-Ax) = b

e Elijamos ahora como puntos interiores ¢} de cada subintervalo [Xx_;, Xx] alos puntos

medios es decir . . .

(Xk+xk_1j _ (a+ k'AX)+[a+(k_1)'AX] —
2 2

Ck =

a+k-Ax— %-Ax

La suma integral toma entonces la forma :

n n

KeAx . x) ( _ﬂj n
Sh = Z f(gk)-Axk = Z e(a+ e -AX = AX-e i Z ek'AX

k=1 k=1 k=1

Esta Gltima sumatoria es una serie geométrica de la forma . . .

n m+1
Z k _ 2 3 m _ r -1
ar =a+ar+ar +ar +..... +ar = a-
r—1
k=1
es decir . . .

n
k- Ax AX 2-AX 3-AX n-Ax
e = e +e + e + + e

k=1

|
D
SN
X
1
=
+
NN
x
+
—_
D
PN
x
~—
N
+

.y ) . . i AX
de modo que la expresion entre parentesis es una serie geometricacona =1, r = €

ym=n-1 demaneraquesusumaes ...
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La suma integral toma entonces la forma :

(a_%j ax (enlﬁx)—l

Sy = Ax-e e
AX
e -1
pero dado que n-Ax = (b —a) queda. ..
P i A
" 22
_22 b—
) (a 2+Ax) e( a)—l al (b-a) o 2
Sy = e | ——| = e e 1| —
AX AX
e -1 e -1
AX L\ ax )]
e Tomando el limite cuando N — o, entonces AX — 0 y resulta. ..
b X b-a
X . 2 e -1
g dx = lim | e-e
a AX—0 eAX_ 1
AX
_ (ﬂj _
. 2
lim e
— AX—0 1
_ ea(eb a_l) - _ (eb_ea)'(I): D o2
[ e™ -1
lim
AX—>0 AX

Estos ejemplos deberian bastar para convencernos de que aln con funciones relativamente simples, el
célculo de una integral definida puede ser un problema muy complicado algebraicamente, o bien pueden
empezar a persuadirnos de abandonar nuestros estudios sobre las integrales definidas y dedicarnos a otra
€0sa menos arida.

Pero.....! alto j , antes de tomar una decision equivocada e irreversible que cambie para siempre nuestra
endeble excursion por el calculo, recordemos que en el maravilloso mundo de las matematicas surge una
sorpresa cuando menos se espera.
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8.2  Propiedades basicas de la integral definida.

Como se pudo notar en los ejemplos anteriores, el calculo directo de una integral definida como el limite de
una suma integral, es un problema cuya dificultad crece con la complejidad de la funcién que se integra .

Afortunadamente existe una forma mucho méas simple de evaluar una integral definida, que fué descubierta
por Isaac Newton y Wilhelm Leibniz, y que se basa en la propiedad fundamental de ser la integracion el

proceso inverso de la derivacion y en las siguientes propiedades que son validas para dos funciones f (x) ,

g(x) que sean continuas en un intervalo cerrado [a,b] :

PROPIEDAD 1.

Todo factor constante A se puede escribir fuera de una integral definida .

b b
J A-f(x)dx = A-J f (x) dx 8.2)

a a

DEMOSTRACION .
Un factor A constante que aparezca en todos los términos de una sumatoria integral se puede
factorizar de todos ellos y escribirse fuera de la suma :

j=1

Al (&) (ax) + (&) (M) + o+ T( &) (0) ]

A DL H(¢)ax

j=1

y como el limite de una constante por una funcion es el producto de la constante por el limite de
tal funcion, se tiene que . . .

n b n

lim [ D Af(g)-a; :J AT = A lim | D f(&)-ax
AXj—0 j=1 a AXj—0 j=1
b
:A-J f (x) dx
a
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PROPIEDAD 2.

La integral definida de una suma de funciones continuas es igual a la suma algebraica de las
integrales correspondientes .

b b b
J [f-(x)+g-(x)]dx:J f-(x)dx+J g-(x) dx (8.3)

a a a

DEMOSTRACION .
La suma integral se divide en dos partes y se aplica a cada una la definicion de integral definida :

b n
J [F-00+g0Tdc = lim > [ £ +0(c ] 2%

a AX—>0
K k=1

lim D ()M + dim D g(e- M

M0 | M0
b b
= J f(x)dx+J g(x) dx
a a

v A

Geométricamente, esta propiedad
significa que, para los mismos
limites de integracion, la suma de
las &reas bajo las curvas

f(x)+9()
ﬁ(x)

%)
TN

yi=f(X  y.=9(K

es igual que el area bajo la curva:

y; = f(X) +9(x)

PROPIEDAD 3.

Para tres numeros reales a, b, c arbitrarios, se verifica la igualdad :

b c b
J f(x)dx:J f(x)dx+J f (x) dx (8.4)

a a C
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DEMOSTRACION .
Supéngase que a < € < b . Dividiendo entonces la suma integral en dos intervalos :

[a,c] y [c,b] queda:
3 t(a)a=[3 1) a3 1(a)
(a,b) (a,c) (c,b)
Al tomar el limite cuando Ax — 0 Y aplicando la definicion de integral definida, se obtiene la

propiedad ( 8.4).
Si a < b < c¢,entonces la propiedad que acabamos de demostrar permite escribir :

c b c
J f(x)dxzj f(x)dx+J f (x) dx
b

a a
de donde se sigue que. . . Y A f(x)
b c C
J f(x)dx = j f(x)dx—J f (x) dx
a a b
sin embargo . . .

C b
J f(x)dx = —J f (x) dx
b c

con lo cual se obtiene también en éste caso la
propiedad (8.4).

La interpretacion geométrica de esta propiedad es evidente y se puede apreciar como la suma
de dos partes del area bajo lacurva y = f(x)

PROPIEDAD 4. Teorema del valor medio para integrales definidas .

Si f (x) escontinuaen [a,b], entonces existe un punto x en ese intervalo tal que :

b
J f(x)dx=(b-a)f(x) con a<x<b (85

a

DEMOSTRACION .
Si f(x) = ¢ donde c esuna constante, el resultado es evidente por si mismo puesto que

f (x) vale siempre ¢ de modo que X, puede ser cualquier valor para X comprendido en el

intervalo [a,b].
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Si f(X)#c,sean m y M los valores minimo y méximo absolutos respectivamente de

f (X) enelintervalo [a,b].
Entonces... m < f(xX) < M y como ya se ha probado antes, se cumple que . . .

n

m-(b-a) < > f(¢)Ax < M-(b-a)

k=1
Al tomar el limite en éstas desigualdades, cuando AX — 0, se obtiene :

lim m-(b-a) < lim Z f(¢k) | < lim M-(b-a)

AXi—>O AXk—)O k=1 AXi—>O

que por definicion es la integral definidade f (x) enelintervalo [a,b] ...

b
m-(b-a) < J f(x)dx| < M-(b-a)

a
Al dividir entre (b — a) éstas desigualdades, queda.. . .

b
m < (L)J f(x) dx < M
b-a/J/,

Dado que f (X) es continua, necesariamente asume todos los valores numéricos reales

L b
b_af f(x) dx ,

a

comprendidos entre el minimo m y el maximo M,y entre ellos el nimero

por eso existe por lo menos un valor X, en [a,b] para el cual la funcién vale ese nimero en

() = (rlajE  (x) dx

y queda asi demostrada ésta propiedad.

particular, es decir . . .

b
Por otra parte, si se considera en la integral J f (x) dx al limite inferior fijoy al limite

a
superior variable, entonces es obvio que la integral seré una funcion de su limite superior, puesto
que geométricamente representa el area bajo la curva y = f (x) comprendidaentre x = a y

X = b,y por lo tanto tal &rea también variara cuando el limite superior cambie.
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Sea X el limite superior de integraciény sea @(x) al area correspondiente bajo la curva

y = f(X) comprendida entre los limites a y X, entonces. . .

D(X) = J f(u)du
a

('se ha denotado la variable de integracidn por u, ya que el valor de una integral definida s6lo

depende de los limites de integracion y de la funcion que se integra , no del nombre dado a ésta
ni a su variable independiente ).

A
Y
Entonces la funcién @(x) cambiara
en A@(X) cuandox cambie en AX. —
) y =1()
Esta interpretacion permite establecer la

siguiente propiedad de las integrales D(x) Ad(X)
definidas

a X X + AX

PROPIEDAD 5.

La derivada de una integral definida respecto a su limite superior es igual al integrando
evaluado en tal limite

i j FQu)du| = f(x) (8.6)

dx\ /4

DEMOSTRACION .
Apliquemos la regla general de 4 pasos para la derivacion a la funcion @(x) :

X
e Si @(x)= J f (u) du , el valor incrementado de @(X) es:
a

X+A4X
cD(x+ Ax) = J f (u) dx

a

e El incremento de la funcién es entonces :

X+ AX X
AD = D(x+ Ax) — D(X) :J f(u)du—J f (u) du
a a
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pero por la propiedad 3 para una integral definida se deduce que :

X X+AX X X+AX
AD(X) = J f(u)du+J f(u)du —J f(u)du =J f(u)du

a X a X

e El cociente de incrementos es :

AD X+ AX
- = i j f (u) du
AX AX Uy

que se puede rescribir sumando y restando en el denominador la cantidad X como sigue:

A(D X+ AX
- . J f (u) du
A (x+4x) = x | Jy

Aplicando ahora la propiedad 4 para integrales definidas, con los limites de integracion
a=xy b= (X + AX) , Se deduce que existe un valor X, en el intervalo [X,X + AX]
tal que

X+ AX
(lex)-x' J f(u)du| = f(x)

e Enel limite cuando AX — 0 , necesariamente se cumple que X, — X dado que X, esta

siempre dentro del intervalo [ X, X + AX] . Por lo tanto :

doe) _ o (A@(X)] = lim (f(x)) = f(x

X AX—>0 AX AX—>0
y queda probada ésta propiedad. En otras palabras. . .

si @(x) = J f (u) du entonces j_(cb(x)) = f(x)
a X

De modo que @(x) es una integral indefinida o antiderivada de la funcién f (X) .
Una consecuencia de ésta demostracion , es que toda funcién f (x) que sea continua

siempre tiene una integral indefinida o funcion primitiva @(x) .
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PROPIEDAD 6. Teorema Fundamental del Célculo Integral .

Si f (X) esuna funcion continua en el intervalo [a,b] ysi F(x) esunaintegral

indefinida de f (x) , entonces :

b
J f()dx=F(b)—F(a) (87

a

Esta expresion se conoce como formula de integracion de Newton- Leibniz .

Su importancia radica en que relaciona la integracion indefinida, vista simplemente como la
operacion inversa de la derivacion , con la integracion definida vista como el limite de una suma
integral.

Esto significa que no es necesario calcular una integral definida de acuerdo a su definicion
fundamental como el limite de una suma integral, pues bastara con calcular una integral

indefinida del integrando y evaluarla en los limites de integracion a y b .

DEMOSTRACION.
Si F(X) esunaintegral indefinidade f (x), significa que d F(x) = f(X) yseginla
dx

propiedad 5 para una integral definida, se tiene que . . .

F(x) = J f (u) du

a

Ademas, dos integrales indefinidas de f (x) sélo pueden diferir entre si por una constante C , de
X

modo que una integral indefinida general para f (X) es F(x) + C = J f(t) dt
a

Haciendo X = a en ésta expresion resulta. . .

F(a)+C=j f (u) du

a

que geométricamente representa el area bajo un solo punto de la curva y = f (x) y por lo tanto

es cero. De aqui se deduce que F(a) + C = 0 esdecir. C = —F(a) y queda:

F(X)-F(a) = J f (x) dx
a

Finalmente haciendo X = b, se obtiene la propiedad ( 8.7 ) o formula de Newton-Leibniz .
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Con la férmula de Newton-Leibniz ahora es posible realizar una integral definida sin recurrir a su
definicion fundamental, pues solo hay que encontrar una integral indefinida para la funcién que se
integra y evaluarla en los extremos del intervalo de integracion .

Desde la antigliedad (en tiempos de Arquimedes) se conocia ya un proceso analogo a la integral definida
como limite de una suma integral ; pero las aplicaciones de ese método se limitaban a la geometria 'y a los

casos mas sencillos. Con la formula de Newton- Leibniz, se amplia enormemente el campo de aplicacion
de la integral definida en diversas areas de la ciencia y de la técnica .

Notaci6n :  Se escribira la diferencia F (b) — F (a) como: F(X)

de modo que la formula de Newton-Leibniz queda :

b
J f(x)dx = F(X)

a a

Yaque F(b)-F(a) = -[F-(a) — F-(b)] , es posible escribir ...

b a
J f(x)dx = —J f (x) dx
a b

De modo que "' la inversion de los limites de integracion cambia el signo de una integral definida **
un resultado que ya se habia establecido anteriormente .

A manera de venganza y armados ahora con la formula de Newton-Leibniz , realicemos las integrales que
penosamente calculamos antes considerandolas como el limite de una suma integral . . .

~b b
. cdx . Laintegral indefinida es cdx = c¢-x , por esoJ cdx=cb-ca =c(b-2a)
va a
b b
" R X S O
. X~ dx . Laintegral indefinida es xdx = — , poreso Xdx=—-— = —
Jo 3 3 3 3
a
(.3 X4 3 34 14
. x> dx . La integral indefinida es Xdx = = | por eso Xdx= > - =20
J, 4 J, 4 4
rb rb
. X dx . La integral indefinida es efdx = e* | por eso edx = eb —e?
“a “a
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y lo que antes fué arduo y laborioso, ahora es una tarea muy simple.

Pero este no es el fin de la historia, ahora también es posible hacer integrales definidas tan complicadas
como las técnicas de integracion indefinida nos lo permitan . Por ejemplo . . .

1
. ! dx = arctan(1) — arctan L= (f_f) -z
1+x va) \4e) 12

1

\B

porque la integral indefinida respectiva es : (
1+X

= 2) dx = arctan(x)

e Dadoque: J, [ sen® (x) | dx = é-[ 1- cos-(2:X) ] dx = %-(x— %-sen(z-x))

T

2

1

entonces : [senz.(x)] dx = E
T

[ ol -

dx = 2.4/14+ X

4

e Dada la integral indefinida :

1+X

3

entonces: ( = )dx = 24/1+(3)—241+(0) = (4-2) = 2

1+X
0

. . X’ X’ 2 2X + 1
e Dada la integral indefinida : - dx = — — x+ —-arctan entonces :
X +X+1 2 3

X 2 1 5 2 T 5
- dx = (—-arctan(—D - (— + —-arctan (0)) = — =
X"+ X+1 V3 V3 CRRVE 33 8
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tan(x
Dada la integral indefinida : _r dx = L~arctan 09 entonces . ..
3 + c0s(2-X) 24/2 V2

T

: 1 1 tan(g) tan(0)
——|dx = ——-| arctan —arctan
(3 + cos(2-x)> 2:4/2 ( j
0

/2

V2
- 1 _ 1 (7 7
= Tﬁ-[arctan(m)—arctan-(o)] = 2—\/5(2 —oj = s
e De laintegral indefinida : (25 i ij dx = Tls)ln(gj se sigue que . ..

! 1 _ 1 5+(4) | 5+ (3) :if (g\_ (§\\
J(%—xzjdx_ 2(5)[ [5_(4)} '”[s—(s)ﬂ 10 (") "2))
(O - (3 2 1(3)

"0\ T E"”[\EJ 53

TEOREMA: 1
Dadas las funciones f (x), g(X) y h(X) continuasy derivables entonces . . .

9(x)
7 o= o (9] 1o (22) e
X h(x) dx

dx

DEMOSTRACION .

Al dividir el intervalo de integracion [h(x),g(X)] en dos partes la integral definida se escribe como . . .

9(x) a 9(x)
J f(u)du:J f(u)du+j f (u) du

h(x) h(x) a

e invirtiendo ahora los limites de integracion en la primera integral definida de la derecha resulta . . .
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9(x) h(x) 9(x)
J f(u)du = —J f(u)du+J f (u) du

h(x) a a

Derivando ahora respecto a X ambos miembros de ésta igualdad se obtiene . . .

q ( 9(x) ] q ( h(x) 9(x)
— J f(udu|=—- —j f(u)du+J f(u)du
dx h(x) dx a a
h(x) g(x)
= i[J f (u) du](ﬁj +1[J f (u) du}(@)
dh a dx ) dg (/4 dx

donde se ha aplicado la "regla de la cadena” para derivar una funcién compuesta.
Se sigue ahora de la propiedad 5 para una integral definida que. . .

q ( h(x) q 9(x)
. J f(udul= f(h() vy — J f(u)du|= f(g(x)
dx {J, dx (/4

por lo tanto . . .
d
dx

y queda demostrado

9(x)
J f(u) du} = —f(h)-(ﬁ) + f(g)(@j
h(x) dx dx

Ejemplo 5. Obtener la derivada de las siguientes integrales definidas

4-X cos(x)
a) d_ J cos(u) du b) d_ ! du
dx| J dx 4+

1

Solucion: &) Aqui h(x) = x* , g(x) = 4x , f(x) = cos(x) son todas funciones continuas para
todo valor de X, asi que una aplicacion directa de la formula (8.8) da. ..

: h = d N d [
d_x[sz cos(u) dUJ = COS(4'X)'&'(4'X)—COS(X )&(x)

= 4.C08(4-X) — (2-x)-cos(x2)

Pedro Ferreira Herrején 545




Calculo de una variable

b) Aqui h(x) =1 , g(x) = cos(x) , f(x) sonfunciones continuas de X, asi que la
aplicacion del teorema (8.8) da. ..

cos(X)

d ( = jdu :[;}d—cos(x)—( = )-d—(1)
dx 4+ 4+ cos>(x) | dx 4+17) dx

_ —sen(x)

4 + COS™ ()

8.3 Cambio de variable en la integral definida .

Cuando se integra por substitucidn, algunas veces es complicado rescribir el resultado de la integracion en
términos de la variable inicial .

Al hacer una substitucion o cambio de variable en una integral definida podemos evitarnos el
procedimiento de restituir la variable original si se cambian también los limites de integracion, de tal
manera que sean los limites correspondientes a la variable que se substituye .

TEOREMA : 2
Si f (X) esuna funcion continua en el intervalo cerrado [a,b] y en la integral definida:

b
J f (X) dx se hace la substitucion x = ¢(u) tal que:
a

e o(u) vy (?) sean continuas en el intervalo [ a, 8]
u

. f((p(u)) esté definida y es continuaen [ «, ]

s
: . : de
entonces la integral definida toma la forma equivalente : f (¢(u))- d_ du
u

[2

DEMOSTRACION

Si F(X) esuna integral indefinida o antiderivada de f (X), entonces

F&) = f(x) ydadoque
X

X = ¢@(u) , dela"reglade la cadena" para derivadas, se sigue que . . .

dF (p(u) _ {dF(Cﬂ(“)).(ﬁﬂ = 1 (p(u))

dx du dx
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1

: I du 1 .
que por la derivada de una funcién inversa: — = = se puede escribir como:
X

&) (&
du du
dFlp) 1 __ f((u)) es decir: o) _ f((p(u))-(d—(pj
du (d_gp) du du
du

de tal manera que integrando respecto a U ambos miembros de ésta igualdad resulta. . .

ﬁ(mj we [ f(cﬂ(u))'(%j du

du

24 a

/ d
F(o(8) - F(ola) = f(¢<u>>-[d—<:) "

(24

donde se ha aplicado la formula de Newton-Leibniz al miembro izquierdo , es decir se obtiene . . .

74
F(b) - F(a) = f(co(u))-(j—fjdu

a

Por otra parte, por ser F (x) una integral indefinida de f (x), también es cierto que . . .

b
J f(x)dx = F(b) - F(a)
a
asi que ambas integrales dan el mismo resultado y queda demostrado que :

B

b ) dgo
f)dx= | f(eu)): - du

a
a

16

x
Ejemplo 6. Calcular la integral definida dx

1+4/X

0
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Solucién :  La integral indefinida se simplifica con la substitucion X = ¢@(u) = u* y por lo tanto:
si Xx=0 entonces U=1/0 = 0
si X = 16 entonces U = {/16 = 2

d@ 3
y = 4.u
du

d . . . .
De modo que @(U) y d—(p son funciones continuas en el intervalo [0,2] . La funcion
u

compuesta f ((o(u)) = esta definida también y es continua en ese intervalo.

1+U
Por lo tanto, se satisfacen todas las condiciones del teorema y la integral se transforma en:

4 2
v dx = u -(4-u3)du

1+4/x 1+ U7
0

y se resuelve como . . .

I
&

3 2
u
= 4 3 u+ arctan(u)j
0

estoes...

16

4 3 3
\/)—( dx = 4-(2— -2+ arctan(z)) - 4-(0— -0+ arctan(o)j
1+44/X 3 3

8
3 + 4-arctan(2)

Notese que éste procedimiento es mas simple que restituir la variable inicial en el resultado
de la integracion

a

Ejemplo 7. Calcular la integral definida J X' ja® — x° dx
0
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Solucion :  Siguiendo la técnica por substitucion trigonometrica , sea X = (/)( 9) = a'sen(é’) , de donde

se obtiene que :

. 0
si X =0 entonces @ = arcsen| —
a

. a
SI X=a entonces U = arcsen(—)
a

do
— = a-cosl @
v 22 = acos(0)

do

1
o

Ny

. . . V4
de modo que (p( 6’) y d_ son funciones continuas en el intervalo cerrado [O’E 1.
0

Ademés la funcion compuesta f (gp( 6’)) a Sen \/a I: 1—sen”. ) ] esta
definida y es continua en ese intervalo.

Se satisfacen todas las condiciones del teorema vy la integral se transformaen . . .

a
2 2 2
J X“fa"—x"dx =
0

T

"1 (ol0). (2]

déo

0

T
2

0

SRS

%J

%4(9— %'sen(4- 49))

Tl-tm(e)-2

J<3

a -Sen(9)2-005(19))-(a-COS(9)) du

4
sen’- cosz-(H)de = %-J senz-(z-e)de
0

Nla

(1-cos(4-6)) do

N3
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EJERCICIOS 8.1
Resolver las siguientes integrales definidas usando la férmula de Newton-Leibniz

4

? 1+4/y ' 1
1 j (xz—z-x+3) dx 2. > y dy 3. - |dx
1 y X +4:X+5
1 0
T
1 - 29
3 4 3 2
4, 82 dz 5. tan(x) dx 6. 3(x——2) dx
Nz -z Jx=2°+3
4 3
In(2) 1 1
7 J ( eX—l)dX 8 ! - dx 9 ! dx
0 1+X 1_)(2

N |-

10. J (;) dx
5 — 3-€c0S(X)

0

b
11. Para la integral definida : J f (X) dx hacer una substitucion lineal de la forma x = (A-u+B) vy
a

determinar las constantes A y B tales que el intervalo de integracion se transforme en [0,1] .

Demostrar que . . .
a

a
12. si f(x) esuna funcién par entonces : J f(x)dx = 2-j f (x) dx
_a 0

a
13. si f(x) esunafuncién impar entonces : J f(x)dx=o0
-a
T a+T
14. si f (X) es periddica de periodo T entonces J f(x)dx = J f (x) dx para cualquier valor
0 a

de la constante a
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T

” 1(;) o | ()
' arccos(x) X

17. Haciendo uso de la definicion de una integral definida como el limite de una suma integral, demostrar

que:
4 1
a) J X dx = 21 b) J fdx=¢e"-1
1 0
Respuestas Ejercicio 8.1
7 7
1. 3 2. " 3. arctan(3) — arctan(2)
T 3
4, — 50 6. —\/371+8
16 2 \/—
V4 V4 V4 V4
7. 2—— 8 — 9. — 10. —
2 2 3

11. Cuando X = a lavariable u debe serigual a 0 , asi que la substitucion x = (A-u + B) queda
a=A(0)+B estoes a=B (1)

Cuando x = b lavariable u debe serigual a 1, asi que la substitucion x = (A-u + B) queda
b=A(1)+B estoes b=A+B (2

Resolviendo las ecuaciones (1) y (2) para A y B seobtiene: A= (b-a) y B=a.

La substitucién buscada es entonces: x = (b—a)-u+a

12. Si f(x) es parentonces f(x) = f (—x).Ademas, por la propiedad 3 para integrales definidas. . .

a 0 a
J f(x)dxzj f(x)dx+J f (x) dx
—a —a 0

Haciendo el cambio de variable X = —uU en la primera integral de la derecha :
si X= —a entonces U= a
si X=0 entonces U =0
odx
ademas — = -1
du

la funcién x = —U y su derivada son continuas y derivables, asi que . . .
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J f(x)dx:J f(—u)o(—1)du+J f (x) dx

—a a 0

pero f(—u) = f(u) porser f unafuncién par,de modo que...

J f(x)dxz—J f(u)du+j f (x) dx

a a

pero al invertir los limites de integracion, cambia el signo de una integral definida, asi que en la primera
integral de la derecha se obtiene :

J f(x)dx:J f(u)du+J f (x) dx

—a
aunque el nombre de la variable de integracion sea distinto, las dos integrales de la derecha son
exactamente iguales porque se integra la misma funcién entre los mismos limites, de modo que :

J f(x)dx = Z-J f (x) dx
_ 0

a
y queda demostrado.

13. Si f(X) es impar,entonces —f (x) = f(—x) y bajo el mismo cambio de variable X = —u que
en el problema anterior, la integral queda . . .

J f (x) dx =J f(—u)'(—l)du+J f (x) dx

_a 0

:J (—f(u))-(—1)du+J f (x) dx

0

donde se ha considerado en la primera integral de la derecha que f (x) es una funcién impar, asi que:

J f(x)dx=J f(u)du+J f (x) dx

a
invirtiendo los limites de integracion en la primera integral, resulta . . .
a a a
J f(x)dxz—J f(u)du+J f(x)dx=o0
—a 0 0

y queda demostrado.
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14. Si f(x) esunafuncién periédica entonces f(xX) = f(x+T) y f(X) = f(x-T).
Bajo el cambio de variable: X = (u—T) se obtiene que. ..
si X=0 entonces u=T

si Xx=a entonces u=a+T
por lotanto . . .

a a+T
J f(x)dx:J f(u=T)du

0 T

a a+T

peroporser f(u—T) = f(u) resulta... J f(x)dx = j f(uydu (1)
0 T

Por otra parte, por la propiedad 3 para integrales definidas :

ra+T ra ra+T
f(x)dx = f(x) dx + f (x) dx
J0 J0 Ya
ra+T rT ra+T
f(x)dx = f(x)dx+ f (x) dx
J0 Jo o T
estoes. ..
a a+T T a+T
J f(x)dx+J f(x)dx:J f(x)dx+J f (x) dx
0 a 0 T

Substituyendo ahora el resultado (1) en la primera integral de la izquierda, se obtiene. . .
a+T a+T T a+T
J f(u)du+J f(x)dx:J f(x)dx+j f (x) dx
T a 0 T

De éste modo se cancela la primera integral de la izquierda con la segunda integral de la derecha y queda
asi demostrada la propiedad pedida.
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8.4 Integrales Impropias

Algunas veces al realizar una integral definida puede suceder que :
e el integrando tenga uno o mas puntos de discontinuidad dentro del intervalo de integracién [a,b]
e alguno de los limites de integracion sea infinito.

En tales casos la integral definida se llama impropia y se evalla como sigue :

Integrado discontinuo . Si la funcién f (X) que se integra es continua en el intervalo [a,b], excepto en

uno de los puntos interiores del intervalo, es decir es continuaen a < X < Cc y € < X < b, entonces

se calcula su integral definida aproximandose infinitamente a la discontinuidad por la izquierda y por la
derecha , como sigue . . .

b Cc—¢& b
J f(x)dx = lim J f(x)dx| + lim J f (x) dx (8.9)

a £0 a 7—0 c+7

Si los dos limites del lado derecho existen y son finitos, se dice que la integral impropia es convergente.
Gréaficamente esto significa que el &rea bajo lacurva y = f (x) es finita aunque la funcion tienda a

infinito en uno de los puntos de su dominio . En caso contrario, la integral se llama divergente y el area
bajo la curva es infinita .

Cuando f (X) se hace discontinua en uno de los extremos de integracion, es deciren C = a oen

c = b , ladefinicién anterior es simplemente :

b b-¢
J f(x)dx=lim J f (x) dx (Si f(x)esdiscontinuaen x = b)

a E—0 a
b b

J f(x)dx=lim J f (x) dx (Si f(x)esdiscontinuaen X = a)
a £—0 a+ée

Limites de integracion infinitos . Si la funcién f (X) que se integra es continua pero los limites de
integracion son infinitos se define :

o a n
J f(x)dx=lim J f(x)dx| + lim j f (x) dx (8.10)
— E—>— © & n—>co a

Si ambos limites existen y son finitos la integral es convergente . En caso contrario sera divergente .

Si sblo un extremo de integracion es infinito, la definicion se reduce al caso correspondiente :

22 n a a
J f(x)dx=lim J f (x) dx 0 j f(x)dx=lim Jf(x)dx

a n—oo a — o0 E—>— 0 <
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3-a

Ejemplo 8. Calcular la integral definida Py — dx

Solucion :  El integrando es discontinuoen X = a yen X = —a , sin embargo solo el primer punto queda

dentro del intervalo de integracion [0,3-a].
La integral es impropia y para calcularla se usara la definiciéon (8.9) :

3-a a—é& 3-a
2-X ) 2-X . 2-X
. dx = lim S—dx + lim 3—dx
2 2\2 2 2\2 2 2\2
(¢-a)  ° (¥ -2a%) (e (¥ -2°)
0 0 a+n
a—¢ 3-a
3 3
= lim [3\Hx —a;] + lim [sxﬂx —ai]
&E—0 0 n—0 a+ 77
evaluando . ..
. 3 2 2 33 . 3 2 2 3 2
= lim [3y(a—g) —a*+3ya’| + lim | 3+(a+n) —a°+3+(sa
£—0 17—0
33 32 32
= 34/a +64a = 94a
Larecta X = a es una asintota vertical de la YA
2-X y =f(x)

funcion f (x) = S ———— Yycomose

2 _2)\?
\/(x -a ) Q
puede apreciar en su grafica , cuando el punto
P se desplaza hacia la derecha sobre la curva, P

el punto correspondiente X = (a - g) sobre

el eje X tiende al valor a por la izquierda y el
area bajo la curva en ésta parte se aproxima al X

3 o a-¢
valor 3-\/a2 )

De manera similar, cuando el punto Q se

mueve hacia la izquierda , él area bajo ésta
parte de la curva se aproxima cada vez mas al

3
valor 6-\/ a2 .
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2-a
. . . 1
Ejemplo 9. Calcular la integral definida — dx
(x-a)
0
Solucién :  La funcién del integrando  f (X) = — s discontinua en X = a, valor que esta dentro
(x-a)

del intervalo de integracion [0,2-a], lo cual hace a la integral impropia .
Aplicando la definicién (8.9) resulta. . .

2-a a—¢& 2-a
1 . 1 . 1
—de = |im —zdx + lim —zdx
(x—a) £—0 (x—a) 7—0 (x—a)
0 0 a+n
. a_ ¢ . 2-a
X—a X—a
£E—0 —0
evaluando . ..

; 1 1 . 1 1
= lim (___) v lim H_}_}
e—0 \& @ 17—0 a/ n

En éste caso los limites no existen por lo que
la integral es divergente. a
|

La grafica de ésta funcidn es muy parecida a la 1
del ejemplo anterior ; sin embargo en éste caso
no existe la integral.

El area bajo la curva del ejemplo anterior es
finita a pesar de gue la funcion tiende al

infinito en X = a, la de éste ejemplo en
cambio es infinita.

Seria un grave error resolver ésta integral por integracion directa (ignorando la discontinuidad
en el intervalo de integracion ) como sigue . . .

I [_;} 28
(x—a)’ (x—a)

0 0

2-a
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evaluando . ..
2-a

s [ms e 6
(x—a)’ (2ra) —a (0) —a a

Este resultado es absurdo ya que la funcion f (X) siempre es positiva en el intervalo [0,2-a]

y geométricamente es imposible que el area bajo la curva sea negativa. Este es un indicador
de que no se realizo la integracion en forma correcta.

0
Ejemplo 10. Calcular la integral J e** dx

— 0

Solucion :  El limite inferior es infinito, asi que aplicando la definicién (8.10) resulta . . .

0 0 0
J e dx lim J eXdx| = lim fl'ez'x\
(= )

. i (e ) \2

Considérese ahora dos funciones f (x) y g(X) que son continuas en todo valor de X exceptoen X = ¢
. Se puede demostrar entonces que . . .

TEOREMA 3
C C
Si J g(x) dx es convergente entonces J f (x) dx también es convergente,
a a
siempreque 0 < f(X) < g(x).
TEOREMA 4
b b
Si J | f (x)| dx es convergente entonces J f (X) dx también es convergente .
a a

cuando f (X) sea una funcion de signo variable en el intervalo [a,b] y discontinua
séloenel punto X = b
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. . 1
Ejemplo 11. ¢ Es convergente o no la integral —dx ?
3
X +2:X

Solucion : El integrando es discontinuo en el limite inferior de integracion y comparandolo con la funcion
L. 1 . 1 1
més simple g(X) = — setieneque — >

Ademas la integral impropia . . .

e ][ (3] - v -

0 0+¢

existe (es convergente) y por lo tanto, de acuerdo al teorema 3, la integral de la funcién dada
también es convergente. Es decir, aln cuando la integracién de la funcién dada sea muy dificil,
al menos sabemos que tiene un valor finito.

oo

sen(x)dX )

3
X

Ejemplo 12. ¢ Es convergente o no la integral

Solucion :  El integrando es una funcién de signo variable en el intervalo de integracion [1, o),y por
otra parte, es claro que. . .

sen(x) 1
3 3
X X
. . 1
Ademas en el intervalo [1, ) se cumple que |—| = =
X X
Por otra parte la integral impropia . . .
2 &
1 . 1 . -1 -1 1
—gdx: lim -zdx: lim 5~ S| =0+
X g0 X g0 2-(6‘) 2-(1) 2
1 1
o0
sen(x)

es convergente, asi que la integral dx también lo es y por el teorema 4 se

X
1

sigue que la integral dada también converge.
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. . . . 1
Ejemplo 13. ¢ Para qué valores de n existe la integral — |dx ?
n

Solucion:  Notesequeparan = 1 ...

i 1-n
Sib>1yn>1entonces b —0 — n=
es decir, la integral converge enestecaso n>1

al valor
n-1

Si b>1y n<1,entonces b'™" > y la integral diverge .

oo

. 1
Cuando n = 1,setiene... —dx
X

In(0) — In(1) = o

por lo tanto la integral inicial divergesi n < 1 yconvergesi n > 1 .
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8.5 Meétodos numéricos para calcular integrales definidas en forma aproximada .

Frecuentemente, debido a la limitacion de las técnicas de integracion, no es posible expresar el resultado

de una integral indefinida f (x) dx en términos de funciones elementales. En éstos casos el valor

B
de la integral definida correspondiente J f (x) dx se puede calcular aunque sea en forma aproximada
a

utilizando un método numeérico .

Analizaremos dos métodos aproximados, ambos basados en la interpretacion geométrica de una integral
definida, como el area bajo lacurva y = f (X).

Dividamos el intervalo de integracion [a,b]sobre el eje X en n partes iguales mediante los puntos:
a=Xg, X1, Xoy covy Xn_1, Xp =D

(b-a)
n

Cada una de esas partes tiene entonces la longitud :  AX =

Los valores Xy , junto con los valores correspondientes de la funcion yy, = f (xk) , determinan los
siguientes puntos sobre la curva . ..

Po = (XanO) » Py = (Xlayl) , P = (XzaY2) oo Pp = (Xn,yn)

A unir con lineas rectas éstos puntos se
forman n trapecios, todos ellos con la

misma “altura" AX .
Un trapecio es un cuadrilatero con dos

lados paralelos (las bases) , cuya area
A se calcula como ;

Az (B+bj'h
2

donde h es la altura del trapecio, B vy

b son las longitudes de sus lados
paralelos o bases.

La suma de las areas de todos los trapecios es una medida aproximada del &rea bajo la curva y = f (x)

y por lo tanto, también es una medida aproximada del valor de la integral definida de f (X),estoes. ..
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AX + AX+ . +

b
+ + + i
J F(x) dx ~ Yo yl-AX+ Y1 y2_ Yo+ Y3 Yn—1 Yn'AX

a

Se puede simplificar la suma de la derecha notando que todos los valores Yy se repiten una vez a
excepcion del primero y el Gltimo, por lo cual . . .

b
J f(x)dx = Ax-(§+y1+y2+ ..................... +yn_l+7n)
a

Este resultado se conoce como _formula de los trapecios y permite obtener el valor aproximado de una
integral definida, de un modo muy sencillo.

Debe observarse que cuanto mayor sea el nimero arbitrario n de trapecios, tanto mas cercano seré el
valor aproximado al valor real de la integral definida.

Formula de Simpson .

Dividamos ahora el intervalo de integraciéon [a,b] en un nimero par de partes iguales . La idea

ahora es unir los puntos P, , P, , P, ,..., Py sobrelacurva y = f(x) con arcos parabélicos, los
cuales se ajustaran mejor al contorno de la curva que las lineas rectas del método de los trapecios.

Para desarrollar ésta idea, primero es necesario calcular el area bajo un arco parabélico correspondiente a
dos intervalos adyacentes [ Xk, Xk+11Y [Xks1,Xks2] Que pase por los tres puntos :

M k(xk ) Yk) » M k+1(xk+1 ) Yk+1) y M k+2(xk+2 ) yk+2)

La ecuacion general para una parabola vertical es:
2
y=ax +bx+c C
y una condicion necesaria es que pase por los puntos
A(-h.yo). B(0,y1) y C(h.y,)

con A y C situados simétricamente respecto al eje % ¥ Y,

Y , se tiene asi que. . .

para X=-h ; Yy, =a(-h)’+b(-h)+c

para X=0 ; Y

a-(0)> +b-(0) + ¢ h o h
a-(h)* +b-(h) +¢

para X=h ; Y,

> X
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El area de éste segmento parabdlico se calcula por medio una integral definida :

h
J (a5 +bx+c)dx = [Lah®+2bn?+ch)—(Eah®+Lbh?-ch)
h k3 2 } \3 2

)

= éh~(2'a~h2 + 6'C)

Pero de las ecuaciones para los puntos A, B y C seobtiene: 2-a- h’+6c= (yO +4-y; + y2)
. - 1
por lo cual el area del "trapecio parabolico™ es E'h~(y0 +4y; + y2)

Esta expresion no depende de X, solo de las ordenadas Y, , Y, , Y, lo cual significa que no cambia si la

parabola se desplaza horizontalmente sobre el eje X , asi que es posible escribir . . .

b X, X4 X
J f(x)dx = J f (x) dx +J f(x)dx|+... +J f (x) dx

a Xo X, X

y por lo tanto, aproximando las integrales de la derecha por el area de los segmentos parabdlicos
correspondientes, se obtiene un valor aproximado de la integral definida que es una mejor aproximacion
que la que se pudiera obtener con el método de los trapecios :

b
J f(x)dx =

a

AX AX AX
~ ?-(y0 + 4y, + yz) + ?-Ax-(y2 +4-y3 + y4) + . + ?-Ax-(yn_2 +4-Yn_1 + yn)

gue se conoce como formula de Simpson para calcular el valor aproximado de una integral definida .

Notese que en ésta formula los valores pares de Yy se multiplican por 2 y los impares se multiplican por

4, aexcepcion del primero : Y, ydel tltimo: yp.

Ejemplo 14. Calcular las siguientes integrales por la formula de los trapecios y por la formula de
Simpson, tomando el mismo nimero de partes de division del intervalo de integracion.
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10 4 3
a) J x> dx b) 1 dx %) J \/i 20 + x4i dx
-2

0 4+ X

10—-0
10

Solucién: a) Tomando n = 10 entonces AX = = 1 y resultan los siguientes valores para

X ey= f(x)

I
>

X = f(x) =
0

8

27
64
125
216
343
512
729
1-103

O|lo| N[l | W[N]| ] O

=
o

Aplicando la formula de los trapecios se obtiene :

b
J F () dx = Ax.(%wﬁyﬁ ........ +yn_1+¥j

a

10
3 (0 1000
XodX=~ 1 —4+14+84+27+...... + 729+ —— | = 2525
. \2 2

La féormula de Simpson da en cambio :

10
3 1
J X dx = 5-[0+ 2:(8 + 64 + 216 + 512) + 4-(1 + 27 + 125 + 343 + 729) + 1000]
0

= 12500

10

4 4

L, ] 10 0

Esta integral se puede realizar en forma exacta: J X dx = - 7 = 2500
0
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De modo que la formula de Simpson da en éste caso un resultado exacto ! .

. 1 . 4—-0 2
b) En laintegral ———— dx consideremos n = 6 , entonces AX = ( 5 ) = 3
4+X%
0
de modo que quedan los siguientes valorespara X e y = f(X) ...
X = f(x) =
0 0.5
0.667 0.4825
1.333 0.3962
2 0.2887
2.667 0.2087
3.333 0.1561
4 0.1213
Aplicando la formula de los trapecios
° y y
0 n
J f(x)dx = Ax-(—+y1+y2+ ........ +Yn1+_j
a 2 2
se obtiene:
4
1 2 (05 0.1213"
dx ~ —| — +0.4825 + 0.3962 + ..... + = 1.2286
e 3\ 2 2 )

Aplicando la férmula de Simpson :

se obtiene.. . .

10

3 2

J X~ dx z—z-[o.5 + 2-(0.3962 + 0.2087) + 4-(0.4825 + 0.2887 + 0.1561) + 0.1213]
0 3

= 1.2312
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Esta integral no se puede expresar en términos de funciones elementales; pero su valor
preciso hasta la 62 cifra decimal es

4

1
——dx = 1.230181
4+X

0

Asi que ain con un nimero de divisiones bastante pequefio, el valor aproximado que se
obtiene con la férmula de Simpson es mas preciso que el valor generado de la formula de los
trapecios.

3
: /( ) 3—(-2
¢) En laintegral J 20 +x') dx sean =4 , entonces AX = # =
-2

modo que quedan los siguientes valores para X e y = f(X) ...

, de

Ao

X = f(x) =
7 6
-0.75 4.507
0.5 4.479
1.75 5.42
3 10.05

Por la férmula de los trapecios :

b
J\ f(X) dx ~ AX'(?‘{'yl‘{’yz“‘ ........ +ynl+%)
a
se obtiene:

10.0499
+ 45074 + 44791 + 54202 + ——— )= 28.0396

Ao
N o

3
J \/i20+x4idx =
-2

Por la formula de Simpson

(
\

b
A
J f (x) dx ~ ?X'[y0+yn+2~(y2+ ........... +Ynoz) + 4(Y1 + e+ Yna) |

a

resulta. . .

3
15
J \/i 20 + x45 dx ~ ;Z[ 6 + 10.0499 + 2-(4.4791) + 4-(4.5074 + 5.4202) ]
-2

= 26.966
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exacto hasta la la 62 cifra decimal es :

3
J J(20 + x*) dx = 26.991568
-2

pequefio, el valor que se obtiene de la formula de Simpson es mucho mas preciso que el
valor que resulta de la férmula de los trapecios.

En resumen, si n es pequefio, la formula de los trapecios es sencilla; pero bastante
inexacta mientras que la formula de Simpson es menos simple; pero mas precisa.

EJERCICIOS 8.2

I. Calcular las siguientes integrales impropias (o determinar al menos su convergencia) :

1 3 rl
1 1 1
1. — dx 2. —2dx 3. —— dx
VX (x—1) X
0 0 0
o0 o0 00
1 1
4 —dx 5. 2dx 6. z—dx
X 1+X X" +4X+09
1 o0 J*OO

N e
N e
8

= dx 8 _t dx 9. sen()

x-In(x) | x(In)? X2

I. Calcular los valores aproximados de las siguientes integrales, con el valor dado de n:

1
10. j Ji=x2dx ; n
0

I
o

10
11. j logio:(X) dx ; n= 10

1

z
2
sen(x)
X

12. dx ; n=10

0

Y nuevamente aunque el nimero de divisiones del intervalo de integracion n, sea bastante

Esta integral tampoco se puede resolver en términos de funciones elementales; pero su valor
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13. Calcular un valor aproximado del nimero 7z aplicando la formula de Simpsoncon n = 10 vy
usando el resultado de la integral definida inmediata :
1

12dxz£
1+ X 4

0
Respuestas . Ejercicio ( 8.2)
T
1. 2 2. o 3. — 4, o
2
T 1
5 6. — 7 —oo 8. —
V5 In(2)
9. 0.16462698 10. trapecios: 0.8109

11. Trapecios: 0.60656 ; Simpson: 6.0896 12. Simpson: 1.371
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Capitulo IX
Aplicaciones de la Integral Definida

9.1 Superficies limitadas por curvas planas..

Y A
Por definicion, cuando f (x) > 0 en [a,Db], el ndmero

representado por la integral definida : /_\F:

b
A= J f (x) dx (9.1)
a y y =f(x)

es geométricamente igual al area A limitada por :
e lacurva y= f(x)

e elejeX

e lasrectas verticales x=a; x=Db a O dx b

El integrando f (X)-dx se puede interpretar como el diferencial du = f (x)-dx de una funcién u(x)

que geométricamente es el area de un rectangulo diferencial vertical de base dx y de altura y = f (X)

como se muestra en la figura anterior.
La suma infinita (es decir, la integral definida) de todos éstos elementos diferenciales de area es el area
total bajo la curva .

Cuando la curva tiene la forma x = g(Y), es decir cuando X es una funcion de y, sélo es necesario
invertir los ejes de coordenadas y aplicar la formula anterior para calcular el &rea que ahora queda limitada

por :
e lasrectas horizontales: y=c¢ , y=d Y
o celejeY X=90)
e lacurva x = g(y) d
considerando que los elementos diferenciales de area
ahora son rectangulos horizontales, con base dy y dy
altura X cada uno de ellos de area: du = g(y)-dy X
El &rea limitada se calcula como la suma infinita de -
todos esos elementos diferenciales de area, es decir, 0 X
como la integral definida . . .
c

d d
A:J .du = J g(y) dy 9.2)
C c

En las dos formulas anteriores (9.1) y (9.2), esta claro que si la "altura” de los rectangulos diferenciales es
negativa entonces el valor de la integral definida también sera negativo.
Esto simplemente significara que el area limitada estara por debajo del eje X o a la izquierda del eje Y .
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Para calcular el rea limitada por las dos curvas: y = f(x) e y = g(X) y las rectas verticales x = a,

X = b, siendo f (x) > g(x) en todo punto del intervalo [a,b], basta con calcular la diferencia de las

areas bajo las curvas correspondientes . . .

A:Jb.du = jb(yz—yl)dx

a

<=y

Y,

b b

= J f(X) dx—j g(x) dx
a a
b

= J (f () —9(x)) dx | N
a yl

Notese que los limites de integracion se | a dx 0

podrian extender hasta las intersecciones

= X

entre las curvas; pero no mas lejos puesto que a la derecha o a la izquierda de tales puntos g(x) > f (X)

horizontales y = a ; y = 2-a.

Ejemplo 1. Calcular el area limitada por la parabola semicubica a'y2 =x ,eleje Y vy lasrectas

Solucion :  Considerando que el area pedida esta formada por un nimero infinito de rectangulos
diferenciales horizontales , cada uno de &rea du = x-dy, que se apilan uno sobre otro

entre los limites y = a ; y = 2-a, el areatotal u es la suma integral de todos ellos, es

decir, por la formula (9.2) . . .

a a YA 9
— 3
y=2a /ay—x
2-a .
=j (Yary?) ay
a
2-a P(x.y)
e~
[\s) V"7 ]
a
y=a
o[
_ . 3) X
s o g
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Ejemplo 2. Hallar el &rea limitada por la curva coseno, el eje X vy las rectas verticales X = 0, X = 2.7

Solucién :  Calculemos la integral definida de la funcion f (x) = cos(x), considerando los
elementos diferenciales de area como rectangulos verticales diferenciales, cada uno de

ellos de &rea du = y-dx :

Y

- f(x) = cos(x)

0] 2r \ X

2-T

b 2.7
A= J ydx = J cos(x) dx = sen(x)

= sen(z-ﬁ) —sen(0) = 0

Se esperaba éste resultado puesto que una parte de la curva esta por debajo del eje X , esto
es, el &rea es negativa y por la simetria de la curva, es exactamente del mismo valor que
la parte positiva que queda por encima del eje X .

Sin embargo, el &rea pedida no puede ser cero y para determinarla es necesario calcular por
separado la integral definida de cada parte de la curva por encima o por debajo del eje X
y sumar los valores absolutos de cada resultado como sigue . . .

2.7

J cos(x) dx = cos(x) dx + cos(x) dx +J cos(x) dx

0 0

< so{3) -s0+ e 3.0)- o2

= (1-0)+ |[(-1-1)] +[o-(-1)] = 4

3
—_— —.72'
2

N | w

T

+ sen(z.7) - sen(%”)

de modo que la curva tiene dos unidades de area positivas (por encima del eje X )y dos

negativas (por debajo del eje X ).
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Ejemplo 3. Calcular el area limitada por las curvas: y2 =2X 5 2X-Y

I
o

Solucién :

. . . . . . 2 .
Es necesario determinar primero si la parabola horizontal : y~ = 2.X 'y lalinea recta
2:X—Yy = 6 tienen puntos de interseccion.

En un punto de interseccion, los valores de X y de y son iguales para ambas curvas, asi
que resolviendo sus ecuaciones simultdneamente resulta . . .

y2 =6+Yy (substituyendo 2-Xx de la primera ecucacion en la segunda )

y2 -y-6=0 que tiene como soluciones: y =3 , y = —2.

los correspondientes valores de X en los puntos de interseccion se obtienen substituyendo

. . . S 9
éstos valores para y en cualquiera de las ecuaciones iniciales, resultando: X = — 'y
2

X = 2 respectivamente. Los puntos de interseccion de éstas curvas son entonces . . .

A(2,-2) y B@,s)

2

. o y 6+
Consideremos el rea limitada entre las dos curvas g(y) = "y ; f(y) =

2
una suma infinita de rectangulos diferenciales horizontales, cada uno de ellos de area

du = x-dy donde X esla™altura™ (ladiferencia entre las abscisas de las curvas ) y

y como

dy esla "base" del rectangulo.

Si las ordenadas de los puntos de interseccion
A y B sony; e vy, entonces el area

total es : y
Y2 Y2 B
A:J xdy = J () - 9(y) dy
Y1 Y1
_dy
= Ky;e)_ﬁ} dy /
) 2 2 O Xl X2
3
= (_ y2+3.y__.y3) A
—2
- 2@ -2 |- B s - 2y |-
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Otra manera de calcular ésta area seria considerar que esta formada por una infinidad de
rectangulos diferenciales verticales cada uno de ellos de area: du = y-dx, donde dx es
el "ancho" del rectanguloy y = ys—V;j es la"altura” (la diferencia de ordenadas) , esto
es. ..

du = (YS— yi)'dx

Sin embargo, con éste enfoque es necesario construir dos tipos diferentes de rectangulos
diferenciales, dependiendo de que su "base" esta sobre un punto de la rama inferior de la
pardbola , o sobre un punto de la linea recta.

Y‘ y=2x-6
B /2
e
o dx
A —/2:

Se tiene asi que . . .

9 9
2 2

2
A=J ydx=J ydx+J y dx
0

0 2
9

- J [V2x~ (/2] dx+f [2x - (2x—6) | o

yresulta. ..
9
A = 4—\/5\/E ’ + 2'—\/5'\/?—x2+6-x 2
()} (o) |
(=) L[ s[5 R-2e0)]
_(16)  (61) _ 125
) e) T
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Que es el mismo resultado obtenido en el primer calculo, pero con bastante mas esfuerzo.
La moraleja que debemos aprender de éste ejemplo es que si es posible resolver un
problema de varias maneras distintas, lo mas sensato es esojer la solucion mas simple.

Forma paramétrica :

Si la curva que limita al area tiene la forma :
X=¢@) , y= w() con g <t<p

donde los limites « y f quedan determinados por las condiciones : a = ¢(a) , b= ¢(,B) que son

los limites de integracion correspondientes a las rectas verticales X = a , X = b, entonces la integral
definida para el céalculo del area . . .

b b
A:J ydx:J f (x) dx

a a

dt

! d
o]

a

simplemente se transforma con la substitucion : x = @(t) ; dx = (d—¢j-dt ; y= F(X) = w(t) en

la integral equivalente:

A

_ - ~(x=acos(t)
Ejemplo 4. Calcular el area limitada por la elipse ,o0tL2nx
y = b-sen(t)
Solucién:  Debido a la simetria de la curva, el area total
serd el doble del area por encima del eje X . vy A

Ademés de x = a-cos(t) se obtiene :

X b
t = arccos| —
a -

de manera que si X variaentre —a y a, el

pardmetro t cambia entre los limites :

-a
t, arccos(—) = arccos(-1) =«
a

a
t, arcos(—) = arccos(1) = 0
a
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El 4rea total encerrada por la elipse es entonces de acuerdo a la formula (9.4) ...

A= 2 [://(t)-(%ﬂ dt = 2 b-sen(t)-(%-a-cos(t)j dt

v T

Vi T
- 2ab J sen’(t) dt | = 2-a-b-J (“L;(“)) dt = rab

0
0

Cuando a = b = R, laelipse se transforma en una circunferencia de radio R y se

. e , . 2
obtiene la conocida férmula para el &rea del circulo : 7R

x(@) = a-(@—sen(@))
Ejemplo 5. Calcular el area limitada por un arco de la cicloide:

Solucién :  Unarco completo de la cicloide se describe cuando el parametro & variaentre 0 y 2-7
radianes.
YA
A
= X
0

2ra
entoncescon ¢ = 0 , B = 2-x, laférmula (9.4) queda :

B

(1//( H)S—Zj do = r% a~(1 - cos(@)){a-(l - cos(@))] déo

0

>
I

a

azf:.n [1 - 2'cos( 9) + c052~( 9) ] déo

= az-(g. 60— 2-sen(9) + %cos(@)-sen(@)

)
)

Pedro Ferreira Herrején 575




Calculo de una variable

) 224 -20+ 200 | -
que equivale al area de tres circulos de radio a (el circulo generador de la cicloide )

Forma polar :
Si la curva que limita al area tiene laforma: r = f (9) entonces el area limitada por la curva y dos de

sus radios vectores: r = o y r = [, se puede considerar formada por un nimero infinito de elementos

diferenciales que tienen la forma de sectores circulares de angulo central A6 y radio rj= f (Hj) :

El area de un sector circular tal se puede aproximar B
por el area AA j de un triangulo isosceles de base

rj-A0yaltura rj :

AAj = (1} 46)) 1]

N

como se ilustra en la figura de la derecha .

De modo que la suma de todos los sectores
circulares construidos sobre n puntos en el arco

AB de la curva polar, representa en forma ‘ a
aproximada el area comprendida entre los radios 0 eje polar
polares OA , OB y lacurvar = f(@) , esto es

A

B
I|m Z rJ AH, = %J r’do (9.5)

J—l

Ejemplo 6. Calcular el area encerrada por la Cardioide r( 9) = a-(l - COS(H))

Solucién :  La curva completa se describe cuando el angulo polar & variaentre 0 y 2- 7 radianes.
Ademas, debido a la simetria de ésta curva respecto al eje polar, podemos calcular la mitad
del area (la comprendida entre 0 y 7 radianes) y luego multiplicar el resultado por 2
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Entonces ...
1 p 2
A = —j rdo
2 a
(2-7T
=L az-(l—cos(e))zdé’
2 J,
a2 (T )
= 2-?- (1—2-005(9) +cos(¢9) )d@
J0
S 2
= —-7r-a
2

Esta misma curva escrita en la forma paramétrica tiene las ecuaciones. . .

X = ¢(t) = a-cos(t)-(1 — cos(t))
y = ¥(t) = a-sen(t)-(1 — cos(t))

de(t
Calculemos su area empleando ahora la formula (9.4) : A = w(t)-(%j dt
[24
0

>
I

[a-sen(t)-(1— cos(t))]-% [a-cos(t)-(1 — cos(t))] dt

2.7

Z-J az-(z-cos(t)4 - 3-cos(t)3 — Cos(t)2 + 3-cos(t) — 1) dt

T

2

&
= —.r-a
2

y por supuesto, se obtiene el mismo resultado que se calculd antes en la forma polar. Se dejan los detalles

de la integracién como ejercicio para el lector.

. ; . . 2 2
Ejemplo 7. Calcular el area encerrada por la Lemniscata de Bernoulli: r~ = a -Cos(2- H)

Solucién :  La curva completa se describe cuando el angulo polar polar & variaentre 0 y 2-7

radianes

Pero debido a la simetria de la curva respecto al eje polar, el area total que encierraes 4
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veces el area de la region generada

/

Via
cuando @ variadesde 0 hasta " P(r, 6>

segln se ilustra en la figura de la
derecha.

Por lo tanto, de la férmula (9.5) se
obtiene . . .

B
j r*do
2

(24

| —

b

= 4 %J (a2~cos(2~9))d9 = az'[sen(zg)—sen[z.(o)]} = [y

0
(se dejan los detalles de ésta integracion como ejercicio para el lector).

Es curioso que ésta area sea equivalente al area de un cuadrado de lado a construido sobre
el eje polar.

EJERCICIOS 9.1

I Hallar el area de la superficie limitada por

1. y=1In(x), eleje X ylarecta x = 10 2. y= x-€*, eleje X ylarecta X = 0
2z 2
3. losejes XeY ylacurva: \/)—(+\/§/ = \/5 4. la Astroide x° + y3 =3’

Il. Calcular el area comprendida entre las dos curvas dadas y mostrar los rectangulos diferenciales de area.

5.y =6X ; X =6y 6. Y= 4—X [ Y= 4—4X
7.y =2x ; X4y = 4x 8. y=6xX-X ; y=X

3 2 2
9. y=xX —3X ; y=X 10. Y= 4X ; X=12+2y—y

11. y° = x° ylacuerda que une los puntos: (~1,1) , (8,4)

12. y2 —x=a’, el eje Y yunarectadesde (0,0) acualquier punto (X,Y) sobre la curva .
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I1l. Encontrar el area limitada por las siguientes curva paramétricas :

13. Unarama de la Trocoide :

(x(t) = a-t — b-sen(t)

y(t) = a—b-cos(t)

j;o<b<a

14. El lazo del folium de Descartes :

X(t) = (3'&2)
1+t
y(t) = (S'a'tsj
i 1+t ) |

0<t< w

IV. Encontrar el area limitada por las siguientes curvas polares :

15. La primera y la segunda espira de la
espiral de Arquimedes:

r=aé.

17. =&’

D

%%

-sen(4- 6?)

16. Una de las hojas de la rosa :

r= a-cos(z- 9)

) para 6 =

18. r= a-secz-(

N

w|y
IA
(N
IN

Ny
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19 r= a-(sen(z- 6?) + cos(z. 9)) 20. r = a-senz-(e)

21 r= 2—003(0) 22. r= a~sen(3~ 9)

—~
\_

N A S

\

V. Calcular el area que encierran en comdn los siguientes pares de curvas :

23. r= 3.cos(9) , r=1+ cos(&) 24. 1 = sen(z- 9) = cos(z- 9)

.

7\ R
./
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Respuestas : Ejercicio 9.1

10 0
1. In(x) dx = 10-In(2) + 10-In(5) — 9 2. J x-e dx = -1
J1 N
ra )
3. | (va-vX) dx = %-az
Y0

4. De la forma paramétrica para la Astroide :

X(t) = a coss(t)

y(t) = a'sen3'(t)

y utilizando la simetria de la curva se obtiene :

T
2

4~J (a~sen(0)3)~3-a~cos(6?)2~sen(6?)dH : ral

0

I
|
N
@

6. J [(4-) = (a-ax)]dx = 3—32

0
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7. Area "exterior " :

ZU: (Vax— —zx) dx} S

Area "interior " : | ;

| —
-
w0
e e v

Y
2
10. J' {(12+2.y—y2)—y7}dy - 209

75
_[(12)
\s)

12
5
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= J' (a- b-cos(t)){%-(a-t - b-sen(t))} dt

0

2-r
= J (a2 —2-a-b-cos(t) + bz-cos(t)z) dt

0

= (2-a2 + b2)~7r

B 2
dx 3-at d( 3at
14. t)| — |dt = il dt
J v (dtj (1+t3j {dt(1+t3ﬂ

(9-a%t — 18-2%t

<)

1+t = ' '
E
2

2
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R 28 : 1 a’
= 3 2 . . . 2 = T
5 J (oo = 22 6 | acos(z0)do = =
2. i
4
z
4 2 2
17, 8| L. az-sen(4-0)d0 = 2.a° 18. '—a-(z—i)
2J, 3 3-/3
2-T )
19. ra 20. l-j (a-sen(0)?) do= 3.a% 7
2 ), 8

T
2. ; aZ.
21. l-j (2—cos(9))2d9 = 3-7: 22. 3 L (a-sin(3-¢9))2d6? =247
2 J, 2 2 J, 4

3 7 . . . -
23. Las curvas se cortan en el punto polar (E s 5) y por la simetria de la figura, se puede escribir :

T T
2

Area = 2- %Lg (1+cos(9))2d9+%.J (3.cos(0))* do
(D)) “ :
- S

1
24, Las curvas se cortanen | — ,— | , y por simetria :
V2’

T
4

T
1 JE 1 (-1 1 -1 1) 1
Area = 2-| = sen(2-6) do+ > cos(2:0) do| = 2'\?'\/§+Z +?-\/§+—) = 1——

0

8
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9.2 Longitud de arco de una curva.

Forma Rectangular .
Consideremos la grafica de una funcién en coordenadas rectangulares y = f (X) que sea continua en el

intervalo [a,b] y dividamos éste intervalo de integracion sobre el eje X, en n partes no necesariamente
iguales entre si , por medio de los n + 1 puntos :

XO’Xl’XZ"""Xj—ll Xj,....,Xn

donde X, = a esel punto inicialy X, = b esel final.

A éstos valores de X, corresponden los puntos sobre la curva :
A, P,,P,.....,Pj-1, Pj,..... B

segun se muestra en la siguiente figura, siendo yj = f (xj) la ordenada respectiva para el punto Pj :

Al unir éstos puntos por medio de lineas v A
rectas, es claro que la longitud total de
éstas lineas serd una aproximacion de la
longitud total de la curva compredida
entre los puntos A y B.

Sea entonces As; la longitud de la

cuerda que une los puntos cosecutivos
Pi_1 y Pj sobrelacurvay sean:

AX = (xi - xi_l)
Ay = (i) - f(xi-a) 0

las longitudes de los intervalos correspondientes sobre los ejes X e Y respectivamente.

Por el teorema de Pitagoras, la longitud de la i-ésima cuerda Pj_; P;j es entonces :

a5 =l =)+ (1) = 1 02))

estoes. ..

As = \/(Axi)2+(Ayi)2 = (4%)-

Por el teorema del valor medio aplicado a ésta funcion en el intervalo (Xi—1 ,xi) se obtiene que . . .

A f(x) - f(xi1) _ df (i)

con  Xji—1 < fi < X
AX; Xj — Xj_1 dx
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es decir . . .
ASi = (Axi). 1+ (Mj
dx

De ésta manera, la longitud total de la linea poligonal A-P,P,-P5-....... ‘Ppn_1:B es...

As:é As; = Zn: (ax,)- H(df(gfi)jz

i=o

En el limite cuando n — o, esta longitud se aproximara a la longitud s de la curva en el intervalo [a,b]:
n 2
. df { Bi
s= lim Z (Axi)- 1+ ((—)
n—oco i—o dX

Esta expresion es precisamente la de una integral definida que nos permite calcular la longitud de la curva
continua y = f(x) entre Xx=a y X = Db ,esdecir...

b b

df (5i))’ 2
s= 1+[ (ﬂ')j dx obien s= 1+(ﬂj dx (9.6)

dx dx

a a

Es posible obtener también una expresién para el diferencial de la longitud de una curva en coordenadas
rectangulares, puesto que que si la longitud s de la curva se interpreta como una suma infinita de elementos

diferenciales ds, estoes: s = J, .ds , entonces la férmula (9.6) queda. ..

| [

y en vista de que la derivada d_y , Se puede interpretar como el cociente de dos diferenciales, el diferencial de
X

arco se puede escribir también como :

(9 +(dy)”
(dx)®

_ Yooy +dy dx = @2+ @)’ @)
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Ejemplo 8. Calcular la longitud del perimetro de una circunferencia de radio r .

Solucion :  Laecuacion rectangular de una circunferencia de radio r y centro en el origen de
2 2 2
coordenadases: X +Yy =1 .

Escogiendo a la variable y como funcion de X

, toda recta vertical la debe cortar en un solo
punto, por ello tal funcion se debe expresar
como ...

2 2 2 2 2 2L I
y: r —X 0 como y: r —X —\/r—x

que representan las semicircunferencias
superior e inferior al eje X respectivamente, T

con X en el dominio [—r,r]. X

entonces . . .
ﬂ i = d_ r2 — X2 2 = _—X i
dx dx 2 2
ds (dy)2 r’ r
= 1+ — = =
dx dx 2 _x? 2 2

Ademas debido a su simetria, la longitud de la curva en el primer cuadrante es un cuarto de
la longitud total, asi que. . .

r

r
S = 4 (ﬁj dx = e dx
i dx 2 _ 2

o)1) - ar| -0 -
= 4-.r-|arcsen| — |—arcsen|— || = 4r|—=—-(0)| = 2. 72r
r r 2

que en efecto, es la conocida férmula para calcular el perimetro de una circunferencia de
radio r .
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Forma Paramétrica.

x = (1)

y = ¥(1)
correspondientes de longitud sobre los ejes X e Y son. ..

dx = 9¢ -dt ; dy = d—Yj-dt
dt dt

de manera que el diferencial de longitud de arco queda expresado como . . .

ds = \/(dx)” + (dy)* = ](%j +(‘Z—‘:’j dt

dt
y la longitud de una curva paramétrica continua entre los puntos X; = ¢(t1) ;X = ¢(t2) es:

Si una curva esta dada en la forma paramétrica : ( J , entonces los diferenciales

t

t, ax\2 dy 2
S:J .ds = /(—) +(—) dt (9.8)
t, dt dt

15

X = a-cos(t)
Ejemplo 9. Calcular la longitud de la elipse s o<tL2r

y = b-sen(t)

Solucion :  Para que ésta curva represente realmente una v
funcion de X, es necesario considerar sélo la

parte que queda por encima del eje X (0la b
parte negativa por debajo de él) pues solamente

asi cualquier recta vertical cortard a la 0 X
gréfica de tal funcion en un solo punto . Esto
implica que el pardmetro t varie desde 7

hasta 0 solamente.

a
Entonces . ..
—X = —(a- ; ﬂ = Db
ot (a-sen(t)) i b-cos(t)
t2
j o) () JO J(=a-sen(t))? + (b-cos(t))’ dt
dt dt i
t
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Ademas, por su simetria, la longitud total de ésta curva, es el doble de ese arco.

Por lo tanto:

s= 2-JO [\/az + (b2 - az)-cosz-(t)] dt

2 2

- a .
definiendo ahora la constante : K = ~——— < 1, laintegral toma la forma. . .
a

5= 2-a-J0 [\/1 - kz-cosz-(t)] dt

llamada integral eliptica, la cual no se puede resolver en términos de funciones elementales.

Esta integral se puede calcular solamente por medio de un método numérico aproximado
para un valor especifico de la constante K.

Ejemplo 10. Calcular el perimetro de la Cardioide {

X = a-(2-cos(t) — cos(2-t)) }
yo<tL2r
y = a-(2-sen(t) — sen(2-1))

Solucién :

Esta curva es cortada por una recta vertical en més
de un punto y sélo la parte por encima del eje X (6
la parte por debajo de él) representa realmente una
funcién de X, es decir , cuando el pardmetro t varia

solamente desde 0 hasta 7.

Ademas, por la simetria de la curva, la longitud
total es el doble de ese arco, asi que . . .

dy _

% = a-(-2-sen(t) + 2-sen(2-t)) ; a-(2-cos(t) — 2-cos(2-t))

por lotanto . . .

dx)*  (dy)? 2
(E) + (aj = 8-a"-(1—sen(t)-sen(2-t) — cos(t)-cos(2-t))

= g-a’-(1—cos(2:t —t)) = 8a’(1— cos(t))

y aplicando (9.8) , se obtiene :
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SVGEGE

2-J Je-a%(1— cos(t)) dt = 4-\/§-af /1 - cos(t) dt

0 0

4-\/§-a-(—2-\/1 +cos(7) +24/1+ cos(o))
4+/2-a-(2+/2) = 16-a

Forma polar

Sir=f (6) es la ecuacion de una curva en coordenadas polares, siendo r el radio vectory & el angulo
polar, para determinar la longitud de la curva comprendidaentre @ = « y 6 = f3, es necesario

transformar el elemento diferencial de arco ds de la forma rectangular a la forma polar por medio de las
ecuaciones que relacionan a ambos tipos de coordenadas :

X = r-cos(@) , Y= r-sen(@)
y dado que el radio vector r estd dado por r = f (19) , quedan . ..

X = f(0)~cos(6?) , ¥y = f(@)-sen(@)

De ésta manera, se puede considerar que éstas ecuaciones representan una "forma paramétrica” de la curva
polar, siendo & el pardmetroy por lo tanto . . .

dx = (%}de _ :(j—fe)-cos(e) _t(6)-sen(6) |40

dé

dy = (ﬂ}de _ Iﬂj.sen(e) + £(6)-cos(6) |46

dé dé

y el elemento diferencial de arco (ds)2 queda expresado como . . .

(ds)” = (dx)* + (dy)®

= { j—;)z'cos(e)z - 2'3—;-003(9). f (9)-sen(9) + ( f (6?))2~sen(6?)2}(d9)2
+ (%jz-sen(e)z + z.g—fécos(@)' f(6)-sen(6) + ( f (9))2-003(9)2}.(%?)2
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(@9 - [(j—;j e (e))ﬂ-(ae)z

de manera que la forma polar del elemento diferencial de longitud es . . .

ds = U(f(e))z{%)z}.de = { r%(j-éjz}-de (9.9)

y la longitud de una curva polar r = f (19) continua entre = o y 6 = [3,esentonces :

B

el
s= rr+|—| |d& (9.10)
do

[

Ejemplo 11. Calcular el perimetro de la Cardioide r = 2-a-(1 - COS( 6?))

Solucién :  Esta es la misma curva del ejemplo 10 anterior , asi
que aplicando (9.9) el diferencial polar de arco es :

2
ds= [r° + dr .do
do /\

= 2a(1-cos(0)T + (2-a-sen(6))*.do \/

= Js-a®(1- cos(9))-do

Aplicando (9.10) y usando la simetria de la curva resulta :

T T
s= zj v8-a+/1 - cos(6) do = 4'\/§~a-J J1-cos(6) do
0 0

gue es exactamente la misma integral definida del ejemplo 10, obteniéndose como resultado :

S = 16-a.
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. 0
Ejemplo 12. Calcular el perimetro de la curva r = a-senA-(z

Solucidn : Esta curva se describe completamente
cuando el angulo polar varia desde 0 hasta

4- ¢ radianes.

Aprovechando su simetria, la longitud total

es 2 veces la longitud de la parte superior

de la curva descritapara 0 < @ < 2-7: \—/

2-7

2-

1
@
D
)
o
wn
I
N
\;'b/
| —
Wk
)
o
wm
-l\)
I
N
N
|
[
1
||—\
o
o))

9.3 Superficies de revolucién .

Forma rectangular .

Cuando el arco de una curva continua y = f (x) comprendido en el intervalo desde X = a hasta X = b se

hace girar alrededor de un eje fijo, por ejemplo el eje X , se genera una superficie de revolucion.

Es posible calcular el area de ésta superficie por medio de una integral definida considerandola como la
suma infinita de las areas laterales de conos truncados, como se ilustra enseguida .
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Al dividir el intervalo [a,b] en los subintervalos : Y
AXy , Xy, AXg ..., AXp

por medio de los puntos :
XO’Xl!XZ""'Xn

las ordenadas correspondientes sobre la curva son :

f(%) . f(x). F(x). ... f(xn)

y los puntos correspondientes sobre la curva y = f (X) pueden unirse con lineas rectas, las cuales al girar
en torno al eje X, generan la superficies laterales de conos truncados .

Los radios de las bases circulares para el i-ésimo cono truncado son los valores h = f (xi) y

H= f(xi_l) donde Xj—Xj_; = AX; es la"altura” de tal cono.

De la geometria elemental, es bien sabido que el area lateral de un cono recto circular truncado de longitud
lateral L esta dada por :

A:Zﬂ(h;H)L

Por lo tanto, el i-ésimo cono que se genera al girar la curva
y = f(x) alrededor del eje X , tiene una longitud lateral que es la

longitud de la cuerda AS; que une los puntos (xi_l, f (Xi—l)) y

(Xi, f (xi)) sobre la curva .

De modo que por la formula anterior, su area lateral AA; es. ..

AN = 2-%-( ) + f(xi))Asi

2

y del teorema de Pitagoras se deduce ahora que . . .

Xj = [1+ f(xi)_f(xi_l) 2-AXi
AX;

Pero del teorema del valor medio de obtiene que . . .

fuo—qu):dWﬁo

Xj — Xj_1 dx

D X1 < Bi < Xi
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df ( S
donde ( ) es laderivadade f(X) evaluadaen fj . De ésta manera, el area lateral i-ésimaes :

dx
= (L )] L (HOOY,

y la superficie lateral de todos los conos truncados es la suma.. . .

An = Z Aj = ”Z (f(xi_l) + f(xi))- 1+(%fi)jz - AX

extendida a todas las cuerdas As; de la linea poligonal trazada sobre la curva y = f (X) .

En el limite cuando n (el nimero de conos truncados) tiende al infinito, ésta suma es en efecto el valor
buscado de la superficie de revolucién y queda . . .

A= lim ﬂ-z (f(xi,l)+f(xi))- 1+[%T - AXj

n—oo .
1=1

- an; ﬂZ:: (g.f(ﬂi)). W - AXj

que representa la integral definida :

(&)
A=2r f(x) |1+ — | dx (9.12)
dx

la cual también se puede escribir como . . .

b
A= 2-7r-J yds .

a

donde ds es el elemento diferencial de longitud sobre lacurva y = f (x) .

Esta integal se puede interpretar como la suma de un ndmero infinito de "aros diferenciales " verticales de
radio y = f(x) ,ancho ds cuya &rea es por lo tanto 2-7-y-ds .
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¢ Qué pasasilacurva y = f(x) giraalrededor del eje Y ?

En principio no hay nada nuevo, el Unico cambio es que los elementos diferenciales de superficie ahora
son "aros horizontales" de radio igual al valor de la abscisa X, ancho ds y area 2-7-X-ds, de modo
que la suma infinita de todos ellos corresponde a la integral definida . . .

d

d dx 2
A= 2-7Z'-J xds = 27z | X [1+ (—j dy (9.12)
c dy
c
Sin embargo, podria suceder que la funcion y = f (X) no sea biyectivay que X no sea una funcion

de Y. En éste caso debemos calcular por separado las superficies de revolucion generadas por las
partes crecientes y decrecientes de la curva y luego sumarlas.

Ejemplo 13. Calcular el area de la superficie que se genera cuando el arco de la parabola cubica
az-y =x comprendidoentre X = 0 y X = a, giraalrededor del eje X .

3
Solucién :  Considerando gréfica de la funcién y = f (x) = — cuando el arco de la curva

a

comprendido entre X = 0 y X = a gira alrededor del eje X , se genera la superficie en
forma de embudo mostrada en la siguiente figura a la derecha .

Asi que aplicando la férmula (9.11) , se obtiene . ..
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. g . . . . . . 4 4
gue se simplifica a una integral inmediata bajo el cambio de variable z= a + 9-X ...

X a X 10-a*

T 3 4 4 4

= —J X wja +9-x dx = J \/Edz
4 4
a. 0 a4

36-a

27 .[\/(a“ +oa’) - \/(34 + O)S]

4
54-a

2
7-a
7-(10\/% —))

Forma paramétrica .

Si la curva que genera la superficie de revolucion esta dada en la forma paramétrica :

y=f(® . x=g()

entonces basta con aplicar en las formulas (9.11) y (9.12) la forma correspondiente del diferencial de

longitud de arco ds :
d 2 2
gs= [ Y]+ q
dt dt

y cambiar los limites de integracion para que correspondan adecuadamente al parametro t de modo que se
describa el arco de curva correspondiente .

Ejemplo 14. Calcular el area de la superficie que se genera al girar alrededor de su eje de simetria un
arco de la cicloide :

X = a-(@—sen(@)) ;Y= a-(1—cos(0))

Solucion:  El eje de simetriaes larecta X = z-a puesto que la cicloide tiene valores simétricamente

situados a la izquierda y a la derecha del angulo @ = .
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Considerando a y como funcion de X,

podemos aplicar la férmula (9.12) asi
como la forma paramétrica del elemento

diferencial de arco ds para obtener . ..

d_H: %.a'(e—sen(e)) = a-(1-cos(6))

dy _ H-a'(l—cos(e)) = a-sen(6)

dée

2 2
ds = \/(3_);) +(ﬂj -dé = \/a2~(1—cos(@))2+a2-sen2-(9)~d9
%
= a-/2+/1—cos( 9)-d@ = 2-a-sen(gj-d¢9

Los "aros" diferenciales son franjas horizontales de radio : 7-a — X, Yy la integral de superficie
toma la forma. ..

A= Z'ﬂ-ng(ﬂ'-a—X) ds = 2-7r-Jﬂ[7r~a—a-(H—sen(@))]-z-a-sen(g)d6’

0, 0

Usando ahora la identidad trigonométrica:  sen(2-A) = 2-sen(A)-cos(A) con 2-A = 4,
se obtiene . . .

T
A= 4. ﬂ-a-J (ﬂ-a —a0+ 2~a-sen(§)-cos(g))-sen(g) do

0

Si la cicloide gira alrededor del eje X,
entonces el diferencial de superficie es un "aro_
vertical" de ancho ds y radio y( 0) , de modo

que la superficie total es la suma de todos esos
aros , es decir . . .
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2. 1 y(@)-/(j—gz + G—gde

0,

A

2-;z-J’2'ﬂ a-(1 - cos(@))-za-sen(—f) déo

0

obteniéndose una superficie como la
mostrada en corte en la figura de la
derecha ...

Si la cicloide gira alrededor del eje Y ,
hay un arco creciente (desde X = 0

hasta X = z-a) Yy otro decreciente

(desde X = 7-a hasta X = 2-7-a)

gue generan cada uno sus propios
element(—m An ctinarfinia

ra
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Il

de manera que la superficie total es . . .

a-z
2~7Z'-J
0

Donde X es el radio de los aros diferenciales construidos sobre el arco de la curva desde X = 0

0
A = xlds+2.;z-J X, ds

a-w

hasta X = 7-a Yy similarmente X, es el radio de los aros diferenciales sobre la otra rama de la
cicloide .
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En la figura se
muestra en corte una
parte de la superficie
asi generada , la cual
se calcula entonces
como :

T 2
A=2r a-(@—sen(@))e-a'sen(g)d9+ a'(e—sen(e))-za-sen(—f)de

0 T
que se simplificaa. ..

2.7
A=2r a-(@—sen(@))-z-a-sen(gjd¢9 = 1672

0

Forma polar .

Cuando un arco de una curva polar r = f (6) se hace girar alrededor del eje polar o alrededor de un radio
polar fijo, se genera también una superficie de revolucién .

En éste caso en las formulas (9.11) y (9.12), se debe usar el diferencial de arco en la forma polar :

ds=+/(dn’+ (rd9®= [+ (%) .do

asi como las ecuaciones de transformacion entre coordenadas polares y rectangulares :

x=rcos(6) ; y=rsen(6)
De modo que la formula para el calculo de la superficie generada cuando una curva polar gire alrededor del
eje polar es. ..
0
b : 2
2 dr
A= 2-7z-J yds — 2.7 r-sen(@)- r+|—| do (9.13)
a do
0,

Y para una superficie generada al girar un arco de curva polar alrededor de la recta a 90° del eje polar (el
eie Y) setiene
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£ 7

b 2
A= 2~7z-J xds — 27 r-cos(@)- r2+(ﬂj do (9.14)
a

Ejemplo 15. Calcular el area de la superficie que se genera al girar alrededor del eje polar la Cardioide:

r=2a(1+cos(6))

Solucién :  Esta curva se genera cuando el angulo polar @ varia

entre 0 y 2- 7 y se muestra en la figura de la

derecha.
Aprovechando su simetria respecto al eje polar, para
generar la superficie buscada, solo es necesario que J

@ varieentre 0y 7.

Cuando la gréafica de la Cardioide gira alrededor del
eje polar, se genera la superficie mostrada a la
derecha .

Para poder aplicar la forma polar de (9.13)
calculemos primero la expresion del diferencial de
arco polar para ésta curva en particular :

dr

- = %-2-a-(1+cos(t9)) = —2-a-sen( )

y por lo tanto. . .

2
ds= [r’ + E -do
do

= \/[2-8.-(1 +c0s(0)) ] + (—2-a-sen(8))*d6 = B-a+/1 + cos(6)-deo

entonces.. . .
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yresulta. ..

Si la Cardioide se hace girar alrededor de la recta perpendicular al eje polar, es decir , en torno al
eje Y, como se indica en la siguinte figura, se genera la superficie que se muestra en corte a la

derecha . Para calcular esa superficie hueca que tiene una parte en el interior, usamos. . .

—— Cardioide que gira alrededor

.............. del ejeY
0,
d dr 2
A = Z-E-J X ds es decir : A= 2r r-cos(@). r2+(—j déo
c do
0,
y queda. ..
T
A=2r 2-J 2-a-(1+cos(@))-cos(@)-(\/?;-a-\/1+cosi Hi)de
0
T
A = 8-\/5-72’-8.2-J cos(e)-[\/(1+cos(0))3]d9 = ?-ﬁ-az
0
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9.4 Volumenes que son funcidn de su seccion transversal .

Si el area A de la seccion transversal de un volumen geométrico es una funcion continua de una sola
variable, es decir A = f (X), entonces es posible imaginar al volumen formado por un nimero infinito de

franjas o "rebanadas" diferenciales transversales (de espesor infinitesimal dX) , que son todas de la misma
forma y que varian solamente en tamafio .

Normalmente, la variable de la que depende la seccion
transversal esta relacionada con el eje de simetria del
volumen geomeétrico.

Asi por ejemplo en la figura mostrada a la derecha, cada
plano perpendicular al eje X hace un corte en el volumen 'y

tiene cierta area transversal que es funcién de la posicién X
El volumen diferencial comprendido entre dos planos
sucesivos separados entre si por la distancia diferencial dx,
se puede aproximar entonces por el producto :

(area_de_la_base) x (altura)
es decir
dv = A(x)-dx

la suma de todos los elementos diferenciales de volumen sera el volumen geométrico total V :

b
V = J A(X) dx (9.15)
a

Ejemplo 16. Un objeto sélido tiene una base circular de radio a y toda seccion transversal perpendicular a
un diametro fijo de la base es un triangulo equilatero. Calcular su volumen .

Solucion : Ubicando a la circunferencia que sirve de base
en el origen de un sistema de coordenadas
rectangulares, tiene la ecuacion:

2 2 2
X"+y =a
luego, para un valor dado de X, la ordenada

y vale. ..

2 2
y=4a —x

tanto positiva como negativa , asi que la longitud de la base del triangulo equilatero es 2-y .
Por lo tanto su altura es:
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h=y@y) -y =3y

el area del éste tridngulo equilatero transversal

es: :
AK) = >-@Y)(BY) = (B)Y /
= \/5-(a2 _ Xz) -
Aplicando la formula (9.15) se obtiene . . .

V = J A(X) dx

—a

N

Ejemplo 17. Hallar al volumen de un cono recto de altura h que tiene por base una elipse de eje mayor
2-a Yy de eje menor 2:b

Solucion :  Escogiendo como origen de coordenadas el centro geométrico de la elipse que es la base del
cono, entonces cualquier seccidn transversal del cono es paralela al plano XY y

perpendicular al eje Z , de modo que a
una altura h , tal seccion es una elipse de
eje mayor 2-X Yy ejemenor 2.y que tiene

por lotanto el &rea: A = 7-x-y

Pero de la semejanza de triangulos en la
figura de la derecha se obtiene que :

X2 x _a
PC ~ OC h—z h
y_5o Yy _b
PC  OC h—z h
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Por lo tanto, substituyendo X e y resulta que el area de la seccion eliptica transversal es una

funcion de z que tiene la forma :

A(2) = ﬂ(&hgzj(b.h;zj

El volumen generado es entonces :

h
V = J A(2) dz

0

I
3
D
&
TN
=
:‘|
N
~
N
o
N

1
|
N
D
o
=5

(x,y,2)

Que es la conocida formula de la geometria elemental para calcular el volumen de un cono recto .

Ejemplo 18. Calcular el volumen limitado por el plano z = h 'y el paraboloide :

Solucién :  Cualquier plano de la forma z = constante, es perpendicular al eje Z 'y corta del paraboloide
una seccién transversal eliptica .

Comparando la ecuacion general de una elipse con

2 2
. X
centro en el origen del plano XY : — + y_2 =1
a b
2 2
. _ X y
con la ecuacion del paraboloide : — + — =1
Az Bz

se deduce que . . .

a=\Az , b=4Bz

son las longitudes de los semiejes de la seccion
transversal eliptica .
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Luego el area de tal seccion es:  A(z) = ra-b = 7+/AB-z

de modo que la seccidn transversal es una funcion de z y el volumen del paraboloide que esta

comprendido entre los planos z = 0 y z = h esentonces. ..

h
V= J A(2) dz

h

VA-B- 7 J zdz

0

L. JAB 1h?
2

9.5 Volumenes de revolucion .

Como caso particular de la formula (9.15) se tiene el volumen generado por la rotacion del area limitada
por una curva continua que gira alrededor de un eje fijo, o por la rotacion del area limitada entre dos 6 mas
curvas continuas.

En éste caso, la seccion transversal siempre serd un circulo de area . . .

2 . . . .

e X conradio X silacurva giraalrededor del eje X .
2 . . . .

e 1Yy conradio Yy silacurvagiraalrededor delejeY .

e 1’ conradio r silacurva gira alrededor de cualquier otra recta fija, donde r es la distancia
perpendicular desde la curva hasta la recta que sirve de eje de giro.

Se llega asi a las correspondientes formulas para un volumen de revolucion :

Caso I. Elarealimitada por lacurva y = f(x) ,eleje X ylasrectasverticales x =a; x=b

gira alrededor del eje X .

En éste caso para un punto P sobre lacurva y = f (X), los elementos diferenciales de volumen son

cilindros rectos de radio y de ancho dx que tienen un volumen diferencial dado por : dV = (7[- yz)-dx
y entonces el volumen total serd . . .
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Caso Il. Elarea limitada por lacurva x = g(X) ,eleje Y vy lasrectas horizontales y = a ;

y = b gira alrededor del eje Y

En éste caso para un punto P sobre la curva x = g(X), los elementos diferenciales de volumen son

- . . 2
cilindros rectos de radio X que tienen un ancho dy y suvolumenes: dV = (7z-x )-dy
y entonces el volumen total serd. . .

b
V:J dv

a

Ejemplo 19. Calcular el volumen que se genera cuando el area limitada por la parabola y = a~(x2 - C~X)

el eje X y lasrectas verticales X = 0 y X = C gira alrededor del eje X

Solucion:  Lacurvacortaal eje X precisamenteen X =0 yen X=C

Cualquier seccion diferencial transversal al eje X es un cilindro de volumen dV = z-y”-dx, por
lo tanto :
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1]
3
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1
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El volumen generado corresponde al de un
"paraboloide" circular de revolucién como el
mostrado en la figura de la derecha.

y= a’-x gira alrededor del eje 'Y

. . . 2
Ejemplo 20. Calcular el volumen que se genera cuando el area limitada por las curvas y = X~y

Solucioén :  Primeramente se debe localizar el area entre las curvas la cual, al girar alrededor del eje Y,
genera el volumen pedido. Para éste fin, es necesario determinar los puntos de interseccion de

las curvas igualando sus ordenadas. . .
2 2 2
X" = (—x + a)

se deduce que X =

e

a
V2
2
2 a
yporlotanto: y =X = £

Los elementos diferenciales de volumen son
entonces cilindros horizontales con centro sobre
el eje Y, cuyo radio esta sobre uno de los puntos
de las dos parabolas es decir . . .

a

N

Pedro Ferreira Herrején

607




Calculo de una variable

2
a
- 2
2 a

V=nr (xl)zdy+ T (xz)zdy

2
0 a

donde X, es la abscisa de la parabola que se extiende

"hacia arriba" y X, es la abscisa de la parabola que
se extiende "hacia abajo" .

El volumen generado tiene la forma de "ovni" y vale

Algunas veces, cuando los diferenciales de volumen tienen dos 0 méas formas distintas, como en el ejemplo
anterior, es preferible formar otro elemento de volumen diferencial que tenga una forma Gnica.

Por ejemplo, si el &rea bajo lacurva y = f (X) giraentorno al eje Y 6 el &rea bajo la curva x = g(y)
gira alrededor del eje X .

En éstos casos los diferenciales de volumen pueden verse como cilindros "huecos™ de un espesor
infinitesimal como se ilustra en las siguientes figuras . . .

Cuando el 4rea bajo lacurva y = f(Xx) comprendida
entre las rectas verticales X = a, X = b gira alrededor
del eje Y, los diferenciales de volumen son "cilindros
huecos verticales " de altura y y radio X, que tienen un
ancho diferencial dx y en consecuencia su volumen es

igual al perimetro circular 2- z-X multiplicado por el area

transversal rectangular y-dx , en otras palabras. . .

dv = (2:2-x)-(y-dx)

De manera que el volumen total generado es . . .

b
Vy = Z'E-J X-y dx (9.16)

a
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Similarmente, si el &rea bajo la curva x = g(y) comprendida entre las rectas horizontales y = ¢,

y = d giraalrededor del eje X, los elementos diferenciales de volumen son “cilindros huecos
horizontales" de altura X y radio y que tienen un ancho diferencial dy para cada punto P sobre la curva
y en consecuencia su volumen diferencial es igual al perimetro circular (2' /2 y) multiplicado por el area

transversal rectangular (x-dy), estoes. . .
dv = (2.7:y)-(xdy)

De manera que el volumen total generado es . . .

d
Vy = 2-7;-J x-ydy (9.17)
c

Asi por ejemplo, en el ejercicio anterior, igual hubiera sido
considerar elementos diferenciales de volumen Vy en forma

de cilindros verticales huecos, de altura :

(y2 - yl) = (—x2 + az) X = (a2 - 2~x2) , "radio” X yespesor dx y el volumen de rotacion
se hubiese calculado entonces como sigue . . .

a

V2 4 2
2 -1( a 1 a 1 2
Vy =27 x\-22x"+a)dx = 2272|| —| —=| +=a|—| |-0] = z-;z-a

0

obteniéndose por supuesto el mismo resultado.

. p . 2 2 2
Ejemplo 21. Calcular el volumen que se genera cuando area encerrada por el circulo X” + (y —b)” = a

(con a < b) giraalrededor del eje X . (El volumen generado se llama Toroide o toro)

Solucién :  Para un punto P sobre la circunferencia del circulo, formemos un "cilindro diferencial

horizontal hueco™ de radio y , ancho 2-x, espesor dy cuyo volumen es por lo tanto :

dVv = 2. z-y-(2-x)-dy
con la ordenada y variando desde b —a hasta b+ a.

Ademaés de la ecuacién para la circunferencia de radio a y centroen (0,b)

x2+(y—b)2 = a°
se sigue que . ..
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Calculo de una variable

x=g(y) =+a —(y-h)°

El volumen de revolucion es entonces . . .

d
Vy= 2~7r-J y-g(y) dy

c

I
N
3

b+a
-f 2.y+Ja’ = (y—b)*dy

b-a

I
N
Sl
3
)

EJERCICIOS 9.2

Longitud de arco de una curva..

1. ¢Que longitud tiene la curva y2 = x° desdeel origen hasta el punto (4,8) ?
2. Hallar la longitud del arco de lacurva 'y = 4 ,comprendidoentre X=0 y X=1
3. Calcular la longitud del arco de lacurva y = In(x) desde x =+/3 hasta x = /8

4. Hallar la longitud de arco de lacurva x = In(sec(y) comprendidoentre y =0 y y=

wl|y

o

Hallar la longitud de la evolvente del circulo :

X(t) = a-(cos(t) + t-sen(t))
y(t) = a-(sen(t) —t-cos(t))

otL2rx

D

el
N
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Calculo de una variable

6. Hallar la longitud de la primera espira de la espiral logaritmica r( 9) = ea'g

a7

7. Hallar la longitud de la parte cerrada de lacurva: 9-a-y° = x-(X — 3-a)°

Superficies de revolucion .

8. ¢ Cudl es el &rea de la superficie generada al hacer girar alrededor del eje X el arco de la senoide :

y(x) =sen(x) ; o<x<xm ?

9. Elarcode lacurva y(X) = e * . entre X=0 y X = oo, se hace girar alrededor del eje X .
Hallar el area de la superficie generada .

2 2 2
, .. . . . 3 3 3 .
10. Hallar el &rea de la superficie obtenida al girar de la astroide Yy~ + X~ = a~ alrededor del eje Y
11. Hallar el area de la superficie limitada en una esfera de radio r por dos planos paralelos, cada uno

. .
de ellos a una distancia > del centro . ( Sugerencia : Usar coordenadas polares ).

12. Hallar el area de la superficie que corta de una esfera de radio r, un cono recto circular de

semiangulo @ que tiene su vértice en el centro de la esfera .

13. Unaelipse horizontal de semieje mayor a, semieje menor b y con centro en el origen de coordenadas,

gira alrededor del eje X . ;Cudl es el valor del area del elipsoide de revolucion que se genera ?
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Calculo de una variable

Volumenes de revolucion y con secciones transversales conocidas .

14.

15.

Hallar el volumen que se genera haciendo girar la curva llamada Cisoide de Diocles :

3 .

2 _ X 1 »a
y =

2-a—X

alrededor de su Unica asintota: X = 2-a .

Sugerencia : Usar la forma paramétrica de la Cisoide :

X = 2.a-sen2-(0) ; y(H) = 2.a'tan(9)-sen2-(9)

Hallar el volumen obtenido al hacer girar alrededor del eje dado, el area plana que limita la curva .

El circulo X + y2 = r° alrededor de su diametro
Eléreaentrelasrectas: y = (6—X), Yy =0 , X= 1, X = 4 alrededor del eje X .

El area limitada por el arco de la parabola y2 = 2-p-X entre los puntos (0,0) y (a,b) ,eleje X ,

alrededor de su eje de simetria , y también alrededor del eje Y .

La superficie limitada por una astroide, alrededor del eje Y

El area limitada por una arcada de y = cos(2-x) alrededor del eje X .
El area limitada por y = x-e" y =0, Xx=1 alrededor del eje X .
El area limitada por la elipse 9-x° + 16-y2 = 144 alrededor del eje Y .

3

2
_ X
El area limitada por la curva (—j +
a

2
(%j = 1 alrededor del eje Y .

16. Calcular el volumen que se genera haciendo girar alrededor de la recta dada , el area que ésta corta

de la curva correspondiente .

y=3 ; y(x) = 4x-X . v -
y=X; y(x) = x° OJ X"
y:X+73 ; y(x) = 9-X v 0

Sugerencia : Hacer una rotacion de los ejes de
coordenadas, de la forma :

X = x'-cos(@) — y'-sen(é?)
y = x'-sen(e) + y'-cos(e)

donde @ es el angulo de rotacion , de manera que la ecuacion de la curva se transforme para que la
recta alrededor de la cual gira sea uno de los nuevos ejes de coordenadas.

\J
>
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Calculo de una variable

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Dada la curva paramétrica :
x(t) =t ; y@t)=at-t
hallar el area limitada por su lazo y el volumen de | f |

revolucion generado por éste cuando la curva gira
alrededor del eje X .

Un objeto tiene una base circular de radio r . Hallar el volumen del objeto si cada seccion plana
que es perpendicular a un diametro del circulo es :

a) Un triangulo equiltero.

b) Un tridngulo rectangulo isdsceles, con hipotenusa sobre la base.
¢) Un tridngulo rectangulo isésceles , con cateto sobre la base .

d) Un tridngulo isdsceles, con altura igual a la base.

Un volumen en forma de cuerno se genera moviendo un circulo, con los extremos de su diametro

. - 2 2 .
paralelo al eje X y sobre las curvas parabdlicas : Yy~ + 8-X = 64 ; Yy + 16-X = 64 en el primer
cuadrante. Hallar su volumen .

Un tridngulo equilétero variable se mueve con su plano perpendicular al eje X mateniendo los

vértices de su base sobre las curvas : y2 = 16-a:X ; y2 = 4-a-X situadas por encima del eje X .

Calcular el volumen que el tridngulo genera si se mueve desde el origen hasta X = a .

Los ejes de dos cilindros circulares de radio r, se intersectan en dngulo recto.
Hallar su volumen comdn .

Calcular el volumen de un cono recto de altura h que tiene una base eliptica de eje mayor 2-a

y eje menor 2-b

La base de un sélido es el area acotada en el primer cuadrante por larecta 4-X +5-y = 20

y los ejes de coordenadas. Hallar su volumen si toda seccion plana perpendicular al eje X es un
semicirculo .

Se perfora un orificio de 1 cm de radio a lo largo del didmetro de una esfera de radio 6 cm.
Hallar el volumen de la esfera perforada .

Respuestas . Ejercicio 9.2

1. 2—87-(10-\/E—1) 2. yJ1+e’+In <1+— “1+ez) —1/2

3.

e(vV2+1)

1+In(ﬁj 4. In(2 ++/3)
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Calculo de una variable

5. 2-ra

3-a

a— X
7. 2 ( )’ dx = 4+/3-a 8.
4-a-X

0

2
‘\’1+a 2.a-1
-\e -1

a

7(v2 +In(y2 + 1))

12
(V2 +In(/2 + 1)) 10. ?n-az
1. 2.zrd 12. 2-7r (1—003(0))
2 2
a —-b
13. 47| b+ -az-arcsen(—] 14. 2(7zz-a3)
2 2 a
a —-b
4 3 3
15. a) 5'7” b) 39-7 c) mpa, —ma-p
12 ?
d) —=.rza’ e) — f) = ﬂ-(ez—l)
5 2
4
g) 64-7 h) g-ﬂ-b-a2
16. ) 2.z py V2., g BV2 d)
15 60 15
4 a’
17. A= —.Ja° , V=12
15 \/7 12
8 2 ar’ 0 4r 9 gr’ ) gr
' V3 3 3
3
16-r
19, 25, 20 V3.5 21 =
15 2 3
1
22. =-ra-b-h
3
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