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.nas palabras de los autores

iBienvenido ala novena edicién de Calculo! Nos enorgullece ofrecerle una nueva version
revisada de nuestro libro de texto. Mucho ha cambiado desde que escribimos la primera
edicion hace mas de 35 afios. En cada edicion los hemos escuchado a ustedes, esto es,
nuestros usuarios, y hemos incorporado muchas de sus sugerencias para mejorar €l libro.

A lo largo de los afios, nuestro objetivo ha sido siempre escribir con precision y de
manera legible conceptos fundamentales del célculo, claramente definidos y demostrados.
Al escribir para estudiantes, nos hemos esforzado en ofrecer caracteristicasy materialesque
desarrollen las habilidades de todos | os tipos de estudiantes. En cuanto alos profesores, nos
enfocamos en proporcionar un instrumento de ensefianza amplio que emplea técnicas pe-
dagdgicas probadas, y les damos libertad para que usen en forma mas eficiente el tiempo
en el saldn declase.

También hemos agregado en esta edicion unanueva caracteristicadenominadaejercicios
Para discusion. Estos problemas conceptual es sintetizan |os aspectos clave y proporcionan
alos estudiantes mejor comprensién de cada uno de los conceptos de seccion. Los gjercicios
Para discusion son excelentes para esa actividad en €l salén de clase 0 en la preparacion de
examenes, y alos profesores puede resultarles valioso integrar estos problemas dentro de su
repaso de la seccion. Estasy otras nuevas caracteristicas se unen a nuestra pedagogia pro-
bada en el tiempo, con lameta de permitir alos estudiantesy profesores hacer el mejor uso
del libro.

Esperamos que disfrute la novena edicion de Calculo. Como siempre, serén bienveni-
dos los comentarios y sugerencias para continuar mejorando la obra.

&@nm Brune Y.Ebuondo

Ron Larson Bruce H. Edwards
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.aracten’sticas

Herramientas pedagogicas

—GARAPISCHSIUNY)

|NUEVO' LOS e_lerCl Ci 0s para dl&:ug f)n que apara:en 72. ;JJIi.Ilgsalr la gréfica para responder a las siguientes pre-
ahora en cada seccién sintetizan los conceptos y
principales de cada unay muestran alos estudiantes ;
como se relacionan los temas. A menudo constituyen
o o C
problemas de varias partes que contienen aspectos - h
conceptualesy no computacionales, y que pueden :
utilizarse en discusiones de clase o en la preparaCI on a) (Entre qué par de puntos consecutivos es mayor la razon
A de cambio promedio de la funcién?
de examenes. b) ¢Larazén de cambio promedio de f entre Ay B es mayor
o menor que el la razén de cambio instantaneo en B?
¢) Trazar una recta tangente a la gréfica entre los puntos
C'y D cuya pendiente sea igual a la razén de cambio
Desarrollo de conceptos promedio de la funcién entre Cy D.

11. Considerar la longitud de la gréfica de f(x) = 5/x, desde
(1, 5) hasta (5, 1):

N

G 43 DESARROLLO DE CONCEPTOS )

Los gjercicios de desarrollo de conceptos son preguntas

BN oW s o
BN ow s o

5,1 At 8.2 .
& disefiadas para evaluar la comprensién de los estudian-
T2 545 " 12545 " tes en torno a los conceptos basicos de cada seccidn.
a) Estimar la longitud de la curva mediante el calculo de Estos ej erCi Ci oS anl man a | oS eﬂudl antes avefba| | zZar y
la distancia entre sus extremos, como se muestra en la an -
primera figura, escribir respuestas, o que promueve habilidades de
b) Estimar la longitud de la curva mediante el calculo de i i A ACHi A i
las longitudes de los cuatro segmentos de recta, como comunicacion tecnica que seran |n\/a| Uabl €sen sus
se muestra en la segunda figura. futuras carreras.

c) Describir como se podria continuar con este proceso

a fin de obtener una aproximacién mas exacta de la
longitud de la curva.

— AYUDAS DE ESTUDIO ) Cuando se use la

definicién para encontrar la derivada de
una funcion, la clave consiste en volver

. .. . . 5 | i i |
L as ayudas de estudio distinguen errores comunes, indican casos especiales (o et do diferonciney g6 manera

1 A it i que Ax no aparezca ci = et
gue pueden provocar confusi on, y ampl fan acopt;eptos |mpor.tar.1tes Estas ue e no ahe P
ayudas proporcionan alos estudiantes informacién puntual, similar alos bién se puede resolver sin hacer uso de
ComentariOS del pl’of ren Cl la regla de la cadena, si se observa que

+ 3+ 32+ 1
Tener en cuenta

que se puede comprobar la respuesta de
un problema de integracién al derivar la

- - EJEMPLOS )
EJEMPLO | Levantamiento de un objeto
Determinar el trabajo realizado al levantar un objeto de 50 libras a 4 pies. Alo Iargo del texto, se trabaj an ej empl 0S paso a
Solucién La magnitud de la fuerza requerida F es el peso del objeto, como se muestra en paso, que muestran los prOC@di mientos y téCﬂi cas
la figura 7.48. Asi, el trabajo realizado al levantar el objeto 4 pies es para resolver probl emas, y dan alos estudiantes
W= FD Trabalo - (fuera) st una comprension amplia de los conceptos del
= 50(4) Fuerza = 50 libras, distancia = 4 pies. Cal CUI 0.
= 200 libras-pies.

Xii



Caracterigticas Xiii

— EJERCICIOS )

La préctica hace a maestro. Los gjercicios B8 crcici

. . jercicios
g)n Con frecuenCI a el prl mer | ugar que En los ejercicios 1 y 2, utilizar el ejemplo 1 como modelo para En los eje j0s 13 a 22, formular una integral definida que pro-
Conwltan IOS eﬂud' antes en un | | bro de evaluar el limite duce el drea de la region. (No evaluar la integral.)

lim i/(vux 1B f=5 4. f(x) =6~ 3r
e 24

texto. Los autores han dedicado mucho \ ,
tl ernpo anal | Zénd0| OS y I'EVI Sénd0| os’ el sobre la regién delimitada por las grificas de las ecuaciones. j{i ‘R

e n
L flo=Vx y=0 x=0 x=3

re&lltwo esun Compl eto y 35' | dO Conj unto (Sugerencia: Seac, = 3i%/n?) 63.  Ciclo respiratorio Elvolumen Ven litros de aire en los pulmo-

2 S =35 y=0, x=0 x=1 nes durante un ciclo respiratorio de cinco segundos se aproxima

de gercicios de diferentes tipos y niveles de (Suserencia Seac, = ) medianteel modelo V = 0.1720 + 0.1522i2 — 0.08744 donde

- o .2 En los ejercicios 3 a 8, evaluar la integral definida mediante la tes el tiempo en segundos. Aproximar el volumen medio de aire
d|f| Cultw al fl nal de Cada. Sseccion pal’a definici6n de limitc. en los pulmones durante un ciclo.
i eSt i i ° : ("‘ID‘ 64. Promedio deventas Unacompafiia ajustaun modelo a los datos
3. 8dx 4. xdx
consi derar tOdOS l 0S I | 0s de aprendl Za-l € f fl de ventas mensuales de un producto de temporada. EI modelo es

de los estudiantes. “ [0 “ fwe S0 =4 +18+05wn(™) 0=is2

. :
1 [wiva s [eciva donde S son las ventas (en miles) y ¢ es el tiempo en meses.

a) Utilizar una herramienta de graficacion para representar
f(r) = 0.5 sen(mt/6) para 0 < ¢ < 24. Emplear la grafica
para explicar por qué el valor medio de £() es cero sobre
el intervalo.

— _APLICACIONES Sy e () 4 + L6 s v

observacion. Utilizar la gréfica y el resultado del apartado

m 'Cuéndo usaré esto'7’ |OS autores tratan de responder ega u;) para explicar por qué g recibe el nombre recta de ten-
[é A dencia.

i i el H !"‘ID‘ 65. Modelad tematic Se prueba un vehiculo experimental en
pregunta de |os estudiantes con jerciciosy ejemplos que se U pistarects. Patedel eposoy uvelocidad (metrospor egun
&E’I eccionaron con todo Cui dado Las ap| icaciones se toman de do) se registra en la tabla cada 10 segundos durante un minuto.
diversas fuentes: eventos actual es, datos de trabajo, tendencias f]0]10]20]30]40]5|C0
E g 5 g g v 0 2 0 | 62 8 | 83
industriales, y se relacionan con una amplia gama de intereses. i Tl !

7 - a) Emplear una herramienta de graficacion para determinar un
Entender donde se usa (0 puede usarse) el calculo fomenta una modelo de la forma v = ard + bi? + ct + d para los datos.

comprensién mas completa del material.

38 CAPITULO4  Inegrcien EJERCICIOS DE REPASO )

M eiercicios de repaso Los gercicios de repaso ubicados a final de cada capitulo

0s 1y 2, utilizar la grifica de f* para dibujar una una distancia de 264 pies. Encontrar la distancia en la cual H H Z .
B - o il pude g s o  ar G elocidd proporcionan alos estudiantes mas oportunidades para

de 30 millas por hora, suponiendo la misma desaceleracion

Lo 2 practicar. Estos conjuntos de gjercicios constituyen una

15. Velocidad y aceleracién Se lanza una pelota hacia arriba
- . P revision completa de los conceptos del capitulo 'y son un
‘ ‘ e i s et medio excelente para que | os estudiantes preparen un examen.

)
b) ¢Cuéndo la velocidad de la pelota es la mitad de la velocidad
inicial?
) ¢Aquéalturaesta la pelota cuando su velocidad es la mitad
En los ejercicios 3 a 8, encontrar la integral indefinida. de la velocidad inicial?

16. Modelado matemdtico La tabla muestra las velocidades (en
3. (42 3 4. millas por hora) de dos carros sobre una rampa de acceso
- v @ g carretera interestatal. El tiempo ¢ esté en segundos.

s [25 i ES P N R T RT T P B solucion de problemas

7. f (2x — 9 sen x) dx 8. j (5 cosx — 2 sec? x) dx Vi| 0] 25] 7 | 162914565 q 6. Laaproximacin gaussiana de dos puntos para fes
1. Sealr) = | —d, x>0,
V2 0 21 38 | 51 | 60| 64 | 65 ot 1 1) (1
9. Encontrar la solucion particular de la ecuacion diferencial ) Encontrar L(1) Fl) dx = f(——f) + f( )
) = — & - P i V3 V3
£'(x) = —6x cuya gréfica pasa por el punto (1, —2). & a)  Reescribir las velocidades en pies por segundo. b) Encontrar '(x) y L'(1).
o 6 i b) Usar las capacidades de regresion de una herramienty 6 - . !
10.Encontrar la solucion particular de Ia ecuacion diferencial ) Usar las cap g herr B o) tiizar una herramienta de graficacion para aproximar el va- ) Utilizarestaformula paraaproximar | - cos x dx. Encontrar
£"(x) = 6(x — 1) cuya gréfica pasa por el punto (2, 1) y es Tor de x (hasta tres lugares decimales) para el cual Z(x) = 1. ) error de | 4 "
gy datos en el apartado a). - el error de la aproximacion.
tangente a la recta 3x — y — 5 = 0 en ese punto. d) Demostrar que L(x; 1) = L(x}) + L(x;) para todos los 1
©) Aproximar la distancia recorrida por cada carro durantg valores positivos de x, y . b) Utilizar esta formula para aproximar j 5 dx.
30 segundos. Explicar la diferencia en las distancias. a1+

P Campos de pendientes Enlos ejercicios 11y 12 e da una ecuacion

.. Sea(rr:f sen i dr
3

diferencial, un punto y un campo de pendientes. a) Dibujar dos En los ejercicios 17 y 18, utilizar la notacién sigma para esci ¢) Probar que la aproximacién gaussiana de dos puntos es
soluciones aproximadas de Ia ccuacién diferencial en ol campo I suma. 4) Utilizar una herramienta de graficacion para completar la exacta para todos los polinomios de grado 3 o menor.
de pendiente, una de las cuales pase a través del punto indicado. t@bla 7. Arquimedes demostro que el area de un arco parabolico es igual
b) Utilizar la integracién para encontrar la solucién particular de [ A L, 41 a % del producto de la base y la altura (ver la figura).
Ia ecuacién diferencial y utilizar una herramienta de graficacion 3(n 3 3(10) ‘ . ‘ 0 ‘ 10 ‘ 15 ‘ 19 ‘ 20 ‘
para representar la solucidn. 3\(1+ (r 241y 3 (rz 1y
1. (2 +(2 +(2
1 B - Y - By ol 1 T T 1]
i Looioa -2 12 L-leo 62 — o .
dx a2 En los ejercicios 19 a 22, utilizar las propiedades de las sum| ‘ x ‘ 21 ‘ 25 ‘ 30 ‘ 40 ‘ 50 ‘
y B el teorema 4.2 para caleular las sumas. ‘ o ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
\\
: 20, Y @i-1) . Lo
' b) SeaGlx) = =5 Flx) = zf sen 1 dr. Utilizar una k b——
3 N 3o X = x=2)
2 36+ 2 Xi-1 herramienta de graficacn para completar la tabla y estimar ) Graficar el arco parablico delimitado por y = 9 — 17
lim G(o). el eje . Utilizar una integral apropiada para encontrar el
. 23, Escribir en notacion sigma a) la suma de los primeros die dread
teros impares positivos, ) la suma de los cubos de los prim ‘ x ‘ 19 ‘ 195 ‘ 199 ‘ 201 ‘ 21 ‘ b) Encontrar la base y la altura del arco y verificar la férmula
nenteros positivos y ¢) 6 + 10 + 14 + 18 + - + 42 - de Arquimedes.
24. Calcular cada suma para ¥, = 2, % = —1, x, = 5, x, =| ‘ il ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ¢) Demostrar la formula de Arquimedes para una parébola

general.

. Galileo Galilei (1564-1642) enuncio la siguiente proposicion
relativa a los objetos en caida libre:

En los cjercicios 3 y 4, a) escribir el drea bajo I grifica de Ia Eltiempo en cualquie

funcién dada definida sobre el intervalo indicado como un limite. acelerado uniformement

s 0 L U c | ﬂ N D E P R 0 B L E M A s ) Después b) calcular la suma del apartado a) y ¢) calcular el limite mismo espacio se recor

) Utilizar la definicion de la derivada para encontrar el valor
exacto del limite 1im G(v).

*

cio que se recorre por un cu
gual al tiempo en el cua
fa por el mismo cuerpo moy

Estos conjuntos de gjercicios a final de cada capitulo prueban las habilidades
de los estudiantes con preguntas desafiantes que retan su pensamiento.




Xiv Caracterigticas

Calculos clasicos con relevancia contemporanea

— TEOREMAS )

L os teoremas proporcionan €l
marco conceptual del calculo;
se enuncian claramente y se

e et dl exio TEOREMA 49 EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

por medio de recuadros para

tener unarapida referencia Si una funcion f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y F es una antiderivada de
visual. Las demostraciones f en el intervalo [a, b], entonces

mas importantes muchas "

veces siguen al teorema, y se f f(x) dx = F(b) — F(a).

proporcionan otras mas en un a

apéndice.

DEFINICIONES

Al igual que conlos
teoremas, |as definiciones se
enuncian claramente

DEFINICION DE LONGITUD DE ARCO

Sea la funcién dada por y = f{x) que represente una curva suave en el intervalo [a, b]. utilizando palabras sencillas
La longitud del arco de fentreay b es y precisas; también se
b separan del texto mediante
s = f V14 [f(x)]?dx. recuadros para tener una

répidareferenciavisual.

Similarmente, para una curva suave dada por x = g(y), la longitud de arco de g entre

cydes
d
s = f V1+ [g /(y)]z dy. Lta reglla de_L’Hé;pitzl ta;nbién puede aplicarse a los limites unilaterales, como se de-
¢ muestra en los ejemplos 6 y 7.
EJEMPLO 6 Forma indeterminada 0°
Encontrar \QT’ (sen x)*.
Solucién  Porque la sustitucion directa produce la forma indeterminada 0°, proceder como
PR 0 C EDIMIE NTU S) se muestra abajo. Para empezar, asumir que el limite existe y es igual a y.
— y= ﬂ'ﬁ (sen x)* Forma indeterminada 0°.
L 0s pl’OCGdI mi entOS aparecen Iny = In“i”a? (sen .\‘)‘] Tomar un logaritmo natural de cada lado.
separados del texto para brindar una = lim [In(sen )] J—
refermc' afac' | . Ea% | Ineas propor— = \"ng‘ [x In(sen x)] Forma indeterminada 0 - (—2).
cionan alos estudiantes instruccio- o Intsen.)
, = lim ——— Forma indeterminada —o /%
nes paso a paso que les ayudaran a o A '
yo . cotx
resolver problemas de manera rapida iy Regla de L' Hopital.
y erlc' mte- = ll'm‘ l;nxj Forma indeterminada 0,/0.
— NOTAS o
—) = lim S;CZXY =0 Regla de L'Hopital.
L as notas proporcionan detalles adicionales acercade los
teoremas, definiciones Yy ej empl os. Ofrecen una prOfUndi Zor Ahora, porque In y = 0, concluir que y = ¢° = 1, y se sigue que
cién adicional o generalizaciones importantes que | os estu- lim (sen v = 1.
diantes podrian omitir
involuntariamente. Al igual
que las ayudas de estudio, Al aplicar la férmula para la longitud de arco a una curva, hay que asegurarse de que la
|as notas resultan invalua- curva se recorra una sola vez en el intervalo de integracion. Por ejemplo, el circulo dado por
. X = costyy = sent,recorre una sola vez el intervalo 0 < 7 < 277, pero recorre dos veces el inter-
bles paralos estudiantes. valo 0 <t < 4mr -




Ampliar la experiencia del calculo

— ENTRADAS DE CAPiTULO)

Caracteristicas XV

L as entradas de capitulo proporcionan motivacion inicial para
el material que se abordara en el capitulo. Ademéas de los
objetivos, en la entrada de cada capitulo un concepto impor-
tante se relaciona con una aplicacion del mundo real. Esto
motiva alos estudiantes a que descubran larelevancia del
cdculo enlavida

Ecuaciones

|E| diferenciales

En este capitulo se estudiard una de las
mis importantes aplicaciones del calculo
las ccuaciones diferenciales. E1 lector
aprendera nuevos métodos para resolver
diferentes tipos de ecuaciones diferen-
ciales, como las homogéneas, lineales de
primer orden y de Bernoulli. Posterior-
mente aplicard esas reglas para resolver
ecuaciones diferenciales en problemas
de aplicacion.

En este capitulo, se aprenderé:

™ C6mo generar un campo de

— _EXPLORACIONES )

EXPLORACION

Converso del teorema 4.4 (Es verdadero el converso del teorema 4.4 ? Esto es, si
una funcién es integrable, ;tiene que ser continua? Explicar el razonamiento y pro-
porcionar ejemplos.

Describir las relaciones entre continuidad, derivabilidad e integrabilidad. ;Cul
es la condicién més fuerte? ¢Cual es la mas débil? ;Qué condiciones implican otras
condiciones?

EXPLORACION

Suponer que se pide encontrar una
de las siguientes integrales. ;Cual
elegiria? Explicar la respuesta.

| una ecuacion
diferencial y encontrar una solucién
particular. (6.1)

™ C6mo usar una funcion exponencial
para modelos de crecimiento y.
decrecimiento. (6.2)

™ Como usar el método de separacion
de variables para resolver ecuaciones
diferenciales. (6.3)

= C6mo resolver ecuaciones
diferenciales lineales de primer
orden y la ecuacion diferencial de
Bermoulli. (6.4)

Segiin el tipo de bacteria, el tiempo que le toma duplicar su peso al cul-
tivo puede variar mucho, desde varios minutos hasta varios dias. ;C6mo
usaria ion di i la tasa de crecimi

peso del cultivo de una bacteria? (Vea la seccién 6.3, ejercicio 84.)

L as exploraciones proporcionan alos
estudiantes retos Unicos para estudiar
conceptos que no se han cubierto
formalmente. L es permiten aprender
mediante el descubrimiento e introdu-
cen temas relacionados con los que
estén estudiando en el momento. Al
explorar temas de esta manera, se
estimula a que los estudiantes piensen

a) J’s/md’} 0
[eTia
b) jlan(&)secz(&x)zb o

J’lan(3 x) dx

L

Una funcién y = fix) es una solucion de una ecuacion diferencial, si la ecuacion se satisface cuando y y sus derivadas

se remplazan por fix) y sus derivadas. Una manera de resolver una ecuacién diferencial es mediante los campos de
pendientes, los cuales muestran la forma de todas las soluciones de una ecuacion diferencial. (Ver seccion 6.1)

NOTAS HISTORICAS Y BIDGRAFiAS)—

L as notas historicas proporcionan alos estudiantes

de maneramas amplia.

r DESAFI0OS DEL EXAMEN PUTNAM )

Preparacion del examen Putnam

133. ;Cual es mayor

(VT o (VaF )

donde n > 8?

134. Demostrar que si x es positivo, entonces

o (1+4) > £
= X I +x

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Competi-
tion. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

Las preguntas del examen
Putnam aparecen en algunas
seccionesy se toman de los
examenes Putnam reales.
Estos g ercicios extenderan
los limites del entendimiento
de los estudiantes en relacion

informacion sobre |os fundamentos del célculo; las

The Granger Collection

BLAISE PASCAL (1623-1662)

biografias les ayudan a
sensibilizar y a ensefiarles
acerca de las personas que
contribuyeron ala creacion
formal del célculo.

SUMA DE LOS PRIMEROS CIEN ENTEROS
tro de Carl Friedrich Gauss (1777-
idio a sus alumnos que sumaran

Jos enteros desde | hasta 100. Cuando
egresd con la respuesta correcta muy

empo después, el maestro no pudo
nirarle atonito. Lo siguiente fue lo

con el calculoy brindaran
desafios adicionales para
aquellos més interesados.

— PROYECTOS DE SECCION )

L os proyectos aparecen en algunas seccionesy exploran a
mayor profundidad las aplicaciones relacionadas con los
temas que se estan estudiando. Proporcionan unaforma
interesante y entretenida para que los estudiantes trabajen
einvestiguen ideas de manera conjunta.

carente del rigor exigible en las matemiticas
modernas, Pascal anticipd muchos
resultados relevantes. nde

100(101) _

=1

0 Gauss:
Pascal es bien conocido por sus
contribuciones a diversas dreas de las 24 34 e 4 100
matematicas y de la fisica, asi como por P99+ 9%+ .-+ 1
su influencia con Leibniz Aunque buena 101 4 1010 + -+ + 101
parte de su obra en calculo fue intuitiva y o1 _ 5050

generaliza por medio del teorema

i:#—SDSOv

[ Froveero oc rraswo]

Demostracién del teorema fundamental

Utilizar una herramienta de graficacion para representar la funcion
v = sen’ en el intervalo 0 < < 7. Sea F(x) la siguiente funcion
dex.

Flx) = J sen?rdr
o

a) Completar la tabla. Explicar por qué los valores de f estén cre-
ciendo.
x ‘ 0 ‘ /6 | /3

/2 ‘21/3‘51/6‘ w ‘

ol [ [ T [ T 1

b)  Utilizar las funciones de integracion de una herramienta de gra-
ficacion para representar F.

Emplear las funciones de derivaci6n de una herramienta de gra-
ficacion para hacer la grafica de F°'(x). ¢Como se relaciona esta
grfica con la grafica de la parte b)?

Verificar que la derivada de y = (1/2)r — (sen 21)/4 es senr.
Graficar y y escribir un pequefio parrafo acerca de como esta
grfica se relaciona con las de los apartados b) y ).

c

=3
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Caracteristicas

Tecnologia integrada para el mundo actual

EJEMPLO 5 Cambio de variables

u, COMO se muestra.
u=2x—1 > x=u+1))/2

Después de esto, utilizando la sustitucion, se obtiene
+
fx\/Zx —1ldx = f(i” 2 1) ut/? (%)
1
=2 (u32 + u*?) du

1/ u52 u3/2>
S |
4(5/2 32) " €

1 1
= — — 5/2 = — 3/2
0 (2x — 1)5%2 + 6 (2x — 1)%2 + C.

Encontrar fx\/Zx — 1dx.
Solucion Como en el ejemplo previo, considerar que u = 2x — 1 para obtener dx =

du/2. Como el integrando contiene un factor de x, se tiene que despejar x en términos de

Resolver para x en términos de u.

INVESTIGACIONES CON SISTEMAS

ALGEBRAICOS POR COMPUTADORA
Los ejemplosalo largo del libro se
acompafian de investigaciones que
emplean un sistema algebraico por
computadora (por gjemplo, Maple®)
para explorar de manera adicional un
gjemplo relacionado en € libro.
Permiten a los estudiantes explorar €l

célculo manipulando funciones,
gréficas, etc., y observar los resultados.

— EJERCICIOS CON HERRAMIENTAS DE GRAFICACION )

La comprension con frecuencia mejora utilizando
unagrafica o visualizacion. Los gjercicios de
tecnologia de graficacion piden alos estudiantes
recurrir auna herramienta de graficacion para
ayudar a encontrar una solucion.

HD‘ Razonamiento grdfico En los ejercicios 55 a 58, a) usar una
herramienta de graficacion para representar graficamente la
funcién, b) representar su funcion inversa utilizando la herramien-
ta de graficacion y ¢) determinar si la grafica de la relacién inver-
sa es una funcién inversa. Explicar la respuesta.

55. fx)=x¥+x+4 56.

h(x) = x4 — x2

@D Campos de pendientes  En los ejercicios 67 a 72, usar un sistema

algebraico por computadora para a) trazar la gréfica del campo

de pendientes para la ecuacién diferencial y b) trazar la gréfica de
la solucién que satisface la condicién inicial especificada.

dy

@D En los ejercicios 79 a 82, usar un sistema algebraico por compu-
tadora para encontrar la integral. Usar el sistema algebraico por
computadora para hacer la gréfica de dos antiderivadas. Describir

67. & =025y, y(0)=4 la relacién entre las grificas de las dos antiderivadas.
, 1 -2

o Loa-y 0= 7 fﬁ T 80- fixz T n?
&y 1 (et r\)ﬁ
@9 o —y v(0) = 8l [ ——— 82.

6. D= 002(10 -y, 0 -2 fl oo f 5w
iy

70, F=022-y, y0) =9

dv

dy

=04@-x), »0) =1 @D Enlos ejercicios 33 a 40, usar un sistema algebraico por computado-

ra para determinar la primitiva que atraviesa el punto dado. Usar
el sistema para hacer la gréfica de la antiderivada resultante.

dx
dy 1 Yy p
] (0) =
2. o= osen ¥(0)

5x 62 + 1
33. fmm, (6,0) 34. fmdn @1

2 s
s [EErE2, 0 01 36 J‘ﬁdx, (.4

(% + 2

| EJERCICIOS CON SISTEMAS
ALGEBRAICOS POR COMPUTADORA

iNUEVO! Deigua maneraque los gercicios con
herramientas de graficacion, algunos gercicios
pueden resolverse mejor utilizando un sistema
algebraico por computadora. Estos gjercicios son
nuevos en esta edicion.

TECNOLOGIA

A lolargo déel libro, los recuadros
de tecnologia dan alos estudiantes
unavision de como latecnologia
puede usarse para ayudar a resolver
problemasy explorar los conceptos
del célculo. No solo proporcionan
discusiones acerca de donde la
tecnologia tiene éxito, sino también
sobre donde puede fracasar.

TECNOLOGIA Laregla de Simpson puede usarse para dar una buena aproximacion
del valor de la integral en el ejemplo 2 (para n = 10, la aproximacion es 1.839). Al usar
la integracién numérica, sin embargo, se debe estar consciente de que la regla de Simp-
son no siempre da buenas aproximaciones cuando algunos de los limites de integracion
estan cercanos a una asintota vertical. Por ejemplo, usando el teorema fundamental del
calculo, se obtiene

x+3

1.99
J; V4 - x?

Aplicando la regla de Simpson (con n = 10) para esta integral se produce una aproxi-
macion de 6.889.

dx = 6.213.




Conicas, ecuaciones
I[E]l parametricas y
coordenadas polares
\
N ,
'i"

En este capitulo se andizarany se
escribiran ecuaciones de conicas usando
sus propiedades. También se aprendera
como escribir y graficar ecuaciones
paramétricas y polares, y se vera como se
puede usar € calculo paraestudiar tales
gréficas. Ademés de las ecuaciones
rectangulares de conicas, también se
estudiaran ecuaciones polares de conicas.

En este capitulo, se aprendera:

B COmo analizar y escribir ecuaciones
de una parabola, una elipse y una
hipérbola. (10.1)

Como trazar una curva representada
por ecuaciones paramétricas. (10.2)

COmo usar un conjunto de ecuacio-
nes paramétricas para encontrar la
pendiente de una linea tangente a
unacurvay lalongitud de arco

de unacurva. (10.3)

Como dibujar la gréafica de una ecua-
cion en forma polar, encontrar la
pendiente de una linea tangente a
una grafica polar e identificar grafi-
cas polares especiales. (10.4)

Como encontrar €l &rea de una
region acotada por una grafica polar
y encontrar lalongitud de arco de
una gréfica polar. (10.5)

Como analizar y escribir una ecua-
cion polar de una cénica. (10.6)

O—

© Chuck Savage/Corbis

Se puede modelar la trayectoria de una pelota de béishol bateada a una altura
especifica a un angulo con el horizontal utilizando ecuaciones paramétricas. ;Cémo

__gg Se puede usar un conjunto de ecuaciones paramétricas para encontrar el angulo
minimo al cual la pelota debe salir del bate para que el golpe sea un jonrén? (Ver
la seccion 10.2, ejercicio 75.)

7

En el sistema de coordenadas polares, graficar una ecuacién implica trazar una curva alrededor de un punto fijo
Ilamado el polo. Considerar una regién acotada por una curva y por los rayos que contienen los puntos extremos de
un intervalo sobre la curva. Pueden usarse sectores circulares para aproximar el area de tal region. En la seccién
10.5 se vera cémo es posible usar el proceso de limite para encontrar esta area.

N

oY ey
) N I,
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696 CAPITULO 10

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

[@] Conicas y calculo

Bettmann/Corbis

Hypatia (370-4150.C.)

Los griegos descubrieron las secciones coni-
cas entre los afios 600 y 300 a.C. A princi-
pios del periodo alejandrino ya se sabia lo
suficiente acerca de las conicas como para
que Apolonio (269-190 a.C.) escribiera una
obra de ocho volumenes sobre el tema. Mas
tarde, hacia finales del periodo Alejandrino,
Hypatia escribio un texto titulado Sobre las
conicas de Apolonio. Su muerte marco el
final de los grandes descubrimientos mate-
maticos en Europa por varios siglos.

Los primeros griegos se interesaron
mucho por las propiedades geométricas de
las conicas. No fue sino 1900 afios despueés,
a principios del siglo Xvii, cuando se hicie-
ron evidentes las amplias posibilidades de
aplicacion de las conicas, las cuales llegaron
a jugar un papel prominente en el desarrollo
del calculo.

PARA MAYOR INFORMACION
Para conocer més sobre las actividades
de esta matemética, consultar al articu-
lo “Hypatia and her Mathematics’ de
Michael A. B. Deakin en The
American Mathematical Monthly.

= Entender la definicién de una seccion cénica.

B Analizar y dar las ecuaciones de la parabola utilizando las propiedades de la parabola.
B Analizar y dar las ecuaciones de la elipse utilizando las propiedades de la elipse.

B Analizar y dar las ecuaciones de la hipérbola utilizando las propiedades de la hipérbola.

Secciones conicas

Toda seccion cénica (o simplemente conica) puede describirse como lainterseccion de un
plano y un cono de dos hojas. En lafigura 10.1 se observa que en las cuatro conicas bési-
cas el plano de interseccién no pasa por el vértice del cono. Cuando €l plano pasa por €
veértice, lafigura que resulta es unacénica degener ada, como se muestraen lafigura 10.2.

\ / \ 4 \/ v/
// {

Circunferencia Parabola Elipse Hipérbola
Secciones conicas

Figura 10.1

Y
/N

£

Punto Recta
Conicas degeneradas

Figura 10.2

Dos rectas que se cortan

Existen varias formas de estudiar las conicas. Se puede empezar, como lo hicieron los
griegos, definiendo las conicas en términos de lainterseccion de planosy conos, 0 se pueden
definir algebraicamente en términos de la ecuacion general de segundo grado

Ax?2 + Bxy + Cy>+ Dx + Ey + F= 0. Ecuacion general de segundo grado.
Sin embargo, un tercer método en el que cada unade las conicas esté definidacomo el lugar
geométrico (o coleccion) de todos los puntos que satisfacen cierta propiedad geométrica,
funcionamejor. Por g emplo, lacircunferencia se define como el conjunto de todoslos pun-
tos (x, y) que son equidistantes de un punto fijo (k, k). Esta definicion en términos del lugar
geométrico conduce fécilmente a la ecuacion estéandar o candnica de la circunferencia

(x=h2+@ -k2=r~> Ecuacion estandar o candnica de la circunferencia.

Para informacién acerca de la rotacion de ecuaciones de segundo grado en dos variables,
ver el apéndice D.



Pardbola

Directriz !
Figura 10.3

Parabola con eje vertical, p < 0
Figura 10.4

SECCION 10.1  Cénicasy célculo 697

Parabolas

Una parébola es € conjunto de todos los puntos (x, y) equidistantes de una recta fija lla-
madadirectrizy de un punto fijo, fuerade dicharecta, Ilamado foco. El punto medio entre
el focoy ladirectriz es el vértice, y larecta que pasa por el focoy e vértice es el gje de
la pardbola. Obsérvese en lafigura 10.3 que la parabola es simétrica respecto de su ge.

TEOREMA 101 ECUACION ESTANDAR O CANONICA DE UNA PARABOLA

Laforma estandar o candnica de la ecuacion de una parabola con vértice
(h, k) y directrizy = k — p es

(x = h)? = 4p(y — k).
Paraladirectrizx = h — p, laecuacion es
(y = 0% = 4p(x — h).

El foco se encuentraen el gje ap unidades (distancia dirigida) del vértice. Las
coordenadas del foco son las siguientes.

Eje vertical.

Eje horizontal.

(h, k + P) Eje vertical.
(h + P k) Eje horizontal.
EJEMPLO I Hallar el foco de una parabola
. 1 1
Hallar el foco de la pardboladadapor y = >~ X — EXZ'

Solucion  Parahallar el foco, se convierte alaforma candnica o estdndar completando el
cuadrado.

1 1
=3 x— ¥

y=h-20- )
2y =1 — 2x — x?
2y =1— (x + 2x)
2y=2—-(x*+2x+1)
X+ +1=-2y+2
(c+1)?2=-2(y-1

Reescribir la ecuacion original.
Sacar 3 como factor.
Multiplicar cada lado por 2.
Agrupar términos.

Sumar y restar 1 en el lado derecho.

Expresar en laforma estandar o canénica

Si se compara esta ecuacion con (x — h)?> = 4p(y — k), se concluye que

h=-1, k=1 'y p=-3

Como p es negativo, la parabola se abre hacia abajo, como se muestra en la figura 10.4.
Por tanto, el foco de la pardbola se encuentra a p unidades del vértice, o sea

(hk + p) = (_1, %) Foco.

A un segmento de la recta que pasa por el foco de una pardbolay que tiene sus extre-
mos en la pardbola se e llama cuerda focal. La cuerda focal perpendicular a e de la
parébola es el lado recto (latus rectum). El gemplo siguiente muestra como determinar
lalongitud del lado recto y lalongitud del correspondiente arco cortado.
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x*= 4py

Lado recto
o latus rectum
(=2p, p) W - - o - -~ (2p, p)

©,p)

Longitud del lado recto o latus rectum: 4p
Figura 10.5

Reflector parabolico: la luz se refleja en
rayos paralelos
Figura 10.6

EJEMPLO 2 Longitud de la cuerda focal y longitud de arco

Encontrar la longitud del lado recto de la pardbola dada por x? = 4py. Después,
hallar lalongitud del arco parabdlico cortado por €l lado recto.

Solucion  Debido a que €l lado recto pasa por € foco (0, p) y es perpendicular a ge y,
las coordenadas de sus extremos son (—x, p) Y (x, p). Al sustituir, en la ecuacién de la
pardbola, y por p se obtiene

x> =4p(p) > x==+2p.

Entonces, |los extremos del lado recto son (—2p, p) y (2p, p), ¥ se concluye que su longi-
tud es 4p, como se muestra en lafigura 10.5. En cambio, lalongitud del arco cortado es

£ Emplear laformula
s = f V1+(y)2dx de longitud del arco.
-2p
2p 2
X x2 x
=2 ,/l+<*>d == T==
J;) Zp x Y 4p = 2p
1(%
== JV4p?+ x?dx Simplificar.
PlJo
1 2
= ?[x\/4p2 + x%2 4+ 4p?Injx + V4p? + xzq Teorema 8.2.
P 0
_ 1

0 (27807 + 4p2in(2p + VBp?) — 4p?In(2p)
= Zp[ﬁ + In(l + ﬂ)]

Una propiedad muy utilizada de |a parébola es su propiedad de reflexion. En fisica, se
dice que una superficie es reflgante o reflectante si la tangente a cualquier punto de la
superficie produce angulos iguales con un rayo incidente y con el rayo reflgjado resultan-
te. El angulo correspondiente al rayo incidente es el angulo de incidencia, y €l angulo
correspondiente a rayo que se refleja es el angulo de reflexion. Un espejo plano es un
gjemplo de una superficie reflgjante o reflectante.

Otro tipo de superficie reflgjante es la que se forma por revolucion de una parabola
alrededor de su gje. Una propiedad especial de |os reflectores parabdlicos es que permiten
dirigir hacia el foco de la parabola todos los rayos incidentes paralelos a eje. Este es €
principio detras del disefio de todos los espejos parabdlicos que se utilizan en los tel esco-
pios de reflexion. Inversamente, todos | os rayos de luz que emanan del foco de una linter-
na con reflector parabdlico son paralelos, como seilustra en lafigura 10.6.

TEOREMA 102 PROPIEDAD DE REFLEXION DE UNA PARABOLA

Sea P un punto de una pardbola. La tangente ala parabola en €l punto P produce
angulos iguales con las dos rectas siguientes.

1. Larectaque pasapor Py por e foco
2. Larectaparaéelaa e delapardbola que pasa por P
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NicoLAs Copirnico (1473-1543)
Copérnico comenzo el estudio del
movimiento planetario cuando se le pidio
que corrigiera el calendario. En aquella
época, el uso de la teoria de que la Tierra
era el centro del Universo, no permitia pre-
decir con exactitud la longitud de un aio.

Si los extremos de una cuerda se atan a los
alfileres y se tensa la cuerda con un lapiz, la
trayectoria trazada con el 1apiz sera una
elipse

Figura 10.9

SECCION 10.1  Cénicasy célculo 699

Elipses

Mas de mil afios después de terminar €l periodo alejandrino de la matematica griega,
comienza un renacimiento de la matemética 'y del descubrimiento cientifico en la civili-
zacion occidental. Nicolas Copérnico, astronomo polaco, fue figura principa en este re-
nacimiento. En su trabajo Sobre las revoluciones de las esferas celestes, COpérnico sos-
tenia que todos los planetas, incluyendo la Tierra, giraban, en Orbitas circulares, alrede-
dor del Sol. Aun cuando a gunas de | as afirmaciones de Copérnico no eran vélidas, la con-
troversia desatada por su teoria heliocéntrica motivé a que los astrénomos buscaran un
modelo matemético para explicar los movimientos del Sol y de los planetas que podian
observar. El primero en encontrar un modelo correcto fue el astrénomo aleman Johannes
Kepler (1571-1630). Kepler descubrié que los planetas se mueven alrededor del Sol, en
Orbitas elipticas, teniendo a Sol, no como centro, sino como uno de los puntos focales de
la 6rbita.

El uso de las elipses para explicar los movimientos de |os planetas es sdlo una de sus
aplicaciones précticas y estéticas. Como con la pardbola, el estudio de este segundo tipo
de conica empieza definiéndola como lugar geométrico de puntos. Sin embargo, ahora se
tienen dos puntos focales en lugar de uno.

Una elipse es e conjunto de todos los puntos (x, y), cuya suma de distancias a dos
puntos fijos llamados focos es constante. (Ver lafigura 10.7.) Larecta que une alos focos
interseca o corta ala elipse en dos puntos, llamados vértices. La cuerda que une alos vér-
tices es el e mayor, y su punto medio es €l centro de la elipse. La cuerda a través del
centro, perpendicular a e mayor, es el gy e menor de la€lipse. (Ver lafigura 10.8.)

(xy)

Eje mayor
€ may! N

- ® - -

I
s Eje menor
I

Figura 10.7 Figura 10.8

PARA MAYOR INFORMACION  Para saber més acerca de como “hacer explotar” una elipse
para convertirla en una pardbola, consultar al articulo “Exploding the Ellipse” de Arnold Good en
Mathematics Teacher.

TEOREMA 10.3 ECUACION ESTANDAR O CANONICA DE UNA ELIPSE

Laforma estandar o canonica de la ecuacion de una elipse con centro (i, k) y longi-
tudes de los gjes mayor y menor 2a y 2b, respectivamente, dondea > b, es
= h?  (y—k?
a? * b?

=1 El eje mayor es horizontal.

(x—h? (
b? * a

—k 2
Y > ) =1 El /e mayor es vertical.

Los focos se encuentran en el eje mayor, ac unidades del centro, con ¢? = a? — b2

La definicion de una elipse se puede visualizar s se imaginan dos afileres colocados en
los focos, como se muestra en la figura 10.9.
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°
/ Foco
| | %

Vértice

Elipse con eje mayor vertical
Figura 10.10

Figura 10.11

EJEMPLO 3 Completar cuadrados

Encontrar el centro, los vértices y los focos de la elipse dada por
452+ y2 — 8x + 4y — 8 = 0.
Solucion Al completar el cuadrado se puede expresar la ecuacion original en la forma
esténdar o canonica.
452+ y2 —8x+ 4y —-8=0 Escribir la ecuacion original.
4> — 8x + y2 + 4y =8
4> —2x+ 1)+ (> +4y+4)=8+4+4
4x - 12+ (y+2)%2=16

x—-12 (+2?*_
s e 1

Asi, €l ge mayor es paralelo a e y, donde h =1, k= -2, a=4, b = 2y
c = V16 — 4 = 2./3. Por tanto, se obtiene:

Escribir la forma estéandar o canénica.

Centro: (1, —2) (h, k).
Vértices: (1, —6) y(1,2) (h k + a).
Focos: (1, -2 -2V3)y(1, -2+ 2./3) (h k = o).

Lagréfica de la elipse se muestra en la figura 10.10.

Si en laecuacion del gjemplo 3, el término constante F = — 8 hubiese sido mayor o igual
a8, se hubiera obtenido alguno de los siguientes casos degenerados.

x—12 (+2?%_
4 1.

(x=12  (y+2?
VT

1. F = 8, unsolo punto, (1, —2): 0

2. F > 8, no existen puntos solucion: <0 u

EJEMPLO 4 La 6rbita de la Luna

La Luna gira alrededor de la Tierra siguiendo una trayectoria eliptica en la que €l centro
de laTierra esta en uno de los focos, como seilustraen lafigura 10.11. Las longitudes de
los gjes mayor y menor de la érbita son 768 800 kildmetrosy 767 640 kiloGmetros, respec-
tivamente. Encontrar las distancias mayor y menor (apogeo y perigeo) entre el centro de
laTierray el centro delaLuna

Solucion  Para comenzar se encuentrana y b.

2a = 768 800 Longitud del eje mayor.
a = 384 400 Despgjar a.

2b = 767 640 Longitud del &je menor.
b = 383820 Despgjar b.

Ahora, a emplear estos valores, se despeja ¢ como sigue.
¢ = Ja?*— b?>= 21108

La distancia mayor entre el centro de la Tierra y el centro de la Luna es
a + ¢ = 405 508 kilébmetros y la distancia menor esa — ¢ = 363 292 kilometros.



PARA MAYOR INFORMACION
Para mas informacién acerca de
agunos usos de las propiedades de
reflexion de las conicas, consultar el
articulo “Parabolic Mirrors, Elliptic
and Hyperbolic Lenses’ de Mohsen
Maesumi en The American
Mathematical Monthly. Consultar tam-
bién el articulo “The Geometry of
Microwave Antennas’ de William R.
Paezynski en Mathematics Teacher.

Focos

C o
a) p es pequefio

Focos

AN

D

b) $escas 1
a

Excentricidad es el cociente E.
Figura 10.12 a4

SECCION 10.1  Cénicasy célculo 701

En el teorema 10.2 se presento la propiedad de reflexién de laparabola. Laelipsetiene
una propiedad semejante. En el gjercicio 112 se pide demostrar €l siguiente teorema.

TEOREMA 104 PROPIEDAD DE REFLEXION DE LA ELIPSE

Sea P un punto de una elipse. La recta tangente ala elipse en el punto P forma
angulos iguales con las rectas que pasan por Py por los focos.

Uno de los motivos por el cual los astronomos tuvieron dificultad para descubrir
gue las orbitas de los planetas son elipticas es el hecho de que los focos de las érbitas
planetarias estan relativamente cerca del centro del Sol, lo que hace a las Orbitas ser
casi circulares. Para medir el achatamiento de una elipse, se puede usar el concepto
de excentricidad.

DEFINICION DE LA EXCENTRICIDAD DE UNA ELIPSE

Laexcentricidad e de una elipse esté dada por el cociente

Cc
e = —.
a

Para ver como se usa este cociente en la descripcion de la forma de una €lipse,
obsérvese que como los focos de una elipse se localizan alo largo del gje mayor entre los
vérticesy el centro, setiene que

O<c<a.

En una elipse casi circular, los focos se encuentran cerca del centro y el cociente c/a es
pequefio, mientras que en una elipse alargada, |os focos se encuentran cerca de los vértices
y €l cociente ¢/a esté cerca de 1, como se ilustra en la figura 10.12. Obsérvese que para
todaelipse0 < e < 1.

La excentricidad de la érbita de la Luna es e = 0.0549, y las excentricidades de las
nueve orbitas planetarias son las siguientes.

Mercurio: e = 0.2056 Jipiter: e = 0.0484
Venus: e = 0.0068 Saturno: e = 0.0542
Tierra e = 0.0167 Urano: e = 0.0472
Marte: e = 0.0934 Neptuno: e = 0.0086

Por integracién se puede mostrar que €l areade unaelipse es A = mab. Por gjemplo,
el dreadelaé€lipse
2 2

X Y. _
2t
esté dada por

A =4J S\/a2 — x%dx
0

4b (7
= j a? cos? 6 do. Sustitucion trigonométricax = a sen 6.
aJo

Sin embargo, encontrar €l perimetro de una elipse no es fécil. El siguiente gjemplo mues-
tra como usar la excentricidad para establecer una “integral eliptica’ para el perimetro de
una elipse.
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AREA Y PERIMETRO DE UNA ELIPSE

En su trabajo con orbitas elipticas, a
principios del siglo xvi1, Johannes Kepler
desarroll6 una formula para encontrar el
area de una elipse, A = rab. Sin embargo,
tuvo menos éxito en hallar una formula para
el perimetro de una elipse, para el cual solo
dio la siguiente formula de aproximacion
C=m(a+b).

C = 28.36 unidades

Figura 10.13

EJEMPLO 5 Encontrar el perimetro de una elipse
Mostrar que el perimetro de una elipse (x?/a?) + (y?/b?) = 1 es

/2
4af V1 — eZsen? 6 de. e=*<
0 a

Solucion  Como la elipse dada es simétrica respecto al e x y a gje y, se sabe que su
perimetro C es el cuddruplo de la longitud de arco de y = (b/a)/a® — x? en € primer
cuadrante. La funcién y es diferenciable (o derivable) para toda x en el intervalo [0, a]
excepto en x = a. Entonces, el perimetro estd dado por laintegral impropia

¢ “ @ 2,2
c=tima[ VTGP a=a[ ViTOTa o[ f1o g2
d—a 0 0 0 a(a _x)

Al usar la sustitucion trigonométrica x = a sen6, se obtiene

/2 2 >
c=4f 1+%(acose)d0
0

/2
= 4f Ja?2cos? 6 + b2sen?6do
0

/2
= 4[ Va?(1 —sen?6) + b2sen20do
0

/2
=4 f Ja? = (@ = b?)sen? 0 do.
0
Debido aque e? = ¢?/a? = (a® — b?)/a?, se puede escribir estaintegral como

/2
C= 4af V1 — e?sen?fde.
0

Se ha dedicado mucho tiempo al estudio de las integrales elipticas. En general dichas
integrales no tienen antiderivadas o primitivas elementales. Para encontrar €l perimetro de
una elipse, por lo general hay que recurrir a una técnica de aproximacion.

EJEMPLO 6 Aproximar el valor de una integral eliptica

Emplear laintegral eliptica del giemplo 5 para aproximar el perimetro de la elipse

Solucion  Como e? = ¢?/a? = (a® — b?)/a® = 9/25, setiene

B "2 9sen?
C= (4)(5)f0 1 oC do.

Aplicando laregla de Simpson con n = 4 se obtiene

m
6
~ 28.36.

C~ 20( ><%>[1 + 4(0.9733) + 2(0.9055) + 4(0.8323) + 0.8]

Por tanto, €l perimetro de la €lipse es aproximadamente 28.36 unidades, como se muestra
en lafigura 10.13. —



Ejetransversal

Figura 10.14

Eje conjugado

Figura 10.15

Asintote

Asintota

SECCION 10.1  Cénicasy célculo 703

Hipérbolas

La definicién de hipérbola es similar ala de la élipse. En la elipse, la suma de las distan-
cias de un punto de la elipse alos focos esfija, mientras que en la hipérbola, €l valor abso-
luto de la diferencia entre estas distancias es fijo.

Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos (x, y) paralos que €l valor absolu-
to de la diferencia entre las distancias a dos puntos fijos Ilamados focos es constante. (\Ver
lafigura10.14.) Larecta que pasa por |los dos focos corta ala hipérbola en dos puntos lla-
mados vértices. El segmento de recta que une a los vértices es el ge transversal, y €l
punto medio del gjetransversal esel centro delahipérbola. Un rasgo distintivo de la hipér-
bola es que su gréfica tiene dos ramas separadas.

TEOREMA 105 ECUACION ESTANDAR O CANONICA DE UNA HIPERBOLA

Laforma estandar o canénica de la ecuacion de una hipérbola con centro (4, k) es

= hP (=R _
a? b?

1 El eje transversal es horizontal.

(b= kP = n2
a? b?

1. El gje transversal es vertical.

Los vértices se encuentran a a unidades del centro y los focos se encuentran a ¢
unidades del centro, con ¢? = a? + b2

En la hipérbola no existe la misma relacion entre las constantes a, b y ¢, que en la elipse.
En lahipérbola, ¢ = a? + b?, mientras que en laelipse, ¢? = a? — b2 ]

Una ayuda importante para trazar la gréfica de una hipérbola es determinar sus asin-
totas, como seilustra en lafigura 10.15. Toda hipérbola tiene dos asintotas que se cortan
en € centro de la hipérbola. Las asintotas pasan por los vértices de un rectangulo de
dimensiones 2a por 2b, con centro en (A, k). Al segmento de la recta de longitud 2b que
une (h, k + b) y (h, k — b) sele conoce como € e conjugado de la hipérbola

TEOREMA 106 ASINTOTAS DE UNA HIPERBOLA

Si e getransversal es horizontal, |as ecuaciones de |as asintotas son

b b
y—k-l—;(x—h) y y—k—;(x—h).

Si el getransversa es vertical, |as ecuaciones de las asintotas son

a a
y—k—i—z(x—h) y y—k—z(x—h).

En lafigura 10.15 se puede ver que las asintotas coinciden con las diagonales del rec-
tangulo de dimensiones 2a y 2b, centrado en (h, k). Esto proporciona una manera rapida
de trazar las asintotas, |as que a su vez ayudan atrazar la hipérbola.
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TECNOLOGIA  Paraverificar la
gréfica obtenidaen el gemplo 7 se
puede emplear una herramienta de
graficacion y despejar y de la ecua-
cion original para representar gréfi-
camente las ecuaciones siguientes.

vy, = VA4x? - 16
Y, = —/4x? — 16

EJEMPLO 7 Uso de las asintotas para trazar una hipérbola

Trazar la gréfica de la hipérbola cuya ecuacién es 4x? — y? = 16.

Solucion  Para empezar se escribe la ecuacion en laforma estandar o canonica.

N

2
XY
4 16 !

El ge transversal es horizontal y los vértices se encuentran en (—2,0) y (2,0). Los
extremos del gje conjugado se encuentran en (0, —4) y (0, 4). Con estos cuatro puntos, se
puede trazar el rectangulo que se muestra en la figura 10.16a. Al dibujar las asintotas a
través de las esquinas de este rectangul o, €l trazo se termina como se muestra en lafigura
10.16b.

y y
6,,
(0,4
e
CoL =1
(-2,0) '(2,0)
L e o X 1 X
-6 -4 ! } 4 6 -6
S
(Ov _4)
76 —_
a) b)
Figura 10.16 —

DEFINICION DE LA EXCENTRICIDAD DE UNA HIPERBOLA

Laexcentricidad e de una hipérbola es dada por €l cociente

Cc
e = .
a

Como en la elipse, la excentricidad de una hipérbola es ¢ = ¢/a. Dado que en la
hipérbolac > a resultaquee > 1. Si laexcentricidad es grande, las ramas de la hipérbo-
la son casi planas. Si la excentricidad es cercana a 1, las ramas de la hipérbola son mas
puntiagudas, como se muestra en lafigura 10.17.

y y
Laexcentricidad
seacercaal

Laexcentricidady

Foco
_ Vértice
/

Figura 10.17



4000
3000 -
2000
d2 /’//,
B,//
— et
~2000 2000 3000
~1000 -+
~2000 -+
2¢ = 5280
dy, —d, = 2a=12200
Figura 10.18

Mary Evans Picture Library

CAROLINE HERSCHEL (1750-1848)

La primera mujer a la que se atribuyo
haber detectado un nuevo cometa fue la
astronoma inglesa Caroline Herschel.
Durante su vida, Caroline Herschel des-
cubrio ocho cometas.

SECCION 10.1  Cénicasy célculo 705

La aplicacion siguiente fue desarrollada durante la Segunda Guerra Mundial.
Muestra como los radares y otros sistemas de deteccion pueden usar las propiedades de
la hipérbola.

EJEMPLO 8 Un sistema hiperbélico de deteccion

Dos micréfonos, a una milla de distancia entre si, registran una explosion. El micréfono A
recibe el sonido 2 segundos antes que € micréfono B. ¢Ddénde fue la explosion?

Solucion  Suponiendo que el sonido vigia a 1 100 pies por segundo, se sabe que la
explosion tuvo lugar 2 200 pies més lgjos de B que de A, como se observa en la figura
10.18. El lugar geométrico de todos los puntos que se encuentran 2 200 pies mas cercanos
aA que aB esunaramade lahipérbola (x?/a?) — (y?/b?) = 1, donde

o= 1 milla _ 5280 pies

=2 640 pies.
5 p

0= 2 200 pies

=1100 pies
> p

Como ¢? = a? + b?, setiene que
b2 — CZ _ a2
= 5759 600

y se puede concluir que la explosién ocurrié en algiin lugar sobre la rama derecha de la
hipérbola dada por

2 2

X - y _ 1
1210000 5759600 —

En el gemplo 8, sdlo se pudo determinar |a hipérbola en la que ocurrié la explosiéon,
pero no la localizacion exacta de la explosion. Sin embargo, si se hubiera recibido el
sonido también en una tercera posicion C, entonces se habrian determinado otras dos
hipérbolas. La localizacion exacta de la explosion seria el punto en el que se cortan estas
tres hipérbolas.

Otra aplicacion interesante de las conicas est4 relacionada con las drbitas de los
cometas en nuestro sistema solar. De los 610 cometas identificados antes de 1970, 245
tienen orbitas elipticas, 295 tienen Orhitas parabdlicas y 70 tienen érbitas hiperbdlicas. El
centro del Sol es un foco de cada 6rbita, y cada érbita tiene un vértice en el punto en el
gue el cometa se encuentra més cerca del Sol. Sin lugar a dudas, alin no se identifican
muchos cometas con Orbitas parabdlicas e hiperbdlicas, ya que dichos cometas pasan una
sola vez por nuestro sistema solar. Sélo los cometas con orbitas elipticas como la del
cometa Halley permanecen en nuestro sistema solar.

El tipo de drbita de un cometa puede determinarse de la forma siguiente.

1. Elipse: v < V2GM/p
2. Pardbolaa v = /2GM/p
3. Hipérbolaa v > V2GM/p
En estas tres formulas, p es la distancia entre un vértice y un foco de la orbita del cometa
(en metros), v es la velocidad del cometa en € vértice (en metros por segundo),

M =~ 1.989 x 10%° kilogramos es lamasadel Sol y G = 6.67 x 10~® metros clibicos por
kilogramo por segundo cuadrado es la constante de gravedad.
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“:lm Ejercicios

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Enlosegercicios1a8, relacionar la ecuacion con su gréfica. [Las H" Enlosgercicios 17 a 20, hallar €l vértice, el focoy ladirectriz de

gr ficas estan marcadas ), b), ), d), €), f), g) y h).]
a) y b)

~<

C) y d) y

™
AN

A

€) y f) y
4
2 2+
| /1\ > x 1+
8/ a-2\| 2 4 ; ; ; > x
4 3 \-1. 1] 3
-6 _2
-8
9) y h) y
6 4V
2
2—\
- * e
s \o 2/ 6 2 N2 4 °®
4
_6,,
1 y?2=4x 2. x+42=2y+2
(x—22 (y+1?
2 _ _ =
3. (x+4) 2y - 2) 4 = 1
X2 y?_ X2 y?
5. 4 + 9 =1 6. 34‘3: 1
y: X _ x=2% y*_
[T 87 4=1

En losgercicios9 a 16, hallar €l vértice, el focoy la directriz de

la parébola, y trazar su grafica.

9. y2=—&

1. x+5 +(y—32=0
13. y2 -4y —4x=0

15 x>+ 4x+4y—4=0

10. x>+ 6y =0

12. x—62+8y+7) =0
14. y?+ 6y + 8+ 25=0
16. y2+ 4y +8—12=0

la parabola. Luego usar una herramienta de graficacion para
representar la paréabola.

17. y?+x+y=0
19.y2-4x—-4=0

18. y = —§(x>— 8x + 6)
20. x2—2x+8y+9=0
En los gercicios 21 a 28, hallar una ecuacion de la parabola.

21. Vértice: (5, 4) 22. Vértice: (—2,1)

Foco: (3, 4) Foco: (-2, —1)
23. Vértice: (0, 5) 24. Foco: (2,2)
Directrizz y = —3 Directrizz x = —2

25.

27. El ge es paraelo a ge y; la gréfica pasa por (0, 3), (3,4) y
(4, 12).

28. Directriz: y = —2; extremos del lado recto (latus rectum) son
0,2)y (8,2).

En los g ercicios 29 a 34, hallar € centro, € foco, el vérticey la
excentricidad dela elipsey trazar su grafica.

29. 16x2 + y2 = 16

G-, (-2
16 25
33. 9x?2 4+ 4y2 4+ 36x — 24y + 36 =0

34. 16x? + 25y? — 64x + 150y + 279 =0

30. 32+ 7y2 =63

b+ 62 _

31 1/4

=1 32 (x+42+

1

En losgercicios 35a 38, hallar € centro, e focoy el vérticedela
elipse. Con ayuda de una herramienta de graficacién represen-
tar la elipse.

35. 12x? 4+ 20y%2 — 12x + 40y — 37 =0
36. 36x2 + 9y? + 48y — 36y + 43 = 0
37. x2+ 2y —3x +4y+025=0
38. 242 + y2 + 48x — 6.4y + 312 = 0

En los gercicios 39 a 44, hallar una ecuacion de la elipse.

39. Centro: (0, 0)
Foco: (5, 0)
Vértice: (6, 0)
41. Vértices: (3,1),(3,9)
Longitud del /e menor: 6
43. Centro: (0, 0)
Eje mayor: horizontal
Puntos en la elipse:
(3,1),(4,0)

40. Vértices. (0, 3), (8, 3)
Excentricidad: 2

42. Foco: (0, =9)
Longitud del /e mayor: 22
44, Centro: (1, 2)
Eje mayor: vertica
Puntos en la elipse:
(1,6),(3,2)



En losgercicios 45 a 52, hallar € centro, € focoy € vérticedela
hipérbola, y trazar su gréfica usando las asintotas como ayuda.

2 2

45. yz—%2=1 46. %5_{?:
(X—l)z_()/JFZ)zz1 48, (y+3?2 (k=57 _
4 1 225 64

49. 9x? —y2 —36x— 6y +18=0
50. y? — 16x% + 64x — 208 = 0
51. x2 — 9y? + 2x — 54y — 80 =0
52. 9x2 — 4y?> + 54x + 8y + 78 = 0

1

47. 1

Enlosejercicios53 a56, hallar € centro, e focoy el vérticedela
hipérbola. Trazar la hipérbolay sus asintotas con ayuda de una
herramienta de graficacion.

53. 9y2 — x2 + 2x + 54y + 62 = 0

54. 9x2 —y2 + 54x + 10y + 55 =0

55. 3x2 —2y? —6x — 12y — 27 =0

56. 3y2 — x2 + 6x — 12y = 0

En los g ercicios 57 a 64, hallar una ecuacion de la hipérbola.

57. Vértice: (+1, 0)
Asintotac y = *5x
59. Vértice: (2, +3)

58. Vértice: (0, +4)
Asintota y = +2x
60. Vértice: (2,+3)

Punto de una gréfica:(0, 5) Foco: (2, +5)
61. Centro: (0, 0) 62. Centro: (0, 0)

Vértice: (0, 2) Vértice: (6, 0)

Foco: (0, 4) Foco: (10, 0)

63. Vértices. (0, 2), (6,2)
Asintota: y = 5x

64. Foco: (20, 0)
Asintota: y = +3x
y=4-

En los gercicios 65y 66, hallar ecuaciones de a) las rectas tan-

gentesy b) las rectas normales a la hipérbola para el valor dado
dex.

X2 o _ y2 %2 _
65. 9 y2=1 X=6 66. 2 =1 x=4

Enlosgercicios67 a 76, clasificar la gréafica dela ecuacion como
circunferencia, parébola, elipse o hipérbola.

67. x> +4y? —6x+ 16y + 21 =0
68. 4x> —y2—4x—-3=0

69. y2—8y—8x=0

70. 25x%> — 10x — 200y — 119 =0

71 4x2 4+ 4y? — 16y + 15=10

72. y? —4y=x+5

73. %2+ 9y?2 — 36x + 6y + 34 =0
74. 2x(x—y) =y@8—y—2)

75. 3(x — 1)2 =6+ 2(y + 1)?

76. 9(x + 3)2 = 36 — 4y — 2)?

SECCION 10.1

Desarrollo de conceptos

77. a) Dar ladefinicion de pardbola.
b) Dar las formas estandar o candnicas de una parabola con
vértice en (h, k).
¢) Expresar, con sus propias palabras, la propiedad de re-
flexion de una parabola.

Conicasy célculo 707

78. a) Dar ladefinicion de elipse.
b) Dar las formas estdndar o canonicas de una elipse con
centro en (h, k).
79. a) Dar ladefinicion de hipérbola
b) Dar lasformas estandar o candnicas de una hipérbola con
centro en (h, k).
¢) Dar las ecuaciones de |as asintotas de una hipérbola.
80. Definir la excentricidad de una elipse. Describir, con sus
propias palabras, como afectan ala elipse las variaciones en
la excentricidad.

81. Recolector o panel de energia solar  Un recolector o panel de
energia solar para calentar agua se construye con una hoja de
acero inoxidable en forma de parébola (ver la figura). El agua
fluye a través de un tubo situado en el foco de la pardbola. ¢A
qué distancia del vértice se encuentra el tubo?

AANNMMSARNT G0 %

L QMM ARN AN AN

No esta dibujado a escala

Figura para 81 Figura para 82

82. Deformacién de unaviga Unavigade 16 metros de longitud
soporta una carga que se concentra en el centro (ver la figura).
La viga se deforma en la parte central 3 centimetros. Suponer
que, al deformarse, la viga adquiere la forma de una parabola.

a) Encontrar una ecuacion de la pardbola. (Suponer que €l ori-
gen estaen el centro de la parabola.)

b) ¢A qué distancia del centro de la viga es de 1 centimetro la
deformacion producida?

83. Hallar una ecuacion de la recta tangente a la pardbola 'y = ax?

en x = x,. Demostrar que la interseccion de esta recta tangente

con el gex es(xy/2, 0).

84. a) Demostrar que dos rectas tangentes distintas cualesquiera a
una parabola se cortan o intersecan.

b) llustrar el resultado del inciso @) hallando el punto de inter-
seccion de las rectas tangentes a la pardbola x? — 4x —
4y = O enlos puntos (0, 0) y (6, 3).

85. a) Demostrar que si dos rectas tangentes a una parabola se cor-
tan o intersecan en angulos rectos, su punto de interseccion
debe estar en ladirectriz.

b) llustrar el resultado del inciso @) probando que las
rectas tangentes ala pardbolax?> — 4x — 4y + 8 = O enlos
puntos (—2,5) y (3, %) se cortan en angulo recto y que €l
punto de interseccion se encuentra en la directriz.
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86.

87.

Al e

89.

CAPITULO 10

Sobre la gréfica de x? = 8y hallar el punto més cercano al foco
de la pardbola.

Recepcion de radio y television  En las areas montafiosas, la
recepcion de radio y television suele ser deficiente. Conside-
rar un caso idealizado en e que la gréfica de la pardbola
y = X — X2 representa una colina, en el punto (—1, 1) selocali-
zaun transmisor, y a otro lado de la colina, en el punto (x,, 0),
se encuentra un receptor. ¢Qué tan cerca de la colina puede ubi-
carse el receptor para que la sefia no se obstruya?

Modelo matematico  Latabla siguiente muestralas cantidades pro-
medio A de tiempo (en minutos) por dia que las mujeres dedicaron a
ver latelevison de 1999 a 2005. (Fuente: Nielsen Media Research)

Ai 1999 | 2000 H 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005

A 280 | 286 | 291 | 298 | 305 | 307 | 317

a) Emplear las funciones de regresion de una herramienta de gra-
ficacion para hallar un modelo de laformaA = ar? + bt + ¢
para los datos, donde ¢ represente €l afio y + = 9 corresponda
a1999.

b) Emplear una herramienta de graficacion para representar los
datos y la gréfica del modelo.

¢) Hallar dA/dt y dibujar su gréfica para 9 = r = 15. ;Qué
informacion acerca de la cantidad promedio de tiempo que
las mujeres dedicaron a ver television proporciona la gréfica
de la derivada?

Arquitectura El ventanal de una iglesia esta limitado en la

parte superior por una parabola, y en laparte inferior por €l arco

de una circunferencia (ver lafigura). Hallar el érea de la super-

ficie del ventanal.

|<———8 pieS>i _

8p'es’.dela

Figura para 89

90.

91.

92.

93.

Cable parabdlico ¥
de sujecion

4 pies

T | Radio

\circunferencia
1
Te

Figura para 91

Longitud de arco Hallar la longitud de arco de la pardbola
4x —y?>=0endintervdo 0=y = 4.

Disefio de un puente El cable de un puente colgante esta sus-
pendido (formando una parabola) de dos torres a 120 metros una
delaotray a 20 metros de altura sobre la autopista. Los cables
tocan la autopista en € punto medio entre ambas torres.

a) Hallar la ecuacion para la forma parabdlica de cada cable.
b) Hallar lalongitud del cable parabdlico de suspension.

Area de una superficie Un receptor de una antena satelital
se forma por revoluciéon arededor del e y de la pardbola
x2 = 20y. El radio del plato es r pies. Verificar que el &readela
superficie del plato esta dada por

' XV 2)3/2 _
277Lx /1+(10> dx = 72[(100 + r32 — 1000},

Investigacion  En el mismo gje de coordenadas trazar las gra-
ficas de x? = 4py con p = %, % 1, % y 2. Andlizar la variacién
gue se presenta en las gréficas a medida que p aumenta.

94,

95.

96.

97.

98.

99.

100.

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Area Hallar unaférmula para el érea de la region sombreada
delafigura

y y

fae 4py 4

<~ > —|
=

Figura para 94 Figura para 96

Redaccion  En lapagina 699 se sefial 6 que se puede trazar una
elipse usando dos dfileres, una cuerda de longitud fija (mayor a
la distancia entre los dos afileres) y un 1apiz. Si los extremos
de la cuerda se sujetan alos alfileres y se tensala cuerda con el
|apiz, latrayectoria que recorre €l |&piz es una elipse.

a) ¢Cud eslalongitud de la cuerda en términos de a?

b) Explicar por qué la trayectoria trazada por el 18piz es una
elipse.

Construccion de un arco semieliptico  Sevaaconstruir €l arco
de una chimenea en forma de una semielipse. El claro debe tener
2 piesde dturaen € centroy 5 pies de ancho en la base (ver la
figura). El constructor bosqueja el perfil delaelipse siguiendo el
método mostrado en €l gjercicio 95. ¢Donde deben colocarse los
afileresy cud debe ser lalongitud del trozo de cuerda?

Trazar la elipse que consta de todos los puntos (x, y) tales que la
suma de las distancias entre (x, y) y dos puntos fijos es 16 unida-
des, y losfocos se localizan en los centros de | os dos conjuntos de
circunferencias concéntricas que se muestran en lafigura
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Orbitadela Tierra LaTierrase mueve en una orbita eliptica
con el Sol en uno de los focos. Lalongitud de la mitad del gje
mayor es 149 598 000 kilémetrosy la excentricidad es 0.0167.
Hallar la distancia minima (perihelio) y la distancia maxima
(afelio) entrelaTierray el Sol.

Orbita de un satéite  El apogeo (el punto de la 6rbita més le-
jano alaTierra) y € perigeo (€l punto de la 6rbita mas cercano
alaTierra) de la drbita eliptica de un satélite de la Tierra estén
dados por A y P. Mostrar que la excentricidad de la érbita es

o A-P
A+ P

Explorer 18 El 27 de noviembre de 1963, Estados Unidos
lanzé el Explorer 18. Sus puntos bajo y alto sobre la superficie
de la Tierra fueron 119 millas y 123 000 millas, respectiva-
mente. Hallar la excentricidad de su drbita eliptica



101. Explorer 55 El 20 de noviembre de 1975, Estados Unidos
lanz6 el satélite de investigacion Explorer 55. Sus puntos bajo
y alto sobre la superficie de la Tierra fueron de 96 millas y
1 865 millas. Encontrar la excentricidad de su érbita eliptica.

Para discusion

102. Considerar la ecuacion

9x? 4+ 4y? — 36x — 24y — 36 = 0.

a) Clasificar la gréfica de la ecuacion como un circulo,
una parabola, una elipse o una hipérbola.

b) Cambiar € término 4y? en la ecuacion por —4y2.
Clasificar la gréfica de la nueva ecuacion.

¢) Cambiar el término 9x2 en la ecuacion original por 4x2.
Clasificar la gréfica de la nueva ecuacion.

d) Describir unamanera en que se podria cambiar la ecua-
cion original para que su gréfica fuera una parébola.

103. El cometaHalley Quizésel masconocido detodos|os come-
tas, el cometaHalley, tiene una drbitaelipticacon e Sol en uno
de sus focos. Se estima que su distancia méxima a Sol es de
35.29 UA (unidad astronémica =~ 92.956 x 10° millas) y que
su distancia minima es de 0.59 UA. Hallar la excentricidad de
la orbita.

104. La ecuacion de una elipse con centro en el origen puede ex-
presarse
2 2
Xy
a?z  a%l1-¢ed
Mostrar que cuando e — 0, y a permanece constante, la elip-
Se se aproxima a una circunferencia.

=1

105. Considerar una particula que se mueve en € sentido de las
manecillas del reloj siguiendo la trayectoria eliptica

x ¥
100 " 25
Laparticula abandonala érbitaen el punto (—8, 3) y vigiaalo

=1

SECCION 10.1  Conicasy céculo 709

Areayvolumen Enlosgercicios 109y 110, hallar a) el &reade
la region limitada por la €elipse, b) e volumen y el area de la
superficie del sdlido generado por revolucion de la region alre-
dedor de su ge mayor (esferoide prolato), y c) e volumen y €
area de la superficie del solido generado por revolucién de la
region alrededor de su gje menor (esferoide oblato).

109'Z+ 1 =1
X2 y2
L=+ L=

110 169 1

111. Longitud de arco Usar las funciones de integracion de una
herramienta de graficacion para aproximar, con una precision
de dos cifras decimales, la integral eliptica que representa el
perimetro de la elipse
X2 y2 _
25 49"

112. Probar el teorema 10.4 mostrando que la recta tangente a una
elipse en un punto P formaangulosiguales con lasrectas atra-
vésde Py delos focos (ver lafigura). [Sugerencia: 1) encon-
trar la pendiente de larectatangente en P, 2) encontrar |as tan-
gentes de las rectas através de P y cada uno de los focosy 3)
usar la férmula de la tangente del angulo entre dos rectas.]

1

y y
Recta
tangente

(0, 10)
(a,0)

(0, -10)

Figura para 112 Figura para 113

113. Geometria El area de la €lipse presentada en la figura es €
doble del &rea del circulo. (Qué longitud tiene el g/e mayor?

largo de una recta tangente a la elipse. ¢En qué punto cruzara r°|v' 114. Conjetura

laparticula el gey?

106. Volumen El tanque de aguade un carro de bomberos mide 16
pies de largo, y sus secciones transversales son elipses. Hallar
el volumen de agua que hay en €l tanque cuando esta parcial-
mente lleno como se muestra en la figura.

(1
v

9 pies |

En los gercicios 107 y 108, determinar los puntos en los que
dy/dx es cero, 0 no existe, para localizar los extremos de los g es
mayor y menor de la elipse.

107. 16x? + 9y? 4+ 96x + 36y + 36 = 0

108. 9x? + 4y?2 4+ 36x — 24y + 36 = 0

a) Mostrar que laecuacion de unaelipse puede expresarse como

(x—h? (y-K? _
a? ail1 - e?d
b) Mediante una herramienta de graficacion, representar la
elipse
x=2? (y=3?% _
2 Tai-e !

parae = 0.95,e = 0.75,e = 0.5,e=025ye = 0.
¢) Usar los resultados del inciso b) para hacer una conjetura

acercade lavariacion en laformade la elipse a medida que
e se aproximaa .

115. Hallar una ecuacion de la hipérbola tal que, para todo punto,
la diferencia entre sus distancias a los puntos (2, 2) y (10, 2)
sea 6.

116. Hallar una ecuacién de la hipérbolatal que, paratodo punto, la
diferencia entre sus distancias a los puntos (=3, 0) y
(—3,3) sea2
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117.

118.

119.

120.

CAPITULO 10

Dibujar la hipérbola que consta de todos |os puntos (x, y) tales
que ladiferenciade las distancias entre (x, y) y dos puntosfijos
sea 10 unidades, y los focos se localicen en los centros de los
dos conjuntos de circunferencias concéntricas de lafigura.

" ’

( \sssgoomgeessz,))

ﬂﬁ
‘li‘ 5

Considerar una hipérbola centrada en el origen'y con gjetrans-
versal horizontal. Emplear la definicion de hipérbola para ob-
tener su forma canonica o estandar:

X2 y2

@ ot

Localizacién del sonido  Con un rifle posicionado en e pun-
to (—c, 0) se dispara a blanco que se encuentra en el punto
(c, 0). Unapersonaescuchaa mismo tiempo el disparo del rifle
y el impacto de la bala en € blanco. Demostrar que la persona
se encuentra en una de las ramas de la hipérbola dada por

X2 y2
VIR R

VAV

donde v,, eslavelocidad inicial de labalay v esla veloci-
dad del sonido, la cual es aproximadamente 1 100 pies por
segundo.

Navegacion El sissema LORAN (long distance radio navi-
gation) para aviones y barcos usa pulsos sincronizados emiti-
dos por estaciones de transmision muy algjadas una de la otra.
Estos pulsos vigjan alavelocidad delaluz (186 000 millas por
segundo). La diferencia en los tiempos de llegada de estos pul -
S0s a un avién o a un barco es constante en una hipérbola que
tiene como focos las estaciones transmisoras. Suponer que las
dos estaciones, separadas a 300 millas una de la otra, estan
situadas en el sistema de coordenadas rectangulares en
(=150, 0) y (150, 0) y que un barco sigue la trayectoria que
describen las coordenadas (x, 75). (Ver la figura) Hallar la
coordenada x de la posicion del barco si la diferencia de tiem-
po entre los pulsos de las estaciones transmisoras es 1 000
microsegundos (0.001 segundo).

Figura para 120

Figura para 121

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

121. Espegjo hiperbodlico Un espgjo hiperbdlico (como los que
usan algunos telescopios) tiene la propiedad de que un rayo de
luz dirigido a uno de los focos se refleja a otro foco. El es-
pejo que muestra la figura se describe mediante la ecuacion
(x2/36) — (y?/64) = 1. ¢En qué punto del espejo se reflejard
laluz procedente del punto (0, 10) a otro foco?

2 2

122. Mostrar que la ecuacion de la recta tangente a% - )é =1
en el punto (xo, Yo) €s (xo/a?)x — (Yo/b?)y = 1.

123. Mostrar que las gréficas de las ecuaciones se cortan en angulos
rectos:

X2 2y? X2 2y?
2 e Y ot

124. Demostrar que la gréfica de la ecuacion
A2+ Cy?+Dx+Ey+F=0
es una de las siguientes conicas (excepto en los casos dege-
nerados).

Conica Condicion
a) Circulo A=C
b) Pardbola A = 00C = 0 (pero no ambas)
¢) Elipse AC >0
d) Hipérbola AC <0

¢Verdaderoofalso? Enloseercicios125a 130, determinar sila
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
dar un g emplo que demuestre que es falsa.

125.
126.
127.

128.

129.

130.

Es posible que una pardbola corte a su directriz.
En una parébola, €l punto mas cercano a foco es el vértice.
Si C es el perimetro de laelipse

X2 y2

— 4 = =

2y 1, b<a

entonces 27h < C < 27a.

SiD # 00E # 0, entonces lagréficade y2 — x2 + Dx + Ey
= 0 es una hipérbola.

Si las asintotas de la hipérbola (x2/a?) — (y?/b?) = 1 secor-
tan o intersecan en angulos rectos, entoncesa = b.

Toda recta tangente a una hipérbola solo corta o interseca ala
hipérbola en € punto de tangencia.

Preparacion del examen Putnam

131. Dado un punto P de una €elipse, sea d la distancia del cen-

2
132. Hallar € vaor minimo de (u — v)?2 + (\/2 - - %)

tro de la €elipse a la recta tangente a la €elipse en P.
Demostrar que (PF,)(PF,)d? es constante mientras P varia
en laelipse, donde PF,y PF, sonlasdistancias de P alos
focosF, y F, dela€lipse.

con0<u< J/2yv>0.

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Compe-
tition. © The Mathematical Association of America. Todos |os derechos reservados.
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[@] Curvas planas y ecuaciones parameétricas

Ecuacion rectangular:

X2

y=-%5+X

T
3 72
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Ecuaciones paramétricas:
X=24+/2t
y=—16t>+ 24 /2t

Movimiento curvilineo: dos variables de
posicion y una de tiempo
Figura 10.19

M

Trazar la grafica de una curva dada por un conjunto de ecuaciones paramétricas.
Eliminar el parametro en un conjunto de ecuaciones paramétricas.

Hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas para representar una curva.
Entender dos problemas clasicos del célculo: el problema de la tautocrona

y el problema de la braquistocrona.

Curvas planas y ecuaciones paramétricas

Hasta ahora, se ha representado una gréfica mediante una sola ecuacién con dos variables.
En esta seccidn se estudiaran situaciones en las que se emplean tres variables para repre-
sentar una curva en el plano.

Considérese latrayectoria que recorre un objeto lanzado a aire con un éngulo de 45°.
Si la velocidad inicial del objeto es 48 pies por segundo, el objeto recorre la trayectoria
parabodlica dada por

)CZ

y= - i + x Ecuacion rectangular.
como se muestra en la figura 10.19. Sin embargo, esta ecuacion no proporciona toda la
informacién. Si bien dice donde se encuentra el objeto, no dice cuando se encuentra en un
punto dado (x, y). Para determinar este instante, se introduce una tercera variable t, cono-
cida como parametro. Expresando x y y como funciones de t, se obtienen las ecuaciones
paramétricas

x=24)2¢ Ecuacion paramétrica para x.

y=—16+ 242 1. Ecuacion paramétrica paray.

A partir de este conjunto de ecuaciones, se puede determinar que en € instantet = 0, €l
objeto se encuentra en el punto (0, 0). De manera semejante, en €l instanter = 1, €l obje-
to esta en el punto (24./2, 24/2 — 16), y asi sucesivamente. (Mas adelante, en |a sec-
cion 12.3, se estudiara un método para determinar este conjunto particular de ecuaciones
paramétricas, |las ecuaciones de movimiento.)

En este problema particular de movimiento, X y y son funciones continuas det, y ala
trayectoria resultante se le conoce como curva plana.

DEFINICION DE UNA CURVA PLANA
Si fy g son funciones continuas de t en un intervalo |, entonces a las ecuaciones
x=f) y y=g0

selesIlama ecuaciones paramétricasy at selellamael parametro. Al conjunto de
puntos (X, y) que se obtiene cuando t varia sobre €l intervalo | se le llamala grafica
de las ecuaciones paramétricas. A las ecuaciones paramétricas y a la gréfica, juntas,
es alo que se llama una curva plana, que se denota por C.

Algunas veces es importante distinguir entre una gréfica (conjunto de puntos) y una curva
(los puntos junto con las ecuaciones paramétricas que los definen). Cuando sea importante hacer
esta distincion, se hard de manera explicita. Cuando no sea importante se emplearda C para repre-
sentar la gréfica o la curva, indistintamente. ]
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Ecuaciones paramétricas:
x:t2—4yy:%,—23ts3

Figura 10.20

Ecuaciones paramétricas:
x=4?—4yy=t, —1stsg

Figura 10.21

Cuando se dibuja (a mano) una curva dada por un conjunto de ecuaciones parametri-
cas, se trazan puntos en el plano xy. Cada conjunto de coordenadas (X, y) esta determina-
do por un valor elegido para el pardmetro t. Al trazar |os puntos resultantes de valores cre-
cientesdet, la curva se vatrazando en unadireccién especifica. A esto selellamalaorien-
tacion de lacurva.

EJEMPLO | Trazado de una curva

Trazar la curva dada por las ecuaciones paramétricas

x=£2—-14 y yZ%, —2<1<3

Solucion  Paravalores det en € intervalo dado, se obtienen, a partir de las ecuaciones
paramétricas, los puntos (X, y) que se muestran en latabla.

<
|
[E=N
|
=
o
=
H
(NI

Al trazar estos puntos en orden de valores crecientes de t y usando la continuidad de f y de
g se obtiene la curva C que se muestra en lafigura 10.20. Hay que observar las flechas sobre
la curva que indican su orientacién conforme t aumentade —2 a 3.

De acuerdo con €l criterio de la recta vertical, puede verse que la gréfica mostrada en la
figura 10.20 no define y en funcion de x. Esto pone de manifiesto una ventaja de |as ecuaciones para-
métricas: pueden emplearse para representar gréficas mas generales que las gréficas de funciones. m

A menudo ocurre que dos conjuntos distintos de ecuaciones paramétricas tienen la
misma grafica. Por giemplo, €l conjunto de ecuaciones paramétricas

N w

x=4rr—-4 y y=1 —-1<t<

tiene la misma gréfica que el conjunto dado en el ejemplo 1 (ver la figura 10.21). Sin
embargo, al comparar los valores det en las figuras 10.20 y 10.21, se ve que la segunda
gréfica se traza con mayor rapidez (considerando t como tiempo) que la primera gréfi-
ca. Por tanto, en las aplicaciones, pueden emplearse distintas ecuaciones paramétricas
para representar las diversas velocidades a las que los objetos recorren una trayectoria
determinada.

TECNOLOGIA Lamayoria de las herramientas de graficacion cuenta con un modo

paramétrico de graficacion. Se puede emplear uno de estos dispositivos para confirmar

las gréficas mostradas en las figuras 10.20 y 10.21. ¢Representa la curva dada por
x=4rr -8t y y=1-1, —%gts2

la misma gréfica que la mostrada en las figuras 10.20 y 10.21? ¢;Qué se observa respec-
to ala orientacion de esta curva?



-3+ t=-0.75

Ecuaciones paramétricas:
1

X=——, y:L t>-1

t+ 1’

Vi+l

N

|
N

|
=
=

Ecuacion rectangular:
y=1-x% x>0

Figura 10.22

N
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Eliminacion del parametro

A encontrar la ecuacién rectangular que representa la gréfica de un conjunto de ecuaciones
paramétricas se le llama eliminacion del par ametro. Por eiemplo, € parametro del conjun-
to de ecuaciones paramétricas del gemplo 1 se puede eliminar como sigue.

Despegjar t de

Ecuaciones Sustituir en la Ecuacion

- —> unadelas > - >
paramétricas CLBCIONES otra ecuacion rectangular
x=1—-4 t=2y x=(2y)?—-4 x=4%—-4
y=1/2

Una vez eliminado el pardmetro, se ve que la ecuacion x = 4y? — 4 representa una
pardbola con un gje horizonta y vértice en (—4, 0), como se ilustra en la figura 10.20.

El rango de x y y implicado por las ecuaciones paramétricas puede aterarse a pasar
alaformarectangular. En esos casos, €l dominio de la ecuacion rectangular debe gjustarse
de manera que su gréfica coincida con la gréfica de las ecuaciones paramétricas. En €
gjemplo siguiente se muestra esta situacion.

EJEMPLO 2 Ajustar el dominio después de la eliminacién
del parametro

Dibujar 1a curva representada por las ecuaciones

t>—1

1 t
S| y Y iy

eliminando el pardmetro y gjustando el dominio de la ecuacion rectangular resultante.

Solucion  Paraempezar se despgjat de una de las ecuaciones paramétricas. Por giemplo,
se puede despejar t de la primera ecuacion.

1
X = Ecuacion paramétrica para x.
t+1
) 1
Xc=—F Elevar a cuadrado cada lado.
t+1
1
t+1=—
X2
1 1 — x? ,
t=?—l= 2 Despejar t.

Sustituyendo ahora, en la ecuacién paramétrica paray, se obtiene

t

y = m Ecuacion paramétrica paray.
(1 —x)/x

y = m Sustitucién det por (1 — x?)/x2.

y=1-x2 Simplificar.

Laecuacion rectangular, y = 1 — x?, esta definida para todos los valores de x. Sin embar-
go, en la ecuacién paramétrica para x se ve que la curva sélo esta definida para ¢ > — 1.
Esto implica que el dominio de x debe restringirse a valores positivos, como se ilustra en
lafigura 10.22.
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Ecuaciones paramétricas:
x=3c0s6, y=4sen6
Ecuacion rectangular:

Figura 10.23

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

En un conjunto de ecuaciones paramétricas, €l parametro no necesariamente repre-
senta €l tiempo. El siguiente gemplo emplea un angulo como parédmetro.

EJEMPLO 3 Emplear trigonometria para eliminar un parametro

Dibujar la curva representada por
x=3cosf y y=4sens, 0=<60<=<2n

al eliminar el parametro y hallar la ecuacion rectangular correspondiente.

Solucion  Para empezar se despejan cos 0y sen 6 de las ecuaciones dadas.

cos@=§ y sen0=% Despejar cos 6y sen 6.
A continuacion, se hace uso de laidentidad sen?6 + cos? 0 = 1 paraformar una ecuacion

en laque solo aparezcan Xy y.

cos?0 +sen?f =1 Identidad trigonométrica.
X 2 2
- () - s
2 2
X
9 + % =1 Ecuacion rectangular.

En esta ecuacion rectangular, puede verse que la gréfica es una elipse centradaen (0, 0),
con vérticesen (0, 4) y (0, —4) y eje menor de longitud 25 = 6, como se muestra en la
figura 10.23. Obsérvese que la elipse esta trazada en sentido contrario al de las maneci-
[las del reloj yaque 6 vade 0 a 27z.

El empleo de latécnica presentada en el giemplo 3 permite concluir que la gréfica de
las ecuaciones paramétricas

x=h+acos y y=k+bsent, 0=<6<227
es una elipse (trazada en sentido contrario al de las manecillas del reloj) dada por

c—n? (y—k?
e + b 1.

La gréfica de las ecuaciones paramétricas
x=h+tasen® y y=k+bcosh O0<=<86<=<22m
también es una elipse (trazada en sentido de las manecillas del reloj) dada por

O Rt
a? b?

1.

Emplear una herramienta de graficacién en modo paramétrico para elaborar las graficas
de varias elipses.

En los g emplos 2 y 3 esimportante notar que la eliminacion del pardmetro es princi-
palmente una ayuda para trazar la curva. Si las ecuaciones paramétricas representan la
trayectoria de un objeto en movimiento, la gréfica sola no es suficiente para describir €l
movimiento del objeto. Se necesitan las ecuaciones paramétricas que informan sobre la
posicion, direccién y velocidad, en un instante determinado.



__mo_q_
X= 2,y_1

Figura 10.24

Ecuacion rectangular: y = 1 — x?

Ecuaciones paramétricas:
ug
4
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Hallar ecuaciones paramétricas

Los primeros tres gjemplos de esta seccidn ilustran técnicas para dibujar la gréfica que
representa un conjunto de ecuaciones paramétricas. Ahora se investigar4 el problema
inverso. ¢Cémo determinar un conjunto de ecuaciones paramétricas para una gréficao una
descripcién fisica dada? Por el jemplo 1 ya se sabe que tal representacion no es Unica.
Esto se demuestra més ampliamente en el g emplo siguiente, en el que se encuentran dos
representaciones parameétricas diferentes para una grafica dada.

EJEMPLO 4 Hallar las ecuaciones paramétricas

para una grafica dada

Hallar un conjunto de ecuaciones paramétricas para representar lagréficade y = 1 — x?,
usando cada uno de los pardmetros siguientes.

a) t=x b) Lapendientem = % en e punto (x, y)

Solucion
a) Haciendo x =  se obtienen las ecuaciones paramétricas
x=t Yy y=1—-x*=1-1¢

b) Paraexpresar xy y en términos del parametro m, se puede proceder como sigue.

d
m=%2 = _oy Derivadadey = 1 — x2.
dx
m .
x=-7 Despgjar x.

Con esto se obtiene una ecuacion paramétrica para x. Para obtener una ecuacion
paramétrica paray, en la ecuacién original se sustituye x por —m/2.

y=1-— x2 Escribir la ecuacion rectangular original.
m\z2
y=1- <— E) Sustitucion de x por —m/2.
m2
y=1-— 7 Simplificacion.

En la figura 10.24 obsérvese que la orientacion de la curva resultante es de derecha a
izquierda, determinada por ladireccidn de los valores crecientes de la pendiente m. En €
inciso a), la curva teniala orientacion opuesta. ——

TECNOLOGIA Para usar de manera eficiente una herramienta de graficacion es
importante desarrollar la destreza de representar una gréfica mediante un conjunto de
ecuaciones paramétricas. La razdn es que muchas herramientas de graficacion sblo
tienen tres modos de graficacién: 1) funciones, 2) ecuaciones paramétricas y 3) ecua-
ciones polares. Lamayor parte de las herramientas de graficacion no estén programadas
paraelaborar la gréfica de una ecuacion general. Supéngase, por gjemplo, que se quiere
elaborar la gréfica de la hipérbola x? — y? = 1. Para hacer la gré&fica de la hipérbola en
el modo funcién, se necesitan dos ecuaciones; y = Vx> —1yy = —x?>— 1. End
modo paramétrico, la gréfica puede representarse mediantex = secry y = tant.
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CICLOIDES

Galileo fue el primero en llamar la atencion
hacia la cicloide, recomendando que se
empleara en los arcos de los puentes. En

cierta ocasion, Pascal paso ocho dias tratan-

do de resolver muchos de los problemas de
las cicloides, problemas como encontrar el
area bajo un arco y el volumen del solido de
revolucion generado al hacer girar la curva
sobre una recta. La cicloide tiene tantas
propiedades interesantes y ha generado tan-
tas disputas entre los matematicos que se le
ha llamado “la Helena de la geometria” y
“la manzana de la discordia”.

PARA MAYOR INFORMACION
Para més informacién acerca de las
cicloides, consultar el articulo “The
Geometry of Rolling Curves’ de John
Bloom y Lee Whitt en The American
Mathematical Monthly.

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

EJEMPLO 5 Ecuaciones paramétricas de una cicloide

Determinar la curva descrita por un punto P en la circunferencia de un circulo de radio a
gue rueda alo largo de unarectaen €l plano. A estas curvas se les [lama cicloides.

Solucion  Sea 6 €l pardmetro que mide larotacion del circulo y supdngase que a inicio el
punto P = (x, y) se encuentra en & origen. Cuando 6 = 0, P se encuentra en €l origen.
Cuando § = m, P estd en un punto méximo (ra, 2a). Cuando 6 = 2, P vuelve al giex en
(27ra, 0). Enlafigura 10.25 se ve que LAPC = 180° — 6. Por tanto,

AC _ BD
a

send =sen(180° — 0) =sen(LAPC) = p

AP
cos § = —cos(180° — 6) = —cos(LAPC) = .

lo cual implicaque AP = —acos 0y BD = asen 6.

Como el circulo ruedaalolargo del gjex, sesabeque OD = PD = af. Ademés, como

BA = DC = q, setiene

x=0D — BD = af — asend
y=BA + AP =a — acos .

Por tanto, las ecuaciones paramétricassonx = a(6 —senf) y y = a(l — cos 6).

Cicloide:
x=a(f—sen 0)
y ) y=a(l- cos 6)
P=(XY
AN

(wa, 24) (3na, 2a)

Figura 10.25

TECNOLOGIA Algunas herramientas de graficacion permiten smular e movimien-
to de un objeto que se mueve en e plano o en € espacio. Se recomienda usar una de estas
herramientas para trazar la trayectoria de la cicloide que se muestra en la figura 10.25.

La cicloide de la figura 10.25 tiene esquinas agudas en los valores x = 2nra.
Obsérvese que las derivadas x(6) y y () son ambas cero en los puntosen losque 6 = 2nr.

x(0) = a(6 — senh) y(0) = a(1 — cos )
x(0) =a —acos 6 v(0) = asenf
x'(2nm) =0 y(2nm) =0

Entre estos puntos, se dice que la cicloide es suave.

DEFINICION DE UNA CURVA SUAVE

Una curva C representada por x = f(¢) y y = g(t) enunintervalo | se dice que es
suave s f’y g’ son continuas en | y no son simulténeamente 0, excepto posiblemente
en los puntos terminales de |. La curva C se dice que es suave a trozos s es suave en
todo subintervalo de alguna particion de .




C

El tiempo que requiere un péndulo para
realizar una oscilacion completa si parte
del punto C es aproximadamente el mismo
que si parte del punto A

Figura 10.26

The Granger Collection

JAMES BERNOULLI (1654-1705)

James Bernoulli, también [lamado Jacques,
era el hermano mayor de John. Fue uno de
los matematicos consumados de la familia
suiza Bernoulli. Los logros matematicos de
James le han dado un lugar prominente en el
desarrollo inicial del calculo.
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Los problemas de la tautocrona y de la braquistocrona

El tipo de curva descrito en el ejemplo 5 esta relacionado con uno de los més famosos
pares de problemas de la historia del célculo. El primer problema (Ilamado el problema
de la tautocrona) empezo con el descubrimiento de Galileo de que €l tiempo requerido
para una oscilacion completa de un péndulo dado es aproximadamente el mismo ya sea
gue efecttie un movimiento largo a alta velocidad o un movimiento corto a menor velo-
cidad (ver lafigura 10.26). Mastarde, Galileo (1564-1642) comprendi6 que podia emple-
ar este principio para construir un reloj. Sin embargo, no logro llegar ala mecénica nece-
saria para construirlo. Christian Huygens (1629-1695) fue el primero en disefiar y cons-
truir un modelo que funcionara. En su trabajo con los péndul os, Huygens observé que un
péndulo no realiza oscilaciones de longitudes diferentes en exactamente el mismo tiem-
po. (Esto no afecta al reloj de péndulo porgue la longitud del arco circular se mantiene
constante dandole a péndulo un ligero impulso cada vez que pasa por su punto més bajo.)
Pero a estudiar el problema, Huygens descubrié que una pelotita que rueda hacia atras y
hacia adelante en una cicloide invertida completa cada ciclo en exactamente el mismo
tiempo.

B

Una cicloide invertida es la trayectoria descendente que una pelotita rodara en el tiempo mas corto
Figura 10.27

El segundo problema, que fue planteado por John Bernoulli en 1696, es e llamado
problema de la braquistocrona (en griego brachys significa corto y cronos significa
tiempo). El problema consistia en determinar la trayectoria descendente por la que una
particulase deslizadel punto A al punto B en el menor tiempo. Varios mateméticos se abo-
caron al problemay un afio después el problemafue resuelto por Newton, Leibniz, L’ Hopi-
tal, John Bernoulli y James Bernoulli. Como se encontro, la solucién no es unarectade A
aB, sino una cicloide invertida que pasa por los puntos Ay B, como se muestraen lafigu-
ra10.27. Lo sorprendente de la solucién es que una particula, que parte del reposo en cual-
quier otro punto C, entre Ay B, de la cicloide tarda exactamente el mismo tiempo en Ile-
gar a B, como se muestra en lafigura 10.28.

B
Una pelotita que parte del punto C tarda el mismo tiempo en llegar al punto B que una que
parte del punto A
Figura 10.28

PARA MAYOR INFORMACION  Para ver una demostracion del famoso problema de la braquis-
tocrona, consultar el articulo “A New Minimization Proof for the Brachistochrone” de Gary Lawlor
en The American Mathematical Monthly.
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[@] Ejercicios

1. Considerar las ecuaciones paramétricasx = /1yy = 3 — 1.
a) Construir unatablade valoresparat = 0,1, 2, 3y 4.

b) Trazar los puntos (x, y) generados en la tabla 'y dibujar una
grafica de las ecuaciones paramétricas. Indicar la orien-
tacion de la gréfica

¢) Verificar la gréfica elaborada en €l inciso b) empleando una
herramienta de graficacion.

d) Hallar la ecuacion rectangular mediante eliminacion del pa-
rametroy dibujar su gréfica. Comparar lagréficageneradaen
el inciso b) con la gréfica de la ecuacion rectangular.

2. Considerar las ecuaciones paramétricas x = 4cos20 y y =

2sen 6.

T _ToTyT

2 a7

b) Trazar los puntos (X, y) generados en la tablay dibujar una
gréfica de las ecuaciones paramétricas. Indicar la orienta-
cion de lagréfica

¢) Verificar la gréfica elaborada en €l inciso b) empleando una
herramienta de graficacion.

d) Hallar la ecuacién rectangular mediante la eliminacion del
pardmetro y dibujar su gréfica. Comparar la gréfica generada
en el inciso b) con la gréfica de la ecuacion rectangular.

€) Si se seleccionaran valores de 6 en € intervalo [7/2, 37/2]
para la tabla del inciso a), ¢seria diferente la gréfica del
inciso b)? Explicar el razonamiento.

a) Construir unatablade vaorespara § = —

En los gercicios 3 a 20, trazar la curva que representa las ecua-
ciones paramétricas (indicar la orientacion de la curva) vy, €li-
minando el pardmetro, dar la ecuacién rectangular correspon-
diente.

3 x=2t—-3, y=3t+1
5 x=t+1 y=1¢

2
7. x =13 y=L
2

4, x=5-—4t, y=2+ 5t
6. x=2t? y=1t"+1

8. x=1t2+1t y=1>—1t

9. x=Vt, y=t-5 10, x= %1, y=8-1

11. X=t_3, y=ﬁ

13. x=21, y=|r— 2] U x=t—1, y=t+2
15. x=e!, y=e¥+1 16. x=e !, y=e*—-1
17. x =sec, y=cos, 0<O0<mw/2, w/2<O0< 7
18. x = tan?6, y = sec?6

12.x=l+%, y=1t—-1

19. x=8cosh, y=8seno

20. x=3cosf, y=7send

En los gercicios 21 a 32, usar una herramienta de graficacion

paratrazar la curva que representa las ecuaciones paramétricas

(indicar la orientacion dela curva). Eliminar €l parametroy dar

la ecuacion rectangular correspondiente.

22 X =C0S6,y=2sen20

24. X= —2+ 3cos 6
y=—-5+3send

21. X =6sen20,y = 4cos 260
23. X =4+ 2cos 6
y=-1+sen6

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

25. x= -3+ 4cos6
y=2+5sen6

27. x=4secH, y=3tano

29. x=17, y=3Int

L. x=¢t, y=¢€*

26. x = sec 0

y =tan 6
28. x = c0s%6, y=sen3p
30. x=1In2:, y=1¢2

2. x=¢% y=e¢

Comparacion de curvas planas En los gercicios 33 a 36, deter-
minar toda diferencia entre las curvas de las ecuaciones para-
métricas. ¢Son iguales las graficas? ¢Son iguales las orienta-
ciones? ¢Son suaves las curvas? Explicar.

33.8) x=1t b) x = cos 6
y=2t+1 y=2cosf+1
C)x=c¢e" d) x=¢
y=2"+1 y=2"+1
34. a) x = 2cos 0 b) x = V42 — 1/t
y=2senf y=1/t
Q) x= 1t d)y x=—JV4— &%
y=V4—1 y=c¢é'
35. a) x = cos 6 b) x = cos(—6)
y = 2sen? 0 y = 2se?(— 6)
O<O<m O<O<m

36.a)x=t+1,y=£f b x=—-t+1y=(-1°

37. Conjetura

a) Usar unaherramientade graficacion paratrazar las curvasrepre-
sentadas por |os dos conjuntos de ecuaciones paramétricas.

x =4cost x = 4cos(—1)
y = 3sent y = 3sen(—1)

b) Describir el cambio en la gréfica si se cambia €l signo del
parametro.

¢) Formular una conjetura respecto a cambio en la gréfica de
las ecuaciones paramétricas cuando se cambia €l signo del
parametro.

d) Probar la conjetura con otro conjunto de ecuaciones para-
métricas.

38. Redaccion  Revisar los gjercicios 33 a 36 y escribir un parrafo
breve que describa como las gréficas de curvas representadas
por diferentes conjuntos de ecuaciones paramétricas pueden
diferir aun cuando la eliminacion del parémetro dé la misma
ecuacion rectangular.

En los gercicios 39 a 42, eliminar € parametro y obtener la
forma estandar o canonica de la ecuacion rectangular.

39. Rectaque pasa por (x;, y;) Y (x5, y,):
x=x = x), y=y+ 1 —y)
40. Circunferenciae x = h + rcos 6, y =k + rsenf
41. Elipse: x =h +acosf, y=k+ bsend
42. Hipérbola x = h + asec, y =k + btan6



En los g ercicios 43 a 50, emplear los resultados de los gjercicios
39a42parahallar un conjunto de ecuaciones paramétricas para
larecta o parala conica.

43. Recta: pasapor (0,0)y (4, —7)

44. Recta: pasapor (1,4)y (5 —2)

45, Circulo: centro: (3, 1); radio: 2

46. Circulo: centro: (—6, 2); radio: 4

47. Elipse: vértices (£10, 0); foco: (=8, 0)

48. Elipse: vértices: (4, 7), (4, —3); foco: (4, 5), (4, —1)
49. Hipérbola: vértice: (=4, 0); foco: (+5, 0)

50. Hipérbola: vértice: (0, +1); foco: (0, +2)

En losgercicios51 a 54, hallar dos conjuntos diferentes de ecua-
ciones parameétricas para la ecuacion rectangular.

5. y=6x—-5 52. y=4/(x— 1)

53. y=x° 54. y = x?

En los gercicios 55 a 58, encontrar un conjunto de ecuaciones
paramétricas para la ecuacion rectangular que satisface la
condicion dada.

51. y=2x—5t=0end punto (3, 1)

56. y=4x+ 1,t= —1enée punto (-2, —7)

57. y =%t = 4end punto (4, 16)

58. y=4—x%t=1end punto (1, 3)

H‘" En los gercicios 59 a 66, emplear una herramienta de grafi-

cacion para representar la curva descrita por las ecuaciones
paramétricas. Indicar la direccion dela curva eidentificar todos
los puntos en los que la curva no sea suave.

59. Cicloide: x = 2(0 — senf)), y = 2(1 — cos 0)

60. Cicloide: x = 6 +senf, y =1 — cos 6

61. Cicloide dargada: x = 6 — %sene, y=1- %cos 0

62. Cicloide dargada: x = 260 — 4sen, y =2 — 4cos 6

63. Hipocicloide: x = 3cos® 6, y = 3sen®6

64. Cicloidecorta: x = 20 —sen6, y =2 — c0s 6

65. Hechicerao brujade Agnesi: x = 2cot§, y = 2sen? 6

3t _ 3
1+ 77 1+8

Desarrollo de conceptos

67. Explicar el proceso del trazado de una curva plana dada por
ecuaciones paramétricas. ¢Qué se entiende por orientacion
delacurva?

66. Hoja o folio de Descartes: x =

68. Asociar cada conjunto de ecuaciones paramétricas con su
gréfica correspondiente. [Las gréficas estan etiquetadas a),
b), ¢), d), e) y f).] Explicar el razonamiento.

SECCION 10.2
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Desarrollo de conceptos (continuacién)

=

€) y

yx=r—-1 y=t+2

i) x=sen?9—1, y=-senf+2

iii) Curvadelissgous. x = 4cos 6, y=2sen20
iv) Evolutade unaelipse: x = cos3 6, y = 2sen®f

v) Evolvente o involuta de un circulo:
X =006+ 6send, y=send — 6cos 0

vi) Curvaserpentina x = cot 6, y = 4sen6cos 0

69. Cicloide corta Un disco de radio a rueda a lo largo de una
recta sin dedlizar. La curva trazada por un punto P que se en-
cuentra a b unidades del centro (b < a) se denomina cicloide
corta o acortada (ver lafigura). Usar el dngulo 0 parahallar un
conjunto de ecuaciones paramétricas para esta curva.

Figura para 69

Figura para 70

70. Epicicloide Un circulo de radio 1 rueda sobre otro circulo de
radio 2. La curva trazada por un punto sobre la circunferencia
del circulo més pequefio se llama epicicloide (ver la figura).
Usar el éngulo 6 para hallar un conjunto de ecuaciones
paramétricas de esta curva.

¢Verdadero o falso? En los gercicios 71 a 73, determinar s la
afirmacion es verdadera o falsa. En caso de que sea falsa, ex-
plicar por qué o dar un gy emplo que muestre que es falsa.

71. Lagréfica de las ecuaciones paramétricas x = 12y y = r? esla
rectay = x.

72. Siy esfuncion dety x es funcion de t, entonces y es funcion
dex.
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73. Lacurvarepresentada por las ecuaciones paramétricasx = ty y =
cost se pueden escribir como una ecuacion de laformay = f(x).

Para discusion

74. Considerar las ecuaciones paramétricasx = 8 costyy = 8
sent.

a) Describir la curva representada por las ecuaciones para-
métricas.
b) ¢Como se representa la curva por las ecuaciones para-

métricasx = 8 cost + 3yy = 8sent + 6 comparadaa
la curva descritaen el inciso a)?

¢) ¢Cémo cambia la curva origina cuando €l coseno y €l
Seno se intercambian?

Movimiento de un proyectil En los gercicios 75y 76, considerar
un proyectil que selanza a una altura de h pies sobre el sueloy a
un angulo 6 con la horizontal. Si la velocidad inicial es v pies por
segundo, la trayectoria del proyectil queda descrita por las ecua-
ciones paramétricasx = (Vo cos )ty y = h + (v, sen 0)t — 16t2

H"’ 75. Lacercaquedelimitael jardin centra en un parque de béishol tiene
una atura de 10 piesy se encuentra a 400 pies del plato de home.
La pelota es golpeada por € bate a una atura de 3 pies sobre €
suelo. Lapelota se algadel bate con un angulo de 6 grados con la
horizontal a una velocidad de 100 millas por hora (ver lafigura).

a) Dar un conjunto de ecuaciones paramétricas para la trayec-
toriade la pelota.

b) Usar unaherramientade graficacion pararepresentar latrayec-
toriadelapelotas 6 = 15°. ¢Ese golpe un home run?

¢) Usar una herramienta de graficacion para representar la
trayectoriadelapelotasi 6 = 23°. ¢Esel golpe un homerun?

d) Hallar el angulo minimo a cual la pelota debe aejarse del
bate si se quiere que e golpe sea un home run.

Hv' 76. Una ecuacion rectangular para la trayectoria de un proyectil es

y =5+ x — 0.005x2
a) Eliminar € parametro t delafuncién de posicion del movimiento
de un proyectil paramostrar que la ecuacion rectangular es
_ 16?0
= v
b) Usar el resultado del inciso a) parahallar h, v,y 6. Hallar las
ecuaciones paramétricas de la trayectoria.
¢) Usar una herramienta de graficacion para trazar la gréfica de
la ecuacion rectangular de la trayectoria del proyectil.
Confirmar la respuesta dada en el inciso b) y dibujar la curva
representada por |as ecuaciones paramétricas.
d) Usar una herramienta de graficacion para aproximar la atura
maxima del proyectil y su rango.

x? + (tan 6) x + h.

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

[proveeo oe easwo

Cicloides

En griego, la palabra cycloid significarueda, |a palabra hipocicloide
significa bajo la rueda, y la palabra epicicloide significa sobre la
rueda. Asociar la hipocicloide o epicicloide con su gréfica. [Las gra
ficas estén marcadas a), b), c), d), €) y f).]

Hipocicloide, H(A, B)

Trayectoria descrita por un punto fijo en un circulo de radio B que
rueda alo largo de la carainterior de un circulo de radio A

A—B
x=(A—B)c05t+Bcos( 2 )t

y=1(A fB)senthsen<A;B)t

Epicicloide, E(A, B)

Trayectoria descrita por un punto fijo en un circulo de radio B que
rueda alo largo de la cara exterior de un circulo de radio A

A+ B
x=(A+B)cosz—Bcos( B )t

A+ B
y:(A+B)sent—Bsen< B )l

I. H(8, 3) 1. E(8,3)
1. H(8, 7) IV. E(24, 3)
V. H(24,7) VI. E(24,7)
a) y b) y

€) y

Ejercicios basados en “Mathematical Discovery via Computer
Graphics: Hypocycloids and Epicycloids’ de Florence S. Gordon y
Sheldon P. Gordon, College Mathematics Journal, noviembre de
1984, p. 441. Uso autorizado por |os autores.
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[m] Ecuaciones paramétricas y calculo

30 +

X = 24+/2t
y = —16t% + 24+/2t

20+ .
:i’:::: ,‘Lq

10+

‘\45"

T f f X
10 20 30

En el momento 1, el angulo de elevacion del
proyectil es 6, la pendiente de la recta tan-
gente en ese punto

Figura 10.29

(f(t+ AY), g(t + AY)),

- (f®. 9)

La pendiente de la recta secante que pasa
por los puntos (f(1), g(1) y (f(t + Au),
gt + Af))esAy/Ax

Figura 10.30

= Hallar la pendiente de una recta tangente a una curva dada por un conjunto de ecua-
ciones paramétricas.

= Hallar la longitud de arco de una curva dada por un conjunto de ecuaciones
paramétricas.

= Hallar el area de una superficie de revolucién (forma paramétrica).

Pendiente y rectas tangentes

Ahora que ya se sabe representar una gréfica en e plano mediante un conjunto de ecua-
ciones paramétricas, lo natura es preguntarse como emplear el calculo para estudiar estas
curvas planas. Para empezar, hay que dar otra mirada a proyectil representado por las
ecuaciones paramétricas

X=24/2t 'y y=—16t2+ 242t

como seilustra en lafigura 10.29. De lo visto en la seccion 10.2, se sabe que estas ecua-
ciones permiten localizar la posicion del proyectil en un instante dado. También se sabe
gue €l objeto es proyectado inicialmente con un éangulo de 45°. Pero, ¢cémo puede encon-
trarse el angulo 6 que representa la direccion del objeto en algun otro instante t? El teore-
ma siguiente responde a esta pregunta proporcionando una formula parala pendiente de la
recta tangente en funcion det.

TEOREMA 10.7 FORMA PARAMETRICA DE LA DERIVADA

Si una curva suave C esta dada por las ecuaciones x = f(t) y y = g(t), entoncesla
pendiente de C en (x, y) es

dy _ dy/dt dx

dx dx/dt’ dt "

En lafigura 10.30, considérese At > 0y sea
Ay = g(t + At) — g(t) y Ax = f(t + At) — f(1).
Como Ax — 0 cuando At — 0, se puede escribir

dy _ Ay
dx Ax—0 AX

= |Iim w
A0 f(t + At) — f(t)’

Dividiendo tanto el numerador como el denominador entre At, se puede emplear la deri-
vabilidad o diferenciabilidad de f y g para concluir que

dy _ gt + D — g0)/At
ax ~ AT TH(C+ AD = F(O]/AL
pees

e
_9m

f1(t)
_ dy/dt
- dX/dt —
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Lacurvadel gjem-
plo 1 es una circunferencia. Emplear la
formula

dy

ax tant
para hallar su pendiente en los puntos
1.0y (@©1).

2,3
5L @3]

S
IS

N ——

} }
-1 _/
-1 e

x= vt
y= (-9

En (2, 3), donde ¢ = 4, la grafica es conca-
va hacia arriba
Figura 10.31

EJEMPLO I Derivacién o diferenciaciéon y forma paramétrica

Hallar dy/dx paralacurvadadapor x = sentyy = cos t.

Solucion
dy dy/dt —sent
dx B dX/dt B cos t - flant ——

Como dy/dx es funciéon de t, puede emplearse €l teorema 10.7 repetidamente para
hallar |as derivadas de orden superior. Por gjemplo,

Aol
d_zyzi[d_y}zd‘dx da derivad
a2 dx|dx|  dx/dt Segunda derivadia

d [dzy]
dy d [dzy} dt| dx? :
— L - | =L ==="" = Tercera derivada.

dx?

dx3  dx dx/dt

EJEMPLO 2 Hallar pendiente y concavidad

Para la curva dada por
x=vt vy y=%(t2—4), t=0
hallar la pendiente y la concavidad en el punto (2, 3).

Solucion  Como

dy _ dy;dt _ : 51/)2)2/2 _ 1302 Forma paramétrica de la
dx dx/dt (1/2)t"

se puede hallar que la segunda derivada es

dzy %[dy/d X] %[tS/z] (3/2)2 Form%padramit(rji cadela
- 7 — — — — Segunda derivada.
a2 = dxjdt . dedt (e o

En(x,y) = (2, 3), setienequet = 4, y la pendiente es

y _ a2 -
D=@r=s

Y, cuando t = 4, la segunda derivada es

d?y _ _

el 3(4)=12>0
por lo que puede concluirse que en (2, 3) lagréfica es concava hacia arriba, como se mues-
traen lafigura 10.31. —

Como en las ecuaciones paramétricas x = f(t) y y = g(t) no se necesita que y esté
definida en funcion de x, puede ocurrir que una curva plana forme un lazo y se corte a si
misma. En esos puntos la curva puede tener més de una recta tangente, como se muestra
en el g emplo siguiente.



X=2t— mwsent
y=2- mcost

Y Recta tangente (t = 7/2)

Rectatangente (t = - /2)

Esta cicloide alargada tiene dos rectas tan-
gentes en el punto (0, 2)
Figura 10.32

SECCION 10.3 Ecuaciones paramétricas y célculo 723

EJEMPLO 3 Una curva con dos rectas tangentes en un punto

Lacicloide alargada dada por
X =2t — wsent y y =2 — mcost

se cortaasi mismaen el punto (0, 2), como seilustra en lafigura 10.32. Hallar las ecua-

ciones de las dos rectas tangentes en este punto.

Solucion Comox =0yy = 2cuandot = +7/2,y

dy dy/dt  wsent
dx dx/dt 2 — mcost

setiene dy/dx = —7/2 cuandot = — /2 y dy/dx = 7/2 cuando t = 7/2. Por tanto,
las dos rectas tangentes en (0, 2) son

T
y—2= —(*)X Recta tangente cuando t = —g.

Recta tangente cuando t = g

Si dy/dt =0 y dx/dt # 0 cuando t = t,, lacurvarepresentadapor x = f(t) y
y = g(t) tiene unatangente horizontal en (f(ty), g(t,)). Asi, en el elemplo 3, la curva dada
tiene una tangente horizontal en e punto (0, 2 — 7) (cuando t = 0). De manera semgante,
s dx/dt = 0y dy/dt # 0 cuandot = t,, la curva representada por x = f(t) y y = g(t)
tiene una tangente vertical en (f(t,), g(to)).

Longitud de arco

Se havisto como pueden emplearse las ecuaciones paramétricas para describir latrayectoria
de una particula que se mueve en el plano. Ahora se desarrollara una férmula para determi-
nar la distancia recorrida por una particulaalo largo de su trayectoria.

Recuérdese de la seccion 7.4 que la formula para hallar 1a longitud de arco de una
curva C dada por y = h(x) en € intervalo [x,, X,] es

s = fXI V1 + [h(x)]% dx

B X1 dy2
—L ,/1+(dx> dx.

Si C esta representada por las ecuaciones paramétricas x = f(t) yy = g(t),a <t < b,y
s dx/dt = f/(t) > 0, se puede escribir

B Xy dy>2 _ Xy (dy/dt)z
S—L ,/1+<dx dx = . 1+ dx/dt dx

_ f " Jlax/d? + (dy/dy? dx
Ja (dx/db)? dt

fb <dx>2 <dy 2
= —_— + h—
RRVAVT dt

b

=f [FOT + g®P dt
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TEOREMA 108 LONGITUD DE ARCO EN FORMA PARAMETRICA

Si unacurva suave C estadadapor x = f(t) y y = g(t) y C no se cortaa si misma
enel intervalo a < t < b (excepto quizés en los puntos terminales), entonces la
longitud de arco de C en ese intervalo esta dada por

s — J b (%)2 ; %)2 dt = J | PO T o dt

Al aplicar laférmula para la longitud de arco a una curva, hay que asegurarse de que la
curva se recorra una sola vez en el intervalo de integracion. Por gemplo, € circulo dado por
X = costyy = sent, recorreunasolavez e intervalo 0 < t < 24, pero recorre dos veces €l inter-
vado 0 <t < 4w ]

En la seccion anterior se vio que si un circulo rueda a lo largo de una recta, cada
punto de su circunferencia trazara una trayectoria llamada cicloide. Si el circulo
rueda sobre otro circulo, la trayectoria del punto es una epicicloide. El ejemplo
siguiente muestra como hallar la longitud de arco de una epicicloide.

EJEMPLO 4 Calcular la longitud de arco

Un circulo de radio 1 rueda sobre otro circulo mayor de radio 4, como se muestra en la

ARCO DE UNA CICLOIDE figura 10.33. La epicicloide trazada por un punto en el circulo més pequefio esta dada por
La longitud de un arco de una cicloide fue
calculada por vez primera en 1658 por el
arquitecto y matematico inglés Christopher Hallar la distancia recorrida por e punto a dar una vuelta completa arededor del
Wren, famoso por reconstruir muchos edifi- circulo mayor.
cios e iglesias en Londres, entre los que se
encuentra la Catedral de St. Paul.

x=5cost—cos5t y y=5sent— senbt.

Solucion  Antes de aplicar €l teorema 10.8, hay que observar en la figura 10.33 que la
curva tiene puntos angulososent = 0 y t = 77/2. Entre estos dos puntos, dx/dt y dy/dt
no son simultaneamente 0. Por tanto, la porcion de la curva que se generade t =0 a
t = w/2 essuave. Para hallar la distanciatotal recorrida por € punto, calcular la longitud
de arco que se encuentra en el primer cuadrante y multiplicar por 4.

/ dx\? dy\? » _
s=4 — | + (=7 dt Forma paramétrica de la longitud de arco.
0 dt dt
4

= J (—5sent + 5senbt)2 + (5cost — 5 cos 5t)2 dt
0

/2
= ZOJ V2 — 2 sentsen5t — 2 cos t cos 5t dt
0

/2
=20j V2 — 2 cos 4t dt
0

/2
=20 f V4 sen?2t dt Identidad trigonométrica.
0
X =5 cost — cos 5t /2
y=5sent-senst =4OJ sen2t dt
0
Un punto en la circunferencia pequeiia es el /2
que traza una epicicloide en la medida que = — ZO[COS Zt}
el circulo pequeiio rueda alrededor de la — 40 0

circunferencia grande
Figura 10.33 Para la epicicloide de la figura 10.33, una longitud de arco de 40 parece correcta, puesto
que la circunferencia de un circulo deradio 6 es 27r = 127 =~ 37.7.
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EJEMPLO 5 Longitud de una cinta magnetofénica

Una cinta magnetofénica de 0.001 pulgadas de espesor se enrolla en una bobina cuyo radio
interior mide 0.5 pulgadas y cuyo radio exterior mide 2 pulgadas, como se muestra en la
figura 10.34. ;Cudnta cinta se necesita para llenar la bobina?

Solucién Para crear un modelo para este problema, supéngase que a medida que la cinta
se enrolla en la bobina, su distancia r al centro se incrementa en forma lineal a razon de
0.001 pulgadas por revolucién, o

r=(0001)3= = 30—, 10007 < 6 < 40007
X=rcosf donde 6 estd medido en radianes. Se pueden determinar las coordenadas del punto
y=rsenb (x, y) correspondientes a un radio dado
x =rcos 0
y
y = rsenf.

Al sustituir r, se obtienen las ecuaciones paramétricas

= 55037) s = (30057 en?
* = 20007/ ©° Yo Y= 20007 Y

La férmula de la longitud de arco se puede emplear para determinar que la longitud total
de la cinta es

f400077
10007
40007
2 2
200077£ (—6sen 6 + cos 6)° + (6cos 6 + sen6)* df

0007

Figura 10.34

1 40007

= /02 —+
20007 J, go0rr 6 Lo

1 T 1 T 1 000w Tablas de integracion
2 0007 ( )[0 02+ 1+ ln‘ 0+ 0> +1 ” L 000m- (apéndice B), férmula 26.
~ 11 781 pulgadas

~ 982 pies ——

PARA MAYOR INFORMACION Para més informacién sobre las mateméticas de una cinta mag-
netofdnica, consultar “Tape Counters” de Richard L. Roth en The American Mathematical Monthly.

La grifica de r = af se La longitud de la cinta del ejemplo 5 puede ser aproximada si se suman las porciones
llama espiral de Arquimedes. La gré-  circulares de la cinta. El radio de la mds pequefia es de 0.501 y el radio de la mds grande

fica de r = 6/2 0007 (ejemplo 5) es es de 2.
de este tipo. ]
s = 27(0.501) + 27(0.502) + 27(0.503) + - - - + 27(2.000)

1500

S 27(0.5 + 0.001i)
i=1

= 27 [1 500(0.5 + 0.001(1 500)(1 501)/2]
~ 11 786 pulgadas
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b2
34 2 2
2 c
' (3,0)
EEth.« NN SN e — X
-1 1 4

Esta superficie de revolucion tiene un area
de superficie de 97
Figura 10.35

Area de una superficie de revolucion

Laformula para el area de una superficie de revolucion en forma rectangular puede usarse
para desarrollar una formula para el area de la superficie en forma paramétrica.

TEOREMA 109 AREA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION

Si una curva suave C dadapor x = f(t) y y = g(t) no se cortaasi mismaen un inter-
valo a <t < b, entonces & &ea S de la superficie de revolucién generada por
rotacion de C, en torno a uno de los g es de coordenadas, esta dada por

b 2
1. S= 27Tf g(t) %) + (ﬂ) dt Revolucion en torno a eje x: g(t) > 0.
a dt dt

b dx\? y
2. S =27 f(t) (*) + (=) dt Revolucion en torno al gey: f(t) > 0.
a dt dt

Estas férmulas son faciles de recordar s se considerad diferencia delalongitud de arco
como

_J(9XY . (dyY
o= /(5 + (@ o
Entonces las formulas se expresan como sigue.

b b
1.S= 27-rf g(t) ds 2.8 = 277f f(t) ds
a

a

EJEMPLO 6 Hallar el area de una superficie de revolucion

Sea C €l arco de lacircunferencia
x2+y2=9
que va desde (3, 0) hasta (3/2, 3\/§/2), como se ve en la figura 10.35. Encontrar €l drea
de la superficie generada por revolucion de C arededor del ge x.
Solucion  C se puede representar en forma paramétrica mediante las ecuaciones
X = 3cost y y = 3sent, 0<ts< a/3

(E!l intervalo para t se obtiene observando que t = 0 cuando x = 3 y t = #/3 cuando
X = 3/2.) En este intervalo, C es suave y y €s no negativa, y se puede aplicar el teorema
10.9 para obtener el area de la superficie

/3
_ - — Férmula para el érea de una
S = ZwJO (3sent)/(—3 sent)? + (3 cos t)2 dt superficie de revolucion.

/3
= 67Tj sent+/9(sen?t + cos? t) dt
0

/3
67 j 3sent dt Identidad trigonométrica.
0

/3

— 187 [cos t}

0

—1877(% - l)

9. —



[m] Ejercicios

Enlosgercicios 1 a4, hallar dy/dx.

2.x=3ty=4—t
4. x =2e% y=ge02

1L x=t3y=7-6t
3. X =sen?h, y = cos?
En losgjercicios5 a 14, hallar dy/dx y d2y/dx?, asi como la pen-

diente y la concavidad (de ser posible) en el punto correspon-
diente al valor dado del parametro.

Ecuaciones paramétricas Punto
5. Xx=4t, y=3t—2 t=3
6. x=Jt,y=3t—-1 t=1
7.x=t+1, y=t2+3t t=-1
8 X=1t2+5+4,y=4 t=0
9. x=4cosh, y=4seno 0=7ZT
10. x =cos 0, y = 3senf 0=20
11 x =2 +sec 6, y =1+ 2tan @ 0=’€T
2. x =Vt y=Jt-1 t=2
13. x = cos%0, y =sen®0 0:727
14. x =60 —sen, y=1—cos 6 0=

En los gercicios 15 y 18, hallar una ecuacion para la recta tan-

gente en cada uno de los puntos dados de la curva.

15. x = 2cot 0 16. x =2 — 3cos 6
yzzagnze y=3+25€n0
y y
4+3V3
°1 5T (@5 [£37%.2)
Y23
32 L 1
ok
H——— > X
-4 L2 4 f> x
2+ 6
17. x =1t -4 18. x =t4+ 2
y=t-2t y=1t3+t

(0,0,(=3 1),y (=33

(2,0),(3,-2),y (18,10

H’ En losgercicios 19 a 22, a) usar una herramienta de graficacion

paratrazar la curvarepresentada por las ecuaciones paramétri-
cas, b) usar una herramienta de graficacién para hallar dx/dt,
dy/dt y dy/dx para €l valor dado del parametro, c) hallar una
ecuacion de la recta tangente a la curva en €l valor dado del
parametro, y d) usar una herramienta de graficacién paratrazar
la curvay larecta tangente del inciso c).

Parametro
t=1

Ecuaciones paramétricas
19. x=6t, y=t>+4

20.x=t—2,y=%+3 t=1
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Ecuaciones paramétricas Parametro

2L x=t?—t+2, y=1t3—-3t t=-1
3

22. x=4c0s 0, y=3senb 02777

En los gercicios 23 a 26, hallar las ecuaciones de las rectas tan-
gentes en e punto en € quelacurva se corta a si misma.

23. x=2sen2t, y=3sent

24, x =2 — qrcost, y=2t— mwsent
25 x=t2—-t y=t3-3t—-1

26. x =t3 -6t y=1t°

En losgercicios 27y 28, hallar todos los puntos de tangencia hori-
zontal y vertical (si loshay) ala porcion dela curva que se muestra.

27. Evolvente o involutade un circulo:  28. x = 26
X=c0s0+ Hsen b y = 2(1 — cos6)
y=sen 6§ — 6cosb

y
10 +
g
6--
4
2
N X
| 2 4 6 8 10 12

En los gercicios 29 a 38, hallar todos los puntos de tangencia
horizontal y vertical (si loshay) alacurva. Usar una herramien-
ta de graficacion para confirmar los resultados.

29. x=4—-1, y=t2

30 x=t+1 y=t>+3t

3L x=t+4, y=t3-3t

2. x=t2—-t+2, y=1t3-3t

33. x=3c0s6 y=3send

34. x =c0s 6, y=2sen20

35. x=5+3cosh, y=—-2+send

36. X = 4c0s26, y=2senf

37. x=secH y=tanb

38. x = c0s?6, y = cosf

Enlosegjercicios 39 a 44, determinar losintervalosdet en losque
la curva es céncava hacia abajo o concava hacia arriba.

39 x=3t?, y=t3—-1t

40. x =2+1t?, y=t2+1t3

41. x =2t +Int, y=2t—Int
42. x =12, y=Int

43. x =sent, y=cost, O<t<
44, x = 4cost, y=2sent, O0<t< 2w
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Longituddearco Enlosgercicios45a48, dar unaintegral que
represente la longitud de arco de la curva en € intervalo dado.
No evaluar laintegral.

Ecuaciones paramétricas Intervalo
45 X =3t — 12 y =232 1<t=<3
46. X =1Int, y=4t—-3 l<t=<5
47 X=€+2 y=2t+1 —2<t=s2
48 X =t+sent y=t-— cost Ost=sw

Longituddearco Enlosegjercicios49 a 56, hallar lalongitud de
arco delacurvaen €l intervalo dado.

Ecuaciones paramétricas Intervalo
49. x=3t+5 y=7-2t -1=<t=<3
50. x =t2, y=2t O<st=2
51. x = 6t2, y =23 1<t<4
52. x=t2+1 y=4t3+3 -1=<t=<0
53. x = e tcost, y=e tsent OStSlzT
54. x =arcsent, y = Iny/1 —t2 O<t<1%
55. x =Vt y=3t—1 0O<ts1
56. x =1t, y:£+i l<st=<s2

10 6t

Longituddearco Enlosegercicios57 a 60, hallar lalongitud de
arco delacurvaen el intervalo [0, 247].

57. Perimetro de una hipocicloide: x = acos® 6,y = asen®

58. Circunferenciade un circulo: x = acos 6,y = a senf

59. Arco de unacicloide: x = a(6 — sen6),y = a(l — cos 6)

60. Evolvente o involuta de un circulo:
X =100S 60+ 0send,y = sen6 — 6cos 0

P{v 61. Trayectoria de un proyectil La trayectoria de un proyectil se

describe por medio de las ecuaciones paramétricas

x = (90 cos 30°)t y y = (90 sen30°)t — 16t?

donde x y y se miden en pies.

a) Utilizar una herramienta de graficacion paratrazar latrayec-
toriadel proyectil.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para estimar el
alcance del proyectil.

c) Utilizar las funciones de integracion de una herramienta de
graficacion para aproximar la longitud de arco de la trayec-
toria. Comparar este resultado con el alcance del proyectil.

H"62. Trayectoria de un proyectil Si el proyectil del gjercicio 61 se
lanza formando un &ngulo 6 con la horizontal, sus ecuaciones
paramétricas son

X =(90cos O)t y y = (90seng)t — 16t2.
Usar una herramienta de graficacion para halar el angulo que

maximiza el alcance del proyectil. ¢Qué angulo maximiza la
longitud de arco de la trayectoria?

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

P|°' 63. Hoja (o folio) de Descartes Considerar las ecuaciones para-

métricas
A a4t
1re Y YT

a) Usar una herramienta de graficacion para trazar la curva
descrita por las ecuaciones paramétricas.

b) Usar unaherramienta de graficacion parahallar |os puntos de
tangencia horizontal ala curva.

c) Usar las funciones de integracion de una herramienta de
graficacion para aproximar la longitud de arco del lazo cer-
rado. (Sugerencia: Usar la simetria e integrar sobre el inter-
vado 0<t<1)

HU' 64. Hechicera o bruja de Agnesi  Considerar las ecuaciones para-

métricas

x=4cotf y y=4sen’o

o aw
LA
5 = 0 < >
a) Emplear una herramienta de graficacion para trazar la curva
descrita por las ecuaciones paramétricas.

b) Utilizar una herramienta de graficacion para hallar los pun-
tos de tangencia horizontal ala curva.
c) Usar las funciones de integracion de una herramienta de
graficacion para aproximar la longitud de arco en €l interva-
lo /4 <0< w/2
65. Redaccion

P|D‘ a) Usar una herramienta de graficacion para representar cada
conjunto de ecuaciones paramétricas.

X =t—sent X = 2t —sen(2t)
y=1-cost y =1 — cos(2t)
0<t<2mw 0<t<mw

b) Comparar las gréficas de los dos conjuntos de ecuaciones
paramétricas del inciso a). Si la curva representa e mo-
vimiento de una particulay t es tiempo, ¢qué puede inferirse
acerca de las velocidades promedio de la particula en las
trayectorias representadas por los dos conjuntos de ecua-
ciones paramétricas?

c) Sin trazar la curva, determinar e tiempo que requiere la
particula para recorrer las mismas trayectorias que en los
incisos a) y b) si la trayectoria esta descrita por

x=3t-sent) y y=1-cos(k)
66. Redaccion

HD‘ a) Cada conjunto de ecuaciones paramétricas representa el mo-
vimiento de una particula. Usar una herramienta de grafi-
cacion para representar cada conjunto.

Primera particula Segunda particula

X = 3cost X = 4 sent
y = 4sent y = 3cost
O<st<2n 0<st<27

b) Determinar el nimero de puntos de interseccion.

c) ¢Estarén las particulas en algin momento en el mismo lugar
a mismo tiempo? Si es asi, identificar esos puntos.

d) Explicar qué ocurre si el movimiento de la segunda particu-
la se representa por

Xx=2+3sent, y=2—4cost, 0=t=2m
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H" Area de una superficie En los gercicios 67 a 70, dar una inte- 84. Area de una superficie Una porcion de una esfera de radio r
gral querepresente el &rea dela superficie generada por revolu- se elimina cortando un cono circular con vértice en el centro de
cién de la curva alrededor del ge x. Usar una herramienta de laesfera. El vértice del cono formaun angulo 26. Hallar el area
graficacion para aproximar laintegral. de superficie eliminada de la esfera.

Ecuaciones paramétricas Intervalo

Area Enlosgercicios85y 86, hallar el areadelaregion. (Usar

67. x =4t y=t+2 0=t=4 el resultado del gercicio 83.)
1
68-X:Zt2, y=t+3 0=t=3 85. x = 2 sen?f 86. x = 2cot §
77 y = 2sen?gtan 0 y = 2 sen?6
69. Xx = cos? 6, y = cos 6 0<6<— -
2 0<#6< 2 O<O<m
70. X =0 +sen6, y=6+cosb OSng y y
Area de una superficie En los gercicios 71 a 76, encontrar €l ! /\
area dela superficie generada por revolucién delacurvaalrede- 1T ; T
dor de cada uno de los €jes dados. T ———x T X
2 -1 102 2 -1 1 2
7. x=2t, y=3t, 0<st=<3 a) gex b) gey -1+ } -1+
72.x=1, y=4-2, 0=<t=2  a)dex b) dey el i
73. x=5c086, y=5sen6, 0= 0= 7—2T gey

(@D Areas de curvas cerradas simples  En los gjercicios 87 a 92, usar

=13 = i
Aox=3th y=t+l 1st=2 gey _ un sistema algebraico por computadoray el resultado del gerci-
75. x =acos’f, y=asen’d, 0= 0= m gex cio 83 para relacionar la curva cerrada con su area. (Estos gjer-
76. x =acosf, y=bsen6, 0= 6 <2, cicios fueron adaptados del articulo “The Surveyor's Area

Formula” de Bart Braden en la publicacién de septiembre de
1986 del College Mathematics Journal, pp. 335-337, con autor-

izacion del autor.)

Desarrollo de conceptos .
2 2
b) gma

a) gex b) egey

o ) a) Sab c) 2ma?
77. Dar laforma paramétrica de la derivada. d) mab o) 2mab f) 6ma2
En los gercicios 78 y 79, determinar mentalmente dy/dx.
78 x=t y=3 79. x=t y=6t—5 87. Elipse: (0 <t < 27) 88. Astroide: (0 <t < 27)
80. Dar la férmula integral para la longitud de arco en forma x =bcost x = acos’t
paramétrica. y = asent y = asendt
81. Dar las formulas integrales para las areas de superficies de y y
revolucion generadas por revolucion de una curva suave C a a
alrededor a) del gjex y b) del gey. [\
X X

b a
Para discusion \/

82. a) Dibujar la gréfica de una curva definida por |as ecuacio-
nes paramétricas x = g(t) y y = f(t) de manera que

dx/dt> 0y dy/dt < 0 paratodos los numeros reales . 89. Cardioide: (0 < t < 27)  90. Deltoide: (0 < t < 2m)
b) Dibujar la gréfica de una curva definida por las ecuacio- X = 2acost — acos 2t X = 2acost + acos 2t
nes paramétricas x = g(t) y y = f(t) de manera que — 2asent — asen2t — 2asent — asen2t
dx/dt < 0y dy/dt < O para todos los nimeros reales t. y N y n
y y

83. Mediante integracion por sustitucion mostrar que si 'y €s una

funcion continuade x en el intervaloa < x< b, donde x = f(t) y //‘3 ;
k X X

y = g(t), entonces j

b t,
Jydx:f g(t) f1(t) dt

donde f(t,) = a, f(t,) = b,y tanto g como f’son continuas en
[t,, t,].
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91. Relojdearena (0 <t < 27w 92 Lagrima (0 <t < 27)

X = asen2t X = 2acost — asen2t
y = bsent y = b sent
y y
0 b
f f X } X
a a

Centroide En los gercicios 93 y 94, hallar el centroide de la
region limitada por la gréfica de las ecuaciones paramétricasy
los g es de coor denadas. (Usar €l resultado del gercicio 83.)

9B x=Vt y=4-t M x=Ja-t y=W

Volumen En losegercicios 95y 96, hallar e volumen del sdlido
generado por revolucion en torno al ge x de laregion limitada
por la gréfica de las ecuaciones dadas. (Usar el resultado del
gercicio 83.)

95. x=6c0sh, y=6snb

96. x =cosf y=3senh a>0

97. Cicloide Emplear las ecuaciones paramétricas

x =a(f —sen ) y y=a(l —cosh),a>0
para responder 1o siguiente.
a) Hallar dy/dx y d2y/dx2.

b) Hallar las ecuaciones de la recta tangente en el punto en el

que 6 = 7/6.
¢) Localizar todos los puntos (si los hay) de tangencia hori-
zontal.

d) Calcular donde es la curva concava hacia arriba y dénde es
concava hacia abagjo.

e) Hallar lalongitud de un arco de la curva.
98. Emplear las ecuaciones paramétricas

x=12/3 vy y:3t—1t3

3

para |os incisos siguientes.
HU’ a) Emplear una herramienta de graficacion para trazar la curva
enelintervalo —3 <t < 3.
b) Hallar dy/dx y d?y/dx2.
c) Hallar la ecuacion de la recta tangente en el punto (ﬁ %)
d) Hallar lalongitud de la curva.

e) Hallar el érea de la superficie generada por revolucion de la
curvaen torno a gex.

99. Evolvente o involuta de circulo  Laevolvente o involuta de un
circulo estd descrita por e extremo P de una cuerda que se
mantiene tensa mientras se desenrolla de un carrete que no gira
(ver la figura). Mostrar que la siguiente es una representacion
paramétrica de la evolvente o involuta

X = r(cos 6 + senb) y y = r(sen® — 6cos 0).

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

/.

r,

AL }4 X
r e

Figura para 99 Figura para 100

100. Evolventeoinvolutadeun circulo Lafiguramuestraun seg-
mento de cuerda sujeto a un circulo de radio 1. La cuerda es
justo lo suficientemente larga para llegar a lado opuesto del
circulo. Encontrar € area que se cubre cuando la cuerda se
desenrolla en sentido contrario a de las manecillas del reloj.

HD‘ 101. a) Usar una herramienta de graficacion para trazar la curva

dada por

1-t2 2t

"1+ T 1

b) Describir la gréficay confirmar |a respuesta en forma ana-
litica.

¢) Anaizar la velocidad a la cual se traza la curva cuando t
aumenta de —20 a 20.

X —20 <t < 20.

HD' 102. Tractriz  Unapersona se mueve desde el origen alo largo del

gjey positivo tirando un peso atado a extremo de una cuerda

de 12 metros de largo. Inicialmente, € peso esta situado en €l

punto (12, 0).

a) En el gercicio 96 delaseccion 8.7 se mostré que la trayec-
toria del peso se describe mediante la siguiente ecuacion
rectangular

— _ y2
y=-12 |n(12 ViMx> — 144 = x?

donde 0 < x < 12. Usar una herramienta de graficacion
para representar |a ecuacion rectangular.

b) Usar una herramienta de graficacion para trazar la gréfica
de las ecuaciones paramétricas
t t
x = 12 sech B y B
donde t > 0. Comparar esta gréfica con la del inciso a).
¢Qué gréfica (s hay aguna) representa mejor la trayectoria?
¢) Emplear las ecuaciones paramétricas de la tractriz para ve-
rificar que la distancia de la interseccion con €l gjey dela
recta tangente a punto de tangencia es independiente de
la ubicacion del punto de tangencia.

y =t — 12tanh

¢Verdaderoofalso? Enloseercicios 103y 104, determinar si la
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
dar un g emplo que demuestre que es falsa.

103. Six = f(t) yy = g(t), entonces d?y/dx? = g”(t)/f"(t).

104. Lacurvadadapor x = t3, y = t? tiene una tangente horizon-
tal en el origen puesto que dy/dt = 0 cuandot = 0.

105. Cinta de grabacion Otro método que se puede usar para
solucionar € gjemplo 5 es encontrar el &readel carrete con un
radio interior de 0.5 pulgadasy un radio exterior de 2 pulgadas,
y después usar la férmula para €l area del rectangulo cuyo
ancho es de 0.001 pulgadas. Utilizar este método para determi-
nar cuanta cinta se necesita para llenar el carrete.
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[M] Coordenadas polares y graficas polares

P=(r,0)

6 = angulo dirigido
Eje
polar

Coordenadas polares
Figura 10.36

COORDENADAS POLARES

El matematico al que se le atribuye haber
usado por primera vez las coordenadas
polares es James Bernoulli, quien las intro-
dujo en 1691. Sin embargo, ciertas eviden-
cias sefialan la posibilidad de que fuera Isaac
Newton el primero en usarlas.

Comprender el sistema de coordenadas polares.

Expresar coordenadas y ecuaciones rectangulares en forma polar y viceversa.
Trazar la grafica de una ecuacién dada en forma polar.

Hallar la pendiente de una recta tangente a una grafica polar.

Identificar diversos tipos de graficas polares especiales.

Coordenadas polares

Hasta ahora las gréficas se han venido representando como colecciones de puntos (X, y) en
el sistema de coordenadas rectangulares. Las ecuaciones correspondientes a estas graficas
han estado en forma rectangular o en forma paramétrica. En esta seccién se estudiara un
sistema de coordenadas denominado sistema de coordenadas polares.

Paraformar el sistema de coordenadas polares en el plano, se fija un punto O, [lama-
do polo (u origen), y a partir de O se traza un rayo inicial llamado eje polar, como se
muestra en lafigura 10.36. A continuacion, a cada punto P en el plano se le asignan coor-
denadas polares (r, 6), como sigue.

r = distancia dirigidade O aP
6 = angulo dirigido, en sentido contrario a de las manecillas del reloj desde €l gje
polar hasta el segmento OP

Lafigura 10.37 muestra tres puntos en el sistema de coordenadas polares. Obsérvese que
en este sistema es conveniente localizar 10s puntos con respecto a una reticula de circun-
ferencias concéntricas cortadas por rectas radiales que pasan por € polo.

wiy
NIE
SR ]

—_
N

wiy
==

g=1

S
” s s b

a) b) ©)
Figura 10.37

WA
NN
/]

En coordenadas rectangulares, cada punto (x, y) tiene una representacion Unica. Esto
no sucede con las coordenadas polares. Por gjemplo, las coordenadas (r, 6) y (r, 27 + 6)
representan € mismo punto [ver los incisos b) y c) de la figura 10.37]. También, como r
es una distancia dirigida, las coordenadas (r, 6) y (—r, 6 + ) representan €l mismo
punto. En general, € punto (r, 6) puede expresarse como

(r, 0 = (r, 0 + 2nm)

(r,0) =(—r, 0+ (2n + 1)m)

donde n es cualquier entero. Ademas, el polo esta representado por (0, 6), donde 6 es
cualquier angulo.



732

CAPITULO 10

(r, 6)

(xy)
r 3
Yy
Polo \9 i
o M ’ Eje polar
(Origen) (dex)

Relacion entre coordenadas polares y rec-

tangulares
Figura 10.38
y
2+
o=
1T )
(r, 6)= (2. 7) (x,y)z(%’\g)
B I
(r,y)=(=2,0)

-2+

Para pasar de coordenadas polares a
rectangulares, se hace x = rcos 0y

y =rsen 6.
Figura 10.39

o=}z %)

(=11

y

24

1+

o=z}
(x,¥)=(0,2)

Para pasar de coordenadas rectangulares a

|
T

1 2

polares, se toma tan 6 = y/xy

r=Jvx2+y?

Figura 10.40

X

Ver lafigura 10.40.

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Transformacion (o cambio) de coordenadas

Para establecer una relacion entre coordenadas polares y rectangulares, se hace coincidir
el gje polar con € gex positivo 'y e polo con el origen, como seilustraen lafigura 10.38.
Puesto que (x, y) se encuentra en un circulo de radio r, se sigue que %> = x2 + y2 Para
r > 0, ladefinicién de las funciones trigonométricas implica que

senf =2,
r

ang=2, cosf=> vy
X r

Si r < 0, estas relaciones también son vaidas, como se puede verificar.

TEOREMA 10.10 TRANSFORMACION (O CAMBIO) DE COORDENADAS

Las coordenadas polares (r, 6) de un punto estan relacionadas con las coordenadas
rectangulares (x, y) de ese punto como sigue.

1. x=rcos @ 2.tan0=§
y=rsend r2 = x% + y?
EJEMPLO I Transformacion (o cambio) de coordenadas polares

a rectangulares

a) Dado el punto (r, 6) = (2, m),

X=rcosf=2cosm=—2 y y=rsenf =2sena = 0.

Por tanto, |as coordenadas rectangulares son (x, y) = (=2, 0).
b) Dado el punto (r, 6) = (/3, 7/6),

x=ﬂcosg= V3

3 T
RS N

Por tanto, las coordenadas rectangulares son (x, y) = (3/2, \/§/2).
Ver lafigura 10.39.

EJEMPLO 2 Transformacion (o cambio) de coordenadas
rectangulares a polares

a) Dado el punto del segundo cuadrante (x, y) = (—1, 1),

_ 37

=Y
tan 6 T 4

-1 = 6

Como 6 se €eligié en e mismo cuadrante que (x, y), se debe usar un valor positivo
parar.

r= VT
= VDT (02
- 2
Esto implica que un conjunto de coordenadas polares es (r, 6) = (ﬁ 377/4).

b) Dado que el punto (x, y) = (0, 2) se encuentraen el gjey positivo, seelige § = 7/2y
r = 2,y un conjunto de coordenadas polares es (r, 6) = (2, 7/2).
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b) Rectaradia: 0 = 3
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c) Rectavertical: r = sec 6
Figura 10.41

D)
N

-6

Espiral de Arquimedes
Figura 10.42
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Graficas polares

Una manera de trazar la gréfica de una ecuacion polar consiste en transformarla a coorde-
nadas rectangulares para luego trazar la gréfica de la ecuacion rectangular.

EJEMPLO 3 Trazado de ecuaciones polares

Describir la gréfica de cada ecuacion polar. Confirmar cada descripcién transformando la
ecuacion a ecuacion rectangular.

a)r=2 b)ozg C) r =sech

Solucion

a) Lagréfica de la ecuacion polar r = 2 consta de todos los puntos que se encuentran a
dos unidades del polo. En otras palabras, esta gréfica es la circunferencia que tiene su
centro en el origeny radio 2. (Ver lafigura 10.41a.) Esto se puede confirmar utilizan-
do larelacion r? = x2 + y? para obtener la ecuacion rectangular

x? +y?2 =22 Ecuacion rectangular.

b) Lagréficadelaecuacion polar § = /3 consta de todos |os puntos sobre la semirrec-
ta que forma un angulo de /3 con €l semigje x positivo. (Ver lafigura 10.41b.) Para
confirmar esto, se puede utilizar larelacion tan 6 = y/x para obtener la ecuacion rec-
tangular

y = \/§ X. Ecuacion rectangular.

c) Lagréficadelaecuacion polar r = sec 6 no resulta evidente por inspeccion simple, por
lo que hay que empezar por pasarla a la forma rectangular mediante la relacién
rcos 6 = x.

r=secé Ecuacion polar.
rcos =1
x=1 Ecuacion rectangular.

Por la ecuacién rectangular se puede ver que la gréfica es una recta vertical. (Ver la
figura 10.41c.)

TECNOLOGIA  Dibujar a mano las gréficas de ecuaciones polares complicadas
puede ser tedioso. Sin embargo, con el empleo de latecnologia, latarea no es dificil. Si
la herramienta de graficacién que se emplea cuenta con modo polar, usarlo para trazar
lagréfica de las ecuaciones de la serie de gjercicios. Si la herramienta de graficacion no
cuenta con modo polar, pero si con modo paramétrico, se puede trazar la gréafica de
r = f(6) expresando la ecuacién como

x = f(0) cos 6
y = f(6) sen.
Por giemplo, la gréficade r = %6 que se muestra en la figura 10.42 se gener6 con una

herramienta de graficacién en modo paramétrico. La gréfica de la ecuacion se obtuvo
usando las ecuaciones paramétricas

1
X = 20C080
1 .
y=§03en0

con valores de 6 que van desde — 47 hasta 47. Estacurvaesdelaforma r = afy se
denominaespiral de Arquimedes.
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Una forma de bosquejar la
graficade r = 2 cos 30 amano, es ela-
borar unatabla de valores.

a | T
005 3

NI

r 2,0} -210 2

S seamplialatablay se representan
los puntos gréficamente se obtiene la
curva mostrada en el gemplo 4. [

EJEMPLO 4 Trazado de una grafica polar

Dibujar lagréficade r = 2 cos 36.
Solucién  Para empezar, se expresa la ecuacion polar en forma paramétrica.

x =2cos36cosb y y = 2cos 36senf

Tras experimentar un poco, se encuentra que la curva completa, la cual se llama curva
rosa, puede dibujarse haciendo variar a 6 desde 0 hasta 7, como se muestra en la figura
10.43. Si setrazalagréfica con unaherramienta de graficacion, se veraque haciendo variar
a 0 desde 0 hasta 27, se traza la curva entera dos veces.

r
2

[SIE]

3
2

T s

< < — < < —

0<6s 0<6s<

z z

2 2

0<6<

Figura 10.43 —

Usar una herramienta de graficacion para experimentar con otras curvas rosa (estas
curvas son delaformar = a cos nf or = asenné). Por gemplo, |as curvas que se mues-
tran en lafigura 10.44 son otros dos tipos de curvas rosa.

, - -
r=2sen59 r=0.5cos20 2.

Curvas rosa

Figura 10.44 e



NI

Recta tangente
r =1(6)

(r, 6)

k'
2

Recta tangente a una curva polar
Figura 10.45

NIx

1, g)
(2e 2
. 0o 1 °
2

Rectas tangentes horizontales y verticales a
r = sen 6
Figura 10.46
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Pendiente y rectas tangentes

Para encontrar la pendiente de una recta tangente a una gréafica polar, considerar una fun-
cion diferenciable (o derivable) » = f(6). Para encontrar |a pendiente en forma polar, se
usan las ecuaciones paramétricas

x=rcosf@=f@B)cosd 'y y=rsend=f(0send.
Mediante el uso de la forma paramétrica de dy/dx dada en el teorema 10.7, se obtiene

dy _ dy/de

dx  dx/do
_ f(0) cos 6 + £(0) sen6
~ —f(6) senb + f(6) cos 0

con lo cua se establece el teorema siguiente.

TEOREMA 10.11 PENDIENTE EN FORMA POLAR

Si f esunafuncidn diferenciable (o derivable) de 6, entonces la pendiente de la
recta tangente alagréficade r = £(6) en & punto (r, 6) es

dy _dy/dg _ f(6)cos 6 + f(6) senf
dx dx/do  —f(0) sen6 + f(6) cos O

siempre que dx/d6 # 0 en (r, 6). (Ver lafigura 10.45.)

En el teorema 10.11 se pueden hacer las observaciones siguientes.

1. Las soluci ones% = 0 dan unatangente horizontal, siempre que % # 0.

. d . .
2. Lassol ucmn%d—‘); = 0 dan unatangente vertical, siempre que% # 0.

Si dy/dfy dx/d6 simultaneamente son 0, no se puede extraer ninguna conclusion respec-
to alas rectas tangentes.

EJEMPLO 5 Hallar las rectas tangentes horizontales y verticales

Hallar las rectas tangentes horizontales y verticalesar = sen6, 0 < 6 < .

Solucién  Paraempezar se expresa la ecuacion en forma paramétrica.

X =rcosf = senfcoso

y = rsenf = senfsenf = sen? o

Después, se derivan x y y con respecto de 0y seiguala a0 cada una de las derivadas.

ax _ o 2p _cam2g — _ _m 37
de—coso sen?f =cos20=0 > 0—4, n
dy . . _ _ o
—dg—Zsené)cosO—senw—O —> 0—0,—2

Por tanto, |a gréfica tiene rectas tangentes verticales en (/2/2, w/4) y (/2/2, 3w/4), y
tiene rectas tangentes horizontales en (0, 0) y (1, 77/2), como se muestra en la figu-
ra 10.46. ——
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Rectas tangentes horizontales y verticales
der = 2(1 — cos 0)
Figura 10.47

T
f(6) =2 cos 360 2

Esta curva rosa tiene, en el polo, tres rectas
tangentes (0 = /6,0 = w/2 y

0= 5m/6)

Figura 10.48

EJEMPLO 6 Hallar las rectas tangentes horizontales y verticales

Hallar las rectas tangentes horizontales y verticales a la gréfica de » = 2(1 — cos 6).

Solucion  Se usay = rsen6, se derivay dy/d6 se iguala a 0.

y=rsenf = 2(1 — cos 6) sen 6

% = 2[(1 — cos 6)(cos §) + senH(send)]
= —2(2cos 6+ 1)(cos —1) =0

Por tanto, cos 0 = —% y cos 6 = 1, y se concluye que dy/d6 = 0 cuando 6 = 27/3,
47r/3 y 0. De manera semejante, al emplear x = r cos 0, se tiene

X=1rcosf=2cosf — 2cos2h

% = —2senf + 4cos senhd = 2senh(2 cos § — 1) = 0.
Por tanto, sen 9 =00 cos 6 = —%, y se concluye que dy/df = 0 cuando § =0, =, w/3y

571/3. A partir de estos resultados y de la grafica que se presenta en la figura 10.47, se con-
cluye que la gréfica tiene tangentes horizontales en (3, 27/3) y (3, 47/3), y tangentes ver-
ticales en (1, #/3), (1, 57/3) y (4, 7). A esta grafica se le llama cardioide. Obsérvese que
cuando 6 = 0 ambas derivadas (dy/d0'y dx/d6) son cero (es decir, se anulan). Sin embar-
go, esta Unica informacién no permite saber si la grafica tiene una recta tangente horizon-
tal o vertical en el polo. Pero a partir de la figura 10.47 se puede observar que la gréafica
tiene una cuspide (o punto anguloso o cuspidal) en el polo.

El teorema 10.11 tiene una consecuencia importante. Supongase que la gréafica de
r = f(6) pasa por el polo cuando 6 = a 'y f’(a) # 0. Entonces la formula para dy/dx se
simplifica como sigue.

dy _fla)sena + fla)cosa _ fla)sena + 0 _ sena
dx  fla)cosa — fl@)sena  fa)cosa — 0  cos a

=tan «

Por tanto, la recta & = « es tangente a la gréfica en el polo, (0, «).

TEOREMA 10.12 RECTAS TANGENTES EN EL POLO

Si fla) =0y fla) # 0, entonces larecta 0 = « es tangente a la grafica de
r = f(0) en el polo.

El teorema 10.12 es (til porque establece que los ceros de » = £(6) pueden usarse para
encontrar las rectas tangentes en el polo. Obsérvese que, puesto que una curva polar puede
cruzar el polo més de una vez, en el polo puede haber més de una recta tangente. Por ejem-
plo, la curva rosa

f() = 2cos 30

tiene tres rectas tangentes en el polo, como se ilustra en la figura 10.48. En esta curva,
f(6) =2 cos 30 es 0 cuando 6 es 7/6, 7/2,y 57/6. La derivada f'(§) = —6 sen 0
no es 0 en estos valores de 6.
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Graficas polares especiales

Varios tipos importantes de gréficas tienen ecuaciones que son mas simples en formapolar
gue en forma rectangular. Por jemplo, la ecuacién polar de un circulo deradio a'y centro
en el origen essimplemente r = a. Mé&s adelante se verén las ventajas que esto tiene. Por
ahora, se muestran abajo algunos tipos de graficas cuyas ecuaciones son mas simples en
forma polar. (Las conicas se abordan en la seccion 10.6.)

Caracoles 7 7 7 -
r=a=x bcos 6 2 2 2 2
r=a=+bsend
(a>0,b>0) ™ 0 ™ 0 ™ 0 P 0
3n 3n 3n 3
2 2 2 2
a a a a
- <1 - =1 l<-<2 )
b b b b
Caracol con lazo Cardioide (forma Caracol con hoyuelo Caracol convexo
interior de corazon)
Curvas rosa x x
. . . 2 2
n pétalos si n esimpar n=d
2n pétalos si n es par
(n>2) P 0
1
1
1
3 4@
2
r = acosnb r = acosnb r= asennf r= asennf
Curva rosa Curva rosa Curva rosa Curva rosa
Circulos y lemniscatas 7 7 7 .
2 2 2 2
‘ (9
T T bid , 0 T 0
a a
3 3 3 3
2 2 2 2
r = acos 6 r= asen6 12 = a*sen26 12 = a%cos 260
Circulo Circulo Lemniscata Lemniscata

TECNOLOGIA  Las curvas rosa descritas arriba son de la forma r = a cos n6
0 r = asennb, donde n es un entero positivo mayor o igual a 2. Usar una herramienta
de graficacion para trazar las gréficas de r = a cos nf o r = a senn6 con valores no
enteros de n. ¢Son estas gréficas también curvas rosa? Por ejemplo, trazar la gréfica de

% r=cos%0,0£0s6m

PARA MAYOR INFORMACION  Para més informacion sobre curvas rosa y otras curvas rela-
cionadas con €llas, ver el articulo “A Rose is a Rose...” de Peter M. Maurer en The American
Mathematical Monthly. La gréfica generada por computadora que se observa al lado izquierdo, es

Gréfica generada con Maple resultado de un algoritmo que Maurer [lama“Larosa’.
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[@] Ejercicios

En los ejercicios 1 a 6, representar graficamente el punto dado C) n d) n
en coordenadas polares y hallar las coordenadas rectangulares 2 2
correspondientes. T T
1. (8, 7/2) 2. (—2,5m/3) T
3. (=4, —37/4) 4. (0, —77/6) T+ 1 i 31 0
5. (\/2,2.36) 6. (-3, —1.57) 0 +
1 2
Pl“‘ En los ejercicios 7 a 10, emplear la funcién angulo de una herra- T T
mienta de graficacion para encontrar las coordenadas rectangula-
res del punto dado en coordenadas polares. Representar gréafica- ]
mente el punto_ 23. r=2sené 24. r = 4cos 20
7. (7,57/4) 8. (-2, 117/6) 25. r=3(1 + cos 0) 26. r=2sec o

9. (-45,35) 10. (9.25,1.2) . »
En los ejercicios 27 a 36, transformar la ecuacion rectangular a

En los ejercicios 11 a 16, se dan las coordenadas rectangulares de la forma polar y trazar su grafica.
un punto. Localizar graficamente el punto y hallar dos conjun-

2 2 — 2 2 —

tos de coordenadas polares del puntocon 0 < 6 < 27r. 27. x> +y* =9 28.x* —y* =9

29. x? + y2 = qa? 30. x2 4+ y2—2ax =10
11. (2,2) 12. (0, —6)

3l.y=8 32. x=10
13. (~3,4) 14. (4,-2) 33 3 t2-0
15 (-1, - V3) 16. (3, — /3) Y

34. xy=4

H” En los ejercicios 17 a 20, emplear la funcion angulo de una 35. y2 = Ox

herramienta de graficacion para hallar un conjunto de coorde-

36. 24 92)2 —9(2 —y2) =0
nadas polares del punto dado en coordenadas rectangulares. (2 + %) (=%

17. 3, -2 18. (3v2,3V2) En los ejercicios 37 a 46, pasar la ecuacion polar a la forma rec-
19. (Z3) 20. (0, —5) tangular y trazar su gréafica.
21. Represente graficamente el punto (4, 3.5) si el punto esta dado 37.r=4 38. r=-5
a) en coordenadas rectangulares y b) en coordenadas polares. 39. r = sené 40. r = 5cos 6
22. Razonamiento gréafico 5ar
a) En una herramienta de graficacion, seleccionar formato de al.r=19 42. 6= 6
ventana para coordenadas polares y colocar € cursor en 43. 7 = 3sec 44 = 2csc b
cualquier posicion fuera de los gjes. Mover el cursor en sen-
45. r = sec ftan 0 46. r = cot fcsc 0

tido horizontal y en sentido vertical. Describir todo cambio

en las coordenadas de los puntos.
H" En los ejercicios 47 a 56, emplear una herramienta de grafi-

cacion para representar la ecuacion polar. Hallar un intervalo
para 6 en el que la grafica se trace sélo una vez.

b) En unaherramienta de graficacion, seleccionar el formato de
ventana para coordenadas polares y colocar € cursor en
cualquier posicion fuera de los ges. Mover €l cursor en sen-

tido horizontal y en sentido vertical. Describir todo cambio 47. r = 2 — 5¢0s 6 48. r = 3(1 — 4sen 6)
en las coordenadas de los puntos. 49. F=2 +sn6 50 r =4 + 3c0s 6
c) ¢Por qué difieren los resultados obtenidos en los incisos @) y 2 2
? S -
b)? SLr 1+ cos 6 S2. 1 4 — 3send
En los ejercicios 23 a 26, hacer que corresponda la gréfica con su _ (@) _ (@)
ecuacion polar. [Las gréaficas estan etiquetadas a), b), ¢) y d).] 53. r=2cos 2 54. r=3sn 2

Q) b) 55. 12 = 4.sen26 56. r2 =~

N[_
NIE
>

57. Pasar la ecuacion

r = 2(hcos 6 + ksenp)

a la forma rectangular y verificar que sea la ecuacion de un
circulo. Hallar el radio y las coordenadas rectangulares de su
centro.




58. Férmula para la distancia

a) Verificar que la férmula para la distancia entre dos puntos
(r1, 6,) Y (ry, 6,) dados en coordenadas polares es

d =

b) Describir las posiciones de los puntos, en relacion uno con
otro, s 6, = 6,. Simplificar la formula de la distancia para
este caso. ¢Es la simplificacion lo que se esperaba? Explicar
por qué.

c) Simplificar laférmula de la distanciasi 6, — 6, = 90°. ¢ES
la simplificacion lo que se esperaba? Explicar por qué.

d) Elegir dos puntos en el sistema de coordenadas polares y
encontrar la distancia entre ellos. Luego elegir representa-
ciones polares diferentes para los mismos dos puntos y
aplicar laférmula para la distancia. Analizar €l resultado.

r2 +rf — 2rr,cos(0;, — 6,).

En los ejercicios 59 a 62, usar el resultado del ejercicio 58 para
aproximar la distancia entre los dos puntos descritos en coorde-
nadas polares.

59, (L%T), (4,%) 60. (8,7{), (5, )
61. (2,0.5), (7,1.2) 62. (4,25), (12,1)

En los ejercicios 63 y 64, hallar dy/dx y las pendientes de las rec-
tas tangentes que se muestran en las gréaficas de las ecuaciones
polares.

63. r=2+ 3senéd

64. r = 2(1 — send)

En los ejercicios 65 a 68, usar una herramienta de graficacion y
a) trazar la gréfica de la ecuacioén polar, b) dibujar la recta tan-
gente en el valor dado de 6 y c) hallar dy/dx en el valor dado de
0. (Sugerencia: Tomar incrementos de @ iguales a 7r[24.)

65. 1 =3(1 -~ cos6),0=7 66 r=3-2c056,0=0
67. r=3senf, 6= 68.r=4,0="7

En los ejercicios 69 y 70, hallar los puntos de tangencia horizon-
tal y vertical (si los hay) a la curva polar.

69. r =1 — send 70. r = asenf

En los ejercicios 71y 72, hallar los puntos de tangencia horizon-
tal (si los hay) a la curva polar.

71. r=2csc O+ 3 72. r = asenf cos?9

HD' En los ejercicios 73 a 76, usar una herramienta de graficacion para
representar la ecuacion polar y hallar todos los puntos de tangen-
cia horizontal.

73. r = 4senf cos?0 74. r = 3 cos 260 sec 6
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75. r=2csch+5 76. r = 2cos(30 — 2)

En los ejercicios 77 a 84, dibujar la gréafica de la ecuacion polar
y hallar las tangentes en el polo.

77. r=3send 78. r =5cos 0
79. r=2(1 — sen#) 80. r = 3(1 — cos 6)
81. r = 2cos 36 82. r = —sen50
83. r = 3sen26 84. r = 3cos 260

En los ejercicios 85 a 96, trazar la gréafica de la ecuacion polar.

85. r=8 86. r=1
87. r =4(1 + cos h) 88. r=1+snob
89. r=3—2cos 6 90. r =5 —4senéb
6

91. r=3csch 92.r—m
93. r =26 94.r=1

[%
95. r2 = 4cos 26 96. r2 = 4senf

HD‘ En los ejercicios 97 a 100, usar una herramienta de graficacion

para representar la ecuacion y mostrar que la recta dada es una
asintota de la gréfica.

Nombre de la gréfica  Ecuacién polar Asintota

97. Concoide r=2—sec6 x=-1
98. Concoide r=2-+csco y=1
99. Espiral hiperbdlica r=2/0 y=2

100. Estrofoide r = 2C0Ss26sec 6 x=-2

Desarrollo de conceptos

101. Describir las diferencias entre € sistema de coordenadas
rectangularesy el sistema de coordenadas polares.

Dar las ecuaciones para pasar de coordenadas rectangu-
lares a coordenadas polares y viceversa.

102.

103. ¢Cdmo se determinan las pendientes de rectas tangentes en
coordenadas polares? ¢Qué son las rectas tangentes en el

polo'y cdmo se determinan?

Para discusion

104. Describir las gréficas de las siguientes ecuaciones polares.

a r=7 b) r2=7
7 7

9 "= s D r=sne

€ r=7cos0 f) r=7sen6

105. Trazar lagréficade r = 4 sen6 en € intervalo dado.

E
2
Parapensar Utilizar una herramienta graficadora para repre-
sentar la ecuacién polar r = 6[1 + cos(6# — ¢)] para a)
¢=0,b) ¢=m/4yc) ¢=m/2. Usar las gréficas para
describir el efecto del angulo ¢. Escribir la ecuacion como fun-
cién de sen 0 para el inciso c).

a) 0<0< b)gSOSTr c)—gsesg

H’ 106.
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107. Verificar que si la curva correspondiente a la ecuacion polar
r = f(6) gira un angulo ¢, alrededor del polo, entonces la
ecuacion delacurvagiradaesr = f(6 — ¢).
108. Laforma polar de una ecuacion de una curva es r = f(sené).
Comprobar que laforma se convierte en
a) r = f(—cos 6) s lacurva gira /2 radianes arededor del
polo en sentido contrario a las manecillas del reloj.

b) r = f(—sen6) si lacurvagira = radianes arededor del polo
en sentido contrario alas manecillas del reloj.

c) r = f(cos 6) s la curva gira 37/2 radianes arededor del
polo en sentido contrario alas manecillas del relgj.

En los ejercicios 109 a 112, usar los resultados de los ejercicios
107 y 108.

HD‘ 109. Dar la ecuacion del caracol r = 2 — sen después de girar la

cantidad indicada. Utilizar una herramienta de graficacion para
representar €l giro del caracol.

a)%’ b)g o 7 d)3777

HV 110. Dar una ecuacion para la curva rosa r = 2 sen26 después de

girar la cantidad dada. Verificar los resultados usando una herra-
mienta de graficacion para representar €l giro de la curva rosa.

T T 2
a) E b) E C) ? d) T
111. Dibujar la gréfica de cada ecuacion.

a) r=1-sné b)r=1fs'en<97%>
112. Demostrar que latangente del angulo s = 0 = s =< 7/2) entre

larectaradial y larectatangente en € punto (r, 6) en lagréfica

der = f(6) (ver lafigura) esta dada por tan s = |r/(dr/d6)|.

NIx

Curvapolar:
r=1(0)

Recta tangente

-~ Rectaradia

Eje polar

H’ En los ejercicios 113 a 118, usar los resultados del ejercicio 112

para hallar el angulo ¢ entre las rectas radial y tangente a la
gréfica en el valor indicado de 0. Usar una herramienta de grafi-
cacion para representar la ecuacion polar, de la recta radial y la
recta tangente en el valor indicado de 6. Identificar el &ngulo .

Ecuacion polar Valor de 6
113. r = 2(1 — cos ) 0=m
114. r = 3(1 — cos 6) 0 = 3m/4
115. r = 2 cos 30 0= m/4
116. r = 4sen26 0= /6

6

U7 r =10 0=2m/3
118. r =5 0= m/6

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

¢Verdaderoofalso? Enlos ejercicios 119 a 122, determinar si la
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
dar un ejemplo que muestre que es falsa.

119. Si (ry, 6,) y (r,, 6,) representan €l mismo punto en el sistema
de coordenadas polares, entonces |r,| = |r,]|.

120. Si (r, 6,) y (r, 6,) representan el mismo punto en el sistema de
coordenadas polares, entonces 6, = 6, + 2mn para agun en-
tero n.

121. Si x > 0, entonces el punto (x, y) en el sistema de coorde-
nadas rectangulares (o cartesianas) puede representarse me-
diante (r, ) en el sistema de coordenadas polares, donde
r= Jx?+ y?2y 6 = arctan(y/x).

122. Las ecuaciones polaresr = sen 260 y r = —sen 20 tienen la
misma gréfica.

[proveeo oe easwo

Arte anamorfico

El arte anamorfico parece distorsionado, pero cuando se ve desde un
particular punto de vista o con un dispositivo como un espejo parece
que esta normal. Usar |as siguientes transformaciones anamorficas

r=y+16 y 0=*gx, *%’TSBS%

para dibujar laimagen polar transformada de la gréfica rectangular.
Cuando se observa la reflexion (en un espejo cilindrico centrado en
el polo) de unaimagen polar desde el gje polar, el espectador ve la
imagen rectangular original.

a)y=3 b)x=2 ¢)y=x+5 d) x>+ (y—52=5

Tomado de Millington-Barnard Collection of Scientific Apparatus, ca
1855 The University of Mississippi Museum, Oxford, Mississippi.

Este ejemplo de arte anamorfico es de la Coleccion Millington-
Barnard en la Universidad de Mississippi. Cuando se observa el reflejo
de la“pintura polar”transformada en el espejo, el espectador ve el arte
distorsionado en sus proporciones adecuadas.

PARA MAYOR INFORMACION Para més informacion sobre
arte anamorfico, consultar a articulo “Anamorphisms’ de Philip
Hickin en Mathematical Gazette.
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[m] Area y longitud de arco en coordenadas polares

. . 1
El area de un sector circulares 4 = 50r%

2

Figura 10.49
n
2
B
! r=£(6)
/
.-«
\ 0
a)
1
2

b)
Figura 10.50

Hallar el area de una region limitada por una gréfica polar.
Hallar los puntos de interseccién de dos graficas polares.
Hallar la longitud de arco de una grafica polar.

Hallar el area de una superficie de revolucién (forma polar).

Area de una region polar

El desarrollo de unaférmulapara el area de unaregion polar se asemejaa del areade una
region en el sistema de coordenadas rectangulares (o cartesianas), pero en lugar de rectan-
gulos se usan sectores circulares como elementos basicos del area. En la figura 10.49,
obsérvese que el &rea de un sector circular de radio r &%Orz, siempre que 6 esté dado en
radianes.

Considérese la funcion dada por » = f(6), donde f es continua y no negativa en €
intervalo @ £ 6 < B. Laregion limitada por lagréficade f y lasrectasradides 6 = a 'y
0 = B se muestra en la figura 10.50a. Para encontrar el érea de esta region, se hace una

particion del intervalo [«, 8] en n subintervalos iguales
a=0,<6,<0,< <60, ,<0,=8.

A continuacién, se aproxima el area de laregion por medio de la sumade las &reas de los
n sectores, como se muestra en la figura 10.50b.

Radio del i-ésimo sector = £(0,)

B=a_ yg
n

Angulo central del i-ésimo sector =

a=3 (3)sotsopr

i=1

Tomando €l limite cuando n — co se obtiene

n—»00

A = lim 22 F{CAI

! [(troras

lo cual conduce al teorema siguiente.

TEOREMA 10.13  AREA EN COORDENADAS POLARES

Si f escontinuay no negativa en el intervalo [«, 8], 0 < 8 — a < 2, entonces €
&reade laregion limitada (o acotada) por lagréficade r = f(6) entre las rectas radia-
les6 = ay 6 = B estddada por

N[

B
A= f [£(6)]? a0

0<B—ac<2m

La misma férmula se puede usar para hallar el 4rea de una region limitada por la gréfica
de una funcioén continua no positiva. Sin embargo, laférmulano es necesariamente vadlidas f toma
valores tanto positivos como negativos en el intervalo[«, 8] [
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r=3cos30 2

El area de un pétalo de la curva rosa Jue se
encuentra entre las rectas radiales

0= —7/6y0 = m/6es3m/4.
Figura 10.51

[SIE]

r=1-2seno

El area entre los lazos interior y exterior es
aproximadamente 8.34
Figura 10.52

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

EJEMPLO I Encontrar el area de una region polar

Encontrar el area de un pétalo de la curva rosa dada por » = 3 cos 36.

Solucién  Enlafigura10.51 se puede ver que el pétalo al lado derecho se recorre a medi-
daque 6 aumentade — /6 a /6. Por tanto, €l dreaes

_ 1 P 2 _ 1 /e 2 Férmula para el dreaen
A= ZL redf = 2 fw/e (3 cos 30) do coordenadas polares.
_ 9[”/6 1+cos60 Ientidad
2)_. /6 2 trigonométrica.
_ 9[9 N senee]/
4 6 —/6
- 9(1 N z)
4\6 6
3
= e

Para hallar el &rea de la regién comprendida dentro de los tres pétalos de la curva rosa del
elemplo 1, no se puede simplemente integrar entre 0y 27. Si se hace asi, se obtiene 97/2, que es
el doble del area de los tres pétalos. Esta duplicacion ocurre debido a que la curva rosa es trazada
dos veces cuando§ aumentade 0 a2. ]

EJEMPLO 2 Hallar el area limitada por una sola curva

Hallar el area de la region comprendida entre los lazos interior y exterior del caracol
r=1-—2senb.

Solucién  En lafigura 10.52, obsérvese que € lazo interior es trazado a medida que 6
aumenta de 7/6 a5/6. Por tanto, € area comprendida por € lazo interior €s

1 B 1 51/6
Al=f rzdﬂzf (1 - 2sen6)?do
2 /6

Férmula parael dreaen
coordenadas polares.

1 57/6
=J (1 — 4seng + 4sen?p) do
2 /6
1 (°® 1 — cos 20 I dentided
- ZJ [1 —4send + 4( 2 )} do trigonométrica.
/6
1 57/6
= Zf (3—4seng — 2cos 26) do Simplificacion.
/6
1 5m/6
= 7[30 + 4cos 6 — 561120]
2 /6
= %(277 - 3ﬂ)
3.3
= — o

De manerasimilar, se puede integrar de 57r/6 a137/6 parahallar que el &readelaregion
comprendida por € lazo exterior es A, = 2 + (3 J3/ 2). El érea de laregion compren-
dida entre los dos lazos es |a diferenciaentre A, y A,.

3.3 3.3

A=A2—Al=<27r+2)—<w—2>=w+3ﬁz8.34



PARA MAYOR INFORMACION
Para més informacién sobre el uso de
la tecnologia para encontrar puntos de
interseccion, consultar €l articulo
“Finding Points of Intersection of
Polar-Coordinate Graphs’ de Warren
W. Esty en Mathematics Teacher.
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Puntos de interseccion de graficas polares

Debido a que un punto en coordenadas polares se puede representar de diferentes maneras,
hay que tener cuidado al determinar los puntos de interseccién de dos gréficas. Por gem-
plo, considérense los puntos de interseccion de las gréficas de

r=1—-2cosf y r=1

mostradas en la figura 10.53. Si, como se hace con ecuaciones rectangulares, se trata de
hallar los puntos de interseccidn resolviendo las dos ecuaciones en forma simultanea, se
obtiene

r=1—2c¢c0S60 Primeraecuacion.

1=1-—2c0s6 Sustitucionder = 1 delasegunda ecuacion en la primera ecuacion.
cos6=0 Simplificacion.
6= E, Sl Despejar 6.
2 2

Los puntos de interseccion correspondientes son (1, 7/2) y (1, 37r/2). Sin embargo, en la
figura 10.53 se ve que hay un tercer punto de interseccion que no aparecié a resolver
simultaneamente las dos ecuaciones polares. (Esta es una de las razones por las que es
necesario trazar una gréafica cuando se busca el area de unaregion polar.) Larazon por la
que €l tercer punto no se encontrd es que no aparece con las mismas coordenadas en ambas
gréficas. En lagréficade r = 1, el punto se encuentra en las coordenadas (1, 7r), mientras
queen lagréficader = 1 — 2 cos 6, € punto se encuentra en las coordenadas (— 1, 0).

El problema de hallar los puntos de interseccion de dos gréficas polares se puede com-
parar con €l problema de encontrar puntos de colisién de dos satélites cuyas Orbitas alrede-
dor de la Tierra se cortan, como se ilustra en la figura 10.54. Los satélites no colisionan
mientras Ileguen a los puntos de interseccién en momentos diferentes (valores de 6). Las
colisiones sdlo ocurren en los puntos de interseccion que sean “puntos simulténeos’, pun-
tos alos que Ilegan a mismo tiempo (valor de 6).

Puesto que el polo puede representarse mediante (0, 6), donde 6 es cualquier angulo, €l
polo debe verificarse por separado cuando se buscan puntos de interseccion. [

SIE]

Caracol: r =1 — 2 cos 6 4 - .

Circulo: i

7=l y J\’

Tres puntos de interseccion: (1, 7/ 2), Las trayectorias de los satélites pueden cruzarse sin
(=1,0),(1,37/2) causar colisiones
Figura 10.53 Figura 10.54
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EJEMPLO 3 Hallar el area de la region entre dos curvas

Hallar el &rea de laregién comun alas dos regiones limitadas por las curvas siguientes.
r= —6¢o0s 0 Circunferencia.
r=2-—2co0s6 Cardioide.

Solucién  Debido a que ambas curvas son simétricas respecto al ge x, se puede trabajar
con lamitad superior del plano (o semiplano superior), como seilustraen la figura 10.55.
La region sombreada en gris se encuentra entre la circunferencia y la recta radial
6 = 2/3. Puesto que la circunferencia tiene coordenadas (0, 77/2) en €l polo, se puede
integrar entre /2y 21r/3 para obtener el area de esta region. Laregion sombreada en rojo
estalimitada por las rectasradiales 0 = 27/3y 6 = 7y lacardioide. Por tanto, el areade
esta segunda region se puede encontrar por integracion entre 27r/3 y 7. La suma de estas
dos integrales da el area de laregion comdn que se encuentra sobre larectaradial 6 = .

Regidn entre la cardioide
Region entre la circunferencia y lasrectas radiales
y larectaradial 0 = 27/3 0=2w/3y0=m

I's \ I's )

A 1 2m/3 1 T
am/ :f (—60050)2d6+f (2 — 2cos 6)2do
: 2 2).p 2 Jomsa

Circulo: Cardioide: 2m/3

= —5_ 1 T
reocst r=2-zcosh =18f c0529d9+2f (4 — 8cos 0 + 4cos? 6) do
Figura 10.55 /2 27/3

2m/3 T
=9j (1+00320)d0+f (3 — 4cos 6 + cos26) do
/2 2m/3

- 27/3 - T
:9[e+se”—20] +[3e—4seno+$”20}
2 w2 2 |2w/3

=9<2"—*@—”)+<3w—2w+2\/§+‘f>

Por Gltimo, multiplicando por 2 se concluye que € areatotal es 5. —

Para verificar que el resultado obtenido en el gemplo 3 esrazonable, adviértase que €l area
delaregion circular es 772 = 9. Por tanto, parece razonable que el &readelaregion que se encuen-
tra dentro de la circunferenciay dentro de la cardioide sea5r. ]

Para apreciar la ventaja de las coordenadas polares al encontrar el area del ejemplo 3,
considérese la integral siguiente, que da el area en coordenadas rectangulares (o carte-
sianas).

0

—3/2
fz‘:f \/2\/1—2x—x2—2x+2dx+f J—x% — Bxdx
—4

—3/2

Emplear las funciones de integracion de una herramienta de graficacion para comprobar
gue se obtiene la misma area encontrada en el gemplo 3.



Cuando se aplicalaférmula
de lalongitud de arco a una curva
polar, es necesario asegurarse de que la
curva esté trazada (se recorra) sélo una
vez en el intervalo de integracion. Por
gemplo, larosadadapor r = cos 36
esta trazada (se recorre) una sola vez
enelintervalo 0 < 6 < 7, pero esta
trazada (se recorre) dos veces en €l
intervalo 0 < 0 < 2. ]

NIE

r=2-2cos 6

Il

o

]

Figura 10.56
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Longitud de arco en forma polar

Laféormulaparalalongitud de un arco en coordenadas polares se obtiene apartir de lafér-
mula para la longitud de arco de una curva descrita mediante ecuaciones paramétricas.
(Ver €l gercicio 89.)

TEOREMA 10.14 LONGITUD DE ARCO DE UNA CURVA POLAR

Sea f unafuncidn cuya derivada es continuaen un intervalo o < 6 < B. Lalongi-
tud de lagréficade r = f(6), desde = a hasta# = Bes

B B dr\2?
s = f LFOF + [£(0) a6 = f rt+ (;9

EJEMPLO 4 Encontrar la longitud de una curva polar

Encontrar lalongitud del arco quevade 6 = 0 a# = 27 en la cardioide
r=f(6 =2—2cos 0

gue se muestra en lafigura 10.56.

Solucion  Como f(6) = 2sén 0, se puede encontrar la longitud de arco de la siguiente
manera.

B
= f JIAOF T [F@Fds

Férmula paralalongitud de arco
de una curva polar.

2
= f (2 — 2cos )2 + (2senh)?do
0

2
= ZﬁJ V1 — cos 0db Simplificacion.
0
2 0
=22 f ZSenZE do Identidad trigonométrica.
0
2 0
=4 sen—- do SéﬂQZODaJ'aOSBSZ’IT.
0 2 2
0 2
= 8[ cos 2}0
=8(1+1)
= 16

En & quinto paso de la solucion, es legitimo escribir
V2sen?(6/2) = /2 |sen (6/2)]

en lugar de
V2se?(6/2) = /2 [sen (6/2)|

porquesen(6/2) = 0 para0 < 0 < 2.

WUEY Empleando lafigura 10.56 se puede ver que esta respuesta es razonable mediante compa-
racién con la circunferencia de un circulo. Por ejemplo, un circulo con radio% tiene una circunfe-
renciade5m =~ 15.7. ™
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Al aplicar e teorema 10.15,
hay que verificar que la gréficade

r = f(6) serecorraunasolavez en el
intervalo « < 6 < B. Por gemplo, la
circunferencia dada por r = cos 6 se
recorre solo unavez en €l intervalo

0<6< [ |

Area de una superficie de revolucion

Laversion, en coordenadas polares, de las formulas para €l area de una superficie de revo-
lucién se puede obtener a partir de las versiones paramétricas dadas en el teorema 10.9,
usando las ecuacionesx = rcos 0y y = rsené.

TEOREMA 10.15 AREA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION

Sea f unafuncion cuya derivada es continua en un intervalo ¢ < 6 < . El &eadela
superficie generada por revolucion de la gréficade r = f{6), desde 6 = a hasta 6 = S,
arededor de larectaindicada es la siguiente.

1. S=2=w fﬁf(ﬁ) send/[FOF + [F(0) do Alrededor del gje polar.

B
2.8 = 27Tf () cos 6/ F0)]2 + [f1(O)]?d6 Alrededor de larecta § = g

EJEMPLO 5 Hallar el area de una superficie de revolucion

Halar € &ea de la superficie obtenida por revolucidon de la circunferencia » = f(6) =
cos 0 arededor delarecta 6 = /2, como seilustraen lafigura 10.57.

T
2

g r=Cos 6

L
_

a) b)
Figura 10.57

Solucion  Se puede usar la segunda formula dada en el teorema 10.15 con f'(0) =
—sen 6. Puesto que la circunferencia se recorre solo una vez cuando 6 aumenta de O a r,
setiene

’ ormul el dread
§= wa £(0) cos 6FO)1Z + (O] d6 Formulapara el drea de una

superficie de revolucion.

= 277[ cos 6(cos 6)~/cos? 0 +sen? 0.do
0

=27 f cos? 6.do Identidad trigonométrica.
0
= ’7TJ (1 + cos 26) do Identidad trigonométrica.
0
20
:7T|:9+Sen 0:| = 72,
2 0 ——



SECCION 10.5

[m] Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, dar una integral que represente el area de
la region sombreada que se muestra en la figura. No evaluar la
integral.

1. r=4sené6 2. r=Cc0s20

4.

En los ejercicios 5 a 16, hallar el area de la region.

5. Interior der = 6sen 0

6. Interior der = 3 cos 6

7. Un pétalo de r = 2 cos 36

8. Unpétaoder = 4sen 36

9. Unpétalo de r = sen 26
10. Un pétalo de r = cos 56

11. Interiorder =1 — sen 0

12. Interior de r = 1 — sen 0 (arriba del gje polar)
13. Interiorder =5+ 2sen 6

14. Interiorder = 4 — 4 cos 0

15. Interior de 2 = 4 cos 26

16. Interior de 2 = 6 sen 26

En los ejercicios 17 a 24, emplear una herramienta de graficacion
para representar la ecuacion polar y encontrar el area de la
region indicada.

17. Lazo interiorder = 1 + 2 cos 0

18. Lazo interior der = 2 — 4 cos 0
19. Lazointeriorder =1+ 2sen 6
20. Lazointeriorder =4 — 6sen 6
21. Entreloslazosder = 1 + 2 cos 0

22.
23.
24.

Entreloslazosder = 2 (1 + 2 sen 6)
Entreloslazosder = 3 — 6sen 0
Entre loslazosde r = 3 + c0s 6

Areay longitud de arco en coordenadas polares 747

En los ejercicios 25 a 34, hallar los puntos de interseccion de las
gréaficas de las ecuaciones.

25. r=1+ cos 6
r=1-—cos 6

T

r
2 2

26. r = 3(1 + sen6)
r=3(1 - sen6)

27. r=1+ cos 0 28. r=2—3cos 6

r=1-—seng r = CoS 0
4 n
2 2
—0 —0
1
29. r=4 —5send 30. r=1+cos 6
r=3sene r = 3cos 6
6 T
31.}’—5 32.0—2
r=2 r=2
33. r =4sen26 34. r =3 + senb
r=1 r=2csc 0

En los ejercicios 35 y 36, emplear una herramienta de grafi-
cacion para aproximar los puntos de interseccion de las graficas
de las ecuaciones polares. Confirmar los resultados en forma
analitica.

35. r=2+3cos 0 36. r = 3(1 — cos 0)

r:sece e 6
2 1 —cos 6

A

Redaccion  En los ejercicios 37 y 38, usar una herramienta de
graficacion para hallar los puntos de interseccion de las gréaficas
de las ecuaciones polares. En la ventana, observar como se van
trazando las gréaficas. Explicar por qué el polo no es un punto de
interseccion que se obtenga al resolver las ecuaciones en forma

simultanea.
37. r=cos 0 38. r=4snb
r=2-—3sené r=2(1+sno
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cacion para representar las ecuaciones polares y hallar el &rea de
la region dada.

39. Interior comlnar = 4sen20y r = 2

40. Interior cominar = 3(1 + cos) y r =2(1 — cosé)

41. Interiorcominar =3 — 2senfy r = —3 + 2 send

42. Interiorcominar =5 — 3senfyr =5 — 3cos 0

43. Interior cominar = 4senfy r = 2

44. Interior cominder =2cosfyr = 2sen 6

45. Interior r = 2 cos 0y exterior r = 1

46. Interior r = 3sen Oy exterior r = 1 + sen 6

En los ejercicios 47 a 50, hallar el area de la region.

47. End interior der = a(1 + cos ) y en &l exterior der = a cos 0
48. En el interior de r = 2a cos 6y en el exterior der = a

49. Interior cominar = a(l1 + cos §) y r = a senb

50. Interior cominar = acos 0y ar = a sen fdondea > 0

51. Radiacién de una antena La radiacion proveniente de una
antena de transmision no es uniforme en todas direcciones. La
intensidad de la transmision proveniente de una determinada
antena se describe por medio del modelo » = a cos? 6.

a) Transformar la ecuacion polar alaformarectangular.
de' b) Utilizar una herramienta de graficacion para trazar el mode-
locona =4ya=6.
¢) Hallar €l area de la region geogréfica que se encuentra entre
las dos curvas del inciso b).

52. Area El &eaen € interior de una o més de las tres circunfe-
rencias entrelazadas r = 2acos 6, r = 2asenf, y r = a esta
dividida en siete regiones. Hallar el érea de cadaregion.

53. Conjetura Hallar el éreadelaregion limitada por
r = a cos(nf)

paran = 1, 2, 3, ... Con base en los resultados formular una
conjeturaacercadel arealimitada por lafuncion cuando n es par
y cuando n es impar.

54. Area Dibujar la estrofoide

o o
—E<0<E.

Transformar estas ecuaciones a coordenadas rectangulares (o
cartesianas). Encontrar €l area comprendida en el lazo.

r=secH — 2cos 0,

En los ejercicios 55 a 60, hallar la longitud de la curva sobre el
intervalo indicado.

Ecuacion polar Intervalo
55. r=28 O=6=2m7w
56. r=a O=6=2m7w
57. r=4sen 0 O=0=2~w

T T
58. r = 2acos 0 _ESGSE
59. r =1+ senf 0<6< 27
60. r = 8(1 + cos ) 0<0<2nm

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

HV En los ejercicios 39 a 46, emplear una herramienta de grafi- H" En los ejercicios 61 a 66, utilizar una herramienta de graficacion

para representar la ecuacion polar sobre el intervalo dado.
Emplear las funciones de integracion de una herramienta de
graficacion para estimar la longitud de la curva con una pre-
cision de dos decimales.

61. r = 20, 0sas§ 62. r = sec 6, Osegg

63.r:%, T< 0L 27 64. r=¢% 0<O<m
65. r=sn(3cosh), 0<O<m
66. r=2sn(2cosh), 0<O<

En los ejercicios 67 a 70, encontrar el area de la superficie gene-
rada por revolucion de la curva en torno a la recta dada.

Ecuacion polar Intervalo Eje de revolucion

67. r =6cos 6 OS0<7§T Eje polar
T T
= <6< — ==
68. r =acos @ 0<o > 0 5
T T
= pab < < — = —
69. r=e 0<0c< > 0 5

70. r = a(l + cos 0) 0<o<w Eje polar

En los ejercicios 71y 72, usar las funciones de integracion de una
herramienta de graficacion para estimar, con una precision de
dos cifras decimales, el area de la superficie generada por revo-
lucién de la curva alrededor del eje polar.

71. r=4c0s20, 0<0< 72.r=0, 0<0< 7

K
4

Desarrollo de conceptos

73. Explicar por qué para encontrar puntos de interseccion de
gréficas polares es necesario efectuar un andlisis ademas
de resolver dos ecuaciones en forma simultanea.

74. ¢Cud delasintegrales dalalongitud de arco de r = 3(1 —
cos 260 )? Decir por qué las otras integrales son incorrectas.

2
a) 3f (1 — cos26)? + 4sn?26d6
0

/4
b) 12J (1 — cos 20)? + 4sn? 20 d0
0

c) 3f (1 —cos260)? + 4260d6
0

/2
d) Gf (1 —cos20)? + 4n?260d6
0

75. Dar lasformulas de las integrales para el area de una super-
ficie de revolucion generada por la gréfica de r = f(60)
alrededor a) del gexy b) del gey.
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HU' a) Emplear una herramienta de graficacion para trazar la gréfi-
cade r = 6, donde # > 0. ;Qué ocurre con la gréfica de

Para discusion

76. Para cada ecuacion polar, dibujar su gréfica, determinar el r = af amedida que a aumenta? (Qué pasasi 6 < 0?
intervalo que trazala gréfica solo unavez y encontrar el area b) Determinar los puntos de la espiral » = af (a > 0, 6 = 0),
de la regién acotada por la gréfica utilizando una formula en los que lacurvacruzael eje polar.
geométrica e integracion. ¢) Hallar lalongitud de r = 6 sobre e intervalo 0 < 6 < 2.

a) r=10cos 6 by r=>5sn¢ d) Hallar e &reabajo lacurvar = g para0 < 6 < 2.

84. Espiral logaritmica La curva descrita por la ecuacion r =
ae ??, donde a y b son constantes, se denominaespiral logarit-
mica. La figura siguiente muestra la gréfica de r = %8,
—2m < 0 < 27. Halar el érea de la zona sombreada.

77. Area de la superficie de un toro  Hallar el drea de la superfi-
cie del toro generado por revolucién de la circunferenciar = 2
alrededor de larectar = 5 sec 6.

78. Area de la superficie de un toro Hallar el 4rea de la superfi- z
cie del toro generado por revolucién de la circunferenciar = a 2
entornoalarectar = b sec 6, donde 0 < a < b.

79. Aproximacion deun érea Considerar la circunferenciar = 8
cos 6.

a) Hallar e &readel circulo. 0

b) Completar la tabla dando las &eas A de los sectores circu-
laresentre # = 0y los valores de 0 dados en la tabla.

02 04|06 08 10 12 | 14

85. La mayor de las circunferencias mostradas en la figura si-
guiente es la gréficade r = 1. Hallar la ecuacion polar parala
circunferencia menor de manera que las areas sombreadas sean
iguales.

A

¢) Emplear latabla del inciso b) para aproximar los valores de
0 para los cuales el sector circular contiene % % y % del &rea
total de la circunferencia

d) Usar una herramienta de graficacion para aproximar, con una
precision de dos cifras decimales, los éngulos 6 para los
; el 1y 8 44 4
cuales €l sector circular contieney, 5 y 3 del &reatotal de la
circunferencia

e¢) ¢Dependen los resultados del inciso d) del radio del circu-lo?
Explicar la respuesta.

80. Area aproximada Dado el circulo r = 3 sen 6.

dhw

a) Halar el &eade la circunferencia correspondiente.

b) Completar la tabla dando las &reas A de los sectores circu-
lares comprendidos entre # = 0 y los valores de 6 dados en

86. Hoja (o folio) de Descartes  Una curva |llamada hoja (o folio)
de Descartes puede representarse por medio de las ecuaciones

latabla paramétricas
02| 04 06 08 10| 12 14 - T
o1 * : : ' : : ' Ty MR
A a) Convertir las ecuaciones paramétricas a la forma polar.

b) Dibujar la gréfica de la ecuacion polar del inciso a).

Plv ¢) Emplear una herramienta de graficacion para aproximar el
area comprendida en el lazo de la curva.

¢) Utilizar latabla del inciso b) para aproximar los valores de 6
paralos cuales el sector circular representa%, %,y % del &rea
total de la circunferencia.

d) Usar una herramienta de graficacion para aproximar, con una ¢Verdadero o falso? En los ejercicios 87 y 88, determinar si la
precision de dos cifras deci Talles,llos angulos 6 paralos que afirmacién es verdadera o falsa. Si es falsa, explicar por qué o
el sector circular representag, 7 y 5 del dreatotal del circulo. dar un ejemplo que demuestre que es falsa.

81. ¢Qué seccion conica representa la siguiente ecuacion polar? )
87. S f(#) > 0 paratodo 6y g(6) < O para todo 6, entonces las

r=asent + bcos 0 gréficasde r = f(6) y r = g(6) no se cortan.

82. Area Hallar el &rea del circulo dado por r = sen@ + cos #. 88. Si f(0) = g(0) para® = 0, w/2 y 37/2, entonces las gréficas de
Comprobar €l resultado transformando la ecuacion polar a la r = f(0) y r = g(6) tienen cuando menos cuatro puntos de inter-
forma rectangular y usando después la formula para el érea del seccion.
circulo. 89. Usar laférmula paralalongitud de arco de una curva en forma

83. Espiral de Arquimedes La curva representada por la ecuacion paramétrica para obtener la formula de la longitud de arco de

r = a6, donde a es una constante, sellama espird de Arquimedes. una curva polar.
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[@] Ecuaciones polares de las conicas y leyes de Kepler

EXPLORACION

Representacion grafica de conicas
En una herramienta de graficacion
elegir e modo polar e introducir
ecuaciones polares de laforma

o a
1+ bcos 6

r=7a
1+bsend’

Si a # 0, lagréfica serd una coni-
ca. Describir losvaloresdea y b
que generan pardbolas. (Qué valo-
res generan elipses? ¢Qué valores
generan hipérbolas?

B Analizar y dar las ecuaciones polares de las conicas.
= Entender y emplear las leyes del movimiento planetario de Kepler.

Ecuaciones polares de las conicas

En este capitulo se ha visto que las ecuaciones rectangulares de elipses e hipérbolas
adquieren formas simples cuando sus centros se encuentran en el origen. Sin embargo,
existen muchas aplicaciones importantes de las conicas en las cuales resulta més conve-
niente usar uno de los focos como punto de referencia (el origen) del sistema de coorde-
nadas. Por gjemplo, €l Sol se encuentra en uno de los focos de la 6rbita de la Tierra; la
fuente de luz en un reflector parabdlico se encuentra en su foco. En esta seccion se vera
gue las ecuaciones polares de las conicas adoptan formas simples si uno de los focos se
encuentra en €l polo.

El teorema siguiente usa €l concepto de excentricidad, definido en la seccion 10.1,
para clasificar 10s tres tipos basicos de conicas. En el apéndice A se da una demostracion
de este teorema.

TEOREMA 10.16 CLASIFICACION DE LAS CONICAS DE ACUERDO
CON LA EXCENTRICIDAD

Sean F un punto fijo (foco) y D unarectafija (directriz) en el plano. Sean P otro
punto en €l plano y e (excentricidad) el cociente obtenido al dividir la distancia de P
aF entreladistanciade P aD. El conjunto de todos los puntos P con una determi-
nada excentricidad es una conica.

1. Laconicaesunaelipsesi0 < e < 1.

2. Lacoénicaesunapardbolas e = 1.

3. Lacédnicaesunahipérbolasi e > 1.

T Vs
Directriz 2 Directriz 2 Directriz 2

a

BALSUI U S— i

Q'
Elipse: 0 < ¢ < 1 Parabola: ¢ = 1 Hipérbola: e > 1
" PF= PO PE_PE
PQ PQ PO’
Figura 10.58

En lafigura 10.58, obsérvese que en todos los tipos de conicas el polo coincide con el
punto fijo (foco) que se da en la definicidn. La ventaja de esta ubicacién se aprecia en la
demostracion del teorema siguiente.



Directriz

Figura 10.59

Directriz y=d

r=1+esene

a) b)
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TEOREMA 10.17 ECUACIONES POLARES DE LAS CONICAS

La gréfica de una ecuacion polar de laforma

. ed o - ed
1+ ecos 6 1+ esené

es unaconica, donde e > 0 eslaexcentricidad y |d| esladistancia entre el foco, en
el polo, y ladirectriz correspondiente.

La siguiente es una demostracion de r = ed/(1 + e cos 6) cond > 0.
En la figura 10.59, considérese una directriz vertical que se encuentra d unidades a la
derechadel foco F = (0, 0). S P = (r, 6) esun punto en lagréficader =

ed/(1 + ecos 0), se puede demostrar que la distancia entre P y ladirectriz es

r(1 +ecosh)

PO=|d—x|=|d—rcosf| = .

reoso| <[]
e
Como la distancia entre P y el polo es simplemente PF = |r|, el radio PF entre PQ es

PF/PQ = |r|/|r/e| = |e| = ey, de acuerdo con el teorema 10.16, la gréfica de la ecua-
cién debe ser una conica. Las demostraciones de |os otros casos son similares.

L os cuatro tipos de ecuaciones que seindican en el teorema 10.17 se pueden clasificar
como sigue, siendo d > 0.

. . . . . _ ed
a) Directriz horizontal arriba del polo: =17, o
b) Directriz horizontal abajo del polo: = #",6
c) Directriz vertical aladerechadel polo: r = S —
1+ ecosé

. . . - o ed
d) Directriz vertical alaizquierdadel polo: r = 1T ocosd

Lafigura 10.60 ilustra estas cuatro posibilidades en el caso de una parabola.

y y y
. Directriz Directriz,
' x=d x=-d !
X % X % X

Directriz |  y=-d
rzi r:i rzi
l-esen6 1+ecos6 1-ecos6

) d)

Los cuatro tipos de ecuaciones polares para una parabola

Figura 10.60
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15

T r=
2 ~3-2cosh

@) | (15,0)

5 10

La grafica de la conica es una elipse con

N
8
ga
2
e=73.
Figura 10.61

La grafica de la conica es una hipérbola

cone = %
Figura 10.62

r=_ 32
3+5sen6

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

EJEMPLO | Determinar una cénica a partir de su ecuaciéon
Dibujar la gréfica de la conica descrita por r = b
I 9 P 3 —2cos 6

Solucion  Para determinar el tipo de conica, reescribir la ecuacion como sigue

_ L
3 —2cos6

— ; Dividir el numerador y €l
1—(2/3)cos @& denominador entre 3.

Por tanto, la gréficaes unaelipsecone = % Se traza la mitad superior de la elipse locali-
zando graficamente los puntos desde 6 = 0 hasta # = 7, como se muestra en la figura
10.61. Luego, empleando la simetria respecto al eje polar se traza la mitad inferior de la
elipse.

r Escribir la ecuacion original.

En laelipse en lafigura 10.61, € €je mayor es horizontal y los vértices se encuentran
en (15, 0) y (3, ). Por tanto, lalongitud del eje mayor es2a = 18. Paraencontrar lalon-
gitud del eje menor, se usan las ecuacionese = c/a 'y b?> = a® — ¢? paraconcluir que

b?2=a?— c?=a? — (ea)? = a?(1 — &?). Elipse.

Comoe = % setiene

= ot - (3] = a5
lo cua implicaqueb = /45 = 3./5. Por tanto, lalongitud del eje menor es 2b = 6./5.
Un andlisis similar para la hipérbola da

b%2 = c? — a? = (ea)? — a? = a?(e® — 1). Hipérbola

EJEMPLO 2 Trazar una cénica a partir de su ecuacion polar

32

Trazar lagrafica de la ecuacion polar r = 3 5en0

Solucion  Sedivide el numerador y el denominador entre 3y se obtiene

B 32/3
"T 15 (5/3) sn6

Como e =3 > 1, la gréfica es una hipérbola. Como d = %, la directriz es la recta
y = % El gie transversal de la hipérbola se encuentraen larecta 6 = /2, y los vértices
se encuentran en

(r,0)=<4,g> y (r,0)=<—16,3777>.

Dado que lalongitud del gje transversal es 12, puede verse quea = 6. Paraencontrar b, se
escribe

b2 = a2(e? — 1) = 62[@)2 ~ 1] = 64.

Por tanto, b = 8. Por Ultimo, se usan a y b para determinar las asintotas de la hipér-
bolay obtener la gréfica que se muestra en la figura 10.62.
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JOHANNES KEPLER (1571-1630)

Kepler formulo sus tres leyes a partir de la
extensa recopilacion de datos del astronomo
danés Tycho Brahe, asi como de la obser-

vacion directa de la orbita de Marte.

T
2
Sol
T 9
e Tierra
Cometa
Halley
3
2
Figura 10.63
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Leyes de Kepler

Lasleyes de Kepler, las cuales deben su nombre a astrénomo aleman Johannes Kepler, se
emplean para describir las Orbitas de |os planetas alrededor del Sol.

1. Todo planeta se mueve en una Orbita eliptica arededor del Sol.
2. Unrayo que vadel Sol a planeta barre areas iguales de la elipse en tiempos iguales.

3. El cuadrado del periodo es proporcional a cubo de la distancia media entre el planeta
y e Sol.*

Aun cuando Kepler dedujo estas leyes de manera empirica, més tarde fueron confirmadas
por Newton. De hecho, Newton demostré que todas las leyes pueden deducirse de un con-
junto de leyes universales del movimiento y la gravitacion que gobiernan los movimientos
de todos |os cuerpos celestes, incluyendo cometas y satélites. Esto se muestraen el ejem-
plo siguiente con el cometa que debe su nombre a matemético inglés Edmund Halley
(1656-1742).

EJEMPLO 3 Cometa Halley

El cometa Halley tiene una drbita eliptica, con € Sol en uno de sus focos y una excentrici-
dad ¢ = 0.967. Lalongitud del gje mayor de la orbita es aproximadamente 35.88 unidades
astronémicas (UA). (Una unidad astrondmica se define como la distancia media entre la
Tierray el Sol, 93 millones de millas.) Hallar unaecuacion polar de la érbita. ¢Qué tan cerca
llega a pasar € cometa Halley del Sol?

Solucion  Utilizando un gje vertical, se puede elegir una ecuacion de laforma

ed

"T @ F esno)

Como los vértices de la elipse se encuentranen 6 = 7/2y 6 = 37/2, lalongitud del ge
mayor es la suma de los valores r en los vértices, como se observa en la figura 10.63. Es
decir,
_ 09674 n 0.967d

1+ 0.967 1 - 0.967
35.88 = 27.79d. 2a ~ 35.88

Por tanto, d = 1.204 y ed =~ (0.967)(1.204) =~ 1.164. Usando este valor en la ecuacion se
obtiene

2a

_ 1.164
1+ 0.967sen6

donde r se mide en unidades astrondmicas. Para hallar €l punto més cercano a Sol (el
foco), se escribe ¢ = ea = (0.967)(17.94) = 17.35. Puesto que c es la distancia entre
el focoy el centro, el punto més cercano es
a—c=1794 — 17.35
~ 0.59 UA

r

* 9 se usa como referencia la Tierra, cuyo periodo es 1 afio y cuya distancia media es 1 unidad
astronémica, la constante de proporcionalidad es 1. Por jemplo, como la distancia media de Marte
al Sol es D = 1.524 UA, su periodo P esta dado por D’ = P2 Por tanto, el periodo de Marte es
P =188.
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Apolo

Figura 10.65

J
1
¢ Tierra

o=—

SIS

La segunda ley de Kepler establece que cuando un planeta se mueve alrededor del Sol,
un rayo que va del Sol hacia el planeta barre dreas iguales en tiempos iguales. Esta ley tam-
bién puede aplicarse a cometas y asteroides con Orbitas elipticas. Por ejemplo, la figura
10.64 muestra la 6rbita del asteroide Apolo alrededor del Sol. Aplicando la segunda ley de
Kepler a este asteroide, se sabe que cuanto mas cerca estd del Sol mayor es su velocidad,
ya que un rayo corto debe moverse mds rdpido para barrer la misma drea que barre un rayo
largo.

W3

Un rayo que va del Sol al asteroide barre areas iguales en tiempos iguales
Figura 10.64

EJEMPLO 4 El asteroide Apolo

El periodo del asteroide Apolo es de 661 dias terrestres, y su 6rbita queda descrita aproxi-
madamente por la elipse

1 9
1+ (5/9)cos® 9+ 5cos 6

r

donde r se mide en unidades astrondémicas. ;Cudnto tiempo necesita Apolo para moverse
de la posicién dada por § = — /2 a § = /2, como se ilustra en la figura 10.65?

Solucion Para empezar se encuentra el drea barrida cuando 6 aumenta de — /2 a 7/2.

1 B
A==| r2do Férmula para el drea de una grafica polar.

/2
1 2
I G
2) 2 \9 + 5cos b

Usando la sustitucién # = tan(6/2), analizada en la seccién 8.6, se obtiene
81 [ ~Sseng 18 /36 tan(0/2)1

/2

A=10

arctan = (0.90429.

9+ 5cosf /56 14 a2

Como el eje mayor de la elipse tiene longitud 2a = 81/28 y la excentricidad es ¢ = 5/9,
se encuentra que b = a~/1 — ¢> = 9/./56. Por tanto, el drea de la elipse es

. 81 9
Area de la eli =mab = 7w\~ ~ 5.46507.
rea de la elipse = ma T <56><\/%>

Como el tiempo requerido para recorrer la érbita es 661 dias, se puede aplicar la segunda
ley de Kepler para concluir que el tiempo ¢ requerido para moverse de la posicién

0 = — /2 ala posicién 6 = /2 estd dado por
t _ dreadel segmento eliptico _ 0.90429
661 area de la elipse 5.46507

lo cual implica que ¢ = 109 dias. —



SECCION 10.6

[@] Ejercicios

H’ Razonamiento grafico En los gercicios 1 a 4, usar una herra-
mienta de graficacion para representar la ecuacién polar cuan-
doa)e=1,b)e=05yc)e = 15. Identificar la conica.

2e 2e
L= cose 2 =T ccos 0
2e 2¢
3= et 4 =1 s
H" 5. Redaccién Considerar la ecuacion polar
4

T esnd

a) Usar unaherramienta de graficacion pararepresentar la ecua
cion con e = 0.1, ¢ = 0.25, ¢ = 0.5, ¢ = 0.75,y ¢ = 09.
Identificar laconicay analizar lavariacién en su formacuan-
doe > 1" ye > 0.

b) Usar una herramienta de graficacion para representar la
ecuacion cuando e = 1. ldentificar la conica

¢) Usar unaherramienta de graficacion pararepresentar laecua
cioncuandoe = 1.1,e = 1.5y e = 2. Identificar lacdnicay
analizar la variacion en su forma a medidaque e — 1+
Yy e — oo.

6. Considerar la ecuacion polar

-4
1—-04cos6

r

a) ldentificar la conica sin elaborar la gréfica de la ecuacion.

b) Sin elaborar la gréfica de las ecuaciones polares siguientes,
describir la diferencia de cada una con la ecuacion polar de
arriba.

_ 4 _ 4

T 1+04cosg | 1-04send

r

¢) Verificar en forma gréfica los resultados del inciso b).

En losgercicios 7 a 12 hacer corresponder la ecuacion polar con
su gréfica. [Las graficas estan etiquetadas a), b), ¢), d), e) y f).]

a)

b)

r
2

NI

NIE

Nig

Ecuaciones polares de las conicas y leyes de Kepler 755

€) g

/ \

T 30
7'r:1—LCOSG 8'r:2+0030
9.r:%&mo lO.r:]_%séno
ll.r=$ 12.r=m

Enlosgercicios13a 26, hallar laexcentricidad y la distancia del
polo a la directriz de la conica. Después trazar e identificar la
grafica. Usar una herramienta de graficacion para confirmar los
resultados.

13'r:1—;cose 14.r=m
15.r=ﬁ 16. 1 = 1 o5t
17. r:%cose
18. r:%

19. r(2+seng) =4
20. r(3—2cosfh) =6

21. r:—l%m:osf)
22. r=ﬁ
23. r=ﬁ
24. r:%cose
25. r:_lzioigseng
26. r=%

En los gercicios 27 a 30, usar una herramienta de graficacion
pararepresentar la ecuacion polar. I dentificar la gréfica.

3 ~15
2= T Jsend B = geno
29, r = 10 30. r = 6

1— cosé 6 + 7cos6
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HU En los gercicios 31 a 34, usar una graficadora para representar

la coénica. Describir en qué difiere la gréfica de la del gercicio
indicado.

—4 L
3l r= R p——y (Ver gercicio 15.)
4 L
32 r= m (Ver gercicio 16.)
6 L
338 r= m (Ver gercicio 17.)
-6 L
34. r= 3+ 79n(0 + 20/3) (Ver gercicio 22.)
35. Dar laecuacion de laelipse que se obtiene a girar 7r/6 radianes
en sentido de las manecillas del reloj la elipse
8
r=_——"—""".
8+ 5cos 6

36. Dar laecuacion de la pardbola que se obtiene d girar /4 radia-
nes en sentido contrario alas manecillas del reloj la parabola
__ 9
"T1+sene

En los gercicios 37 a 48, hallar una ecuacion polar de la conica
con foco en el polo. (Por conveniencia, la ecuacion dela directriz
esta dada en forma rectangular.)

Cénica Excentricidad Directriz
37. Pardbola e=1 x=-1
38. Pardbola e=1 y=1
39. Elipse e=13 y =
40. Elipse e = % =-2
41. Hipérbola e=2 x =
42. Hipérbola e=3 x=-1
43. Pardbola (1, _%T>
44. Pardbola (5, m
45. Elipse (2,0), (8, m
. T 37
46. Elipse (2, 2), (4, 2)
47. Hipérbola (13£) <93£)
2 2
48. Hipérbola (2,0), (10,0)
49. Encontrar la ecuacion para la €elipse con foco (0, 0), excentrici-

dad de % y directrizenr = 4 sec 6.

50. Encontrar la ecuacion para una hipérbola con foco (0O, 0), excen-

tricidad de 2 y directrizenr = —8 csc 6.

b

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

Desarrollo de conceptos

51. Clasificar las conicas de acuerdo con su excentricidad.
52. ldentificar cada conica.

5 5
a)rfleCoso b)rflofs'ene

5 5
O =3 3000 d)r_l—SSEn(B—rr/4)

53. Describir qué pasacon ladistanciaentreladirectrizy €l cen-
tro de una elipse si los focos permanecen fijos y e se apro-
ximaa0.

Para discusion

54. Explicar en qué difiere la gréfica de cada conicade lagra
ficade r = 1Tt sng
e D =g
R e

2 2
55. Demostrar que la ecuacion polar dex—2 + % =1les
a
2 b2
= Elipse.
T T 1= ¢2cos? P
) X2 2
56. Demostrar que la ecuacion polar de; ar i les
) —b? .
re= 1= o2cos20 ezcoszt‘). Hipérbola

En los gercicios 57 a 60, usar los resultados de |os g ercicios 55
y 56 para dar la forma polar de la ecuacién de la conica.

. Elipse: foco en (4, 0); vérticesen (5, 0), (5, 7)
. Hipérbola: foco en (5, 0); vérticesen (4, 0), (4, )

Enloseercicios6l a 64, usar lasfuncionesdeintegracion deuna
herramienta de graficacion para estimar con una precision de
dos cifras decimales el area de la region limitada por la gréafica
de la ecuacioén polar.

3 9
61. F= 2 " coso 62. "= 2+ coso
2 3
Y 4 1= 5 5seno
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Ecuaciones polares de las conicas y leyes de Kepler 757

65. Explorer 18 El 27 de noviembre de 1963, Estados Unidos @8 71. Movimiento planetario En el gercicio 69 se encontrd la ecua-

lanz6 el Explorer 18. Sus puntos bajo y ato sobre la superficie
de la Tierra fueron aproximadamente 119 millas y 123 000
millas, respectivamente (ver la figura). El centro de la Tierraes
el foco de la orbita. Hallar la ecuacion polar de la érbitay hallar
la distancia entre la superficie de la Tierray €l satélite cuando
6 = 60°. (Tomar como radio de laTierra4 000 millas.)

900
Explorer 18

Ad------9

d
1
1
1
1
1
1

J

a
No esté dibujado a escala

66. Movimiento planetario Los planetas giran en drbitas elipti-
cas con el Sol como uno de sus focos, como se muestra en la
figura.

------9

d
1
1
1
1
1
1

J

a
No esta dibujado a escala

a) Mostrar que la ecuacion polar de la érbita esté dada por

_ (1 - eda
"T 1 ccos o
donde e es |a excentricidad.
b) Mostrar que la distancia minima (perihelio) entre el Sol y €l
planetaesr = a(1 — ¢) y queladistanciaméxima (afelio) es
r=a(l + e).

En los gercicios 67 a 70, usar el gercicio 66 para hallar la
ecuacion polar dela orbita eliptica del planeta, asi como las dis-
tanciasen € perihelioy en el afelio.

67. Tierra a = 1.496 x 108 kilémetros
e = 0.0167

68. Saturno a = 1.427 x 10° kil6bmetros
e = 0.0542

69. Neptuno a = 4.498 x 10° kilémetros
e = 0.0086

70. Mercurio a = 5.791 x 107 kilémetros
e = 0.2056

cién polar parala orbita eliptica de Neptuno. Usar la ecuacion y
un sistema algebraico por computadora.

a) Aproximar el area que barre un rayo que vadel Sol a plane-
ta cuando 6 aumentade 0 a #/9. Emplear este resultado para
determinar cuantos afios necesita Neptuno para recorrer este
arco, si €l periodo de una revolucion alrededor del Sol es de
165 afios.

b) Por ensayo y error, aproximar € angulo « tal que €l area
barrida por un rayo que va del Sol a planeta cuando 6
aumentade 7 a « seaigual a area encontrada en €l inciso
a) (ver lafigura). ¢Barre el rayo un angulo mayor o menor
que el del inciso a), para generar la misma érea? ¢A qué se
debe?

4
2

O ©ly

c) Aproximar las distancias que recorrio €l planeta en los
incisos @) y b). Usar estas distancias para aproximar la canti-
dad promedio de kildmetros al afio que recorrio el planetaen

|os dos casos.

72. Cometa Hale-Bopp El cometa Hale-Bopp tiene una orbita
eliptica con e Sol en uno de sus focos y una excentricidad
de ¢ = 0.995. La longitud del eje mayor de la 6rbita es apro-
ximadamente 500 unidades astronémicas.

a) Hallar lalongitud del e menor.
b) Hallar la ecuacion polar de la drbita.
¢) Hallar distancias en el perihelioy en el afélio.

~

Enlosgercicios 73y 74, sear, ladistanciadel foco al vérticemas
cercano, y r, ladistancia del foco al vértice méaslegjano.

73. Mostrar que la excentricidad de una elipse puede expresarse

como
rn — Ip , ry 1+

e = —— Después mostrar que — = .
r t &P q o l—e

74. Mostrar que la excentricidad de una hipérbola puede expresarse

como
ry +r , r e+1
e = 1+ Después, mostrar que —* = .
=g ro e—1

En los gercicios 75y 76, mostrar que las graficas de las ecua-
ciones dadas se cortan en angulo recto.

ed ed
Br=Treae Y "T1-sme

c d
76'r_1+c036 Y 'S 1 coso
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[m] Ejercicios de repaso

En los gercicios 1 a 6, hacer corresponder la ecuacién con su

gréfica. [Las gréficas estan etiquetadas a), b), ¢), d), e) y f).]

a) y b) y
4,,
i 4
) x R R
D2 4
-2+
4t
C) y d) y
4+ 4+
o1 /
e y f) y

1 4x2+y?2=4 2. 4x2 —y2=4
3. y2= —4x 4, y2—4x2 =14
5. x2+ 4y? =4 6. x> = 4y

En los gercicios 7 a 12, analizar la ecuacion y trazar su gréafica.
Emplear una herramienta de graficacion para confirmar los

resultados.

7. 16x%2 + 16y2 — 16x + 24y — 3 =10
8 y2—12y —8x+20=0

9. 3x2 — 2y 4+ 24x + 12y + 24 =0

10. 5x2 + y2 — 20x + 19 = 0
11. 3x2 + 2y2 — 12x + 12y + 29 = 0
12. 12x2 — 12y? — 12X + 24y — 45 =0

En los gercicios 13y 14, hallar una ecuacion de la parabola.

13. Vértice: (0, 2); directrizz x = —3
14. Vértice: (2, 6); foco: (2, 4)

Enlosgercicios 15y 16, hallar la ecuacion de la elipse.

15. Vértices: (=5, 0) (7, 0); focos: (—3, 0) (5, 0)
16. Centro: (0, 0); puntos solucion: (1, 2), (2, 0)

Conicas, ecuaciones paramétricas y coordenadas polares

En los gercicios 17 y 18, hallar la ecuacion dela hipérbola.

17.
18.

Vértice: (=7, 0); foco: (=9, 0)
Foco: (0, +8); asintotas: y = +4x

Pl" Enlosgercicios19y 20, usar una herramienta graficadora para
aproximar al perimetro de la elipse.

19.

21.

22.

23.

24.

N

2 2

X »2 X Y

=+ = Lt o=

9 4 . 20 4 25 1
Unarecta es tangente a la pardbolay = x? — 2x + 2 y perpen-

dicular alarectay = x — 2. Hallar la ecuacion de la recta.

Una recta es tangente a la pardbola 3x?> + y = x — 6 y perpen-
dicular alarecta2x + y = 5. Hallar la ecuacion de la recta.

Antena satelital  La seccién transversal de una gran antena
parabdlica se modela por medio de la gréfica de

x2

y:m, —100 < x < 100.

El equipo de recepcion y transmision se coloca en el foco.
a) Hallar las coordenadas del foco.
b) Hallar el &rea de la superficie de la antena.

Camion de bomberos  Considerar un camién de bomberos con
un tanque de agua que mide 16 pies de longitud, cuyas secciones
transversales verticales son elipses que se describen por la
ecuacion

2 2

2V
TR R

a) Hallar el volumen del tanque.

b) Hallar la fuerza gjercida sobre el fondo del tanque cuando
esta lleno de agua. (La densidad del agua es 62.4 libras por
pie cuadrado.)

c) Hallar la profundidad del agua en el tanque si estalleno a §
de su capacidad (en volumen) y el camion se encuentra sobre
un terreno nivelado.

d) Aproximar €l area en la superficie del tanque.

En los gercicios 25 a 32, trazar la curva representada por las
ecuaciones paramétricas (indicar la orientacién de la curva) y
dar las ecuaciones rectangulares correspondientes mediante la
eliminacion del parametro.

25.
26.
27.
28.
29.
30.

31.
32.

x=1+8,y=3—4t
X=t—6 y=t2
x=e-1y=¢e%

x=e', y=t+4

X=6c0s6, y=6sn6

X =2+ 5cost, y =3 + 2sent

x=2+sech y=3+tano
x=5sen%0, y=5cos’0
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En los g ercicios 33 a 36, hallar una representacion paramétrica P|°' En losgercicios 53y 54, a) usar una herramienta de graficacion

delarecta o conica.

33. Recta: pasapor (—2,6)y (3,2)
34. Circunferencia: centro en (—4, —5); radio 3

35. Elipse: centro en (—3, 4); longitud del €je mayor horizontal 8y
longitud del eje menor 6

36. Hipérbola: vértice en (0, +4); foco en (0, +5)

HU' 37. Motor rotatorio El motor rotatorio fue inventado por Felix

Wankel en ladécadadelos cincuenta. Contiene un rotor que esun
triangul o equil&tero modificado. El rotor se mueve en una camara
que, en dos dimensiones, es un epitrocoide. Usar una herramienta
de graficacion para trazar la camara que describen las ecuaciones
paramétricas.

x = cos 36 + 5cos 6

y
y =sen36 + 5sené.

38. Curva serpentina Considerar las ecuaciones paramétricas
x=2cotfyy=4senfcos H,0 < 6 <

HD' a) Usar una herramienta de graficacion para trazar la curva.

b) Eliminar el pardmetro para mostrar que la ecuacion rectan-
gular de la curva serpentinaes (4 + x?)y = 8x.

En los gercicios 39 a 48, a) hallar dy/dx y los puntos de tangen-

cia horizontal, b) eliminar € parametro cuando sea posible y

¢) trazar la curva representada por las ecuaciones paramétricas.

39. x=2+05 y=1-4t 40. x=t—6, y=t?
1

41.x=%, y=2t+3 42.x=? y=1t2
43. x = ! 4. x=2t—-1
2t+1
1 1

Y=e—a Y=e—a
45. x =5+ cos 6

y=3+4send
46. x = 10 cos 6

y=10sen 0
47. x = cos®6

y=4sen3g
48. x = ¢

y=e'

En los gercicios 49 a 52, hallar todos los puntos (si los hay) de
tangencia horizontal y vertical a la curva. Usar una herramien-
ta de graficacion para confirmar los resultados.

49. x=5—-1, y=2?

50. x=t+2, y=1t3-2t

51. x=2+2senh, y=1+ cosé
52. x=2—2c0s6, y=2sen26

paratrazar lacurvarepresentada por las ecuaciones paramétri-
cas, b) usar una herramienta de graficacién para hallar dx/de,
dy/dé y 