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1. Introduccion

1.1. ;Qué es una transformada?

Dados dos espacios E y E’ con sendas leyes de composicién interna T'y 17, de manera que confor-
men dos estructuras (ET) y (E'T"), se llama transformada a una aplicacién biyectiva f : E — B’
que establezca un isomorfismo entre las estructuras (ET) y (E'T")

Es decir:

a

N f
")

b /

E
Figura 1: Isomorfismo f entre las estructuras (ET) y (E'T").
T: ExXE—EF T:E xE —F

(a,b) —> ¢ (@', b) — ¢

f: BE—F f € biyectiva
a > a'
R
aThe—d TV
Por medio de la transformada se establece, entonces, un comportamiento isomorfo entre las

estructuras (ET) y (E'T'); que permite obtener, usando la transformada f como puente, el resul-
tado de la composicién interna 1" conociendo el de T”, o viceversa.

Por ejemplo, el resultado de T' en E es puede obtener:

f:ra—d

1°  Transformando ,
b—b

2°  Componiendo T: (V) —d =dT'V
3° Antitransformando f!': ¢ —c=aTb

Por supuesto que el uso de la transformada, ques se basa en la analogia de las estructuras
isomorfas, se puede justificar solamente si el camino indirecto de: transformacién, composicion y
antitransformacién es mas sencillo que el camino directo de la composicién T'.

Un ejemplo simple de la idea de transformada es el calculo logaritmico para el producto de dos

ndmero reales positivos.
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Lb
E=R" E' =R
T="x T = +g

Figura 2: Isomorfismo, mediante L, entre las estructuras (R* ) y (R+).

L: R" —TR L € biyectiva
a<— La
b«—Lb
a-be——La+Lb

1.2. La aplicacion de la Transformada de Laplace

La transformada de Laplace (T.L.) es una aplicacién entre espacios de funciones.
Su aplicacién principal es que reduce las ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes cons-
tantes, en ecuaciones algebraicas lineales.

TL Y
Y
EDL(y) EAL(Y)

E E’
Ecuaciones diferenciales TL Ecuaciones algebraicas
lineales con coeficientes lineales
constantes

Figura 3: Transformada de Laplace entre el conjunto de EDL y el de EAL.

Con lo cual se obtiene un método poderoso, por rapido y eficaz, para resolver ecuaciones
diferenciales lineales de coeficientes constantes.

Ademas, con la T.L. se resuelven con facilidad ecuaciones diferenciales de coeficientes no cons-
tantes en derivadas parciales y ecuaciones integrales.

Por todo esto, la T.L. es de gran aplicacién en los modelos de la técnica.

2. Transformada de Fourier. Sus limitaciones

La transformada de Laplace tiene su origen en las limitaciones de la transformada de Fourier
(T.F.), de la cual es un caso particular.

Ambas transformaciones tienen en esencia las mismas propiedades, pero la T.F. tiene un conjun-
to muy limitado de funciones sobre las cuales puede ser aplicada directamente, pues sus condiciones
de existencia son muy restrictivas.

El teorema de la Integral de Fourier, que genera la T.F, es:



Teorema 2.1 (Integral de Fourier).

Hy) feCP/R A
ES 1 M twt A —iWwT

f'e CP/t™ Ty [fW =5 e f(r) e dr dw
H2) , + — L0 —0

f'e CP/t .

- F(w) = f(r) e ™7 dr

/ |f|dt e CV Ts) 1*f Y |
) Ve P =5 [ Fw) et d

/ |f| dt € CVJ -0

Vi

Donde se pueden observar las expresiones de la transformada de Fourier y su antitransformada.

La hipotesis H3 es la que trae las restricciones es la aplicacién de la T.F, pues la exigencia de
la convergencia absoluta de f en un V., y en un V_, es muy restrictiva, tanto que funciones
fundamentales para el analisis como:

t, sen(t), e
no las satisfacen.

Esto lleva la definicién de la T.L.

3. Funcion de Heaviside
La funcion de Heaviside, necesaria para la T.L, se define como:
H: R—-{0} —R

1 t>0
t —
0 t<O0

y es llamada también funcion escalon o salto unitario.

f(t)

~—

A~

Figura 4: Funcion de Heaviside.

Observacion 1: La funcién de Heaviside no se ha definido en ¢ = 0, pues ello no tiene importancia.
Se puede, sin embargo, definir como algunos autores H : 0 — % También es de uso comun la
funcién escalén desplazada H(t — a).
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Figura 5: Funcion de Heaviside desplazada.

4. Definicion de T.L.

4.1. Definicién

La transformada de Laplace es:
TL: E— F'

f(t) — F(s)

+0
/ H(t) f(t) e e~ qt

—C

/MH(t)f(t) e St dt o s=z+1y

La transformada de Laplace es entonces una aplicacién del espacio E de funciones reales, sobre
el espacio E’ de funciones complejas; donde f(t) se llama funcidn original y F(s) se llama funcion
transformada. A e=*? se la denomina niicleo de la transformacion.

Observacion 1: La T.L. también se extiende como aplicaciéon de espacios complejos sobre espacios
complejos.

Observacion 2: En la mayoria de los libros se define:

+0
F(s) = f(t)e st dt
0

Efectivamente, si se toma la definicion original se llega a este resultado:

Fo= [ “Hopw et a= [ p) et ar

—L 0

. . . ., +0 _
Sin embargo, en el caso de funciones con desplazamiento, de tomarse la 2° expresion |, o [f(t)e™® todt,
se obtienen resultados incorrectos.

CORRECTO

H(t—a) f(t—a) — [ H(t—a) f(t—a) et dim [ ft—a)e ' di

— 0 a

INCORRECTO (para a < 0)

+x

f(t—a)e =t dt

a>0

H(t—a)f(t—a)r—»/o " H(t—a) f(t—a) et dt

+o
f(t—a)e " dt

a<0

0



4.2. Notacién de la T.L.

Los simbolos que se emplean para representar a la T.L. son:

f(t) 3 F(s)

donde siempre la funcion se representa en ¢ con mintscula y en s con la misma letra maytscula.
Otra notacién usual es también:

Z{f(t)} = F(s)

que es menos practica que la anterior.

4.3. Relacién entre T.L. y T.F.
La T.L. de una funcién f(t)

+o

fit)y 3 F(s) = / H(t) f(t) e ™ e” W qt o s=z+iy

— 0

—xt

no es més que la T.F. de otra funcién g(¢t) = H(t) f(t) e
TF +x )
g(t) = H(t) f(¢) oot 4 G(y) = / g(t) o Wt gy

—C

es decir:

f(t) 3 F(s) = G(y) Z H(t) f(t) e

Se puede observar claramente que la T.L. es una T.F. en la cual el problema de CV planteado
por la Hs del teorema[2.1:

Hj) / lg| dz € CV
Vo

/ lg| dz € CV
V+[

se enfrenta en V_., y en V. de la siguiente manera:

1° En V_, se multiplica f(t) por H(t), que en este vecinal es nula y por lo tanto asegura la
convergencia absoluta de g(t).

/ H(t) f(t) e e™ W dt = / 0Odx =0= lg| dz € CV
Voo Voo Voo

xt

2° En V. se multiplica f(¢) por e~
ayuda notablemente.

, que no asegura la convergencia absoluta, pero que la
La existencia de la T.L. se reduce entonces al estudio de la CV en un V..

5. Condiciones de existencia

5.1. Teoremas de CV para funciones acotadas
Hay varios teoremas que estudian la existencia de la T.L:

Teorema 5.1.

H) fecCP

Tl) FecCV
Hy) YzeVi, |f(t)<M}p =

Tg) FeCA
Hg) x>0



Demostracion.

+ w0 + w0 +w0 250 M
f(t) e st dt </ |f@)] e dt < M e dt = —
0 0 0
~ ~- <~ ~- -
y P
-
FeCV
M
<—=FeCV FeCA
M
< ? - F € CA 0 X
El analisis de los valores de s para los cuales se
asegura como condicién suficiente la CV y CA de
la T.L es, entonces, z > 0. O

Con una variante de la H3 del teorema anterior, haciendo x > xg > 0 también se asegura la
CU.

Teorema 5.2.

H) fecCP T)) FecCV
Hy) VaxeVi, |f(t)]<Mjp =< Ty) FeCA
Hg) x=x9>0 Tg) FeCU

Demostracion. Analogamente al T anterior

e ! te z>0 M
</ 1£(t)] e dt < M/ e ot gt 23
0 0

- ~ ~-~ -

+0
f(t) et dt

0

~~

donde la cota % es independiente del z y por lo tanto asegura la CU.

M y S
<= — FeCV s
x
M
<— = FeCA FeCv
* FeCA
M
<— = FeCU 80U
Zo 0] %o X
Es decir, si analizamos el campo de los valores de
s donde se aseguran las tesis, es el representado

en la figura. O

5.2. Convergencia absoluta. Abscisa de CV

Un tercer teorema, relativo a la CA de la T.L. es:

Teorema 5.3. La CA en un valor sy = xo + iyo es condicion suficiente de CV, CA y CU para:
Vs :s=xz+1iy : x> x9.

Tl) Fe CV/S
Hl) Fe CA/SO

Tg) Fe CA/S
Hy) x>uxo



Demostracion.
+0

+x +x
fo et < [ wleas [ pole st =S
0 0

~~ d ~ ~~

~~

€ CV por H;

FecCV
<=>F6CU/5—>FECV/S » FeCA
<:>FECA/5 rect

0 Xo X

El campo de los valores de s donde se aseguran
las tesis, se representa en la figura.

O

Analizando el TCR del teoremal5.3 se tiene un resultado importante para el estudio del campo
de CA de la T.L.

Corolario 5.3.1 (TCR).

TQ) F¢ CA/S()
H) x>0

} = H;) F¢ CA/so

Cambiando la notacion:

S —> 51
r —> X
Sop—> S

o —> X
resulta la siguiente expresién del TCR:

Corolario 5.3.2 (TCR (forma alternativa)). La no convergencia absoluta en un valor s1 = x1+iy;
es condicion suficiente de no convergencia absoluta para:¥s : s=z+iy : © < x71.

T2) F¢ CA/51
HQ) I > x

}:E) F¢ CA/s

S1

F ¢ CA

Figura 6: Region de no convergencia absoluta, segun el corolario|5.3.2.

Combinando los resultados del Ts y del TCR/T3, tenemos que existe un semiplano a la derecha
de 2o (z = x() donde existe la CA, y un semiplano a la izquierda de z; (z < x1) donde no existe
la CA.



S1 So
F¢CA FeCA

1 Xo

Figura 7: Regiones de CA, no CA y franja intermedia.

Pero eligiendo un punto x;,; intermedio entre x1 y xg, es decir:
Tint € (T1,20)
por el principio del tercero excluido, se cumple que:

1°. Fe CA/Zznt

2°. F ¢ CA/l‘int
con lo cual, en el 1° caso, por Ts:

Fe CA/l‘int

T 2 Tint

}Z)FECA/S

se extiende la CA

Vs :x2=xime
[s
F¢CA FeCA FeCA

X1 Tint Zo

Figura 8: Region de CA para © = Tint.

Si se cumpliera el 2° caso, por TCR T3

F ¢ CA/x;,

# CA/e Lt}:>FECA/s
X S Tint
se extiende la no CA

Vs : o< Tint

entonces, de una forma u otra, se reduce la franja intermedia donde esta indefinida la CA.



F ¢ CA F ¢ CA F e CA

x1 Tint Zo

Figura 9: Region de no CA para x < Ting.

Reproduciendo este procedimiento n veces y llamando:
= Con subindice par los sucesivos ;n: : F € CA/xip;.

= Con subindice impar los sucesivos it : F ¢ CA/zins.

a

X7 Ta X2 Xo X

X1 X

Figura 10: Sucesion {Tn}nz0 : T1 < Tn < To

se pueden formar dos sucesiones tal que:

r1 < Tg
A v/

r3 < T2
A V/

Ts S T4
A V/
A V/

Topt1l S Ton
| |

ap <

1° La primera sucesion {xg, T2, . .., Zan, - - - } €8 mondtona no creciente y acotada inferiormente por
x1 entonces, por el teorema de Weierstrass al efecto, tiene limite para n — +00, que coincide
con su extremo inferior ap.

2° La segunda sucesién {z1,xs,...,Tant1,-..} €s monétona no decreciente y acotada superior-
mente por xg entonces, por el mismo teorema, tiene limite para n — +00, que coincide con su
extremo superior a;.

Ademsids a1 < ap

3° Por otra parte, por el procedimiento de eleccién del x;,;, se puede asegurar que:
YVe>0 1 ng ZVTLZTL():>|1‘2n—l‘2n+1|<€
de donde resulta que:

Q] = Q) =«



que se llama abscisa de convergencia absoluta de la T.L. y que tiene la propiedad que:

Ve>a FeCA/x
Ver<a F¢CA/x

[+

F ¢ CA FeCA

e
4

Figura 11: Abscisa de CA, x = a.

Sobre la misma abscisa de CA (s = «) no pueden hacerse aseveraciones generales en cuanto a
la CA.

Hay T.L. que convergen en & = « y otras que no.

Resumiendo, el campo de CA de la T.L. es un semiplano a la derecha de a.

Observacion 1: Nétese la analogia con los circulos de CA de la serie de Taylor, y lo que sucede en
la frontera de los mismos.

Observacion 2: Pueden presentarse lo siguientes casos particulares de a:
1° o = —oo, entonces F' € CA para todo el plano |s.

2° «a = 400, entonces F' ¢ CA sobre ningiin punto de |_s y la funcién original no es transfor-
mable por T.L.

El siguiente teorema muestra la forma de encontrar la abscisa de CV.

Teorema 5.4.

Lol
t t—+0

Demostracion. Por hipétesis

L|f(t
Ve>0 EtO:Vt>t0=>‘#—)\‘<e

Resulta entonces:
AN=—et< LIft))< (A+e)t

e(/\—e)t < ‘f(t)‘ < e()\+e)t

Aplicando estas desigualdades sobre la integral que da la CA de la T.L: ﬂj/ |f(t)] e ** dt, resulta:

+o %
/ £ ot gt S/ e tet o=zt gy T>Ate A

- -~

~~

donde x > X + € es la condicién de CV de la integral .

10



Adems3s resulta:

+0 +0 o< Ac
/ )] e dt / (A9t gt gy TEAE
0 0

~ -~

~~

|
I I
.
donde x < A + € es la condiciéon de no CV de la I I
integral . l A L
A—e¢€ I IA+e€
Por lo tanto: : :
I I
Ve>0 z>A+e= F(s)eCA/z : :
r<A—e= F(s)¢ CA/x [
resultando entonces por definicién A = «, abscisa
de CA. 0

5.3. Convergencia simple. Abscisa de CV

Un cuarto teorema de convergencia, parecido al[5.3] pero que se refiere a la convergencia simple
de la T.L. es:

Teorema 5.5. La convergencia simple en un valor so = xg + iy es condicion suficiente de CV
para: Vs : s=x+1y : x> .

Hl) Fe CV/SO

} = T) FeCV/s
HQ) T > X

y s

FeCV
50
Observacion: Nétese que la diferencia con el teo-
rema |5.3] consiste en que en H; se postula F €
CV/sp y no F € CA/sg, y que en Hy se postula 0] 7o be

T > X9y Nox=xg.

—_———-— e ——— ———

Demostracion.

o +
F(s) = f(t) et dt = F(t) o5t o=(s=s0)t gy
0 0

Llamando:

Resulta:

t
olt) = | sy e ar

p(t) ——— F(s0)

t—+x

que es convergente por Hy, es decir, es finito.

11



Reemplazando ¢'(t) en la expresién anterior:

+w
F(s) = /O @' (t) e 5720t gt

Integrando por partes resulta:

+0
F(s) = p(t) e~ (s—s0)t +(s — 50)/ o(t) e~ (5=s0)t gy
0

La parte integrada vale cero, pues:

o(t) P F(so) : |F(so)| <M por Hy
|e—(8—80)t | = e—(z—z0)t = 0
Entonces:
p(t) em (o)t -2y
Ademas:

»(0) :/o flr)ye 7 dr =0

Queda entonces:

F(s) = (s — so) / ’ o(t) e~ (5750t gy

0
+x
[F(s)] < |s = sof ()] e @ dt < |s — so| M
0 T — X

De donde resulta la tesis. O
Si analizamos el TCR de T4 se tiene:
Corolario 5.5.1 (TCR).

T) F¢CV/s
Hy) x>

} = H;) F¢CV/sg

Cambiando la notacion:

S —> 51
r —> I
Sg—> S

o —> X
resulta la siguiente expresion del TCR del teorema [5.5t

Corolario 5.5.2 (TCR (forma alternativa)). La no convergencia simple en un valor s1 = x1 +iy;
es condicion suficiente de no convergencia simple Vs : s=x+1y : * < x1.

T) F¢ CV/Sl
HQ) 1 >

}:>E) F¢ CV/s

12



S1

|
|
|
|
d
F¢CV :
|
iiEl X
|
|
|
|

Figura 12: Regidn de no convergencia simple, segin el corolariol5.5.2.

Combinando los resultados del teoremal5.5]y del corolariol5.5.2 en forma andloga a lo realizado
para la CA, tenemos que existe un semiplano a la derecha de z¢ (z > () donde existe CV; y un
semiplano a la izquierda de x; (z < 1) donde no existe CV.

Queda una franja intermedia 1 < x < zy donde estd indefinida la CV.

) s

S1 So
FeCV

X1 Xo

|
|
|
|
i
F¢cCVv :
|
|
|
|
|
|

—_———-— e ——— — — —

Figura 13: Regiones de CV, no CV y franja intermedia.

A partir de aqui, se puede repetir todo el razonamiento realizado en el parrafo anterior para
definir la abscisa o de CA, estableciéndose entonces la existencia de una abscisa § de convergencia

simple.
[«

F¢CV FeCV

&
2 g

Figura 14: Abscisa de CV, x = (3.

Ademsds, sobre la misma abscisa de CV (z = () tampoco pueden hacerse aseveraciones gene-
rales en cuanto a la CV; hay T.L. que convergen en la abscisa y otras que no.

Resumiendo, el campo de CV de la T.L. es un semiplano a la derecha de (.
Como la CA implica la CV, resulta:

Teorema 5.6.

ae ABS CA
= (<«
BeABS CV

13



Figura 15: Regiones de CV (x> f3) y CA (z > «).

5.4. Convergencia para funciones de orden exponencial
5.4.1. Funciones de orden exponencial (FOE)
Se dice que una funcién es de orden exponencial en un V.., cuando:

feO.EXP. = |f(t)] < M e*™? Vit>to(Viy), M =cte.

Las funciones que pueden acotarse por una exponencial en el V., tienen asegurada la CV,
CA y CU de la T.L, que ademaés es holomorfa; proposiciones que se demuestran en el siguiente
importantisimo teorema.

Teorema 5.7 (CV de funciones de orden exponencial. “Teoremén”).

Thv) FeCVix>ug
Ty) Fe CAJx > xo
Tg) Fe CU/J? =T
H\) fecCP ; o o
) o[ rwerta= [ L g et
Hy) [fI<SMe™' ) = or Jo 0o Oz
5 T st +0 a oy d
Hs) azo<z <z @ o f(t) e dt = /0 @ flt)e t
TS) Fe H/:C = T
a +% ] +xC a .
Ts) - t) et dt = Z f(t) et at
[T 5 ), O | srwe
Demostracion.
+a +0 o u o
o= [ eta < [l asar [ e ae 2
0 0 0 T—xy X1 —To

M

< 554 Tl) FeCV (l‘ > Z())
T — X0
M

< = Ty) FeCA (x> )
T — X9
M

2] < — T3) FeCU (x=m)
1 — 2o

14



Observacion: Resulta entonces que si |f| < M ™! = < a < z9 <11

ES

|

|

|

! FeCV
| FeCA
| F e CU
|

|

|

|

|

|

|
|
|
|
|
|
|
|
1
| Zo 1 X
|

|

|

|

Figura 16: Regiones y abscisas de convergencia para FOE.

Para estudiar las tesis T4 y T5 se descompone F'(s) es partes real e imaginaria:

F(s) =u(zy) +iv(zy)
+0 +o0

F(s) = f(t) e~ @t gy — f(t) e™* (cosyt + isenyt) dt
0 0

u(zy) = f;l f(t) et cosyt dt

v(zy) = f0+7“ —f(t) e™® senyt dt

La derivabilidad bajo el signo integral se implica con el siguiente teorema:g

Hy) o(t,a) e CP/t,« )
dp
H2) 52 e CP/ta

0 + +o 5
Hj) / o(t,a) dt € CV }: %/a o(t, o) dt:/a %g,(t,a) dt
Vi

0
H / — o(t,a) dt € CU
1) w%aa@( ) J

En nuestro caso se aplicara este teorema sobre
+x
u(zy) = f(t) e ™" cosyt dt
0

tomando z de parametro.
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Se deben verificar las cuatro hipdtesis
g(t,z,y) = f e CP/t (por hipdtesis)
Hi) f(t) e *" cosyt € CP/t,r,y = e *eC/t,x
cosyt € C/t,y

feCpP/t
dg _ teC/t
Hy) === f(t)(—t)e ™ t € CP/t
2) E f()( )e Ccosy eC /;Z;y: e_”eC/t,x
cosyt € C/t,y
+0
Hs) f(t) e™®" cosyt dt € CV <= F(s) e CV (por tesis 1)
0
+0
Hy) Ft) (=t) e cosyt dt € CU <
0

Este resultado se demuestra porque:

f(t) (=t) e™™" cosyt dt

Vi

<[ lrwle ds
Vi
<M t e~ (@)t gy <
Vi
+0
< M/ t e~ (@)t gy <
0
M M
< <

S (x—20)? (21— 20)2

Entonces, YV : x > x1, se ha acotado la integral por %, que no depende ni de x ni de y;

por lo tanto hay CU respecto de ambas variables.

Observacién: La convergencia uniforme de u(xy) y de v(xy) también puede demostrarse por un
segundo método, basado en que t es de orden exponencial, y aplicando la misma tesis T3 de este
teorema:

VE>0: & 0=

<€
ettt

oot
—t <eedt
Resulta entonces:

|F(0)] [t] < M €™t € e = My elwot)?
Eligiendo 4:

o+ <z

El mismo teorema que se estd demostrando en su T3 asegura que:

fit)-t eCP o
|f(t) - t] < My @+t } — f@t)(=t) et ¥ dt € CU

To+d <z <x

cuya parte real es la proposicion Hy buscada.

16



Se ha demostrado entonces que:

+0 +0 a oo »
530 630/ / A f(t) (—t) e™™" cosyt dt

Anélogamente se demuestra que:
ou e
oy~ oy / / B /
ov e 0 ot
F 630/ / Pl / senyt dt
9

ov +% o0 +oo »
oy 59/ / oy /0 f@)(=t) e ™" cosyt dt

con lo cual queda demostrada la cuarta tesis (Ty).

“t senyt dt

Si se analizan las cuatro integrales anteriores se observa que:

1° Cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann

2° Son funciones continuas respecto de x y de y por ser integrando continuo.

Lo cual lleva a que la T.L es holomorfa (Ts)

g_u = g_v € C/z,y
v 4 = F=u+iveH/z>x
—@ = @ € C/x,
dy o Y
Ademds como ’(I: = %I; es inmediata la Tg:
o= 2 [ py et ar = /I 2 [ e et an
N (38 N 0 (38 N 0

Observacion: Nétese que se ha demostrado la propiedad:
F'(s) & () (1)
sobre la cual se volverd més adelante.
Resulta entonces que para funciones f(t) acotadas y de orden exponencial
Vs :s=zx+1iy x>z
se cumplen simultdneamente:

FeCV
FeCA
FeCU
FeH

siendo valida ademads la derivabilidad bajo el signo integral, respecto de z, y y s.
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I
I

I

| FeCV

: FeCA

| F e CU

I FeH

| L0 1 x
I

I

I

I

Figura 17: Regiones de CV, CA, CU y holomorfia para FOE.

5.4.2. Definicion de funcion CPOE

Por ser las hipdtesis del teorema 5.7/ de una aplicacién posterior amplia y frecuente, es conve-
niente definir la siguiente proposicion:

H,) feCP
feCPOE/zg <z1 <z = (Hy) |f] <M e*ot
Hs) zo<z <2z

que representa a las funciones continuas por partes y de orden exponencial sobre el intervalo
senalado.

6. Propiedades basicas de la T.L.

La transformada de Laplace tiene dos propiedades que son las que permiten resolver sistemas
y ecuaciones diferenciales lineales con gran facilidad. Son la linealidad y la transformada de la
funcién derivada.

6.1. Linealidad

Teorema 6.1. La T.L de una combinacion lineal es la combinacion lineal de las T.L.

f1(t) = Fi(s)

fa(t) jFQ(S)} = A fi(t) + A2 fo(t) 2 AL Fi(s) + A2 Fa(s)

Demostracion. La demostracion de este teorema es inmediatas:

o o o
A fi+ A fo 3 / M i+ X fo) et dt =X frettdt + X fae*t dt
0 0 0

=MF+ X Fy O

Observacién: De este teorema se extrae inmediatamente que la T.L. es un vector. Mejor ain, si E’
es el conjunto de las T.L, es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los complejos (o de los reales)
con las leyes de composicién suma de funciones y producto por un complejo.

E' = {F}

(C, +c¢, -c) € Cuerpo complejo
. ' N

T ExE B v = (F',C,+c,c,T,s) € EEV (Estructura de Espacio Vectorial)

(Fl,FQ) [ Fl(S) + FQ(S)

s: CxE —F
(N F)— NF(s)

18



6.2. Transformada de la derivada de f’. Derivacion en t

Dentro de las hipdtesis del teorema de CV para funciones CPOE (teorema es valido:

Teorema 6.2.

H) fe CPOE }

0 10 5 F) J'(t) 3 sF(s) - £(0°)

Demostracion.
+o +0
() = Flt)yestdt= f(tye )" +s i F(t) e=st dt
=0—f(0%) +sF(s)

pues:

f@) e_Stﬁ»O = [f(t) < M e™" : x>z
4

F@#) e7*" —— f(07)

t—0+

O

A su vez, si hallamos la transformada de f”(¢) como transformada de la derivada de f’(t),
aplicando el teorema [6.2}

H) feCPOE | _ [/
Hy) f'(t) 2 G(s)

G(s) —g(07)

2 F(s) = s f(0%) = f'(07)

y esto se puede extender por induccidon completa a f (")(t), por lo cual:

Corolario 6.2.1.
H) fe CPOE FO() 58 F(s) — s"LFO) = sPRF(04) —
Hy) f(t) 3 F(s) o= s f20F) — f=D (o)

Obsérvese que si las condiciones iniciales son nulas:

FO*) = f(07) = f(0%) = -+ = fO=V(0%) =0
Entonces:
f(t) 3 F(s)
f'(t) 2 sF(s)
f"(t) o s*F(s)

F() 2 s"F(s)

es decir, derivar n veces en el campo original t significa multiplicar por s, n veces (s™) en el campo
transformado s.

7. Aplicacién de la T.L. a la resolucién de sistemas y ecua-
ciones diferenciales lineales

Los modelos usuales en la ingenieria y en la ciencia en general son lineales.
Ello es porque existen dos razones que se influyen mutuamente
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1° Los modelos fisicos se construyen con funciones o sistemas de funciones cualesquiera,
cuya primera aproximacion es la lineal.

2° La matematica mas desarrollada es la lineal.

La T.L. es una herramienta especialmente 1til en la resolucién y analisis de ecuaciones dife-
renciales lineales con coeficientes constantes (pero no exclusivamente) que aparecen en una gran
cantidad de problemas de ingenieria.

En el cuadro siguiente se han recopilado modelos regidos por la E.D.D.T! lineal con coeficientes
constantes, que conforman un conjunto de sistemas andlogos entre si.

Se observa que se han cubierto las ramas mas variadas de la ingenieria, desde la electricidad,
magnetismo, mecanica, actstica hasta la quimica, entre otros.

1E.D.D.T: Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Totales.
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Nombre Esquema Ecuacién VAR COEF Descripcion
s e a b c
s salida
Modelo e(t) s(t) as" +bs' +cs=e(t) e entrada
Sistema ——| SISTEMA |——
General a coeficiente de s”
b coeficiente de s’
c coeficiente de s
i/q corriente/carga
. L R P -
Electricidad Li'+Ri+ o/ dt = u(t) u tension
Circuito M J0
Serie !
u C " / 1 . :
L{"+Rq + o= u(t) L inductancia
.———, R resistencia
1/C 1/capacidad
u tension
. c P R O . . 4
Electricidad Il i1 Cu' + R + I wdt = i(t) i corriente
Circuito | | 0
Paralelo
’\/I\:i/\/ 4
L i3
L G—— L inductancia
w 1/R 1/resistencia
1/C 1/capacidad
Magnetismo b —>
—F
=
:_:
~S=h
T desplazamiento
Mecanica - ma' +ca' +kx = f(t) f fuerza excitante
Vlbrc?uor-leb —
Longitudinal 1
1
!
m masa
kz g c cte. amortiguamiento
me k cte. eldstica
[ desplazamiento angular
Mecéanica Jo" +eco' +pp =M(t) m par excitante
Vibraciones
Torsion
J momento de inercia
c cte. amortiguamiento
m cte. eldstica torsional
z desplazamiento
Mecanica Ja" +ca’ + px = f(t) f fuerza excitante
Vibraciones
Torsién
J momento de inercia
c cte. amortiguamiento
m cte. eldstica torsional
%4 volumen de desplazamiento
1
Acustica P MV MV"+ R, V' + Ion V = P(t) P presién exterior
Resonador | - p @
Y m———
Helmholtz Py = c} v o— i —
— M coef. de inercia actstica
/
I Pr=RaV R, resistencia actstica
1/C, 1/capacidad actstica

Cuadro 1: Modelos de la fisica regidos por E.D.D.T. lineales con coeficientes constantes.
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Todos los sistemas fisicos lineales analégicos pueden ser representados en su andlisis (estudio e
interpretacién del sistema) y en su sintesis (diseno y proyecto del sistema) por el modelo general
siguiente.

MODELO EDDT LINEAL CON COEFICIEN-
Sistema TES CONSTANTES EN t (SISTEMA ORIGI-
i(t) o(t) NAL)

_— | —

[ad"(t) +b0(t) + colt) = i(t) |

que se transforma por Laplace del campo original
t al campo transformado s.

U En particular, se toma o(0%) = o/(0%) = 0 para
simplificar las expresiones.

MODELO EDDT LINEAL CON COEFICIEN-

| 2(s) TES CONSTANTES EN s (SISTEMA TRANS-
i(s) O(s) FORMADO)
as?0(s) +bsO(s) + cO(s) = I(s)
_ 1)
Ols) = as?+bs+c
llamando Z(s) = as®> +bs+c
_ 1(s) ,
O(s) 705) Ley de Ohm generalizada

Se puede observar entonces que la ecuacién diferencial lineal en t se transformé en una ecuacion
algebraica lineal en s, caracteristica fundamental de la T.L.
Es asi como el sistema transformado sobre s tiene por ley que lo rige a:

que no es otra que la ley de Ohm generalizada para circuitos eléctricos con corrientes cualesquiera
(no solamente continua o senoidal) o para sistemas vibratorios o acusticos, etc. y donde siempre
se pueda definir a:

Z(s)=as’>+bs+c

que no es otra cosa que la impedancia generalizada.

Con este planteo, entonces, la resolucién de las ecuaciones diferenciales se reduce a la de ecua-
ciones algebraicas.

Los modelos fisicos mas complejos, apoyados sobre sistemas de ED lineales, también son facil-
mente operables por medio de la T.L.

Son ejemplo de estos modelos:

Circuitos eléctricos acoplados
._|C1 Ry Ca Ro
1 t
-/ . _ . S

“ I m I . Lii] +Rii+ cn /7%21 dt + M is = uq(t)

. . 1 t
! ‘1 M| ‘2 | Lgi'g—i-Rgi—i-—/ iy dt + M iy = us(t)

— 0
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Vibraciones acopladas

mq x'l’ +C x'1 + k?l(l‘l — 1‘2) = fl(t)

mo x'g' + Co x'2 + kg(l‘g — 1‘1) = fg(t)

1
M1V1"+7“a1V1'+C Vi—aVa=0

al

1
Mg‘/'g”—i—rag‘/é’—i-c Vo —aVy = P(t)

a2

que pueden ser expresados por un modelo general.

8. Transformadas elementales

Las transformadas de Laplace de las funciones elementales son las siguientes:

8.1. Constante-Heaviside

Yy ls_
I
I
1 I
13- |
S [
=0
o e stTT 0 1 & :
/ e st dt = - 0 x
0 S o S :
I
Observacion: Como
1-H(¢t) = H(t) t>0
entonces es inmediato que
1
H(t) o0 -
OER
8.2. Funcién potencial
Yy [s.
I
I
oo T(w+1) |
sw+l :
B=0
e t= O g dr  T(w+1) :
/ twe*”dts”/ P e A i 0, X
0 0 sw s 511)+1 |
I
I
8.3. Exponencial
' s
I
I
1
ewt - :
S —w | ﬂ
=w
+%0 +x > 1 :
/ et =5t gt :/ e—(s—w)t dt T>w 0 I X
0 0 s—w I
I
I
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8.4. Cos, Sen

s
coswt 1 ———
52 + w?
t 3 d
sen w _
§2 + w?
&wt+e—ww 1 1 1 s
coswt = ———— T — — 4+ . —
2 2(s—iw  s+iw 52 4+ w?
eiwt _ g—iwt 1 1 1 w
senwt = ——— O — — — - =
2 2 |s—iw s+iw 52 + w?

Se pueden verificar estos datos por aplicacién del teorema de transformacién de la derivada:

1 1 w s
coswt = — (senwt) 3 = |s ——— —sen(0")| =
w w( nwt) - [ T2 n( )]

8.5. Cosh, Senh

s
coshwt O R
w
senhwt O R
bt ewt 4wt - 1 1 . 1 s
coshwt = —— — =
2 2|ls—w s+w s2 —w?
bt wt _ gwt - 1 1 1 w
senhwt = ———— - - =
2 2|ls—w s+w s2 —w?

8.6. Tabla de transformadas elementales

52 + w?

f(t) F(s)
1 1 =H(t) 1
s
2 v Iw+1)
5w+1
3 ewt 1
s—w
4 coswt $
52 + w?
5 sen wt w
52 + w?
6 cosh wt s
2 — 2
7 senh wt ot
§2 — w2
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9. Propiedades de la T.L. Segunda parte

Para operar con la T.L. con rapidez y eficacia, conviene tener en cuenta, ademas de lo visto en
[6) nuevas propiedades que se demostraran a continuacién.
Todas se resumen en el cuadro que cierra el presente capitulo.

9.1. Integracion en t

Teorema 9.1.

H) fe CPOE
) f(t) = F(s)

F(s)

S

¢
} = f(r)dr =
0
Demostracion. Llamando fot f(r) dr = ¢(t), ésta se transforma en ¢(s).
¢
o) = [ 5 dr) = o(s)
0

Si |f(t)| < M e*?, es decir es de orden exponencial, ¢(t) lo es también.

t t
M M
ol < | 1F@) dr <M [ 7 dr = = (@70t —1) < = e
0 0 Lo T

Por lo tanto, aplicando el teorema [6.2:
¢'(t) = f(t) 2 s¢(s) —p(0F) = F(s)
Como
O+
o0 = [ sdr=o
0
Resulta

ols) = 0

Observacién: Recordando el teoremal6.2] derivar en el campo t era multiplicar por s a F(s) en el
campo s (si las condiciones iniciales son nulas).
Integrar en el campo t es ahora dividir por s a F(s) en el campo s.

Ejemplo:
t O d
sen w —_
52 + w?
t 1 — coswt 1 w
senwT dr = o - 5
0 w s s“tw

Se puede plantear también la transformacién de fat f(1) dr, que se reduce asi:

[ﬂﬂM=LUMM+AUmwﬂ

La primera integral es una constante y por lo tanto su T.L es:

/aof(’l')d’r a % [/aof(T)dT]

Se obtiene entonces el siguiente corolario:
Corolario 9.1.1.

H fecror | __ [t ijff(f)df F(s)
m)ﬂw:F@} [ s
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9.2. Derivacién en s

Este teorema ya ha sido demostrado en el teorema del parrafo[5.4 (ver observacién al final
de la demostracién.)

Teorema 9.2.

H) fe CPOE

H) f(t) = F(s)} = (=0 1) 3 F(s)

Demostracion. La demostracién vista consistia en derivar F(s), que es holomorfa para x > o,
bajo el signo integral:

a +x

Fl(s) = = £(£) o5t dt:/H% (1) et dt

N ds Jo 0
+o

= f(t)(—=t) et dt
0

Con lo cual resulta:
(=) f(t) = F'(s) O
Observacién: Derivar en el campo s es multiplicar por (—t) a f(t) en el campo t.

El resultado anterior se puede extender n veces, pues al ser F(s) holomorfa, existe F(™)(s).
an +o0 +0
F(s) = — f(t) e™st dt = @) (=t)" e=5t dt
as™ J, 0

De donde:
(=t)" f(t) = F"(s)
Generalizando entonces el enunciado del teorema (9.2, queda:

Corolario 9.2.1.

H) feCPOE o (n)
m) 1) = F<s>}:( IO = e
Ejemplo:
1
1 o -
s
1 1
2 3 -D 8—12] =533

[(n—1)! n!
n j—
£ = -D sn T ogntl
U Upor induccién completa
[ n! 1)!
— n! 1 (n+1)!
t 2 =D gn+1 ] T gnt2

Se verifica asi el resultado obtenido en la tabla de T.L. elementales.

Ejemplo:
w
senwt 1 PO
tsenwt 3 —D[ v ]: 25w
§2 + w? (82 + w?)?

26



9.3. Integracion en s

Teorema 9.3.

H) f e CPOE
m) ) 3 F() 0,
= —% I (s) ds
Vs

Demostracion. Si se plantea la integral compleja
o0
0 [ P ds
donde

F(s)eH/z >z,

~ € Camino contenido en {s € C : z > x1}, desde el origen s hasta el extremo final oo (infinito
complejo)

: y

: /\_OO
| S

|

of @ole x

|

|

|

Figura 18: Camino de integracion para el teoremal9.3

La integral es entonces una funcién compleja ¢(s):

Il
T
8
!
—
»
N
QL
»

¢(s)

[
|

T
=3

v
=

QU

Va)

Por el teorema fundamental del calculo integral en el plano complejo:

¢'(s) = —F(s)

Queda entonces:

o(s) 3 o(t)

Asegurando la convergencia con
t X t
/ b0} e ! dt = / ) dt € CV  (por hipétesis)
Vot ¢ Vo t

entonces

/VF(s) ds @ O
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Observacién: Integrar en el campo s es dividir por ¢ a f(¢) en el campo t.

Una segunda forma de demostrar este mismo teorema es:

/SAF(S) ds = /SA /O+Z f(t) et dt ds

Asegurada la CU de F'(s) por f € CPOE se puede permutar el signo fSA f(;ff _ f0+m fA

S

+o00 A
= f(t)/ e st ds dt
0 s

+x0 e—At _e—st

- F) S at

0 -t

Pasando al limite cuando A — o

el A +0 e—At _ e—st
/ F(s)ds= lim [ F(s)ds=lim [ j0)"——"—a

A—>x s — 0 0 —t

se puede permutar el limite con la integral por la CU de la funcién integrando asegurada por

Hi |f()] <M ™
H2 / @ dt € CV
Voy U

luego:

/IF(s) ds=/0+‘vAh'_r’1}Lf(t)#dt
:/+I&65t dt & @
O t

t
Ejemplo:
senwt 1 ——
52 4+ w?
; @ 1 ©
SRt / % ds = — Arctgi
t s S°tw w w |
1
o [E — Arctgi]
w L2 w
Ademads se verifican las condiciones
1°) >0
oy senwt sen wt
2°) — = dt e CV
t t—0+ V0+
Ejemplo:
e—at _ e—ﬁt = 1 _ 1
s+a s+
et _ g Pt * 1 1
Nt =tp
t s |s+ta s+
”/;\
L s+« _L S+«
s+ 81|, s+
Se verifica

x > max{—a, — 0}

—Bt

e—at _ e—ﬁt e—at —e
—a+pf= / ——dt eCV
t—0+ VO+ t

t

28



9.4. Desplazamiento en t
Teorema 9.4.
fit) =3 F(s) = H(t—a)f(t—a) 3 e * F(s)

Demostracion. En este teorema es donde hay que tener especial cuidado con la definicién de la
T.L.
Hay que tomar

T
F(s) :/ H(E) f(1) et dt

—0
como ya se ha explicado en la definicién de la T.L. (parrafo[4)

+ax

H(t — a) f( — a) :/ H(t— ) f(t —a) e dt

-

= /+IH(T) f(r) e T e dr = e F(s) H
-
Ejemplo:
senh wt 3 2 _ o2
H(t = b) senh w(t —b) 2 o™ 55—

9.5. Desplazamiento en s
Teorema 9.5.
f(t) 3 F(s) = e f(t) 3 F(s—a)

Demostracion. Aplicando la definicién:

+%
™ f(t) o f(t) e~ 4t = F(s — a) O
0
Ejemplo:
1
1 o0 -
S
1
e*t o
sS—w
Ejemplo:
coswt 3 m
bt s—b
(§] coswt 3 m

9.6. Cambio de t — |k|t. Cambio de escala

Teorema 9.6.
CEF R TR 6

Demostracion. Aplicando la definicién

L EN A dtﬁAH fgz) T dr

0
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Observacién: En este cambio de escala se toma la constante positiva |k| pues en caso de tomarse
negativa, los limites de la integral, después del cambio de variable, no serian los de una T.L.

Ejemplo:
1
sent O -
s +1
1 1 w
senwt I — 5 =
w

9.7. Convolucién

Mediante el siguiente teorema se desea obtener la antitransformada del producto de dos trans-
formadas de Laplace. Es decir, la antitransformada de F(s) - G(s).

Teorema 9.7 (Teorema de Convolucién (Borel)).

f(t) = F(s)
g(t) = G<s)}:> 1) /f glt—7)dr 3 F(s)-G(s)  (t>0)

Demostracion.
re-6e = ([ s e an) - ([0 e a)

+oC 40
/ f(2) g(y) e=*@+ de dy

Se plantea un cambio de variable en esta integral doble:

r+y=t =T
T=T y=t—r

y T
< <
1 Va
X
y=0 X T=0 t
z=0 T7=0
y=0 T=t

] =

0 1
det(1 _1)‘=|—1|=1

Se obtiene entonces:

Pl = [ e ( ) gt =) ar ) a

0

Por lo tanto:
/f glt—7)dr = f(t) % g(t)

Esta integral es la que se llama producto de convolucidn y es la que se simboliza por f(t) % g(t). O
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Una segunda demostracion del teorema de convolucion es:

F(s)- G(s) = G(s) / "HE) ) et dr

—C

:[ CH) f(r) Gs) e dr

o0

Por el teorema de desplazamiento de la funcién original

_ /H H(r) £() </HH(t C ) glt—7) et dt) dr

0 —oC

Cambiando el orden de integracion, valido dentro del campo de CU

:/H e—st/HH(T)f(T) H(t — 1) g(t — 7) dr dt

— 0 —oC

S ~ -

La integral resulta

[1]= / H(t—71)gtt—7)dr=0 t<0

De donde
. H(t / f(r)gt—1)
Entonces
F(s)-G(s)z/ st i /f g(t — 1) dr dt
F(s) - G(s) se antitransforma

F(s)-G(s) = H(t /f g(t —71)

Ejemplo:

m = /0 sen(t) H(t — 7) dr = /0 sen(r) dr = —cos(7)|,

o
s(s2+1)

Verificacion:

1—cos(t) 3 - —
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9.8. Transformada de funciones peridédicas

Teorema 9.8. Sea una funcidn periddica de periodo T, siendo su primera onda fo(t):

) f(t)=f(t-=T) Fols)
ols

) fo(t)={g(t) Sl S e

Demostracion. La convergencia de la T.L. de funciones periédicas estd asegurada por el teorema
[5.1, donde las funciones acotadas tienen T.L. CV para x > 0.

Ademds hay CU, porque al ser acotada es de orden exponencial.

Una funcién periédica puede descomponerse en una serie de ondas

f(t) ft)=ft=T)

Primera onda

fo(t) = H(t) fo(t) 2 Fo(s)

fo(t)

|

|

fo

|

/\:

0 T t
Onda (n + 1)

fn(t) = H(t —nT) fo(t —nT) 3 Fy(s) e "T*

fn(t)
| |
| |
-
| [
: :
0 nT  (n+1)T t
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() = fot) + fi(t) + fo(t) + -+ fult) + ...

Transformando la serie en serie de transformadas, posible por la existencia de CU de la serie de
funciones originales:

F(S) = E)(S) +E)(S) eiTS +E)(5) e72T5 +"'+E)(8) efnTs +...

:F()(S) [1+67T5+672T5+...+e*nT5+”']

que es una serie geométrica de razén e~ 1
1
F(s) = Fols) ;=7 0
Ejemplo:
OC(t)

I
J
1

~
[
™o

—_
[\]

— -
W~
-

_—— — e — —
—_—— e — — —
—_——_——— — — —

{
{

1 te(0,1)
fot) =< —1 te(1,2)
0 te (2,+x)

1 2
/ 1e st dt+/ (—=1) e™®" dt
0 1

S l—e® ef—e® 1-2ef4e®  (1—ef)?

S S S S

Fy(s)

Por lo tanto, siendo el periodo T' = 2

e N R T S
F(S) = s 1—e 28 - s (]_ — eis) (]- + eis)

o= (17e)
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9.9. Propiedades de la Transformada de Laplace. Tabla

Propiedad Teo. F@®) F(s)
Linealidad 6.1] A1 f1 (t) + Ao fg(t) A Py (S) + Ao FQ(S)
F(s)— f(0*
e o B
r1vacion en
fz (\]/;OOE ‘ 6.2 () s F(s) —s"TL f0F) —sm 2 f(01)—
Mt
e s fD (0F) D 0%)
() dr i
Integracién en t 0
f € CPOE : o
o i Rieydr ro)
Derivacién en s ’
Derlacicn 9.2 (1) (1) F/(s)
Integraciéon en s
f € CPOE
f(®) .
9.3 S
/ &dtecv 9.3] , /S F(s)ds
Vor t
tgleiplazamiento 9.4 H(t — a) f(t —a) e % F(s)
Blessplazamiento 95 o0t £(6) F(s — a)
Cambio £ — [kt 9.6 £kl 0) ﬁ (ﬁ)
f() * g(t) =
Convolucién t F(s)-G(s)
s f(r) gt —7)dr
Funciones Ao =76 -1T) Fy(s)
nciones S
Periédicas fo(t) = f@) te(0,1) 1 _Oe—st
¢ 0 >T
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10. Propiedades de la T.L. Tercera parte

En este capitulo se desarrollan propiedades adicionales de la T.L. que complementan, con las
ya vistas, el conjunto de teoremas necesarios para operar con la misma.

10.1. Primer teorema del orden de la T.L.

Este teorema permite acotar a la T.L. de esta manera:

M,
F(s)| < —
IF(s)] < =
tomando como hipédtesis que f cumple con las previstas en el teorema 5.7 de funciones de orden

exponencial (“Teoremén”).

Se recuerda que eso significa: y Is
|
[
|
H;) fecCP :
f€CPOE = { Hy) |f] <M et 0 :wowl x y
Hs) zo<z <z :

También se demuestra como consecuencia de la tesis anterior que:

F(s) ——

S§—C
El primer teorema del orden de F'(s) se enuncia:

Teorema 10.1.

M

) |F(s)| < —

H) f e CPOE = T
Ty) F(s) ——0

Demostracion. Se realiza una acotacién andloga a la realizada en el teorema (5.7 de CPOE.

|F(s)| < Mf(t) e St dt‘ < /H f() e ™ dt <

0

0
+oC M M

< M e (@=)t gp < <

0 T — X0 1 — X0

Multiplicando por x a ambos miembros de la desigualdad:

M M
F < =
z |[F(s)] xac—:co 1%

1 1

_s_

X X1
100
I X

1 1

<

1—Z S 71—
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M
Llamando M; = T (cte.), resulta:

x

=}

M M
— =M

/N

sl
—_
|
88
= o

z [F(s)] <

—_

[F(s)] <

S

La segunda tesis es consecuencia inmediata de esta acotacién. Si s — o0, x = 1 y © — 400,

entonces:
O

F(s) —— 0

S§—0

10.2. Segundo teorema del orden de la T.L.
Este segundo teorema de la acotacién de la T.L. tiene condiciones mas restrictivas que el
anterior, porque ademas de la hipdtesis de que f cumpla con los requisitos de CPOE se agrega que

también los debe cumplir f’.
La acotacién que se prueba es:

M
[F(s)l < 75
5]

El enunciado del teorema es:

Teorema 10.2.

H e CPOE

v — 1 R <

Hy) f'e CPOE ||

Demostracion. De acuerdo a las acotaciones vistas en el teorema anterior
M M
s F(s) — £(0°)] < <
r — X0 r1 — o

+[£(07)] = My
Tl — Zo
O

M,

|F(s)] < T

|s F(s)| <

10.3. Teorema del valor inicial
Con las mismas hipétesis del teorema 10.1/se puede probar que:
s F(s) — f(07)
S—C

que es la tesis del teorema llamado del valor inicial.

Teorema 10.3.
Hy) fe CPOE
/ = 1) s|F(s)| — f(07)
Hy) f'e CPOE 50
Demostracion. De acuerdo a la acotacion ya empleada en el teorema anterior, s —» 00 = x — +00.

M
SF() - f00)] < ST

lx—hL’L

0 = sF(s)— f(07)

o
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Ejemplo:

14+et E L
s s+1
l+et ——2
t—0+t

10.4. Teorema del valor final
Con hipdtesis mas restrictivas que las del teorema[10.3, se puede probar que:

s F(s) — f(+o)

s—0

Enunciamos el llamado teorema del valor final.

Teorema 10.4.
H,) feCPOE

Hy) f'e CPOE
H3) 21 <0 = 1) s[F(s)| —5 f(+x)
Hy)  lm f(t) = f(+)

Demostracion. De acuerdo al teorema de derivacion en t valido por Hy:

+0
; f'(t) e™*" dt = s F(s) — f(07)

Puede pasarse al limite cuando s — 0, pues 21 < 0 y esto asegura que la CU de la T.L. paraz; < x
por Ho
+oc
§'(t) di = lim [s F(s)] = £(0°)
0 s

Integrando el primer término

F@)lg”" = lim [s F(s)] — f(0")

s—0
i f(t) — £ = lim [s F(s)] - £46*]
Resulta:
s F(s) — f(+0) O
Ejemplo: 1 1
l+e™t 2 =+
s s+1
1+e? 1
t—+x
sF(s) =1+ — 1 = f(+o)

s+1 s—0

10.5. Propiedades del producto de convolucion

El producto de convolucién en la T.L. definido como una ley de composicién interna entre dos
funciones sobre §, el espacio de Fourier, es:

*: §xF—F
t
(f,g)*—>f*g=/ F(7) gt — 7) dr
0

Este producto goza de las siguientes propiedades:
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Teorema 10.5.

(fx(g*xh)=(f*g)*h

Prop. Asociativa
Definicion de
Producto de = {
Convolucion

fxg=g*f
Prop. Conmutativa

fx(g+h)=(f*g)+(f*h)
L Prop. Distributiva

Demostracion. La demostracién es inmediata a partir de las transformadas:
F(s) - [G(s)- H(s)] = [F(s) - G(s)] - H(s) 2 f*(g%h)=(f*g)*h
F(s)-G(s) = Gls) - F(s) 3 fxg=g*f
F(s)-[G(s) + H(s)] = [F(s) - G(s)] + [F(s) - H(s)] 2 f*(g+h)=(f*g)+(f*h) O

11. Foérmula de reciprocidad de la T.L

11.1. Teorema de reciprocidad de la T.L.

Este teorema es llamado también de inversion o de Mellin y permite obtener la funcién original
a partir de la transformada, es decir, la llamada antitransformada.

Las férmulas de reciprocidad de la T.L. se obtienen a partir de las férmulas de reciprocidad de
la T.F. resultantes del teorema de la integral de Fourier (visto en el parrafo[2) cuyo enunciado es:

H,) geCP/R
g € CP/t™ i
Y gecput Gly) = / g(t) e7*t dt
= ) oy y
* K3
/ lg|dt € CV g(t)=%/ﬁ’ G(y) e dy
Hy) Vo
/ lg| dt € CV
Vi

Para poder aplicar este teorema a la T.L. debe recordarse la relaciéon existente entre T.L. y
T.F.

ft) 2 F(s)=Gly) ©  H)ft)e ™ =g(t)
y de aqui el teorema de reciprocidad:

Teorema 11.1.

H) feCP/R
+0
. flecpi > F(s) = » H(t) f(t) e 5t dt
. .
I'e CP/tT HE) (1) = ﬁ F(s) e ds
te
H3) x>« (Abscisa de CA)

Demostracion. Se aplica entonces el teorema de la integral de Fourier con:
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Es inmediata la verificacién de Hy y Hy
f(t) e CP/R
Hy) H(t) f(t) e € CP/R = H(t) e CP/R
e ** e CP/R

fleCP/t—,tt
Hy) (H(t) f(t) e ™) € CP/t™,tt <= H e CP/t ,t*
(e *t) e CP/t,t*
La verificacién de la H3 en V_, como ya se ha visto en[4.3, se cumple siempre por la presencia

de H(t), mientras que en V;, la CA de la T.F. se asegura por la hipétesis de que z > «, donde «
es la abscisa de CA de la T.L.

/ \g|dteCV<=/ 0dt=0
V_yp V_u

/ lg| dt € CV «—= ft)e ™t dteCAe=z>a
Vi

Vi

Verificadas las hipdtesis del teorema integral de Fourier, lo aplicamos:

+o
F(s) =G(y) = / H(t) f(t) e e~ at

— 0

+
a*(t) 1/ F(s) e dy

:%_%

Se observa lo siguiente:

g*(t) = H(t) f*(t) e

Entonces:
1 +ax ]
H(t) f*(t) e™*t = Py F(s) €Y' dy
—0
1 +a
H(t) f*(t) = Py F(s) e™ e dy
—0
1 +a
=5 F(s) e ds
T

Figura 19: Camino de integracion para la antitransformada de Laplace
Esta integral corresponde a una integral curvilinea en el plano s a lo largo de cualquier recta
vertical s = ¢ dentro del campo de CA, como se muestra en la figura[11.1.
rt: (—oo,+w) — C

c+iy=s:ceRec>a
yr— )
ds =1dy
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Resulta entonces la antitransformada o féormula de inversion o férmula de Mellin.

H(t) f*(t) = % [ et as

integral a lo largo de cualquier recta vertical de abscisa ¢, dentro del campo de CA, recorrida en
el sentido de las y crecientes, que conjuntamente con la T.L. dan las férmulas de reciprocidad

F(s) = /H H(t) f(t) e " dt

o0

1

H(t) f*(t) = — F(s) e ds
271 1e
O
Observacion 1: Algunas autores dan como férmula de inversién
£ = i/ F(s)et ds >0 (1)
211 te

y agregan que
f@&)y=0 t<0

Esto no es asi pues f(t) puede tomar cualquier valor para ¢t < 0, lo que se anula es H(t) f(¢). Por
otra parte, la férmulal no es védlida si hay desplazamiento, observacién derivada de la Observacion
2 del péarrafo4.1.

El teorema de reciprocidad de la T.L. se puede particularizar suponiendo f(t) de orden expo-
nencial:

[f(t)] < M e

y tomando xg < 11 < .
Ello implica, como se ha visto que a < xg, por lo tanto:

Teorema 11.2.

Hy) feCP/R
f’ € CP/t7 F _ A o —st d
" o | 0= [ HOO @
* _ L st
By |f| < M et H(t) f*(t) = omi /., F(s) e ds
H) xo<z1 <2 )

Enunciado que puede presentarse también de la siguiente forma, recordando que:

H,
Hs p = feCPOE/xg <z <z
Hy

Corolario 11.2.1.

H fe CPOE o
F(s) = H(t) f(t) e " dt
" fle CP/t™ } = 17’
Y e copt HO 0 = 5 [ Py et as
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11.2. Inversién. Cuando las singularidades de F'(s) son puntos singulares
aislados

De la férmula de inversion anterior se puede hallar una simplificacién, como la suma de los
residuos de F'(s) e cuando las singularidades de F'(s) sélo son puntos singulares aislados, es decir,
son polos o puntos singulares esenciales.

s
De acuerdo a la tesis T5 del teorema[5.7 de CV

para funciones continuas por partes y de orden 51 %
exponencial (pérrafo(5.4).

f € CPOE/gyczi<a = F(s) € H/pi<a

Los puntos singulares sélo pueden estar a la iz-
quierda de 7.

Suponiendo vélidas la hipétesis del teorema/11.2, se tiene:
Teorema 11.3.

Hl) f € CPOE/:MSQ:

e CP/t™
Hy) ' / +
f'e CP/t "

H3) {si}i—q € s. Sing. Aislados

M

Hy) |F(S)|<ﬁ k>0

J

Observacion: Una variante de Hy puede ser la siguiente:

M M
|F(5)|<m~ﬁ

Demostracion del Teoremall1.3. La demostracién se basa en la aplicacién del teorema de los resi-
duos a la férmula de inversion.
1

H(t) f*(t) = py : F(s) e ds
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iR
Ty (" c+1
S1 X —\ Iy

X S2

c—1iR

Figura 20: Caminos de integracion cuando los s.S. son todos aislados.

Para aplicar el teorema de los residuos se toma en primer lugar un segmento de recta vertical
r..

I'.: [-R,+R] — C

Yy s=c+1iy

porque cuando se pasa al limite para R — +0

c+iR c+i0
/ F(s) e ds = / F(s) e** ds ——— F(s) e*t ds =
T. c—iR R—to [ iy
=2mi H(t) f*(¢)

se obtiene la integral buscada (férmula de inversién).

Para formar una lazo, el segmento de recta I'. se completa por yuxtaposicién con una semicir-
cunferencia I'y o I'y segin convenga, para lograr que:

R+

/ F(s) e® ds ——— 0
Iy

/ F(s) e® ds ——— 0
T2

R—+x

Para lograr este objetivo se tiene en cuenta la hipdtesis Hy

M
k>0

F(s)| < 25

y que la ecuacién de las circunferencias I' es:

I': D—C

p+—s=c+Re¥

Se aplica entonces el teorema de acotacién de la integral a cualquiera de las dos circunferencias
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I'y

< L-M =rR-Cota{|F(s)|} e

/ F(s) et ds
I;

M
ct  Rtcosp
< ﬂ'R—Rk e e

< ~ —

k>1
t<0
cosp >0=1; =TI 0 F(S) est ds 0
R—+x I, R—+xw
k>1
t>0
cosp <0=T; =I5 0 F(S) est ds 0
R—+o0 I's R+

Esta demostraciéon nos lleva a que el camino de integracién es:
I sit <0
Iy sit>0

Ademas, esta demostracion sélo es valida con la restriccion £ > 1 y no k > 0 como lo expresa
Hs, pues la exponencial ef* 5% no tiende a 0 cuando R — +oo para los casos ¢ = 5 +km.

™
=5 +kr =" —n0
2 R—+x

Sin embargo, por un via més larga, se puede extender la tesis al caso k > 0, como se vera a
continuacion.

I. Casot <0
T s
c+iR
Y Para el caso t < 0 se completa el lazo con I'y
- T
R e [55)—e
¢ X pr——s=c+Re"¥
T, . .
que se recorre en sentido negativo.
c—1iR

Acotando la integral a lo largo de T’y :

/ F(s) et ds
Iy

7r/2 M
s/ ‘F(S)‘ ea:t |dS| S/ — ethoSQ@ Rdcp
Fl _7"/2 R

Mo,
< e t cos ¢ dQD
RE-1 s
Como la integral es de funcién par y t <0

oM [
- Rk—1 0

e—R\t\ cos do
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Cambiando la variable ¢ — g -0 sen 6

— 2M ” e—R\t\senH do %9
RET J,
Para 0 € [0, g] se cumple :
|
2
senf > — 0 I
T /2 0

como se muestra en la figura.

Queda entonces:

S 2M Tr/2 - cos
/ F(s) e ds| < =1 e~ filtleos 0 g
i 0
71'/2 7R\t\29 W/Q
< 2M o RItZ0 go _ M T
RE-1 [y Rk=1 —RJt|
0
M 1— —R|t| k>0
= ° =50 = F(s) e ds —— 0

Por lo tanto, planteando la tesis del teorema de los residuos, sabiendo que a la derecha del
segmento I'. no hay puntos singulares, se tiene:

c+iR
st
F(s) et ds + /F(s)e ds =
c—iR 1 Iy~
lR—>+’L [R—Hﬁfu
omi H(t) f5(t)  + 0 = 0

Lo cual lleva al resultado obvio:

H(t) f(t) =0 parat <0

II. Casot >0

Iy | ct+iR
51 % Para el caso t > 0 se complementa el lazo con I'y
Te 3
X S2 T : ﬁ _7T —C
R ¢ X i
pr—s=c+ R e
o X que se recorre en sentido positivo.
c—1iR

Se acota la integral a lo largo de I's.

37r/2 M
F(s) et ds| < / Fo)| o Jas| < [ AL gReeose gy
s T /2 R
M e Rt cos
< W 7\'/2 ¢ ’ d(p
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Esta ultima integral se puede reducir a una equivalente a la del caso anterior.

3o . /2 /o
/ ethostp d(,O / eRt COSW gy — 2/ eRt cosw 1,
™ P

2 if2 0

™
Analogamente al lo realizado en el caso anterior, w = 5~ 0

1r/2
— 2/ eRt sen 6 do
0

Acotando senf > % 0 para 6 € [0, %]

Rt

t2 _
<2/ e-Rt20 gg 91 =C
o Rt

Por lo tanto, volviendo a la acotacién fm

QM 1—e It
st
L Fle)e dS‘ SR R
oM 1 — —Rt k>0
<220 20,0 — F(s) ds ——— 0

Se plantea el teorema de los residuos, sabiendo que los tnicos puntos singulares son polos o
puntos singulares esenciales: el conjunto {s;} finito.

c+iR

F(s)e ds + / F(s)e™ ds 2mi ER[F(S) e 5]
i=1

c—iR 1 Fie
R—+o R—+w
n
2mi - H(t) f*(t) + 0 = 2mi 2 R[F(s) e, 5]

i=1

De ello resulta:

H(t) f*(t) = Z R[F(s) e, 5] para t >0 O
i=1

11.3. Férmula de inversién cuando F'(s) tiene puntos de ramificacién

Un caso més general que el visto en el parrafo anterior es cuando F'(s) tiene puntos de ramifi-
cacion y las correspondientes cortaduras, ademas de los puntos singulares aislados.

s

I

Por supuesto que estos puntos de ra- . :

mificacién sélo pueden encontrarse a la AAAAAAAAA sxl I

izquierda de z7 (z < x1) de acuerdo a y :

la tesis T del teorema 5.7/ de CV para 59 I
funciones CPOE. o R c x

P o

f € CPOE/py<sy <0 = F(s) € H/py<a on |

I

Suponiendo vélidas las hipd6tesis del teorema [11.2, entonces:
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Teorema 11.4.
Hy) fe€ CPOE/yy<s,<x
e CcP/t™
Hy) , N n
f'e CP/t H(t) f(t) = H(t) [Z RIF(s) e, 5]

H3) {s;}7, € s. Sing. Aislados { =

M 21 i
Hy) |F(s)| < T k>0 =))

Hs) {r;}iL, € s. Ramificacion |

Demostracion. El caso t < 0 es analogo al visto en el parrafo anterior. Por lo tanto, se analiza

directamente el caso t > 0.
s
c+ iR

c—1iR
Figura 21: Camino de integracion cuando hay puntos de ramificacion.

Se aplica el teorema de los residuos:

c+iR m ‘
/ F(S) est ds + / + z / = 2m 2 R[F(S) eét7si]
c—iR 1Y Jj=1 : ) i=1
R—+w R—+w [R—»ﬁzx R—+x
m n
2mi - H(t) f*(¢) + 0 + . / = 2mi Z R[F(s) e, 5]

Por lo tanto, parat > 0

H) £(0) = HO) Y RIF() 5] - 5 Y

11.4. Teorema de Heaviside

Una funcién F'(s) muy frecuente en las aplicaciones, que debe antitransformarse, es la racional

P = 55

donde m < n (por el teorema del orden de la T.L.) y donde todos los polos son simples, es decir
que hay n raices simples del denominador @, (s).
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La tesis que se obtiene es la formula de Heaviside.

Teorema 11.5.

n
= f*(t) = 2 2277((?)) esit t>0
o =1
Hy) Qn(s) = H(S—Si) Vi#j =8 #sj
i=1
Demostracion. Las hipotesis del teorema T3 de antitransformacion se cumplen:

_ 5 (8)] < 1

H4) ‘F(s)‘ - |Qn(5)‘ = O(Rnfm)

—n—-m>0

de acuerdo al teorema del orden de la T.L. (teorema(10.2)
Hj) {s;};_; €s. Sing. Aislados <= s; € Polos de primer orden
A su vez, H; y Hy se cumplen porque:

H;) feCPOE/s <q

n
— f = kjl 37't:kie te.
) '€ CP/i e } f=2hie e

De acuerdo al teorema

n

F(s) = 22’:((2 = () = ZR[F(s) el ;]

Resulta entonces:

f*O =Y GG et >0 -
1=1

11.5. Ejercicios de antitransformacién

Para antitransformar una T.L. puede usarse la férmula de inversién (con sus casos particulares)
o cualesquiera de las propiedades de la misma T.L, conjuntamente con la tabla de transformadas
de funciones.

Un ejemplo que ilustra las diferentes formas de antitransformar es el siguiente:

Ejemplo 1. Antitransformar

1
" =ae-n

Meétodo 1. Fracciones simples

1.1.a#b

1 A N B
(s—a)(s—b) s—a s—b
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Los coeficientes A y B son los residuos de F(s) en a y b, respecivamente.

R(a R(b)

=7 Y
s—a s—0b
1 ~1 1
a—b a—b at bt

= — H(t
s—a+s—b a—b( JH(?)

1.2.a=b
1 1
= c t e H(t)

G-a)s—b  (s—a)
Esta se obtiene directamente por tabla y el teorema del desplazamiento en s.

Método 2. Inversion

2.1. a # b (Heaviside)

1 < 1
(s—a)(s—b)| ~ O(R?)

[F(s)] <

Puede acotarse F'(s) por un polinomio en R?, por lo tanto vale el teorema de inversién.

(s —a)? < O(R?)
H(t) f*(t) = H(t) R[F(s) ™, d]

a € polo de segundo orden

M¢étodo 3. Convolucion

De acuerdo al teorema de convolucién, suponemos ¢ > 0.

31.a#b
! c e ¢
s—a 220 ot g obt / 00T b(t=T) -
1 C bt 0
s—b
i ela=b)r |t
a—">b |,
bt
e
— (afb)t_l
—le ]
1
g a_b(eat_ bt)
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Meétodo 4. Combinacién de integracion en t y desplazamiento en s
41.a#0b
1
s—p3
1 /t 8 1
— C BT dr = = (Pt -1
B o 5

Desplazando s — s — a

C e’

1 1 1
— (Bt at _ * _(B+a)t at
C e”"—1)e"" =—=e e
Gae-a-n "5 V5
Tomandoa+f=bsfF=b—a
1 1 bt aty _ 1 at bt
(s—a)(s—b) I:b—a(e ¢ )_a—b(e e
42.a=10
Es andlogo al 1.2. (se obtiene directamente de tabla).
Meétodo 5.
51.a=10

1 1

(s—a)(s—b) s2—(a+Db)s+ab

Llamando 2a = a + b, 8 = ab

1
s2—2a+pf
1

(=P~ (@)

Considerando w? = o? — (3, resulta

1 ! 1 at
(5 _a)(s - b) - (3 _Oé)2 — w? = E Senh(wt) e

De donde, para t > 0

* e e —¢ 1 (atw)t (a—w)t
= ——m«—— = — —
pray = S L (e gty

_a+b a-b
at+w= 9 + 9 =a
a_w:a—I—b_a—b:b

2 2
2w=a—-0>
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Resulta

Otro ejemplo de antitransformacion, con puntos de ramificacién, es:
Ejemplo 2.

Fls) = %

c—1iR

. ) ) . 1
Figura 22: Camino de integracion para F(s) = —.

NG

Esta funcién no tiene polos ni puntos singulares esenciales, pero si un punto de ramificacién en
s = 0, como se muestra en el figura[l11.5.
Por otro lado

L1
O(R'Y?)

Fo)l=|

Se aplica la tesis del teorema[11.3 para t > O:

=g [ Fetas =0 ¢l

=)

T
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Se plantean las integrales en I's, 'y, I'5

Is: [R—¢,0] —C

pr—»peiﬂ'

0 1 in R—c 1/ .
- LY L N P 2ot dp ——
/Fg /Rfc p1/2 ein/? ¢ P Z/() pre P R—+x
4o

o _ + o0 _1/2 d o
L 1z g=pt g, PET _'/ T - 4T _
P Z/O p?e P i = e " \/E\/E

Ty: [r,—7] — C

pr—r ei@
e’ cos(yp)t
< 27r 0 = —0
Ty \/’I_" r—0+ Ty r—0+

R—c 1 ) R—c y
_ : pe Tt do = —i Y2 o=pt g
R A = T A

Volviendo a la ecuacién 2] (¢t > 0)

R e

C2mi 2mi

NIRRT

Un tercer ejemplo de antitransformacion, para funciones periddicas, es el siguiente:

Ejemplo 3.
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1 Yy

PO =sa=e s
Los polos son las raices de: 4mi
1—e7* 2mi
entonces 5 p -
s = —2kmi —2mi
Por lo tanto e

k=0 polo doble
k#0 polos simples

En este ejemplo hay infinitos polos simples. Puede aplicarse el teorema de los residuos, pero
después debe analizarse el limite cuando R — 400 de la suma de los residuos.

Parat >0

* _ .
o=, $ it o

i=—k
Calculamos
s _ (I—e®)—se®
RO)=D|-1—¢"7) =
( s=0 (1—e)2 s=0
Aplicando L’Hospital
e = st 1
T 2(l—e%) e so0 2
1/5 o5t 1/, oSt
R(2kmi) = /76_ _ /fe
(L —e™*) | o opms € s=2kmi
erﬂ'it
" 2kmi
Entonces
k 2kmit
1 e
R=— — ¥t
i=Z—k 2 + Z_Z_ 2kt k—+x it
1 +X e2k7rzt
*
t) ==
0 2 + P 2km

esta es una serie de Fourier exponencial, que también puede transformarse en trigonométrica:

+%0

sen 2kt
L

donde se ve como la funcién peridédica de T = 1 puede expresarse como serie de Fourier.

2k7rtt —Qkﬂ't

0 =3+ Z -3+
2 & 2kmit 2
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12. Transformada de Laplace de Funciones Especiales

12.1. Funcién at

1 a>0 IS_

s—1Ina

t _ stlna

cxz>Ina

s—Ina

12.2. Funcién logaritmo y |s

Int = %(F’(l) —Ls)

Demostracion 1°

+o0 +o0

) st=r d
/ Intest dt = / L (z) e 7 a
0 0 s s

Demostracion 2°

Iw+1)

w
t° O gutl

’:t:: basta derivar dentro del signo integral.

Para hallar la transformada de

Esto es posible porque se cumple:

Hl) v e—st e C/w,t
HQ) t“ Int 67“ € C/w,t>0

Hs) / tY e dte CV < t“ € CPOE/p<s
V+l

Hy) / t Int e * dte CV «= " Int € CPOE/y<q, <o
V+l
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Entonces:

w T 1 +xC w
AR TS o L
ow ow swtl 0 ow

w ot* Mw+1) T(w+1)
t* Int = % = Sw+1 - 511)+1 Ls
Pasando al limite cuando w — 0
I'(1 I'(1) L
e o L@ _I@)Ls
s s

12.3. Funciones de Bessel Jq(t)

y

1

J()(t) — >
s +1 AR |
AAAAAAAAAARS

Demostracién 1 Esta demostracién es un ejemplo de como la T.L. también resuelve ED lineales

de coeficientes no constantes.
ED. BESSEL v=>0

Jo(0%) =1
J0%) =0

1
Y+ Ty +y=0

Se tiene entonces la ED que se transforma
ty" +y' +ty=0

Transformando, aplicando la linealidad y la derivacién en s

= [s*Y(s) = s y(07) = ¢/ (07)) + [sY(s) —y(0F)] = [Y(s)] =0

Sabiendo que J(0") =1y que J'(0+) = 0:

—52Y'(s) =25V (s) + L +sY(s) == Y'(s) =0

Y'(s) _ s

Y(s) s2+1

LY(s)=—=L(s*>+ 1)+ Lk
Y(s) = 52k+ 1
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Aplicando el teorema del valor inicial

ks
Y(s) =

Demostracion 2 Esta demostraciéon es un ejemplo de como operar en T.L. con series:

SECMC

Jo(t) = Kk

=
g

Transformado término a término (existe CU)

o1 (2k)!
2 'k:' 92k 2k+1

ZL{Jo(t)

Recordando la serie de Taylor de

1—=2
1 1

= 1—22(1_2) ’ 20 1

1 1
fl=g-a p—

13 5 13
" -2 N3 .2
[r=g550-2)7 250 22

13 2k —1 13 2k —1
(k) _ 12 1 @k+1) 192

En nuestro caso, la serie 4:

L{Io(t)

k12K 1 1
2 'k:' 92k 2k+1 ¢

1
s2+1

Demostracion 3 Recordando la forma integral de Bessel

oL ]
[

i(t sen p—nyp) dsﬁ

Paran =0

1 Ltseup
I T d
o ¥

1 T
J()(t) 1 / 27T (/ ztsencp d(p) efst dt
0 -7

95
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Se puede cambiar el orden de integracién pues la funcién es f € CPOE

1 ™ —+ 0 )
— 2_ / / eztserup e—st dt d(p
™ J_=xJo

1 T 1
- - d
2 J_, s —iseny

Esta integral se puede calcular en el campo complejo

1 T 1 z=e 1 % 1 dz
— ‘ dp =—— — _
27 J_. s—iseny 2 s—% (zf;fl) iz

- 25 — 24/82 +1 —2s -

12.4. Funciones de Bessel J,(t)

WV +1-5)"

Jn(t) = BV

Demostracién 1

1 T
Jn(t) _ / ez(tsentpfmp) d@ _ (_1)n J_n(t)

2 J_,

+ 1
In(t) 2 (—1)”/ / i(tsenp—np) dp ~st g1
0

Cambiando el orden de integracion, valido porque f € CPOE

1 ™ ) + 0
— (_1)n 2_ / ezntp / estsentp efst dt d(,O
T Jx 0
1 ™ ne
=— (=1)" / 6'7
27 _r S —iseny
Haciendo 2’ como en el caso de Jo(t)

1 —2
— Ve
21 22 —2pz—1
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Los puntos singulares son:

z1=s+vs2+1 (excluido)

zo=8—1/s2+1 (incluido)

Demostracion 2 De acuerdo a las férmulas de recurrencia de las funciones de Bessel.
2I(t) = Juor(8) = Jusa (8)
Jpi1 = Jp_1 —2J),
Paran =20
Jy=J_1 —2J}
Como J; = —J_4
Jp = —J}

Transformando —.J|(t)

1 5 1 . 1 —2s5v/s2 +1+ 252
Vs2 +1 s2+1 s2+1

(\/32 +1-— 5)2

IV

Ensayando por recurrencia la férmula

(\/32 +1-— s)n

Jo(t) = ——————
O=""Ja
(\/52-1—1—5)n_1 (\/32+1—s)n
— P l —_— —_—m
Jn+1 = Jnfl 2Jn | \/m 2s 32 1
3 . n—1
=( i +21+f) [1—25v/s2+1+ 257
s
( 82 . S)n+1

T
[ -
T
—_

12.5. Relaciones entre sen y J,

Recordando el producto de convolucién y las transformadas de sen y Jy, queda:

t
1 ! L C Jo(7) Jo(t — ) dr = sent

\/S2+1.\/S2+1232+1 0
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Adema3s

Vs?+1 Vs? +1

V2 +1—35)" 2+1—38) " 1 t

( )| ) =71 E/Jn(T)J,n(t—T
0

¢

- / T (7) Tt —

0

12.6. Funciones de Bessel hiperbdlicas

I(t) = (‘S_— V2+1)n

s
V82 —1

Las funciones de Bessel modificadas de 1° especie son:

+o0 (i£)2k+n +w
_ N . _n _1\n 2 —
Ly(t) = i7" Ju(it) = i7" ) (=1) ICERSI
k=0
Transformando la serie

1 1 (2k+n)!
nl(n + k)l 22k+n “g2k+n+l

) dr = sent

T)dr

() = . . j*z 1 1 (=1)*(2k 4+ n)!

o
= nl (n + k)l 22k+n g2k+n+1

(Vs2+1— s)n

V82 +1

Resulta:

L) = S 1 1 (2k +n)! B
" n!(n+k)! 22847 sopingn (5)2’”'”4'1 B

Z n! (’n + kj)l 92k+n p (§>2k+n+1

(2

k=0
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12.7. Funciones cos y sen integral

1
ci(t) o —= L+/s2+1
s

1
si(t) = —— Arctgs
s

Recordando la definicion

+oC
ci(t) = — / T d4r
t

T

T T

+0 +0 eiT
dr O —/ (/ —dT) et dt
0 t T
+ i T
=—/ e—/ e dt dr
0 T Jo

+o0 o0
ci(t) + isi(t) = —/ BT dr i —/ T ar
t t

Il
|
r\
+
S
[¢]
\1|<:]

-
D f Esta integral se calcula cambiando el orden de
7 integracién en el recinto D, entonces ¢ € [0,7] y
7 € (0, +00).
t
+0 it ,—sT _ +0 it _ L —(s—i)T
e'm e 1 1 e e
ci(t) +isi(t) = —/ — ———dr = ——/ —dr
0 T —S S 0 T

Esta integral se puede calcular asi:

+oC Lat _ bt i ox0 1 1 i
/ € T8 st dtz/ - ds=L<S O‘)
0 t s S—a s—p s—=p

Por lo tanto:

+LC T 1 Y 1
—/ C dr o ——L<M>=——L(1+z’s)
‘ s s

T i
1
—= [L\/s2 +1 +iArctgs]
s

‘L_L S—ﬁ
s_ S —«

Separando parte real e imaginaria

. T cosT 1
ci(t) = — dr o — > La/s?2+1
. T s

+0
1
si(t) = —/ SenT dr o — = Arctgs
‘ T s
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12.8. Polinomios de Laguerre

Los polinomios de Laguerre L,,(t) son un caso de polinomios ortogonales en el intervalo ¢ € (0, +0).
La féormula de Rodrigues correspondiente es:

Ln(t) = ¢' DW[t" 7]

Transformando o(t) = " e™*

ot n!
pt) =t" e (5 + 1)+t
Como (‘0(0+) = (lpl(0+) — = (‘0(7L—1)(0+) =(
n |
D(n) _ D(n) n —t s n.
[P =D o) 5 S

Resulta por el teorema de desplazamiento en el campo s

| _ n n
ot D™ [t" e7!] o M =nl 1 (1 — l)

S'rH—l s s

1 1 n
Lat) o ntl <1__>
s s

Esta formula permite hallar la férmula generatriz de los polinomios de Laguerre, pues:

+0 n +oC n n
x 1 1 x
L,(t)— = -(1--] —
Z n(t) n! ZMS ( s) al
n=0 n=0
Serie geométrica de razon (1 — %) x
N PEA. 1 1 1 B
="l s1—-(1-Y2 s-pr+or s(l-z)+x
_ 1
s+ T

Esta ultima expresion es facil de antitransformar

L _t(l%i) | 1 ;
1—2z l—z s+ %
Por lo tanto
+C n
T 1 T
ZLn(t)g =1-.° t(r)
n=0

Foérmula generatriz de los polinomios de Laguerre

13. Resolucion de ecuaciones diferenciales y sistemas de
ecuaciones diferenciales

En este capitulo se desarrollan ejemplos de aplicacién de la T.L. a diferentes tipos de ED y
sistemas de ED.
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13.1. ED lineales de coeficientes constantes

Ejemplo 1.
y(0) =0

"+2y +y=te’
Y y +y J(0) =0

Transformando se obriene una ecuacion algebraica.

1
$2Y(s)+2sY(s) +Y(s) = TESIE
9 1
1
Y =
)= GF1
Antitransformando
B,
y(t) = 31 ¢
Verificacion:

2-3 2-3 3
/" / _ —t_= 242 Nt = 242 _ 9N et N\t
Y +2y +y=te %W+3! +3r¢/e’f 23! +Z!\\

=te !
Ejemplo 2.
y(0) =4'(0) =0
m +y=t
y y { II(O) — 0
SY(s)=1+Y(s) = =
52
1 1
Yis) = <3_2+ ) s34+1
s2+1
Y —
() s2(s3+1)

Como f*(t) = Z?Zl R[F(s) e, s;] para t > 0, se calculan los residuos.
Los polos son:

(2k+1)7 __
3 ) =—1,

$4+1=0 — s=(-1)"= el s =e 17 (polo simple)
220, sy =i (polo simple)
k=1 QT .
— s3=¢"=-1 (polo simple)
2=0 = — 54=0 (polo doble)
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Los residuos de primer orden s, s, S3 se calculan por:

2
sj+1 oot
R(s;) = —2 (Frnen st
Sj) = 2 = 1 = 3 ’
355 355 357
s R(s) = 2OE e o L ()
=1 -
R = 2 E e L (e
Jj=2 -

El residuo en s =0

R(O)zD[52+1 eSt] _ [23(s3+1)—332(52+1) st+32+1
s=0

—- e - t e
5341 (s2+1)2 s3+1 a0
=t
Entonces
1 ) 2
y(t) = —= e?! (e_\/g“5 +e2 ”) + = e+t
3 3
2 3 2
y(t) = ~3 e%tcosgt-i— 3 e !+t
Verificacion:
211 . 3 1 . 3 3
y" = -3 [g ez’ cos%t +37 ez’ (—7> sen%t%—
1 3 3 3V3 3 2
+3= e2t <_Z cosgt) + st (%sen%t)] — §€7t + 0
0 0
"4y = et cosﬁt —3 18—— + sengt 23 5 g—
y-ry= 2 24 2 38
0
poet (242 10 =
3
13.2. Sistemas de ED lineales con coeficientes constantes
Ejemplo 1.
¥=x—y z(07) =5
y =2z + 4y y(0t)y =7

Transformando el sistema lineal de ED se obtiene un sistema lineal de ecuaciones algebraicas.

{SX(S) —z(0%) = X(s) = Y(s)
sY(s) —y(0%) = 2X(s) +4Y(s)
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ordenando:

-5 = X(s)(1—-s) + Y(s)(-1)
-7 = X(s)(2) + Y(s)(4—29)

Se resuelve por el teorema de Cramer

1—s -1
2 4—s

A= =5 —55+6=(5—2)(s—3)

Este determinante no es otro que el polinomio caracteristico |[A — s I|, donde las raices de A son
los polos de las transformadas X (s) e Y (s), y son los autovalores de A.

-5 -1
A, = =5s—27
-7 4—s
A= [PTF T D
vl g g T

Por lo tanto, antitransformando por Heaviside : ¢ > 0

5s — 27

X(s) = ————0 t) =17e* —12¢€%
(s) -2 (-3 = | z(t) Te e
Verificamos z(0%) = 5
7s+3
Y(s) = ————— = —17€% +24¢%
(s) =2 (5=3) E‘y(t) Te" +24e ‘

Verificamos y(07) = 7

Puede realizarse una verificacion general

a'=34e* —36e = (17e* —12€%) — (17> +24¢*)  =34¢* —36€™
Y= —34e” + 7267 =2(17€* —126%) +4(—17e* +24€%) = —34e¥ 4726
Ejemplo 2.
P =x+2y+et z(0T) =0
Y =2x+y y(0t) =1
Transformando:
sX(s)—z(0") = X(s)+2Y(s) + !
s+1

sY(s)—y(0T) = X(s) +Y(s)

ordenando:

1
Cs+1
-1 = X(s)(2) + Y(s)(1—y¢)
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Se resuelve por el teorema de Cramer

1—s 2 9
A= =5"—-2s—3=(s+1)(s—3)
2 1—s
1
—= 2 s—1 3s+1
A = s+1 — 92 =
‘ ‘—1 1—s| T s¥1 " s+1
1—s —-L 2 241
Ay: s+1 =S—1+—=S+
2 -1 s+ s+1

Antitransformando por Heaviside : ¢ > 0

35s+1
E 3t _ 9 3
RO =16 =3
3s+1 3(s—3)—(3s+1) 3s+1
=D st — st + st
R(=1) [3—36 L:— [ (s —3)2 € +s—3 € N
_ w0 oy =2 4 (51
166 +_4te =e <8+2t>

Verificamos z(07) = 0

82
Y(s) = gy = Y0 = RE)+ R
R(3) — %eSt — g 3t
N L 25(s—3)—(s2+1) ,, s2+1, 4
R(_l)_D[5_3 ]51_[ (s —3)? 5_3te s=—1

Verificamos y(01) = 1

64



Verificacion:

15 5 1 1 5
x'=§e?’t+e_t <§—§t+§> =<§e3t+e_t<

+2(§ et 4 et (3

8

15 4 —t 1 9 15 4, —t 5

- ——t _ [

8e + e 2+4 8e + e 3
_15 3t —t t 9
—8e +e 2+4

13.3. Ecuaciones Integro-Diferenciales

Ejemplo 1.

y(t)+3 /0 y(7) sen(t — 1) dr = e *

Transformando:

s2+1 s+1

Despejando:
s2+1+3 1
) -
(ﬁ[ 241 ] s+1
s2+1
Y —_
)= G0
Antitransformando:

y(t) = R(-1) + R(2%) + R(—21)

R(-1) = % et
; AT g 231 =20)
RC) = Girna® T a5 ©
N 4+l 3(1420)
R=2D = e © ~ @ ©
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2 3 p ; . )
y(t) — g e—t + 2_OZ [e—t2t+e—t2t 42 (61215 +e—12t>]
2 3 ‘ ‘
=ze + 207 (—2i sen 2t + 4i cos 2t)
i
2
y(t) = R e !+ g cos2t — % sen 2t
Ejemplo 2.
t t
4 / y(r)dr + y'(t) = / y(T) cos(t — T) dr y(0) =1
0 0
Y(s) s
4—= Y(is)—1=Y
s + s Y(s) () s2+1
4 s
Y(s) | Z4s——"—| =1
(s) [S ts— 5 1]
4 2 4 4 2 2
Y (s) s°+4+s"+s s _
s(s?2+1)
s(s?+1)
Y =
(®) (s +2)?

y(t) = R(V2i) + R(—V/21)

R(\V21) D[(Sf%i)z eSt]sz 5

_ [(352+1)(s+\/52‘)2—2(s+\/5i)(83+s> ot 4 SFS
(s ++/2i)* (s ++/21)? s=vZi
i V2t i(— ,
- [(—6+1) (—8) —2(2V214) (vV214) (—1)] 642 + ﬁ_; Dy givar

R(-V2i) = D [(58_3%@)2 eStL@-

_ [(3524-1)(5—ﬁi)Q—Z(s—ﬁi)(s3+s) ot 3 +s 4ot
(s —/2i0)4 (s —\/21)2 s=—/2i
e—iV2t —/21%) (- -
=[(—6+1)(—8)—2(2—\/Ei)(—\/iz')(—l)] it ( ﬁ_;( Dy mived

2
y(t) = cos /2t — %t sen/2t

14. Aplicaciones

La principal aplicacién de la T.L. es resolver con rapidez las ecuaciones y sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes.
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Ademas pueden resolverse ecuaciones lineales en derivadas parciales, ecuaciones integro-diferenciales
y aun ecuaciones diferenciales con coeficientes no constantes.

El primer modelo, por excelencia, es el presentado en el parrafo [7, regido por la ecuacién
diferencial de 2° grado que se trata a continuacién.

14.1. Resolucion del modelo EDL con coeficientes constantes

14.1.1. Ecuacién general en s

Se resuelve entonces el modelo planteado en [7 en el caso general, ain con condiciones de
contorno no nulas.

Sistema
i(t) o(t) ;
_ _ ‘ao”(t) +b0'(t) + co(t) = i(t) ‘
(a,b,c) ctes. reales
u
Z(s)
i(s) O(s) a [s*O(s) —so(0%) — o' (0]

+b [sO(s) —o(0")] + cO(s) = I(s)

Por lo tanto, la ecuacién general de O(s) es:

_ I(s) (as+0b)o(0%) +ad(0F)
O(S)_a52+bs+c+ as?+bs+c

Llamando Z(s) = as?>+bs +c

O(s) = é((:sg)) N (as+b)0(§(+s))+ ao(0)

Donde el primer término é((i)) es la respuesta a la excitacion de entrada y el segundo término es la

respuesta del sistema a las condiciones iniciales o(0%) y o'(0%).

Para estudiar mejor la respuesta o(t) se clasifican los siguientes casos, segin sea (t).

TIPO DE ENTRADA
Nula (libre)

i(t)=0
Forzada i(t) #0
Constante i(t)=A
Cisoidal i(t) = Aet
Poliarménica i(t) = Y7 ¢, et
General i(t) genérica

as o + a OI +
Por la linealidad de la T.L. se puede siempre estudiar por separado é((z)) y [(as+D) (;(s))+ (0]
y luego superponer los resultados.

14.2. Repuesta para entrada nula (movimiento libre)

Siendo i(t) =0 3 I(s) = 0, la respuesta general se reduce a

_(as+Db)o(0") +a0d'(0")  (as+Db)o(0")+ao (07)
Ols) = Z(s) B as?+bs+c
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que es una funcion racional que tiene como denominador un polinomio de 2° grado. Sus raices son
los ceros de la impedancia Z(s).

—b b\’
Z(s)=a52+bs+c=0=>(9172=%i (%) —2

Se pueden clasificar tres casos segun el discriminante A

b\ 2
2a a
I A >0 s # sy raicesrealesy distintas

11 A =0 s;=s2 raicesreales e iguales
III A<O0 s =35 raicescomplejas conjugadas

ITa) Solucién en el caso I (A > 0)

O(s) = (as+0)o(0%) +a0d(07)  (s+Ya)o(0F)+ a0 (0F)
o= as?+bs+c B (s —s51) (s — s2)

Por el teorema de los residuos

(81 +Ya)o(0%) +a0'(0%) s, (524 Ya) 0(0%) +a0'(07)

oft) =

eSQt

Analizando el resultado se tiene:

—b — —b —
2a 2a
b —b b b
s14-=—+VA+-=_—+VA=—s
a 2a a 2a
—b b b
e A+ I = A=
82+a 2a +a 2a 51

Por lo tanto:

oft) = —s520(07) +0/(0T) st 51 o(0%) +0'(01) oot

2VA —24/A

+
oft) = o(0%) (=5 et 51 €%t) + o\v’)

2VA

Verificando el resultado con respecto a las conficiones iniciales:

0(0%) O (o _ oo+
olt) o s (82 +s1) + G (0) = 0(0")
0(0%) o' (0%)

rey _ B _ o+
o'(t) ot 2\/5( 8281+8182)+2\/Z(51 s2) =0'(07)

ITb) Solucién en el caso IT (A =0)

(s+2) o(0%) +0'(0%)

(s —s1)?

O(s) =
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Por el teorema de los residuos
+\ st b + 100+ s1t
o(t) =0(07) e + [{s1+ =) 0o(07)+0(07) t e™
a

o(t) = 0(0%) e + [(=s1) 0(0F) + 0/ (07)] t &*
o(t) = 0(0%) (1 — s1t) " +0/(0%) ¢t ™
Se verifican las condiciones iniciales:

oft) —— 0(0")

o) =0(0") [(=s1) + (1 —s1t) s1] et + o' (07) (1 + s1t) e** ¢

———0(0") (=51 +51) +0'(0F) = o(01)

t—0+

ITc Solucién en el caso IIT (A < 0)

Siendo los polos diferentes y complejos conjugados, la solucién es la misma que en el caso I.

+ 10+
_o(07) (_52 o1t gy 65215) I o'(07)

0(75)—2\/Z SVA

(eslt _eSQt)
pero aqui podemos analizar: A < 0 = /A = i,/|A]

o=V 4 VA = _—b+wm|

17 2 - 2a

522_—b— AZ%—i\/‘A|

2a
o(t) = 23(02| [(% +z'\/KI> e(FHVIAN | (;—; +i\/lf> e(g_f‘i\/x)t]

N ?/(O+) [e(;—fﬂﬂ)t_e(;—j—i\/f)t]
2iV/[A]

(=)t
o(t) =0(0+);im 2—”&2@' sen/|A[t + v/|A[2i cos |At]
or) S 7y, A
+ 0'( )21' a [zsen | |t]
o(t) = e %! [0(0+) (i sen\/Wt + \/WCOS A|t) + o' (07) sen+/|Alt
VaTA 2a
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Se verifican las condiciones iniciales

oft) —— [ (0%) \/|X+o]—oo+)

\ A

)
o
3

_> [O( (- sen+/|Alt + /|A| cos A|t) + 0'(07) sen IAt]

. Ne ok [ ( VIA] cos /AL — (x/W)Qsen A] t) + o' (0%) /1A cos /A t]

o e [0V ¢ ot0%) VT 4 o0 V] = o0

14.2.1. Condiciones de estabilidad en caso de entrada nula
Se define a un sistema como estable cuando la solucién no diverge, es decir, estd acotada.
SISTEMA ESTABLE := V¢ : Jo(t)| < M
Se estudiara la estabilidad en el caso del sistema lineal de entrada nula, caso por caso, supo-

niendo que los coeficientes a, b y ¢ son no nulos.

Caso I (A > 0) Siendo las respuestas una combinacién lineal de exponenciales es1? y e*2t, la
solucién es acotada si y sélo si:

<0
Vi lot) < M < {51
SQSO
O sea que:
o= 224 VIR
' 2
—b
SQZZ—'\/‘A|<O

Como sy < s1 entonces
So <851 <0

v basta demostrar solamete que s1 <0

—b
— +V|Al<0

2a
VIAl<

@“’Ic"

o< (z)

= sgb=sga

VN

[\>]
NS
N——
%

|

|Q

Qlﬁ/\\

Por otra parte, de /|]A] < L

b
Al < — = sgb=sga
2a
En resumen:

Caso I SISTEMA ESTABLE <= sga=sgb=sgc
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Caso II (A =0) Las respuestas en este caso son una combinacién lineal de e y ¢ e52! | por lo
tanto:

Vi : Jo(t)| <M < s3=5 <0

De donde
—b -
s1= — <
! 2a
b
0< — = sgb=sga
2a
Ademsis

b\2
0< =< ) = sgc=sga

c
a 2a

Analogamente al caso I

Caso II SISTEMA ESTABLE <= sga =sgb=sgc

Caso IIT (A < 0) La respuesta es una combinacién de funciones seno y coseno, multiplicadas
—b
por una exponencial o) ! entonces:

—b
Vit : t M — <0
lo(t)| < — 5

b
0<— = sgb=-sga
2a

Por otra parte

()~
A<)= |—] —=—<0
2a a

0<|— ] <—-— = sgc=sga
2a a

Como resultado se repite lo que ya se obtuvo en los casos I y II

Caso III SISTEMA ESTABLE <= sga =sgb=sgc

Entonces: Condicién necesaria y suficiente de estabilidad es que los coeficientes a, b, ¢ (no
nulos) tengan el mismo signo.

Sistema

0 =i(t) o(t) SISTEMA sga=sgh=sgc

ESTABLE

aod” +bo +cs=o0
a#0 b#0 c#0
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Sistemas de entrada nula no amortiguados
/ Q
Y

14.2.2. i
Este caso se presenta cuando b, el coeficiente de o', es nulo
=0
+iy/]A]. La solucién o(t) se reduce a

SISTEMA NO AMORTIGUADO :

La respuesta es un caso III, pues s,
o(t) = o(0") cosy/|Alt + 0o'(0T) sen+/|A
caso de vibracién armdénica no amortiguada, donde 1/|A| se llama frecuencia natural de vibracidn

14.2.3. Tabla para caso de entrada nula (movimiento libre)
CASO A SOLUCION
o(07T) , , o) . ,
A>0 o(t) = (—52 et 45 e”t) + (e‘(’“5 - 52t)
214 2VIA|
y

I

Sobreamortiguado
.~ 0'(0F)
o<o+>,\
X

II A=0 o(t) =o(07) (1 —s1t) " +0/(07)t '
Amortiguado
Limite y
. d(0)
o(0%) \
X
e il
II1 A<0| oft)= —== [0( (— sen/|Alt + 4/|A] cosA/|A| t) + o' (0%) sen/|A|t
Subamortiguado VIA|
y ,'0/(0+)
o(0%) '
1 \\
AN
o
e
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14.3. Respuesta para entrada forzada. i(t) = A (constante)

De acuerdo a lo visto en I

I(s) (as+0b)o(0%) +ad(0)

O(s) =

Z(s) Z(s)
La respuesta del sistema es la superposicién de los términos de la expresién anterior:
I(s)
O —
= 76)
as+b)o(0")+ad (0"
0(s) — (@3 +D)0(0%) +ad(07)

Z(s)

el segundo de los cuales es la respuesta del sistema al caso de entrada nula (movimiento libre) ya
estudiado.
Por lo tanto, se realiza el anélisis de O;(s):

it)y=A4 o I(s)=§

A Ala
O1(s) = sZ(s)  s(s—s1)(s—s2)

De acuerdo a los casos estudiados de s; y s2 , se tiene:

Caso I (A >0)

A 1 es1t es2t
Ol(t) = — |: + + :|
a | s182 S1 (81 — 82) S92 (82 - 81)
A - Sq €51t —g; eS2t
a 81 82 §1 — 82

Como s7 - 89 = g

A
Ol(t)ZE 1+

1
2V1A| (52 €7 =51 em)}

Caso IT (A =0)

Ala
01(5) = s (5 _ 51)2
Al1l st Al1l
Ol(t):—[—g'i‘D[e—” ——[2-1— > eSfp—t et
a s 5 S=81 a S1 S1 S1
A
o1(t) = - [1 —eftt 4ot eslt]

Caso ITI (A < 0) El resultado es andlogo al del caso I, con VA = iy/|A]

+ _ (52 et —g es2t)1

2+/[A
Realizando las mismas operaciones que en el anélisis del caso Ilc, queda:
b
o1(t) = — [1 — et (2— sen/|A|t + +/|A| cos A|t>]
a

Observacion: Las condiciones de estabilidad son anédlogas a las vistas para el sistema de movimiento
libre.

01 (t) =

c
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14.4. Respuesta para el caso general de entrada forzada

Se estudia la respuesta

O1(s) = 2((2))
Antitransformando
- I(S) st
01(t) = R e’ s
®=2 Feied

donde se suman los residuos en los polos de ﬁ y en los polos de I(s).

o 5 slihen] 5 s

polos polos I(s)

N

Z(s)

El primer término (polos de %) es una combinacion lineal de exponenciales.

S

s1t Sat

e e
(6]

t eslt y t eSQt

de la misma manera que en el caso de entrada nula.
Si se cumplen las condiciones de estabilidad (sga = sgb = sgc) , estas soluciones tienden a
cero para t — +00.

Rz ete] o

polos Z(IS)

Esta respuesta, conjuntamente con la respuesta oz (t), que depende de las condiciones iniciales,
forman parte del régimen transitorio.
El segundo término

L Rl ]

polos I(s)

puede también tener transitorios, pero ademds puede tener respuesta permanente, que no desapa-
rece cuando ¢t — +00.

Un ejemplo es el caso armonico:

Buw
52 +w?
1 Buw 1 Bw 1

Ii(s) = — =
1(s) a s24+w? (s—s1)(s—s2) $2+w?as?+bs+ec

i1(t) = Bsenwt = I(s) =

14.4.1. Respuesta a s1, s
Caso I (A >0)

1 Buw 1

R(s1) = — ———= es1t
(51) a s? +w? 51— so
1 Buw 1
t
R(SQ):_ 2 D) e’
a $5 +w* S3 — 81

74



Caso IT (A =0)
Buw
D st
[32+w2 ¢ le
—2s ot 1 £
= = eSS S S
a [(52+w2)2€ +52+w2 ¢ le

Bw sit —251 1
= ¢ 2. 2 5 2!
a (s1+w?)  si+w

R(s1) =

g I+
S

Caso III (A <0) Anédlogo al caso I

14.4.2. Respuesta a los polos de I(s)

Buw 1 .
R(i — 1wt
(i) 2iw a(iw)?2+biw+c
B 1 )
R(—iw) = Y et

—2iw a(—iw)? +b(—iw) + ¢
La suma de los residuos se puede reducir a la forma:
R(iw) + R(—iw) = a senwt + [ coswt

que es la respuesta permanente del sistema.

75



	Introducción
	¿Qué es una transformada?
	La aplicación de la Transformada de Laplace

	Transformada de Fourier. Sus limitaciones
	Función de Heaviside
	Definición de T.L.
	Definición
	Notación de la T.L.
	Relación entre T.L. y T.F.

	Condiciones de existencia
	Teoremas de CV para funciones acotadas
	Convergencia absoluta. Abscisa de CV
	Convergencia simple. Abscisa de CV
	Convergencia para funciones de orden exponencial
	Funciones de orden exponencial (FOE)
	Definición de función CPOE


	Propiedades básicas de la T.L.
	Linealidad
	Transformada de la derivada de f'. Derivación en t

	Aplicación de la T.L. a la resolución de sistemas y ecuaciones diferenciales lineales
	Transformadas elementales
	Constante-Heaviside
	Función potencial
	Exponencial
	Cos, Sen
	Cosh, Senh
	Tabla de transformadas elementales

	Propiedades de la T.L. Segunda parte
	Integración en t
	Derivación en s
	Integración en s
	Desplazamiento en t
	Desplazamiento en s
	Cambio de t|k|t. Cambio de escala
	Convolución
	Transformada de funciones periódicas
	Propiedades de la Transformada de Laplace. Tabla

	Propiedades de la T.L. Tercera parte
	Primer teorema del orden de la T.L.
	Segundo teorema del orden de la T.L.
	Teorema del valor inicial
	Teorema del valor final
	Propiedades del producto de convolución

	Fórmula de reciprocidad de la T.L
	Teorema de reciprocidad de la T.L.
	Inversión. Cuando las singularidades de F(s) son puntos singulares aislados
	Fórmula de inversión cuando F(s) tiene puntos de ramificación
	Teorema de Heaviside
	Ejercicios de antitransformación

	Transformada de Laplace de Funciones Especiales
	Función at
	Función logaritmo
	Funciones de Bessel J0(t)
	Funciones de Bessel Jn(t)
	Relaciones entre sen y Jn
	Funciones de Bessel hiperbólicas
	Funciones cos y sen integral
	Polinomios de Laguerre

	Resolución de ecuaciones diferenciales y sistemas de ecuaciones diferenciales
	ED lineales de coeficientes constantes
	Sistemas de ED lineales con coeficientes constantes
	Ecuaciones Integro-Diferenciales

	Aplicaciones
	Resolución del modelo EDL con coeficientes constantes
	Ecuación general en s

	Repuesta para entrada nula (movimiento libre)
	Condiciones de estabilidad en caso de entrada nula
	Sistemas de entrada nula no amortiguados
	Tabla para caso de entrada nula (movimiento libre)

	Respuesta para entrada forzada. i(t)=A (constante)
	Respuesta para el caso general de entrada forzada
	Respuesta a s1, s2
	Respuesta a los polos de I(s)



