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Presentacion

Estas notas sobre Algebra Superior estan disefiadas para
un curso del primer nivel de una licenciatura en
Ingenieria y se intenta que al final del programa, los
estudiantes dominen los principales conceptos
algebraicos tratados aqui : las matrices , los sistemas de
ecuaciones lineales , los polinomios , los nimeros
complejos etc. , asi como las principales aplicaciones de
ésta herramienta matematica fundamental .

Se incluyen las demostraciones de los teoremas, por la
completez del curso, mas que por interés matematico,
con el fin de no dejar en el estudiante una sensacion de
vacio, la cual probablemente surgiria si solamente se le
dan las formulas y se le dice como aplicarlas .

A lo largo del texto se proponen numerosos ejercicios
por resolver, para la mayoria de los cuales se incluye la
respuesta, con el proposito de motivar al lector a
obtenerla.

Es muy importante sefialar que la solucion de los
gjercicios propuestos es practicamente obligatoria para

quien realmente esté interesado en aprender y aplicar los
conceptos aqui presentados .

Atentamente el autor :

Pedro Ferreira Herrejon.
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Capitulo 0
Teoria Elemental de Conjuntos

1.1 Definicién y notacién,
En su forma maés simple. . .

un conjunto es una coleccion, clase o agrupacion de objetos bien
definidos y diferenciables entre si, llamados elementos del conjunto.

Frecuentemente se utilizan las letras mayUsculas para denotar los conjuntos, mientras que sus elementos se

representan por letras minusculas, aunque se puede utilizar también otra clase de simbolos.

Los elementos de un conjunto . . .

e se colocan dentro de las llaves: { } y se separan por comas

e no pueden repetirse, aunque si pueden intercambiar de lugar, de modo que el orden de los elementos no
es importante para describir al conjunto

Asi por ejemplo, el conjunto de las letras que tiene la palabra "hipermoderno™ es. ..

L={h,i,p,e,r,mo0,d,n} 0 equivalentemente: L={p,r,o,medhi,n}
Se puede definir un conjunto:

e por extension, o enumeracion, enlistando todos y cada uno de sus elementos.

e por comprension, o descripcion , diciendo cuél es la propiedad 6 propiedades, que caracterizan a sus
elementos y les permite agruparse en un conjunto.

Por ejemplo:
A={2,4,6,8,10 }

es un conjunto definido por extension ; pero éste mismo conjunto se puede definir por comprension de la
siguiente manera:

A = { nlmeros enteros pares positivos menores que 12 }

Dentro de las llaves { }, suele usarse también el simbolo | que se lee: "tal que" , para indicar las propiedades
que tienen en comun los elementos x de un conjunto dado . Asi por ejemplo, el conjunto anterior quedaria
descrito usando ésta notacién como :

A ={x | xesunentero par positivo menor que 12 }

06 en general, si los elementos x del conjunto satisfacen alguna propiedad p(x), se escribe . ..

A={x| p(x) } "Aeselconjunto de elementos x que satisfacen la propiedad p(x) "

Pedro Ferreira Herrejon 7
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1.2 Conjunto vacio
Es el conjunto que no tiene elementos . Susimboloes @ 0 { }. Asi por ejemplo, los conjuntos . . .

M = { vacas verdes que pastan en la Luna }

N = { seres vivos de mas de 100 metros de longitud }

P = { nameros enteros pares comprendidos entre 0y 2 }
Q = { seres humanos vivos que no respiran oxigeno }

carecen de elementos y cada uno de ellos es el conjunto vacio, es decir M=@ ,N =g etc.

1.3 Pertenencia .

Para expresar que x es un elemento de un conjunto A, se usa el simbolo € que se lee como : "es un
elemento de", "pertenece a" o también como : "estaen" :

x € A significa : " xesunelemento del conjunto A "
" x pertenece a A"
"xestden A"

El simbolo ¢ es la negacién de € , es decir. . .

xe A significa : " x no es un elemento del conjunto A "
"X no pertenecea A"
"XxnoestaenA™"

Ejemplos :
Aunque los conjuntos pueden estar conformados por entidades de cualquier naturaleza, para el desarrollo

matematico son de especial interés los siguientes conjuntos de nimeros:

NOMBRE SIMBOLO REPRESENTACION
NGmeros naturales N N={1234,.. 0}
NGmeros enteros 2. Z ={-0,...~3,-2,-1)
negativos
NGmeros enteros z Z={-,..,-3,-2,-1,0,1,2,.....0}
NGmeros racionales Q Q ={x |X=§ (p.qez),q=0}
NGmeros irracionales | I ={x|x¢Q.}

Numeros Reales R 6 también
R={x|x*20 .}
NGmeros imaginarios Im Im={x|x*<0 .}
NUmeros complejos C C ={(a+ b)lacR y belm .}

Pedro Ferreira Herrejon 8
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Como se ilustra en éstos ejemplos, para conjuntos con muchos elementos puede abreviarse la enumeracién
de los mismos mediante la elipsis " . .. " . Por ejemplo el conjunto de los primeros 1000 nimeros enteros
positivos puede definirse por extension como:

Nyoo={ 1,2 3,...,999, 1000 }

donde la elipsis (" ... ") indica que la lista continta de la manera obvia.
La elipsis también se usa para definir los conjuntos con un nimero infinito de elementos, asi por ejemplo, el
conjunto de los nimeros pares positivos puede escribirse como:

{2,4,6,8, ... }
En los ejemplos anteriores, también se ha usado el simbolo " oo " para denotar el infinito.

Ejemplos :
A continuacion se definen algunos conjuntos por enumeracion (extension) y por descripcion

POR ENUMERACION POR DESCRIPCION
A={1357,11} A = { nimeros primos positivos menores que 12 }
B={aei,0u} B = { x| x es una vocal mindscula del alfabeto latino }
C={0,2,4,6,810} C ={y|yesunnimero par positivo menor que 12 }
D={Luna} D = { x| x es un satélite natural de la Tierra }
E={0,1,223,4,5,...} E = {z| z es un nimero entero positivo }
F={-3,-2,-1,0,1,2,3,4 } | F={x|xell ; -3 <x <4}

G={4,916,25 36} G={y|y=x"; xel }
H={} H={x|x*<0; xel .}

1.4 Cardinalidad.
La cardinalidad de un conjunto S, denotada por |S|, es el nimero de elementos que tiene el conjunto S.
Por ejemplo
e elconjunto A={1,3,57,9 11,13} tiene un valor cardinal de 7, es decir |A| =7
e el conjunto vacio { }, tiene cardinalidad cero, es decir | & |=0
e elconjunto N={1,2, 3,4,...}tiene cardinalidad infinita, que se denota por . |N| =N,

Algunas cardinalidades infinitas son mayores que otras, por ejemplo, el conjunto de los nimeros reales R
tiene mayor cardinalidad que el conjunto de nimeros naturales N . Sin embargo, la cardinalidad de los
puntos sobre una linea recta, es la misma que la cardinalidad de cualquier segmento de esa recta, de un
plano completo o de cualquier espacio Euclideano de dimension finita.

Al respecto, existe una famosa ilustracion llamada "la paradoja de Galileo" , que es una demostracion de
una de las sorprendentes propiedades de los conjuntos infinitos.

Paradoja de Galileo : En su trabajo final denominado "Dos Nuevas Ciencias" , Galileo Galilei hizo dos
afirmaciones aparentemente contradictorias respeto a los nimeros enteros positivos.

Pedro Ferreira Herrejon 9
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Primero, algunos nimeros son cuadrados perfectos ( es decir, son el cuadrado de algtn entero, que en
adelante llamaremos simplemente cuadrados ) mientras que otros no lo son; por eso, todos los nimeros
incluyendo cuadrados y no cuadrados deben ser mas numerosos que solo los cuadrados. Sin embargo,
para todo cuadrado hay exactamente un nimero que es su raiz cuadrada y para cada nimero hay
exactamente un cuadrado, por lo tanto, no puede haber mas de unos que de otros .

Galileo concluy6 que las ideas de "mayor que" , "igual a" y "menor que" se aplican a conjuntos finitos,
pero no a los conjuntos infinitos.

Posteriormente, en el siglo X1X el matematico aleméan Georg Cantor (1845-1918), mostr6 que algunos
conjuntos infinitos son mayores que otros puesto que no es posible colocar a sus elementos en una
correspondencia uno a uno.

Inclusion .
Si todo elemento de un conjunto A es también un elemento de otro conjunto B entonces se dice que A es
un subconjunto de B v se escribe :

AcC B que se lee: " A es un subonjunto de B "
) " A esté contenidoen B "
) " AestdincluidoenB "

Equivalentemente se puede escribir :

BoD A que se lee: " B es un superconjunto de A "
0 " B contienea A" .
) "BincluyeaA" .

La relacidn que establece < entre los conjuntos A y B es llamada inclusion o contencién.

Si A esun subconjunto de B peronoesigual a B, entonces A se llama subconjunto propio de B
escrito . . .

ACB " A es un subconjunto propio de B "
0 bién:
B> A " B es un superconjunto propio de A "

la negacion de éstas relaciones son :
AZ B (Anoestaincluidoen B)

y AZB (A noesunsubconjunto propiode B) .
Ejemplos :

e AcC A "todo conjunto es subconjunto de si mismo; pero no es un subconjunto propio "

e O A "elconjunto vacio es un subconjunto propio de todo conjunto, excepto de si mismo"
Si A={a, e i,0,u} y B=1{alfabeto latino} entonces claramente A — B
Si A={2,4,6,810}, B={x|xesrealy0<x<12} y C={8,9,10,11} entonces claramente
A cC B ytambién C < B ;pero CZ A puesto que el elemento 11 de C no esta contenido en el
conjunto A . Igualmente B & A puesto no todos los nimeros reales son enteros.
El conjunto de todos los hombres es un subconjunto propio de toda la gente .
El conjunto { 1, 2 } es un subconjunto propiode { 1,2,3}
{ x| x es un ndmero primo mayor que 2000 } es un subconjunto propio del conjunto { x| x es un
ndmero impar mayor que 1000 }
ZcQ , QcR y RcC
El conjunto de puntos en un segmento de recta es un subconjunto propio del conjunto de puntos en la
linea recta. La parte y el todo son infinitos y la parte tiene el mismo nimero de elementos que el todo.

Pedro Ferreira Herrejon 10
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1.6 Conjunto potencia.
Es el conjunto P(A) de subconjuntos que tiene un conjunto A dado con n elementos. La cardinalidad de

1.7

P(A)es 2" como se puede inducir de los siguientes ejemplos. . .

2?;&?&3: Conjunto A Conjunto potencia P(A) Cagciiga(l'lai\;jad
»  |A-@n PO
P(A) = {{a}, {b}, {c},
3 A={ab,c} {a, b}, {a, c}, {b, c}, g=2°
{a,b,c}, T}
oo, a0 o ). 0,0, b, .
a, D¢, 14, C¢, 14, Ay, 10, Cy, 10, dy, 1C, dy, _
4 A={a,b,c,d} a.bch{abd facd {bod, |62
{a,b,c,d}, O}
etc.

Si A es un conjunto infinito ( contable o incontable ), entonces el conjunto potencia P(A) es siempre
incontable. El conjunto potencia P(A) es siempre estrictamente " mayor " que A .

Conjunto Universal,

Es el conjunto que contiene a todos los subconjuntos de interés bajo el contexto de un problema particular,

se representa por la letra U .

La definicion de un conjunto universal es arbitraria, de modo que un conjunto que es universal para un
problema particular, puede no ser el conjunto universo para otro problema distinto.

Ejemplos .

CONJUNTOS ALGUNOS POSIBLES CONJUNTOS UNIVERSO

A={1357,11} (U={123,4,56,7,8,9,10,11,12}

B={246810} |y={1,23,4,5... }=N
U=DO={-o,...,-2-1,0,12,...0}
U=R
etc.

A={a,b,c,d e} |U={alfabeto latino}

B={aEI,Ou} [(U={ab,cdeEIOu,fB}

A = { hombres } U = { seres humanos }

B = { mujeres } U = { seres vivos }

C = { nifios y nifias }

Pedro Ferreira Herrejon
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1.8

1.9

Represenacién grafica de conjuntos.

Los conjuntos se dibujan en forma abstracta por medio de un diagrama de Venn-Euler , que consiste en
un rectangulo cuyos puntos interiores representan el conjunto universo y cualquier curva cerrada interior
al rectangulo encierra puntos de un conjunto cualquiera.

Los puntos interiores al rectangulo pueden ser solo unos cuantos (conjunto finito y contable ) o puede ser
un ndmero infinito (conjunto infinito ) .

Por ejemplo un dibujo para la relacion de inclusion: A C B seria:

U

Operaciones entre conjuntos,
Definidos dos 0 mas conjuntos respecto a cierto conjunto Universo, es posible construir nuevos conjuntos
mediante las siguientes operaciones bésicas:

INTERSECCION.
Al considerar los elementos que son miembros de un conjunto A y a la vez también lo son de otro conjunto
distinto B se forma el conjunto interseccion :
AN B queselee: "lainterseccionde AconB"
Este conjunto se define de manera descriptiva como:

ANB={x|xeAyxeB}

Asi, el conjunto interseccion de A y B se forma con los elementos que tienen en comdn el conjunto A y
el conjunto B y sus tres posibles representaciones graficas son:

U U U

Conjuntos disjuntos conjuntos con inclusion
AnNB = @ AcCB

En cada uno de estos tres casos, la region sombreada representa los elementos del conjunto

interseccion ANB .

Como se ilustra en la primera figura, los conjuntos no tienen elementos comunes y por eso se les llama
ajenos o disjuntos . En cambio, en la tercera figura se presenta el otro caso extremo cuando todos los
elementos de un conjunto son también comunes a otro conjunto.

Ejemplo :
Consideremos los conjuntos:

Pedro Ferreira Herrejon 12
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A={1,234}
B={1,37} entonces. . . ANB ={13}

pues sélo los elementos 1 y 3 son comulnes a los conjuntos Ay B .

Ejemplo .
Sean los conjuntos

A={1, 2, verde}
B ={ verde , blanco, rojo } entonces. . . AN B ={verde }

pues sélo éste elemento es comun a los conjuntos A y B.

UNION,
Al "juntar" los elementos que son miembros de un conjunto A con los elementos que pertenecen a otro
conjunto B se forma el conjunto union :

AU B queselee: "launibnde AconB™
Este conjunto se define de manera descriptiva como:
AuUB={x]|xe Ab6xe B}

Asi, el conjunto union de A y B se forma con los elementos que estan en el conjunto A & que estan en el
conjunto B (6 en ambos ) y sus tres posibles representaciones graficas son:

Conjuntos disjuntos conjuntos con inclusion
ANB = @ AcCB

En cada uno de estos tres casos, la region sombreada representa los elementos del conjunto union AU B .

Ejemplo .
Sean los conjuntos

A={1,234}
B={a 23,7} entonces. . . AUB={a,123,47}

Ejemplo .
Sean los conjuntos

A={1, 2, verde}
B = { verde , blanco, rojo } entonces. . . AU B ={1,2,verde, blanco, rojo }

Pedro Ferreira Herrejon
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COMPLEMENTO.
También es posible "restar" dos conjuntos. EI complemento relativo de A en B , denotado por B\ A (o
también por B — A) es el conjunto de todos loe elementos que estan en el conjunto B pero que no estan en
el conjunto A.

BV\A=B—-A queselee: "elcomplemento relativode A en B"

Este conjunto se define de manera descriptiva como:
B\A ={x | xeByxgA}

Asi, el conjunto complemento relativo de A en B se forma con los elementos que estan en el conjunto B
pero que no estan en el conjunto Ay sus tres posibles representaciones graficas son;

Conjuntos disjuntos conjuntos con inclusion

ANB = @ AcCB
El complemento absoluto de un conjunto A en cierto conjunto universal U , denotado por U\ A (o también

como U—-A, AC dsimplemente A' ) es el conjunto de todos loe elementos que estan en el conjunto U
pero que no estan en el conjunto A .

U\A=(U-A)= AC = A" queselee: "elconjuntocomplementode A"
Este conjunto se define de manera descriptiva como:
A® ={x | xg A}

Asi, el conjunto complemento de A se forma con los elementos que no estan en el conjunto A 'y su
representacion grafica es :

U

Ejemplos .
{1, 2}\{rojo,blanco }= {1,2}

{1, 2, verde }\ {verde, blanco, rojo }= {1,2}

{1,23\{1,2}=0

Pedro Ferreira Herrejon 14



Algebra Superior Facultad de Ingenieria Eléctrica UMSNH

Si U=Z y A ={enteros pares } entonces AS = {nameros impares }

{1,2,3,4}\{1,3}={2,4}

1.10 Leyes fundamentales del &lgebra de conjuntos .
Las operaciones de suma (" + ") y de multiplicacion (" x ") para los nimeros, obedecen las muy

familiares leyes asociativa, conmutativa y distributiva, mientras que las relaciones de desigualdad (" <" ¢

" > ") satisfacen las leyes reflexiva, antisimetrica y transitiva . Estas leyes son herramientas que nos
facilitan el calculo numérico y que describen la naturaleza fundamental de los nimeros.

Pues bién, el algebra de los conjuntos bajo las operaciones de interseccion (" ™™ ), union ("U ™) y

complemento (" \ "), asi como las relaciones de igualdad e inclusion, ("="," c ") es el analogo tedrico
del algebra de los nimeros.

Para cualesquiera conjuntos A, B y C se satisfacen las siguientes identidades:

leyes conmutativas.

e AUB =BUA
e ANB BMA

leyes asociativas

e (AuB)uUC
e (AnB)NnC

Au(BuC)
ANn(BnNC)

leyes distributivas

e AUu(BNnC)=(AuB)Nn(AUC)
e ANn(BuC)=(AnB)uU(ANC)

Notese la asombrosa analogia entre la unidn e interseccion de conjuntos con la suma y la multiplicacion de
ntmeros. Al igual que la suma y la multiplicacion, la unién y la interseccién son conmutativas y
distributivas y la interseccion se distribuye en la union :

ANn(BuC)= (AnB)u(ANnC)
Sin embargo,la distribucion de la unién en la interseccion :
Au(BnC)= (AuB)n(AUC)
no tiene analogo en el algebra de los nimeros, pues se obtendrian expresiones tales como:
3+(5x4) =(3+5) x (3+4)
3+20 =8x 7
gue obviamente es falsa.

leyes de identidad

e AUU=A
e ANU= A
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leyes de complemento

e AUAC =U
e ANAC= O

Las leyes de identidad, establecen que al igual que el 0 y el 1 son los elementos identidad para la sumay

la multiplicacion de nimeros, asi también & y U son los elementos identidad para la union y al
interseccion respectivamente. Sin embargo, a diferencia de la suma y la multiplicacion, para las

operaciones \U y M no existen elementos inversos; aunque las leyes de complemento son en cieto sentido
operaciones de inverso unitarias.

Los cinco pares de leyes anteriores constituyen el algebra de conjuntos en el sentido de que toda
proposicién valida para conjuntos puede ser obtenida de ellas.

El principio de dualidad.

Los cinco pares de leyes anteriores exiben un patron de simetria muy interesante. Ndtese que de cada par de
leyes, una puede ser obtenida de la otra simplemente intercambiando U con N y también U con & .

Ese patrén no es una casualidad, pues se origina de una propiedad extremadamente importante y poderosa del
algebra de conjuntos, llamada el principio de dualidad , el cual establece que

por cada proposicion verdadera entre conjuntos, existe una proposicion dual
que también es verdadera y que se obtiene:

intercambiando uniones por intersecciones.

intercambiando U con @ .

invirtiendo las inclusiones.

las proposiciones que permanecen inalteradas bajo estos intercambios se llaman autoduales .

Enseguida se enlistan algunas leyes adicionales del algebra de conjuntos, que también obedecen el principio
de dualidad:

leyes idempotentes:

e AUA=A
e ANA=A

leyes de dominacion

e AUU=U
e ANUT =
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leyes de absorcion

e AU(ANB)=A
e ANn(AUB)=A

y como Ya se dijo antes, toda proposicidn verdadera puede ser derivada de los 5 pares de leyes fundamentales.
Consideremos una prueba para la ley idempotente de launién: AUA = A

Demostracion:

AUuA= (AUA)NU (aplicando la ley de identidad para la interseccion )

(AUA)YN(AUAC) (‘aplicando la ley de complemento para la unién )

= AU(ANAC) (ley distributiva de la union sobre la interseccion )
=Au J ('por la ley de complemento para interseccion )
= A (‘por la ley de identidad para la unién )

y ahora la demostracién de la proposicién dual A N A = A se obtiene de ésta demostracion simplemente
intercambiando U con N y también U con &, como sigue :

Demostracion:

ANnA = (AnA)UY (‘aplicando la ley de identidad para la union )

(ANA)U(ANAC) (' por la ley de complemento para la interseccion )

= An(AUAC) (ley distributiva de la interseccion sobre la union )
=An U (' por la ley de complemento para la unién )
= A (‘aplicando la ley de identidad para la interseccién )

Consideremos una prueba para la ley de dominacion de launion: AuU = U

Demostracion:
AuU= Au (AUA®) (aplicando la ley de complemento A U A€ =U)

= (AUA)UAC (‘aplicando la ley asociativa para la unién )
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= AUAC (porlaley A A = A demostrada antes )
=U ('por la ley de complemento A U AC =U )

La demostracion de la propiedad dual A N &J = I se obtiene ahora de manera evidente.

Algunas leyes adicionales para complementos .

leyes De Morgan

e (AUB)
e (ANnB)C

(AN B°)
(A©UB®)

leyes de involucién o doble compemento
(A®)C = A
leyes de compemento para U y &

o€ = U
uc = ¢

Notese que la ley de doble complemento es autodual, asi como también lo es la siguiente proposicion:
Si (AUB)=U y (AnB)= @ entonces B=AC

Notese que la ley de doble complemento es autodual, asi como también lo es la siguiente proposicion:

El &lgebra de la inclusidn.
La inclusion tiene las siguientes propiedades

propiedad reflexiva

e ACA

propiedad antisimétrica

e ACB y BcC A siysolosi A=B

Cuando esta propiedad se lee de derecha a izquierda, se usa para demostrar la igualdad entre dos conjuntos. es
decir A=B siysolosi AC B y BC A.

Pedro Ferreira Herrejon
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propiedad transitiva
SiAc B y Bc C entonces AcC
La inclusion satisface también las siguientes propiedades:

AnB)c A 6 (AnB)c B
(AuB)D A 0 (AuB)Do B

y la siguientes proposiciones son equivalentes entre si:

Ac B

ANnB=A
AuB=B
A\B=UJ

BCc AC
esta Ultima equivalencia muestra que la relacion de inclusion puede ser definida en términos de la unién o la
interseccién entre conjuntos, lo cual implica que ésta relacién es aximaticamente superflua.

Ejercicio . Demostrar las siguientes proposiciones entre conjuntos
L B\A = BNnAC
(B\A)® = AUB®

2. T\A = O
U\A = AC

3. C\(AnB)= (C\A)U(C\B)
C\(AUB)= (C\A)(C\B)

4 C\(B\A)= (AnC)U(C\B)
BUA\ANB) = (B\A) U (A\B)

5. (B\A)NC= (BNC)\A
(B\AYuC= (BUC)\(A\C)

6. A\B = BC \ AC

7. a) AcB «—— AnB=A
b) AcB «—— AuB-=B
c) AcB «—— A-B=UY
8. AnB)= Y «——> A-B=A 6 B-A=B

9. (ANnB)cAc (AUB)

Pedro Ferreira Herrejon
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Algunas soluciones:
1. Por definicion :

B\A={x|xeB y xg¢A}

perosi X € A entonces X € A€ puestoque AUAC = U = {x| xeA 6 xeAC}.
Asi que se puede escribir . . .

B\A = {x|xeB y xeAC}

que es precisamente la definicion de la interseccion de los conjuntos B y AC | estoes. .

B\A = BNnAC

2. La demostracion es evidente si se aplica el resultado del problema anterior, tomando B = ,
como sigue:

D\A = INAC = &

puesto que la interseccion del vacio con cualquier otro conjunto, es el vacio ( ley de dominacion ).

3. Aplicando el resultado del problema 1 alos conjuntos C y (AMNB) queda...
C\(AnB)= Cn (AnB)°
= Cn (A®UBC®) ('por la Ley De Morgan .)
y de la distribucion de la interseccion sobre la union se obtiene :
= (CNnA®)u (Cn BC)

pero aplicando nuevamente el resultado del problema 1. ..
C\A =(Cn A®) y C\B =(Cn B®)

y finalmente resulta . . .
C\(AnB)= (C\A)u(C\B)

7. Demostremos primero la implicacion A c B —— ANB =A
Supongamos que A < B es verdad, entonces:

*) ANB)c A ('por una de las propiedades de la inclusion )
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e intersectando ambos miembrosde A < B con A resulta:
ANA)c (ANnB) esdecir:

(%) Ac (AnB)

Por lotanto,de (*) y (**)sededuceque A=ANB .

Demostremos ahora la implicacion. A ¢ B «— AN B =A
Supongamos que (A N B) = A es verdad, entonces:

(***) (AnB)c B (por una de las propiedades de la inclusion )

pero (AN B)=A por hipotesis, asi que la relacion (***) queda A < B

1.14 El producto cartesiano.
Para dos conjuntos A y B , el conjunto producto A x B ¢ producto cartesiano de A y B se define

como el conjunto de todas las posibles parejas ordenadas (a,b) cuya primera componente es un
elemento del conjunto A y cuya segunda componente es un elemento del conjunto B .

En forma descriptiva:
AxB ={(a,b)|]ae A vy beB}

El producto cartesiano de dos conjuntos finitos puede representarse por medio de una tabla, con los
elementos de un conjunto como un rengldn y los elementos del otro conjunto como una columna y
formando los pares ordenados, las celdas de la tabla, escogiendo los elementos de la columna y el renglén
correspondientes.
Ejemplo 1. el producto caresiano del conjunto de 13 elementos de un juego de cartas ordinario :

{ As, Rey, Reina, Jack, 10,9,8,7,6,5,4,3,2}
y el conjunto de 4 figuras

{,¢, Vv A}

es un conjunto de 13 x 4 = 52 elementos formados por todas las posibles combinaciones de pares entre
el primer conunto y el segundo {(As, &), (As, ¢),..., (2,%),(2, %)}, como se ilustra enseguida .
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v & . A
1 (1,%) [(L, &) [(1,¢) [(1, &)
K1 (K, %) [(K &) | (K ) [(K s)
Ql (A% [(Q%) |(Q &) [(Q4s)
J (3,9) [(3, %) [(J ) [(J )
10| | (10,w) | (10, %) |(10,¢) |(10, &)
91w [(9%) |(9¢) [(9 M
818w |(8%) |(8Be) |(8a)
Tl 1(7,%) [(7.%) [(7,¢) |(7, &)
61 |(6,%) |(6 &) |(6 ¢) |(6 &)
S| |(5%) |(5%) |[(5 ) |(5 a)
41 1(4,%) |[(4 %) [(4 ) |(48)
3| 1(3,%) |[(3 %) [(3 ) |(3 )
20 1(2,%) |[(2,8) [(2,¢) |(2, ™)

Ejemplo 2. El producto cartesiano A x B de los conjuntos:

A={ab,c}

B={1234)

queda representado graficamente como . . .

donde las lineas conectan cada una de las 12 parejas que constituyen el conjunto producto :

1 2 3 4
al(a,l) (a,2) (a,3) (a,4)
b |(b,1) |[(b,2) |[(b,3) |[(b,4)
c |(c,1) (c,2) (c,3) (c,4)

Si un conjunto A tiene n elementos y un conjunto B tiene m elementos, entonces el conjunto producto
A x B tiene n-m productos.
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El producto cartesiano también se define para conjuntos infinitos. Asi por ejemplo el producto del conjunto de
nimeros naturales N={1,2,3,4,...} porsimismo: NxN=N?2  (llamado también producto cuadrado)
puede ser represenado por un conjunto infinito de puntos en un plano como sigue . . .

N

Sienvezde N , se considera el conjunto de nimeros racionales Q , 6 el conjunto de nimeros reales R
. . . 2
,entonces es evidente que el conjunto de puntos en el plano que representa al conjuto producto Q@ = Qx Q
, 2 . L 2
6a R = Rx R sehacecadavez mas denso , de tal manera que se puede imagirar que R representa un

continuo infinito de puntos ( sin espacios vacios entre ellos ), en el plano .

R

AN A

s N

Unarelacion R definida del conjunto A al conjunto B y denotadapor R: A —— B ,esun
subconjunto del producto cartesiano A x B, asi por ejemplo, una relacion definidaen N x N =N?2
podria ser el subconjunto de parejas ordenadas .

R:N—N={(22),(23),31),32),3,3),41),42),(43)}

indicado en la siguiente figura :
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T
oy ey o
L —
2|-o g
N R e
H N
1 2 3 4 5

1.15 FEuncion .
Una funcién f definida del conjunto A al conjunto B y denotadapor f: A —— B , es una relacion de
A a B que satisface ademas la condicion:

Si @, b)efy (ad)ef entonces b=d

es decir, una funcién no puede tener dos (6 mas ) parejas ordenadas con el mismo primer elemento y
diferente segundo elemento.

Los elementos de los conjuntos A y B que forman las parejas ordenadas que pertenecen a una funcion se
llaman dominio y codominio (o rango) respectivamente .

Ejemplos.
Determinar cuales de las siguientes relaciones entre los conjuntos
A={ab,cd}y B={1,234}

ilustradas en las siguientes figuras, son funciones.

a) b) c)
A ’ < 5 A ’; B
‘ .
Solucién :

a) R:A—B ={(a1),(b1)0b2),@c4}.

Esta relacion no es una funcion de A a B dado que dos parejas ordenadas (b, 1) y (b, 2) tienen el mismo
primer elemento y distinto segundo elemento :
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b) R:A—B ={ (1), (b 1),(c1),(d3)}.

Esta relacion es una funcion de A a B , dado no existen dos 0 més parejas ordenadas que tengan el
mismo primer elemento y distinto segundo elemento.
Notese que si se considera :

R:B—A={(@,a),(1h),(@1c),@3d}

ésta relacion de B a A , no es una funcion puesto que hay tres parejas ordenadas a las que se asigna el
mismo primer elemento pero distinto segundo elemento : (1, a), (1, b), (1, ¢).

) R:A—B ={(a1), (2 c3)(4(d?2}.

Esta relacion de A a B , no es una funcién puesto que hay dos parejas ordenadas a las que se asigna el
mismo primer elemento pero distinto segundo elemento : (c, 3), (c, 4) .

EJERCICIOS
1. Define por extensién los siguientes conjuntos . . .

a) tres primeros meses del afio b) dias de la semana que principian con la letra C. c) cinco vocales
d) estudiantes mayores de 125 afios  €) los meses del afio cuyo nombre empieza con M.

2. Enuncia por descripcion en la forma méas adecuada los siguientes conjuntos:
F={x,y,z} G= {Abril,Agosto }, H={2,4,6}, 1={-1,0,1,2,3}

X
3. Dados los conjuntos: A= {a,b,c,d}, B:{x| xeN x<4} C={xl 3 eN} D={1,2,3},

E= {a b,d} escribeen el espacio correspondiente el simbolo € , € , C , & que convenga:
a A 0 B 7 D E A g A 2 B
18 C B D 2 C f E 10 C D C
¢ Cuéles conjuntos son iguales?. ¢Cudl es subconjunto de otro?. ;Cuéles son los subconjuntos propios de D ?

4. Dados los conjuntos: A= {1,2,3,4}, D=4{6,7,8} E={7}, G= {590} obtener:
AU D= DU A= DU E= EU G=
GU A= DU D= EU &=

5. 6i U= {xlxeN,x<10}, A={xlxeN x<5} B={xlxeN,x<4}
C={x|xeN,3<x<71} representar lossiguientes conjuntos y determinar sus elementos. . .
BCA AUB BNC AC BC c¢
(AU CQ)° A-B

6. Con los conjuntos del ejercicio anterior, comprobar que . . .
(ANB)UC =AU B) "(BUYUCQ) (AUB)N C=(ANB) UBMCQ)
(ANB)® = ACUB® (AUB)® = Acn B®
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7. Con los conjuntos del ejercicio 5 anterior, obtener :

AU O (A ANA AU A
ANU A-A ANB A-C
A XA BxC B XA

8. Si U={ab,cde ...,wXxY,z},sean losconjuntos:

A = {letras que forman la palabra zoologia }
B = {letras que forman la palabra extincion }

a) Hallar las letras que pertenecen al conjunto: (B U A)\ (A M B)

b) Hallar las letras que pertenecen al conjunto: AC —BC
( Sugerencia: usar alguna relacion que simplifique la solucion )

AUU
BUC

9. En el siguiente diagrama de Venn-Euler, sombrear el &rea correspondiente al conjunto indicado:

a) (A\B)°— (AN B) A

U
b) (AnB)\C)U((AuUB)XNC) ‘

¢) (C\(C\A)) NBC
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Capitulo |
Numeros Reales. Desigualdades

1.1 El sistema de ndmeros reales

Los nimeros reales describen cantidades numéricas que representamos mediante diversos simbolos tales
como:

1 —7 sen( ) 7 (pi=3.1415926...) V3

3
(3+2) \/? 2.735 e (=2718281..) logs(2.43)
Si partimos del conjunto basico de nimeros naturales :
{N}={1,234 ..}

y las 4 operaciones fundamentales entre dos nimeros a y b:

I. Suma o adicion , representadapor : a+Db
Il. Resta o substraccion , representadapor : a—Db

I11. Multiplicacién o producto , representadapor : a-b, axb, (a) (b) 6simplemente a b .
a
IV. Divisién 6 cociente , representadapor : a-=b, B , opor al/b .

de inmediato observamos que al sumar o multiplicar dos nimeros naturales siempre se obtiene como
resultado otro nimero que también es natural .

Sin embargo, ésto no siempre sucede con la resta y solo se cumple en un caso muy especial en la division,
(cuando el divisor es el nimero 1).

Asi que para cualquier par de nimeros « y [ queestanenel conjunto {N}, losndmeros ¢ + f 'y
a3 también son naturales ( es decir, estan en el conjunto { N } ) . Por ejemplo: 24 + 18 = 42 6

(14) x (39) = 546 etc.

Pero en cambio no todas las operaciones de resta o division de nimeros naturales generan como resultado

ndmeros que también sean naturales, por ejemplo (5—8) 6 (5= 8) noson nUmeros naturales ( no estan

contenidosen { N })

De modo que el conjunto de nimeros naturales { N } es cerrado (inicamente bajo las operaciones de suma y
producto ; pero no bajo la resta o la division .

Definicion de Cerradura :  Se dice que un conjunto es cerrado bajo cierta operacién binaria, si al
aplicar tal operacion a un par de elementos del conjunto se obtiene como
resultado otro elemento que también esté contenido en el conjunto .

Si al conjunto de nimeros naturales { N } se agregan los enteros negativos y el cero , se obtiene el
conjuto de nimero enteros:

{z}={..-3,-2,-1,0,1,2,3,...}

Este nuevo conjunto si es cerrado bajo las operaciones de la suma, la resta y el producto, puesto que con
cualquiera de ésas operaciones aplicadas a un par de enteros se obtiene como resultado otro nimero entero.
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Sin embargo, éste conjunto tampoco es cerrado bajo la division (por ejemplo (—3) + 7 no es entero ).

Para lograr también la cerradura para la division, es necesario aumentar el conjunto { Z } anterior,
afiadiéndole todos aquéllos nimeros que resultan de la division de dos enteros y cuyo divisornoes 0 ni 1,
es decir, las fracciones.

El conjunto asi formado se Ilama conjunto de ndmeros racionales { Q} . Este conjunto es cerrado bajo
las cuatro operaciones fundamentales porque de la suma, resta, producto o division de dos nimeros
racionales se obtendra siempre otro nimero que es racional .

{Q1}= {NL’Jmeros que son el cociente de dos enteros p y ¢ (con g # 0 ); (_p }
q
. -3 16273 1 , .
Por ejemplo: — , 4, —(—\ son todos nimeros racionales.
2 ' —3876 \7)

Sin embargo, no todos los nimeros son racionales, es decir no todos se pueden escribir como la razén de
dos enteros . Algunos de ellos se obtienen mediante la 5% operacion matematica : las raices .
Son nlmeros irracionales la mayoria de las raices de los nimeros enteros primos , por ejemplo :

V2 = 1.4142135623731... ; /7 = 2.64575131106459... ; 3/3 = 1.44224957030741 ...

A los niimeros que no son racionales se les llama por contraposicion irracionales y se representan por el
conjunto { I_}.

Se puede demostrar analiticamente que éstos nimeros no son el cociente de dos enteros; pero baste decir
por ahora que todo numero racional tiene una representacion decimal que :

i) _termina (es finita)
0 bién
ii) es infinita pero presenta un patrén de repeticidn.

observemos por ejemplo la forma decimal de algunos nimeros racionales :

8 1
— =16 , — =025 ,
5 4

~N |-

25
= 0.1428571428571428... E = 2.272727272727272...

En los dos primeros la parte decimal termina (es finita ) mientras que en los dos Ultimos la parte decimal es
infinita ( lo cual se indica por los puntos suspensivos ) ; pero hay cierto conjunto de cifras que se repite una 'y
otra vez (es una sucesion periodica )

En los nimeros irracionales en cambio se cumple todo lo opuesto : la parte decimal nunca termina y no es
periddica.
Como puede verse en los ejemplos de las raices anteriores o en los famosos ndmeros :

7 = 3.14159265358979. . . .. , e =2.718281828459. . .. ...

El primero 7z (pi) es larazon de la circunferencia al didmetro de un circulo y el segundo es el nimero

e, que aparece por ejemplo al considerar problemas de crecimiento o decrecimiento de poblaciones,
cultivos o materiales rediactivos.

De ésta manera, el conjunto de los numeros reales { R } es un gran conjunto que se obtiene al unir el
conjunto de nimeros racionales con el conjunto de nameros irracionales, {R}={Q}+ {1}
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Este conjunto es cerrado bajo las cuatro operaciones elementales .
En resumen: los nimeros reales se forman con la unidn de otros conjuntos de nimeros de acuerdo al
esquema siguiente:

0
el cero
N=(01,23,...)
Naturales
Enteros
Negativos Z°
Z=(...,-2,-1,0,1,2,3,...)
Enteros

Fracciones

@

Q=(p/g;pyqeZ)

Racionales ]
Irracionales
N
R=QUI
NUmeros reales

Sin embargo i no todos los nimeros que aparecen en las mateméticas son nimeros reales !

Todo elemento del conjunto { R } anterior tiene la interesante propiedad de que si se eleva al cuadrado
resulta una cantidad positiva. Pues bién, si ahora agregamos al conjunto { R} los nlimeros que tengan la
propiedad opuesta es decir, que elevados al cuadrado sean negativos (los asi llamados nimeros
imaginarios ) , entonces se obtiene el conjunto de los nimeros complejos { C } cuyos elementos tienen la
forma:

Z=X+jy
donde X e Yy representan nimeros reales y el simbolo | representa al nimero /-1 , que es la base de

los nimeros imaginarios.

Como podemos ver, los nuevos conjuntos de numeros se forman al agregar al conjunto numérico anterior
otros elementos que tienen nuevas propiedades y que el conjunto inicial no poseia .

Ademas de la cerradura, los nimeros reales poseen las siguientes importantes propiedades:
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PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES
Si a, b, c representan nimeros reales, entonces . .
PROPIEDAD EN LA SUMA EN LA MULTIPLICACION
| | Cerradura La suma de dos nimeros reales : El producto de dos numeros reales :
(a + b) esotro nimero real (a)(b) esotrondmero real
Il | Conmutativa | El orden de los sumandos no altera la El orden de los factores no altera el producto
suma (a + b) =(b +a) ab =ba
Il | Asociativa El resultado de una suma no depende del El resultado de un producto no depende del
orden en que se realice orden en que se realice
@+ b)+c=a+(b + ¢) (ab) c = a (bc)
IV | Identidad 0 (el cero) esel elemento identidad para | 1 (el uno) es el elemento identidad para la
la suma porque multiplicacién porque
(0 +a)=(a+0)=a (1)a = a(1l)=a
para cualquier nimero a para cualquier nimero a
V | Inverso Todo nimero real a tiene un inverso Todo ntmero real a ( distinto de cero)
aditivo denotado por: -a tal que tiene un inverso multiplicativo denotado por :
sumado con a: 1, 1 -
= 0 por a* tal que multiplicado por a:
a+(a)=0 a
genera el elemento identidad para la suma . a.(lj = (a.afl) =1
a
genera el elemento identidad para el producto
V1 | Distributiva La suma se distribuye en el producto : El producto se distribuye en la suma :
(a + b)c=ac + bc alb + c)=ab + ac

De la propiedad de inverso se sigue que , la resta y la division de nimeros reales son solo casos especiales
de la sumay el producto dado que :

(a—b) = a+(-b)

b

Debemos notar también que :

(restar el nimero b equivale a sumar su inverso aditivo )

a 1 S . . - . T
(—j = ax (E) (dividir por el nimero b equivale a multiplicar por su inverso multiplicativo)

" la division por cero no esté definida "

puesto que el 0 es el Unico nimero real que no tiene inverso multiplicativo.

Ignorar esta regla, puede dar a cualquier persona distraido una desagradable sorpresa, como se ilustra en
la siguiente comedia donde se "demuestra” que 1 = 2, como sigue . . .

1°  Partimos del supuesto de que dos nimeros reales
diferentesdecero, a =0 y b # 0,soniguales.
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2°  Pero unaigualdad no se altera si sus dos miembos se
multiplican o se dividen por la misma cantidad , asi que

multiplicamos la igualdad anterior por el nimero b:

3° Unaigualdad tampoco se altera sumando a ambos

. . . . 2
miembros la misma cantidad , asi que sumamos —a

4° yfactorizando ambos miembros se pueden escribir como:

5° Unaigualdad tampoco se altera cuando sus miembros se
dividen por la misma cantidad .

Dividamos entonces entre (b — a):

6° Elfactor (b—a) seanulay laigualdad se simplifica a :

7°  Por la hipétesis inicial a = b,y entonces se sigue que :

8° Dividiendo la igualdad resultante entre a ( que es
distinto de cero ), se obtiene . . .

i Pero todos sabemos que 1 = 2 I,

a-b=Db-b

2 2 2
ab-a =b"-a

a(b—a)=(b-a)(b+a)
a(b-a) (b+a)(b-a)
(b-a)  (b-a)
a=b+a

a=(a+a)=2a

2-a
== — [1=2
a

o | ®

¢En donde esté el error en el procedimiento anterior?

Un lector atento habra notado que la divisién por (b — &) esta prohibida porque (b —a) = 0 dado

que a=Db.

Con una comedia tan tradgica como la anterior, se puede "demostrar" que 2x 2 =5 ,veamos...

1° La primera escena comienza con una igualdad
indiscutible :

2° Continuando el drama, se suma la misma
cantidad a los dos miembros de la igualdad
anterior (lo cual es perfectamente valido ):

3° Laigualdad se transforma entonces en :

4° 'Y como ambos miembros de la igualdad son
trinomios cuadrados perfectos, se factorizan
en el cuadrado de un binomio :

5° Tomando ahora la raiz cuadrada en ambos lados
se obtiene :

- @ (2)

(16 — 36) = (25 — 45)

16—36+(87i|')= 25—45+(871)

3 -+-o0(()
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1.2

9 . . =
6° Sumando > en ambos miembros de la igualdad 4=5

anterior se llega al absurdo resultado : 2X2=5

Estos ejemplos ilustran el hecho de que una actitud descuidada hacia las ecuaciones o el desconocimiento de
las propiedades de los nimeros reales, puede conducirnos a resultados il6gicos y por supuesto, incorrectos.

¢ Donde esté el error en el ejemplo anterior ? . Consiste en no utilizar laregla : /X" = |x| , que d&
siempre un nimero positivo.

La recta numérica , Desigualdades , Intervalos y Valor Absoluto .

Los nimeros reales se representan geométricamente por medio de un modelo llamado recta numérica , el cual
consiste en una linea recta con un punto escogido arbitrariamente como el origen, el cual representa al

nimero 0 (elcero).

Los nimeros positivos se ubican entonces a la derecha del cero y los negativos a su izquierda, a una distancia
proporcional a su valor numérico ( creciente para los positivos , decreciente para los negativos ) .

Dieceidn decreciente Direccidn crecliente
< >
I | v
-4 -3 iy -1 1] 1 2 3
Oirigen
La gran utilidad del modelo radica en que :
(g’ Los numeros reales quedan ordenados. y ademas, a cada punto sobre la recta

corresponde un Unico nimero real y a cada nimero real corresponde uno y
solamente un punto sobre la recta.

Un nimero X es positivo si esta a la derecha del origen, lo cual se denota por el simbolo: X > 0

y si X esnegativo, entonces esta a la izquierda del origen , lo cual se denota por el simbolo: X < 0

Se puede afirmar entonces de manera general que si un nimero X esta a la izquierda respecto a otro nimero 'y
sobre la recta numérica real, entonces "X es menor que Yy ", lo cual se denota por el simbolo :
X<y

Similarmente, si un nimero z esta a la derecha respecto a otro nimero W sobre la recta numérica real,
entonces "z esmayor que W ", lo cual se denota por el simbolo :
Z>W
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Para decidir cuando un nimero real a es mayor 6 menor que otro nimero b se establece entonces el
siguiente criterio :

El nimero a es menor que el nimero b si y sélo si su diferencia (a — b) es negativa .
a<b «—— (a-b)<o

(1.1)

El nimero a es mayor que el nimero b si y sélo si su diferencia (a — b) es positiva .

a>b «—— (a-b)>o0

. 11 10 P
Ejemplo 1. De — y — ¢ qué ndmero es mayor ?
12 11
. 11 10 . .
Solucién : Sean a = - y b= T y calculemos su diferencia :

11 1

L po (1) (1)
) ()

( Sumando las fracciones )

_ { (10)-(12) — (11)? }
(11)-(12)

(120-121) _ -1
U 132 )7 132

. , . L . 10 11
dado que se ha obtenido un nimero negativo, del criterio anterior se concluye que T < -

Frecuentemente los simbolos de desigualdad : < "menor que" y > "mayor que" se combinan con el

simbolo de igualdad : = vy se leen como sigue. . .
X<y : "Xesmenoroigual que y" Otambién : " X esaloméasiguala y "
X >y : "Xesmayoroigualque y " 6también: " X espor lomenosiguala y "

Las desigualdades numeéricas sirven para representar subconjuntos de numeros reales , es decir "partes” de la
recta numérica, llamados intervalos .

Por ejemplo . . .

X < 2 Son todos los puntos X que estan a la izquierda del punto que representa al

nimero 2 sobre la recta numérica (incluyendo al 2).
O podriamos leer también ésta desigualdad como: " x esalomasiguala 2 " .
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Representa los puntos X de la recta numérica que estdn comprendidos entre el

-4 <X<2

puede leer también diciendo:
" x espor lo menos —4 pero siempre menor que 2 .

5<y<X<-3

c<2 ;2<b<x3

punto —4 yelpunto 2 (incluyéndoal —4 peronoal 2 ).Esta desigualdad se

Equivale a todos los puntos de la recta numérica que no estanentre 2 y 5
(incluyéndo al 2 yal 5 ). También se puede leer ésta desigualdad diciendo:

"x esalomasiguala 2 6 porlomenos 5".

e Yy comprendidos entre —5 y —3

ndmeros b comprendidosentre 2 y 3.

La siguiente es la equivalencia entre desigualdades e intervalos

Son los nimeros X de la recta numérica que estan a la derecha del nimero —6 .

Representa a los nimeros X que son mayores que los nimeros Yy, con ambos X

Se traduce como los nimeros ¢ que a lo mas son igualesa 2 y los

DESIGUALDAD

TIPO DE INTERVALO NOTACION EQUIVALENTE REPRESENTACION GRAFICA
CERRADO : [a,Db] as<x<b [ ] N
('se incluyen a b
los extremos )

ABIERTO : (a,b) a<x<bhb (. ) N
. \ ') 7
('No se incluyen a b
los extremos )
(a,b] a<x<b ( 1 S
SEMIABIERTO \ a Jb
(o SEMICERRADO):
('s6lo se incluye uno [a,b) a<x<b - N
de los extremos ) L ) ?
a b
(-, a) -oo<x<a 6 x<a ) > R
a
(-0, a] -w<x<a 0 x<a 1 R
J 7
INFINITOS : (b, ) b< x<o 6 x>b a
(El intervalo no esta — >R
limitado enuno 6 en [b, ) b<x<w 6 x>b b
ambos extremos ) [ > R
(—c0, ) -0 <X< o b
> R

(todos los nimeros reales )
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Ejemplo 2. Equivalencia entre intervalos y desigualdades

el intervalo (-2, 5] corresponde a la desigualdad :

el intervalo [3, 8] corresponde a la desigualdad :

el intervalo (- o, -4) corresponde a la desigualdad :
el intervalo (-1, ) corresponde a la desigualdad :

a no es negativo corresponde a la desigualdad :

X €s positivo pero no mas de 6 corresponde a :

 es negativo y por lo menos igual a —3 se traduce:

o es negativo y a lo mas igual a —3 es la desigualdad:

—2<X<5
3<Xx<8
X<4
-1<X< o
0<a 6 a=o0
0<X<6
-3 y<o0

—o0o< @ < -3

1.2 a) Propiedades de las desigualdades

Las propiedades que cumple toda desigualdad son las siguientes :

PROPIEDAD

Sia<b y b<c entonces a<c

Ejemplo
—-4<-2 y -2<-1
Asi que

"Una desigualdad no se altera si se suma a ambos
miembros cualquier cantidad real c, positiva 6 no "

I Transitiva -4< -1
" Si a estaalaizquierdade b y bestd alaizquierda
de ¢, entonces a estd también a la izquierda de c "
-5<3 y-2<-1
Si a<b y c<d entonces (a+c)<(b+d) Asi que
Il Aditiva . . (=5-2)<(3-1)
" Se pueden sumar miembro a miembro dos (-7)<(2)
desigualdades siempre y cuando tengan el mismo sentido
-5<3
Si a<b entonces (a+c)<(b+c) Asi que sumado — 2 en ambos
Il Suma miembros se obtiene :

(-5 -2)<(3-2)
~7<1

IV Multiplicacion

Si a<b entonces:
ac < bc si ¢>0
ac > bc si ¢<0

" Si una desigualdad se multiplica por una cantidad

-3<-2
Entonces multiplicando ambos
miembros por 2 queda :
-6<-4
En cambio multiplicandola por —
2 se obtiene :

negativa INVIERTE su sentido ; si se multiplica por una 6>4
cantidad es positiva CONSERVA su sentido "
-3<-2
Si 0< a<b entonces L1 Entonces
5=
Si a< b<0 entonces 3 2
V Inverso y
3> 2
" Para dos nimeros, ambos positivos 0 ambos negativos entonces
el reciproco de su desigualdad INVIERTE su sentido " 1 - 1
3 2
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Obsérve que estas propiedades son igualmente validas si en todas ellas se cambia el simbolo: " <"
por el simbolo: " >"

Es muy facil demostrarlas. Como ejemplo demostremos las propiedades IV y V (se deja como
gjercicio la prueba de las otras propiedades ).

DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD 1V .

Supongamos que a < b, entonces (a — b) es por definicién un nimero negativo, es decir
(a-b) <o .
Si éste nimero se multiplica por otro nimero negativo, digamos C < 0, entonces el producto serd
positivo . En otras palabras :
c(a—b)>o0
es decir ca-cb>o

De ésta desigualdad se deduce que el nimero (c-a) es mayor que el nimero (c-b) puesto que su
diferencia es positiva, esto es
c-a> c-b.

De éste modo la desigualdad original a < b, ha invertido su sentido y ha quedado como c-a > c¢-b.

En el otro caso, si el nimero C es positivo : ¢ > 0 entonces el producto c-(a — b) sera negativo, es

decir c-(a—b) < 0 dedonde se sigue que c-a < c-b (ladesigualdad original no cambid su
sentido ) .

DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD V.

Supongamos que 0 < a < b , entonces el producto (a-b) es un nimero positivo puesto que ambos a
y b son positivos y por lo tanto su inverso también lo es :
1
0< —
a-b
Como se domostré en la propiedad anterior, la desigualdad a < b no cambiara su sentido si se

multiplica por un nimero positivo, digamos _b > 0,asique...
a.

()l e B

Simplificando ésta expresion resulta finalmente :

o |-

<

ol
o |

Cuando a < b < 0, el producto (a-b) de dos nimeros negativos también es un nimero positivo asi

. ., 1 .
gue su inverso también loes: 0 < _b . Por lo tanto la prueba se desarrolla igual que en el caso
a.

anterior.
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1.2 b) Solucion de desigualdades.

Resolver una desigualdad significa determinar el intervalo (o intervalos) de nimeros reales para los
cuales la desigualdad es cierta.

A diferencia de una igualdad 6 ecuacion, cuya solucién normalmente es un nimero finito de nimeros
reales, la solucidn de una desigualdad por lo general es un un conjunto infinito de nimeros.

Para determinar la solucién de una desigualdad, se pueden emplear las mismas reglas y técnicas
algebraicas usadas para resolver una ecuacion; y usando ademas las propiedades I, 11,1l ,IVy V para
las desigualdades.

Podemos clasificar a las desigualdades de acuerdo a las expresiones que involucren, como desigualdades
entre :

. Polinomios,

. Funciones Racionales

. Valores absolutos

. Diversas funciones matematicas

A OWOWN -

1.2 ¢) Desigualdades con polinomios.

Para reolver una desigualdad que sélamente tiene polinomios, se utiliza el siguiente principio:

Un polinomio no cambia de signo entre dos raices consecutivas. (1.2)

Las raices de un polinomio P (X) son los valores X para los cuales el polinomio vale cero, esto es

P(X) = 0 y se interpretan geométricamente como los puntos donde la gréfica del polinomio cruza por la
recta numérica real X. Porejemplo. ..

P(x) = X —X—6 p(x) := (XZ—X—6)'(X+5) Q(x) := X —3%X +5

A Y A V4
NI /N ,

De 2° grado con 2 raices De 3er grado con 3 raices o L
De 4° grado sin raices reales

Un polinomio de grado n cruza n veces como maximo al eje horizontal X ; pero como podemos

observar en la gréfica del altimo ejemplo, puede ser que no lo cruce ni una sola vez.
Si la gréfica del polinomio cruza el eje X entonces cambia de signo, asi que para volver a cambiar de
signo debe cruzar necesariamente una vez mas el eje horizontal.

Por lo anterior, se concluye que para resolver una desigualdad de laforma P(x) <0 6 P(X) <0

donde P(X) esun polinomio, se debe seguir el siguiente procedimiento . . .
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SOLUCION DE DESIGUALDADES CON POLINOMIOS

1. Escribir todos los términos de la desigualdad en un solo miembro para que tome la forma :
Px)<o o6 P(xX)>o0
2. Factorizar para determinar las raices reales del polinomio P(X) .

3. Localizar las raices sobre la recta numérica real y determinar los intervalos (en los cuales el (13)
polinomio ser& positivo 0 negativo ) ’

4. Hacer una "prueba de signos" , esto es, averiguar cual es el signo de cada uno de los factores
determinados en el paso 2 anterior, en cada uno de los intervalos en los que quedo dividida la
recta numérica real por las raices del polinomio.

5. Verificar si la desigualdad ( escrita en la forma factorizada) se cumple o no en cada intervalo.

OBSERVACION #1:
Cuando un polinomio s6lo tiene raices complejas y ninguna raiz real, significa que no corta al eje X en

ningln punto y por lo tanto su gréfica esté4 totalmente por encima (si P(Xx) > 0) o totalmente por debajo

(si P(X) < 0) del eje X. En éstos casos . . .

una de las dos desigualdades : P(x) <0 6 P(x) >0 secumplirasiempre y laotrano

Esto significa que una desigualdad es verdadera para cualquier nimero real X y la otra no tiene solucién.
. . , , . . 2
Por ejemplo, no existe algin namero real que satisfaga a la desigualdad : X~ + 1 < 0 puesto que todo
, .- . . 2 .
numero real elevado al cuadrado es positivo, de modo que es imposible que la suma X~ + 1sea negativa.

. . 2 . ;-
En cambio la desigualdad : X~ + 1 > 0 se cumple para cualquier valor numérico de X .

OBSERVACION # 2 :
En consecuencia :

los factores de un polinomio que no generen raices reales,
no cambian la solucion determinada por las raice reales del polinomio
y pueden ser ignorados en el procedimiento de solucién

Por ejemplo, la desigualdad : (x2 + 4)-(x —3) < 0 secumple igual si sélo se considera la solucién
de (x—-3)<o0

Ejemplo 3. Resolver la desigualdad : (5:X —7) < (—=3-X + 1)

Solucién : Primero procedemos a escribir todos los términos de la desigualdad en un solo
miembro. Para ello usemos la propiedad de suma de las desigualdades y sumemos la
cantidad —(—3-X + 1), que es el inverso aditivo del nimero (—3-X + 1) .
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En las desigualdades que solo tienen polinomios de primer grado, la solucién también se puede determinar
rpidamente al "despejar " la variable X una vez que se han simplificado todos los téminos en un solo

Como ya se sabe, con ésta operacién no se cambia el sentido de la desigualdad ( s6lo
se transforma en otra desigualdad equivalente ) y se obtiene :

[(5:x=7) = (=3x+ 1) | < [(-3x+1) - (3x+1)]
(5x—-7)+3x-1<0
8(x—-1) <o (simplificando y factorizando)

En éste momento el polinomio queda factorizado. Por ser de 1®" grado, su Unica raiz se
obtiene al resolver la ecuacion: 8:(X—1) = 0 yes X = 1, con lo cual la recta

numérica queda dividida en dos intervalos: (—oo, 1) y (1, oo) :
Procediendo a averiguar el signo de éste Unico factor, se tiene que . . .

O = R
x=1
(—o0,1) (1,00)
(x-1) (-) (+)
(8x-1) (-) (+)

Entonces la desigualdad : 8-(x — 1) < 0 se satisface solo en el intervalo
(-0, 1), es decir la solucidn es el conjunto de nimeros reales X que

estan a la izquierda del nimero 1: X < 1.
De ésta manera , hemos transformado la desigualdad inicial en otra equivalente
pero mas simple : X < 1, la cual representa la solucion de la desigualdad inicial

y equivale al intervalo infinito ( -, 1).

miembro de la desigualdad.
Asi por ejemplo en el ejercicio anterior, a partirde 8-(x — 1) < 0 setiene.. ..

8.X_

8:X—8<0
8+ (8) <0+ (8) (Sumado + 8 en ambos miembros )
8:X<8 ('simplificando )
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\ ) (8-x) < ( ) (8) (Multiplicando por la cantidad positiva (%j :

la desigualdad no se altera ni cambia de sentido )

X <1 ('simplificando )

)—— R la solucion grafica es el intervalo infinito abierto (—oo, 1)
1

Substituyendo valores para la variable X que estén a la derecha del nimero 1 se puede comprobar que la

desigualdad inicial no se cumple, mientras que para cualquier valor a la izquierda del 1, la desigualdad es
verdadera . (hagalo!)

. . ., 3
Ejemplo 4. Hallar los intervalos solucién de : (1 - EX) > (x—4)

Solucién : Sumando el inverso aditivo de (X — 4) en ambos miembros se obtiene :

Ul—ﬁx)—(x 4)J [(x —4) — (x— 4]

RN
a1

1
/TN

ol

|
N | o
N~
L= 1

('simplificando )

|
N o

NSl
\%
o

> (0—-5) (Sumando —5 enambos miembros)

Nl
\Y
T
(¢
~

al N

N——

(' Multiplicando por el inverso del

1/~
| S

/—l\
N | o
NGl
A
g
o1
N
!_l_l
/N
ol N
N
[

B
N

coeficiente de x , que es un nimero
negativo, se invierte el sentido de la

desigualdad que cambia de ">" a"<")

X<2 (La solucion buscada )

Entonces, cualquier nimero real que esté a la izquierda de 2 (incluso éste), satisface la

desigualdad. En otras palabras la solucion es el intervalo infinito semicerrado (—co , 2],
0 graficamente :

[R——
4
Py
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. , . 3
Ejemplo 5. Hallar los nimeros X que satisfacen: (—3-X + 4) < (—z-x + 1) < (-3:x+5)

Solucién : En éste caso debemos resolver simultaneamente dos desigualdades :
3 3
(-3x+4) < (——-x+1\ y (——-x+ 1\ < (-3:x+5)
\a" ) \ 4" 7)
En la primera desigualdad sumamos el inverso aditivo de (—3-X + 4):

(-3x+4) —(-3x+4) < (—%-x+ 1) — (-3:x+4)

9 S
0< Z-X -3 ('simplificando )
9 .
3< ZX ('sumado el inverso de —3)

- . . 9 4
Multiplicando ahora ambos miembros por el inverso de 7 que es (5) > 0 una

cantidad positiva, la desigualdad no cambiara su sentido :

(A)5 < (2)(2)
o) )@

9+

Esta la solucidn de la primera desigualdad .

7

. . - 3
Para la segunda desigualdad sumemos el inverso aditivo de (—Z-x + 1} :

3 3 3
K Z ) ( 7 x+1ﬂ < [(—3-x+5)—(—z-x+1ﬂ
0< _Tg-x + 4 ('simplificando )
-4 < (—%)-x ('Se ha sumado el inverso de 4)

. . . -9 —4 .
Multiplicando ahora ambos miembros por el inverso de s que es 3 una cantidad

negativa, la desigualdad invierte su sentido :
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x|
)

|

(=)o > (22 (-
\o) Lo )\

(18
9

\)>X

Esta es la solucion de la 22 desigualdad.

La solucion final es el conjunto de valores comunes a ambas soluciones parciales, esto
es, la interseccion de los dos intervalos solucidn, porque s6lo cuando X tome un

valor numérico en esa intersecién comun , podra satisfacer simultaneamente las
dos desigualdades iniciales .

Gréficamente vemos que la parte comdn de los intervalos :

o
Y
>
\2

ol ©la

w|s o

- iabierto: [ ) (16 on: (418
es el intervalo semiabierto: \3) SX<\9} o también : [3, 5 )

Ejemplo 6. Resolver la desigualdad : 2>+ 5% > 12:X

Solucién : Aqui seria un error dividir ambos lados de la desigualdad por X con
el fin de simplificarla . . .

(25 +557) , (12:%)
X X

2:X° +5:X > 12 ( Eliminando asi el factor X )

porgue no se conoce aln que valores toma X y tampoco se sabe todavia si es un
nlmero positivo 0 negativo.
Por lo tanto, al dividir la desigualdad entre X, su sentido queda indeterminado.
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El camino correcto es transformar la desigualdad inicial en una mas simple ; pero
equivalente , usando las propiedades de las desigualdades y aplicando el
procedimiento (1.3).

1° Sumar —12-x en ambos miembros de la desigualdad para tener todos
los términos en un solo miembro.

2:X° + 5:X° — (12:X) > 12:X — (12+X)

3 2
22X +5X —12:X 20

2° Factorizar el polinomio obtenido
x(23¢ +5x-12) > 0
X-(X+4)-(22x—3) >0

3° Las raices del polinomio se obtienen al resolver la igualdad correspondiente
X-(X + 4)-(2-x — 3) = 0 . Los nimeros que satisfacen esta condicion son:

3
X= -4, X=0 Yy X:E

Asi que la recta numérica real queda dividida en 4 subintervalos :
(-o,-4), (-4,0), (0,322), (32, ©)

La desigualdad se cumplira dependiendo del signo que tenga cada uno de sus factores en cada uno de los
subintervalos anteriores.

Cada factor lineal de la forma (a-x — b) es un polinomio de grado 1, que no cambia de signo en cada

: N b .. :
uno de los dos intervalos en que su Unica raiz X = — divide a la recta numérica.
a

Por lo tanto, los signos de los factores se determinan asignando arbitrariamente un valor numérico a la
variable X en cada uno de los intervalos y substituyéndolo en cada factor para obtener un nimero
positivo 6 negativo, seguin se muestra en la siguiente tabla de "prueba de signos" .

(—o,—4) | (=4.,0) | (0,32) | (32,)
(x+4) (-) (+) (+) (+)
X (-) (-) (+) (+)
(2x-3) (-) (-) (-) (+)
(x=4)(x)(2x-3) (-) (+) (-) (+)
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Otra forma de calcular el signo de cada factor consiste en verificar si el valor arbitrario escogido para X
se localiza a la izquierda o a la derecha de la raiz correspondiente a tal factor y usar el siguiente criterio :

Si X queda a la izquierda de una raiz entonces el factor (X — a) sera negativo
(x-a)<0 — x<a
Si X queda a la derecha de una raiz entonces el factor (X — a) sera positivo

X—a>0 — X>a

Como se puede observar en la tabla anterior, el producto de los tres factores: X, (x—4) y (2:x—3)

sera positivo, solo cuando la variable X asuma un valor numérico dentro de los intervalos:
[-4,0] y [32, x)

y éstos son por lo tanto la solucion de la desigualdad. Compruébelo !

(' Notese que se incluyen los extremos en los intervalos solucion debido al signo > )

1.2d) Desigualdades con fracciones.

Una fraccidn es el cociente de dos polinomios. Consideraremos la solucién de desigualdades que tienen la
forma general :

PO, s PO _, (1.4)
Q((x) Q(x)

donde P(X) y Q(x) son polinomiosen X .

Dado que se involucran polinomios, para determinar la solucion de (1.4) se sigue aplicando el principio
(1.2) y por lo tanto el procedimiento (1.3), excepto que primero se deben sumar en un solo miembro
todas la fracciones involucradas en la desigualdad para poder escribirla en la forma "normal”

(1.4), esdecir:

PROCEDIMIENTO DE SOLUCION PARA DESIGUALDADES CON FRACCIONES

1. Sumar las fracciones en un solo miembro de la desigualdad.

2. Factorizar el numerador y el denominador , con el fin de obtener todas sus raices (15)
reales y dividir la recta numérica en intervalos con las raices obtenidas. ’
3. Evaluar cada factor de la desigualdad en cada intervalo para determinar su signo.

4. Comprobar si la desigualdad factorizada en el paso 2 se cumple o no, siguiendo la
regla de los signos para la multiplicacion .
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X—5

2:2X—=17
Ejemplo 7. Resolver la desigualdad : ( ) <3

Solucion : Aqui seria un error multiplicar ambos lados de la desigualdad por el factor
(x —5) con el fin de simplificarla como sigue. . .

(Z'X”j-(x—s) < (3)-(x—5)

X—5

(22x=7) < (3x—15) ( Eliminando asi el factor (X —5) )

Esto es debido a que, como ya se dijo antes, no se conoce aun el signo de la cantidad
variable (X — 5), la cual podria ser positiva 0 negativa , de manera que al multiplicar
la desigualdad por esa cantidad, no sabriamos que sentido adquirio finalmente .

®

v
> No se debe multiplicar una desigualdad por una

cantidad variable de la cual se desconoce el signo

La forma correcta de resolver cualquier desigualdad con fracciones es transformarla en
una mas simple, equivalente a uno o varios intervalos , usando las propiedades de las
desigualdades , y siguiendo el método (1.5) indicado antes .

2:X—7 :

( - 3) <(3-3) ('se hasumado —3 en ambos miembros )

X—=5

—(X—8

Q <0 ('sumando la fraccién )

(x—5)

(x—8) . y _

( ) >0 (al multiplicar por —1, se cambi6 de sentido )
X—=5

Quedan solo dos factores lineales y sus raices se obtienen al resolver las ecuaciones :
(x-8)=0 vy (x-=5)=0

delasqueresulta: X=8 y X=5.
Estos nimeros dividen entonces a la recta numérica en tres intervalos:

(-©,5), (5, 8), (8, o)

Los signos de los factores en cada uno de éstos intervalos se indican en la siguiente tabla :
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(-=,5) | (5.8) | (8,
(x-5) (-) (+) (+)
(x-8) (-) (-) (+)
(x-8) (-) (+) (+)
x-5 | 7 IO | )

Asi que la fraccion (—j serd positivo solo si X toma un valor numérico
X—=5

comprendido en los intervalos: (-, 5) y (8, )

Ademas, como la desigualdad no es estricta, se puede incluir el extremo X = 8 de
modo que la solucion finales: (—wo, 5) y [8, «©) 6en forma equivalente :

(¢ Por qué no se incluye también el extremo X = 5 como parte de la solucién? , pues
sencillamente porque implicaria una division por cero en la desigualdad inicial )

Ejemplo 8. Resolver la desigualdad : (Lj < (5 + 26 j
X—1

Solucién : Como ya hicimos notar antes, no se debe multiplicar una desigualdad por un factor
variable cuyo signo se desconoce , pues el sentido de la desigualdad quedaria
indeterminado.

Asi que evitemos la tentacion de multiplicar la desigualdad por (x2 — 1) .
Sumando el inverso aditivo del miembro derecho, se obtiene . . .

A

<0 ('sumando la fraccién )
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>0 ('se ha multiplicado por —1 )

No6temos que se ha invertido el sentido de la desigualdad. Factoricemos ahora el
numerador y el denominador de ésta fraccion.

@x+3yu—2)>
(x—1)-(x+1)

Las raices de los polinomios en el numerador y en el denominador se obtienen al resolver
(5x+3)(x=2)=0 y (x—=1)-(x+1) =0 yresulta:

-3
X:?, X=2, X=1 y X=-1

La recta numérica queda asi dividida en 5 partes o subintervalos:
3 3
(=, -1), (_1“_3)' (—g,l), (L 2).,(2,x)

Determinemos el signo de cada factor en cada intervalo:

(-©,-1) (-1,-3/5) (-3/5,1) (1,2) (2, ©)
(x+1) (-) (+) (+) (+) (+)
(5x+3) (-) (-) (+) (+) (+)
(x-1) (-) (-) (-) (+) (+)
(x_2) (-) (-) (-) (-) (+)
(CRRDR N S NS Lt SN SOy AN NS
(x=1)-(x+1) | (-)-) (=)(+) (—=)(+) (+)(+) (+)(+)

_Sugerencia: Si se escriben los factores en la primera columna en el mismo orden en que aparecen sus
raices sobre la recta numérica, entonces sus signos quedaran ordenados en un arreglo triangular
resultando asi mucho mas facil determinarlos.

) o0 también (5x+3)-(x~2) >0 se
(x=1)-(x+1)

X—1
cumple solamente en los intervalos :

. L 7
Entonces la desigualdad inicial (—) < (5—1— .
X -1

(—0,-1), [-36,1) y [2, x)
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Otra manera de escribir ésta soluciénes: X < -1 , = <X<1l y 2<Z<X

, . -3 .,
Obsérvese que se incluyen los extremos = y 2 como parte de la solucion; pero no los extremos

-1y 1 ¢porqué?

1.2 e) Desigualdades con valores absolutos.

El valor absoluto de un ndmero real X se denota por |x| y se define como:

[ X Si X es positivo
x| =1 (1.6)

L —X Si X esnegativo

El valor absoluto de un nimero real X nunca es negativo. Cuando X es negativo entonces —X es positivo.
Por ejemplo: |-4|=—(-4)=4

Geométricamente, |x| representa la distancia que hay desde el origen (el cero) de la recta numérica hasta
el punto que representa al nimero X.

Similarmente, la distancia que hay sobre la recta numérica entre dos nimeros reales a y b se define
como :
la—b| otambién  |b—a

Por ejemplo la separacion entre los nimeros —3 y —7 es 4 unidades porque :
[(-3) = ()= |-s+7] = |4 =4 obien:  [(-7)—(-3)|=|-7+3| = |-4| =4

Dado que el cuadrado de todo nimero real X es positivo y la raiz cuadrada de todo nimero positivo es un
nlmero positivo, entonces una definicién alternativa para el valor absoluto es :

x| = (2 (17)

Por lo anterior se tiene que . . .

la—b| = (a-b)*=y(b-2a)’ = [b-al

Ejemplo 9. Hallar los valores de y que satisfacen la ecuacion : |3-y + 2| =5
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Solucién :  (3-y + 2) representa un nimero real, asi que aplicando la definicién de valor
absoluto se tiene . . .

Si (3-y+2) > 0 entonces |3~y+2| = 3-y+2 ypor lo tanto

|3-y + 2| = 5 equivale a laecuacion 3-y + 2 = 5 cuya solucion es

_ (s ; 2) _ L
Si (3-y+2) < 0 entonces |3-y+ 2| = —(3:y+2) ypor lo tanto
|3-y + 2| = 5 equivale a la ecuacion —(3-y + 2) = 5 cuya solucion es
(5+2) _ (7
-3 3

PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO

Si a y b son dos niumeros reales cualesquiera entonces . . .

| —a<|al y a<|a|
I I-a] =]a
Il Si |a| =|b| entonces a=b 6 a=-b
(1.8)

v lab|=]al|b]

al _ lal
V — = —

bl [b]
Vi la+b|<|a| +|b]

Las desigualdades " del triangulo"
la -bf>]al +]b]

Estas propiedades se pueden demostrar a partir de la definicion (1.6 del valor absoluto. Demostremos las
propiedades IV y VI. (queda como ejercicio para el lector la demostracion de las demés propiedades.)

DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD 1V

CASO I : Sean dos nimeros reales positivos: a > 0 y b > 0, entonces sus valores absolutos son:
af =a  [bf =b
Ademaés su producto es positivo a-b > 0 (el producto de dos nimeros positivos es positivo ) ,

asi que su valor absoluto es
la-b| = ab
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substituyendo |a| =a y |b| =b resulta |a-b| = |a|-|b|

CASO Il : Supongamos ahora que se dan dos nimeros reales de diferente signo a >0y b <0,
entonces sus valores absolutos son:
laf=a  [b] =-b
Ademas su producto es negativo a-b < 0 (el producto de dos nimeros de distinto signo es

negativo ) , asi que su valor absoluto es por definicion:
|a-b| = —(ab) = a-(-b)

substituyendo |a| =a y |b| = —b resulta |a-b| = |a|- b

CASO Il : Sean ahora dos nimeros reales negativos a < 0 y b < 0, entonces sus valores absolutos
son por definicion:
af =-a [b] =-b
Su producto es positivo a-b > 0 (el producto de dos nimeros de igual signo es positivo ) ,

asi que su valor absoluto es :
|a-b| = ab = (-a)-(-b)

substituyendo |a| = —a y |b| = —b resultanuevamente |a-b| = |a|-|b]

DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD VI.
CASO | .Sea (a+ b) unndmero negativo (a +b) < 0 entonces, por la definicién de valor absoluto . . .

(*) |a+b| =—(a+h)= -a-b
Ademas, por la propiedad I, se tiene que :
—a<la ; -b<|p
Si se suman éstas dos desigualdades miembro a miembro, se obtiene:
—a—b < |a| + |b|
Pero —a—b = |a + b| de acuerdo a (*) asi que substituyendo se obtiene. . .
la+b| < |a] + o]
CASOIl. Si (a+ b) esunndmero positivo, (a+ b) > 0, por la definicion de valor absoluto . . .
(*) |a+b| =(a+b)
Ademas, por la propiedad I, se tiene que :

a<la ; b<|b
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Si se suman éstas dos desigualdades miembro a miembro, se obtiene:
a+b < |a +|b|
Pero a+b= |a + b| de acuerdo a (*) asi que substituyendo se obtiene. . .
la+b| < |a| + |b|

y se ha demostrado asi la "desigualdad deltriangulo” :

"el valor absoluto de la suma de dos nimeros reales, es menor que la suma
de sus valores absolutos "

Para probar la 22 parte de ésta propiedad, basta substituir al nimero a por una diferencia

cualquiera de dos numeros reales: (X — ) Yy al nimero b por un nimero Yy en la desigualdad
anterior :

la+b| < |a| + |b]
quedando :

(= y)+y] < [x=y] +1]y]

X < [x=yl + 1yl

|X| - |y| < |X - y| (Sumando —|y| en ambos miembros )

Para resolver desigualdades que involucren valores absolutos, se usara el siguiente importante teorema. . .

TEOREMA 1. Si a esunnimero positivo (a > 0) entonces para todo nimero real z
se cumple que : (1.9)
|zl <a siysolosi -—a<z<a

|zl >a siysolosi z>-a 6 z>a

En otras palabras, si |z| < a entonces z es un ndmero real que necesariamente esta dentro del intervalo

abierto (-a,a)

( )
\ J R

—a a
y si |z| > a ,entonces Z esun nimero real que necesariamente esta comprendido en alguno de los

intervalos abiertos (—oo,—a) 0 (a,oo)
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DEMOSTRACION DEL TEOREMA I .

CASOI: |7 <a:

Si z > 0 suvalor absoluto es |z| = Z y por lo tanto la desigualdad |z| < a equivalea z < a
Si 7 < 0 suvalor absoluto es |z| = —z yypor lotanto |z| <a equivalea -z<a 6 z>-a
Reuniendo éstos dos resultados queda demostradoque: —a < z < a.

CASOI: |7 >a:

Si zZ > 0 suvalor absoluto es |z| = Z y por lo tanto la desigualdad |z| > a equivalea z > a
Si 7 < 0 su valor absoluto es |z| = —z y ladesigualdad |z| > a equivalea -z>a 0 z< -a

Reuniendo éstos dos resultados queda demostradoque: z<-a 6 a<z

Es obvio que este teorema vale también para las formas: |z| <a © |Z| > a

Algunas desigualdades cuadraticas que no se pueden factorizar rapidamente se resuelven facilmente
completando su trinomio cuadrado perfecto, basandose en el siguiente corolario derivado del teorema | :

TEOREMA Il Si z esunnimerorealy a > 0 entonces:

2 q .
Z <a siysolo si j/5<z<\/5

2 q q z
>a siysoosi z<—fa 6 Ja<z

DEMOSTRACION :

CASOIl: Z* <a:

Tomando la raiz cuadrada a ambos lados de ésta desigualdad y aplicando la definicidn alternativa del
valor absoluto se obtiene :

\/? <+fa esdecir: |z <+/a
desigualdad que tiene la solucién dada por el teorema | : 45 <Z< \/a

CASOIl: 7> a:

Tomando la raiz cuadrada a ambos lados de ésta desigualdad y aplicando la definicion alternativa del
valor absoluto se obtiene :

\/?>\/5 es decir : |z| >\/5

y por el teorema | , la soluciénes: z < 45 0 ﬁ > Z
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Ejemplo 90. Hallar la solucion de (4-X2 + 3 X— 1) < 0 completando el trinomio cuadrado perfecto

Solucion : Del algebra elemental se tiene el siguiente procedimiento para completar el trinomio
cuadrado perfecto (TCP) de todo trinomio ax +bx+c :

_ - b
1°. Factorizar el coeficiente de X : a-(x2 +—X|+C
a
2° Sumar y restar el cuadrado de la mitad del coeficiente de X

y escribirlo inmediatamente después del término que contine a X:

2, b (b)Y _(bY
a-[x +E-X+K2fa) “\za) }+c

3° Los tres primeros términos del paréntesis recto forman un trinomio
cuadrado perfecto porque provienen del cuadrado de un binomo:

b\ [ b)?
al [ x+—| — (—\ +C
2-a \Za}
4° Desarrollando el producto, finalmente se obtiene:
b\ b
a|X+—| ——+¢C
2-a 4-a

Aplicando éste procedimiento al problema resulta :

3 1 . -

4~/X2 + —X—- —\ < 0 (factorizando el coeficiente de X )
a4

Sumando y restando ahora el cuadrado de la mitad del coeficiente de X queda:

(3T [T

3 4 4 1
P ISR VA [ GV O
2 2 4
Multiplicando la desigualdad por el inverso de 4 vy simplificando resulta:
3 9 9 1

(@ 3xs 2V (2,1 o

\" "4" " 64a) \6a 4)
Los tres primeros términos en el lado izquierdo son ahora los de un trinomio cuadrado
perfecto es decir, provienen del resultado de elevar al cuadrado un binomio:
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(_3) _(25) . 25
\X \64] ('Se ha sumado el inverso de ” )

< 25 aplicando el
64 Y

. . 3
Tomado ahora la raiz cuadrada en ambos miembros; |X — E

teorema Il resulta . . .

Ejemplo 11. Resolver 33X’ —6X<8 completando el trinomio cuadrado perfecto.

Solucion : Apliqguemos el procedimiento TCP :
o . - 2 2
1°. Factoriczando el coeficiente de X : 3~(x - 2~x) <8

2° Sumando y restando el cuadrado de la mitad del coeficiente de X :

o[- (-]

3° Los tres primeros términos del paréntesis recto provienen del cuadrado
de un binomo:

3l (x—1)?-1] <

Multiplicando por el inverso de 3 y sumando el inverso de —1 queda:

(x-1)° < 1+(§)
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Tomando la raiz cuadrada en ambos miembros de la desigualdad y aplicando la definicion
alternativa del valor absoluto queda:

x-1] < [2
3

Aplicando ahora el teorema Il se obtiene :

—Eg(x—l)gjzgl
- 2 <x<| 2
(-5 =x=(5+)

Este intervalo es la solucién buscada .

('sumando el inverso de —1 )

Mediante la aplicacién del Teorema I, es posible también resolver desigualdades con valores absolutos de
fracciones racionales de la forma. . .

P(x P(x
—( ) <a —( ) > a
Q) Q(x)
donde P(X) y Q(X) son polinomios.
o P(x) . :
La aplicacion directa del teorema | con z = ﬁ transforma éstas desigualdades en:
X

—a<(ﬂ)<a (&j<—a; a<(&j
QW) QW) QW)

que se resuelven aplicando el método para desigualdades con fracciones

Ejemplo 12. Resolver la desigualdad : |x - 2| < |4-X - 1|

Solucion : Lacantidad 4-x — 1 es variable y de signo desconocido por ahora, sin embargo

sabemos que el nimero |4-X + 1| es siempre positivo por ser un valor absoluto.

El hecho de que conozcamos el signo de ésta cantidad, nos permite usarla para
multiplicar la desigualdad sin que cambie el sentido de la desigualdad .

Entonces, dado que es positivo, queda . . .

|a-x + 1

1 1
—— | |x—2| < |ax+1| | ——
|4-x + 1] |4-x + 1]
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Usando ahora las propiedades del valor absoluto resulta . . .

Aplicando el teorema |l con z = (

X—=2

4-X+1

X—2
-1< <1
4-X+1

Lo cual equivale a dos desigualdades con fracciones :

X—=2

1<

CAX+1

Resolviéndolas por el método usual. . .

Las raices de ambas desigualdades son entonces : X = —1 ,

OS(H

X—2
4-X+1

o< &X-1
(4x+1)

X—2

<1
4-X+1

X—2
4-X+1

s (x+1)

(4x+1)

La recta numérica queda asi dividida en 4 intervalos.

X—=2

4-X+1

_1jg

x—lyx—
4

<1

j y a = 1, seobtiene :

0

g |-

Para encontrar la solucién, se debe verificar la desigualdad inicial en cada intervalo,
escogiendo valores arbitrarios para X en cada uno de ellos y substituyéndolos en la
desigualdad inicial como se muestra en la siguiente tabla de prueba :

—o0< X<-1 1< x<—-(1/4) | -(U4) <x< 15| 1/5<x<w
Valor
para x X=-2 X=-1/2 x=0 x=1
| x — 2| l-2-2 |=4| |12-2|=52[ |o-2 |=2 [1-2 |=1
lax + 1] [14(-2 + 1| =7 | |4(-12+ 1|=1] [4) +1|=1| [4(1) +1[=5
4 <7 52 <1 2<1 1<5
[x = 2]<[4x + 1] 7 Cierto Falso Falso Cierto
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Entonces la desigualdad se cumple solamente para los valores de X que estén dentro de
. 1
alguno de los intervalos —co < X < -1y T <X < oo.

(' Notese que se incluyen los extremos x=-1 y x=1/5 porque ambos valores
satisfacen también la desigualdad inicial )

Otra forma de resolver desigualdades con valores absolutos que tengan la forma general :
Al > [8] 6 |Al <8

donde y son expresiones algebraicas, consiste en elevar al cuadrado ambos miembros para eliminar los

s . 2 .
valores absolutos , pues de la definicion alternativa de valor absoluto : |X| = /X" sesigue que. ..

()?= () estoes (Jx)? =

de manera que el cuadrado del valor absoluto de un nimero es igual al cuadrado de ese nimero.

Al final, se tendra que resolver una desigualdad que contiene polinomios o fracciones.
La dificultad principal de éste método es que se eleva el grado de los polinomios involucrados en la
desigualdad y por cada vez que se eleva al cuadrado, sera mas laborioso determinar sus raices.

|2-x — 1]

Ejemplo 13. Resolver la desigualdad : | | <
3X—-2

Solucién : Multipicando primero por |3-x - 2| (que es un nimero positivo) para transformar

la desigualdad a la forma general |A| < |B| , queda:

Elevando al cuadrado ambos miembros para cancelar el valor absoluto se obtiene:
(2:x - 1)° < (3x-2)°
2 2 N
(4-X —4-X+ 1) - (9-X —12:X+ 4) <0 (desarrollando los binomios )

5X +8X-3<0 ( simplificando )
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—(5x=3)-(x-1) <0

(5x—=3)-(x—=1) >0

Hacemos ahora la tabla de prueba de signos :

Las raices se obtienende —(5:X—3) =0y (X—1) =0 yson: X =

(factorizando )

(' multiplicando por —1)

, X=1.

o lw

"Si |z <a entonces -a<z<a"

(—o0,3/5) (3/5,1) (1, o)
(5x-3) (-) (+) (+)
(x-1) (-) (-) (+)
Gx-3)(x-1)>0 (+) (-) (+)
| | ;R
Asi que la solucion consiste en los intervalos : —oo < X Sg y 1<X<

Ndtese que se incluyen los extremos 3/5 y 1 como parte de la solucion.

La solucidn de ésta misma desigualdad por el método del teorema |

_ l2x—1|  |2x-1
Haciendo z = = a=1¢®s...
|ax—2| [3x-2
Cl2x=1 2:X—1
Si < 1 entonces —1 < <
3X—-2 3X-2

Separando ésta Gltima expresion en dos desigualdades con fracciones resulta . . .

2X—1

<1
3X—2
2X—1

-1<0
3X—2
—(x-1
—x=1
(3x-2)
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Asi que las raices obtenidasde (5-x—3) =0, (3:x—2) =0 ; —(X—1) = 0son

X = g XZ% ;X = 1 ylatablade prueba de signoses. ..
(-,3/5) (3/5,2/3) (2/13,1) (1, )
1
Valor 0 _9 5 )
de x 30
|2X—1| |0—1|=1 ‘2.1_9_1 _i ‘2.__1 :E |2(2)_1|:3
30 15 3
13x-2| | |0-2|=2 F£_4:__ F§_4:1 3()-1]=4
30 10 6 2
. 4 1 3 1
2x-1<|3x-2| | 1< 2 Cierto — < —  Falso — <= i
| |<|3x-2| TR , <5 Falso 3 < 4 Cierto

Obteniéndose la misma solucion: X <

y 1 < X como era de esperarse.

o | w

Desigualdades con valores absolutos de la forma general :
POl + QM) + R .. T(x) > a
POl + QM| + R .. T(x) <a

donde [P(x)| . |Q()| . |[R()| ... T(x) sonpolinomiosy a esuna constante, se pueden
resolver aplicando el principio de establecer casos y el siguiente procedimiento :

1° En cada término de la forma |P(X)| , usar la definicion de valor absoluto:
P(x) si P(x>0)
P()| = _
-P(x) si P(x) <o
para determinar las condiciones en las que se cumple cada uno de esos valores absolutos

2° Combinar todas las condiciones determinadas en el paso anterior para establecer un
conjunto final de intervalos de prueba .

3° Hacer una tabla de prueba en la desigualdad inicial para verificar en qué intervalos del
conjunto final se satisface la desigualdad
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Como se ilustra en los siguientes ejemplos sencillos que s6lo implican polinomios de primer grado.

Ejemplo 14. Resolver la desigualdad : |3-x— 1| - |2-X+ 5| > 3

_ o X Sl X=0
Solucion :  De la definicion de valor absoluto: |x| = .
-X SI X<0

[ (3x-1) si 3x-12>0
Se concluye que : |3-x - 1| = )
| —(3x—=1) si 3x-1<0
. 1
3X—1 Sl x2 3
es decir. . . |3«x - 1| = *)
. 1
—-3:X+1 SI X< —
3
[ (2x+5) si 2x+5=0
y tambien : |2-X + 5| = .
| —(2:x+5) si 2Xx+5<0
2X+5 Si x> _7
es decir. . . |2:x+ 5] = (%)
. -5
—2:X—5 SI X< —
2
Estas condiciones indican que debemos considerar tres intervalos :
) -5 1 1
X< — — <X< = = <X
2 2 3 3
. -5
CASOIl. Six < > ,entonces [3-x—1| = —(3:x—1) ; [2x+5| = —(2:x+5)

son negativos debido a las condiciones (*) y (**),y la desigualdad inicial queda :
|3x—1| - |[2x+5] >3
(-3-x+1)—(-2-x-5) > 3

—X+6>3 con solucion X<3

. —5 1 . . .
CASO Il . Si - <X < 3 , entonces, por las condiciones (*) y (**), los términos

con valor absoluto tienen los signos : |3-x - 1| =—(3x-1)y |2-X + 5| = 2X+5
y la desigualdad queda :
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|3x—1| - |2x+5| >3

—(3:x—-1)—(2:x+5) >3
—5-X—4 > 3 consolucion:

1

CASO Il . Si 3 < X, entonces |3-x—1| =3X-1 ; |2-X+5| = 2X+5

y la desigualdad inicial queda :
|3x—1] = [2x+5| > 3
(3x—1)-(22x+5) >3
X—6>3

cuya soluciénes: X > 9

Para determinar finalmente en cuales de éstos intervalos se satisface la desigualdad inicial,
debemos hacer una tabla de prueba, asignando valores a X en cada uno de los intervalos y
verificando si la desigualdad se satisface.

(—0,-7/5) (=7/5,3) (3,9) (9, o)
Valor
para x X=-2 x=0 Xx=4 x=10
13x=1] | |32 -1|=7 | |30)-1|=1 | |3@4)-1]|=11 | |3(10)-1|=29
[2x+5] | |2(-2) +5/=1 | |2(0) +5|=5 ||2(4) +5|=13 | |2(10) +5|=25
7-1>3 1-5>3 11-13>3 29 -25>3
[r=s =2t 9|88 Cierto Falso Falso Cierto
| | -
0 I
Por lo tanto, la desigualdad se cumple solo si X estd en alguno de los intervalos: X < _? 0 9<Xx

Pedro Ferreira Herrejon

61




Algebra Superior Facultad de Ingenieria Eléctrica UMSNH

Ejemplo 15. No toda desigualdad que involucra valores absolutos tiene una solucion .

Resolver la desigualdad |x— 1| - |X— 3| 25

Solucion :  De la definicion de valor absoluto se concluye que :

| | X—1 SI X—1>0 es decir si X
X—1| = *)
| —(x—1) si x—1<0 es decir si Xx<1

v
=

I\
w

[ (x—3) si x—3>0 es decir si x

|x 3] (%)

| —(x—3) si x—3<0 es decir si X< 3
Estas condiciones implican que se deben considerar tres intervalos:

X<1 , 1<X<3 , 35X

CASO 1. Cuando x toma un valor numérico dentro del intervalo: X < 1 , entonces, las condiciones
(*) y (**) implican que : |x - 1| =—-(x-1)vy |X — 3| = —(x — 3) y la desigualdad
inicial |x— 1| - |X— 3| > 5 queda...

~(x-1) - [-(x-3)] =5

225
que es una contradiccion. Esto significa que X no puede tomar valores en el intervalo ( —co, 1)

CASO Il . Si consideramos los valores reales en el intervalo 1 < X < 3, entonces las condiciones (*) y
(**) hacenque... |x — 1| =X-1Yy |X - 3| = —(x — 3) y la desigualdad
inicial |x— 1| - |x— 3| > 5 queda...
(x-1)-[-(x-3)] =5

2:X—4>5 esdecir X2

N | ©

CASO 1. Cuando se consideran los valores de x en el intervalo 3 < X , entonces |X - 1| =x-1
y |x—3| = X—3 Yy queda...
(x—-1)-(x-3)>5

225

otra contradiccion, lo cual significa que X no estd en el intervalo [3, oo ) y por lo tanto
9 . .
tampoco es verdad el caso Il puesto que X > > queda comprendido en el intervalo [3, o)

En resumen, no existe ningin numero real que pueda satisfacer a ésta desigualdad.
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Ejemplo 16. Resolver la desigualdad : X+ 3:X — 2| - |2-x+ 3| >3

Solucion : Aplicando la definicion de valor absoluto se tiene que :
2 2
X"+3x—-2 cuando X +3X—22>0
X tax—2 =
2 2
—(x +3:X— 2) cuando X" +3:X—-2<0

Resolviendo las desigualdades cuadraticas. . .

. —3-\/17 . (34417 )
X +3X—2 Si (XST) 6 (—SX)

2
x2+3-x—2| = : : . . ™

(¥1ax-2) s (—S—Tﬁ e ﬂ)

De manera similar, de la definicion de valor absoluto:

(22x+3) cuando 2-Xx+3 >0 es decir si > < X

|2x+ 3| = (**)
. -3
—(2:x+3) cuando 2:x+3 <0 es decir si X< >

Las condiciones (*) y (**) indican que debemos considerar los intervalos particulares:

xg_g;\/ﬁ; _3_2\/ﬁ<x<%3; _73£x<_3+2\/ﬁ : _Bzﬁﬁx

CASOI. Si x < _?’_—;/ﬁ centonces [+ 3x—2| =X rax—2; |2x+3 = (2x+3)

y la desigualdad |x2 +3X— 2| - |2-X+ 3| > 3 se escribe en éste caso como :
2
(x +3-x—2) —(—2x-3) >3
2
X +5X+123

., —-5—-4/33 | —5++/33
cuya soluciénes: X < — 6 —Y <X
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CASO Il . Si - \/— < X< ? , de las condiciones (*), (**) se tiene que :

X —3X+ 2+ (2X+3) >
X’ —X+52>3

cuyasoluciénes: —-2<x<1

3 —34+417
2

CASO 11l . Si _7 <X< , de las condiciones (*)y (**) se tiene que :

X+ 3X— 2| = X - 3X+2y |2-x+ 3| = 2:X+ 3 y ladesigualdad queda :
—x2—3-x+2—(2-x+3) >3
X —B5X—1>3
cuyasoluciénes: —4 < x < -1

. —3+/17
CASO IV. si — < X, entonces |X2+3-X—2| =X +3x-2 y

|2-x + 3| = 2-X+ 3 de modo que en éste caso, la desigualdad inicial queda :

X 43X —2—(2:X+3) >

2
X +X—-523

Xg_l_—zx/g 6 _1+—2\/§SX

cuya solucién es ;

Denotando las raices como :

=S =13

r = —5.372 , r; = = 0.372
-1-—+/33 -1+ \/
r, = — = —3.372 r, = = 2.372
y dado que :

r<(-4)<ry<(-2)<(-1)<rp,<(1)<ry,

|x +3-x—2| = X —3X+2; |2:x+ 3] = —(22x+3) y ladesigualdad queda:
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la recta numérica queda asi dividida en los 9 intervalos de prueba siguientes . . .

(=) o (n-4) o (-4m3) o (r5,2)

C(-2,-1), (-1,1)  (r2,1) L (2,r0), (rys o)

Para determinar finalmente en cuales de éstos intervalos se satisface la desigualdad inicial, debemos hacer

una tabla de prueba, considerando valores para X en cada uno de esos intervalos y verificando si la

desigualdad inicial se cumple

o) -9 4] G2 | (2,-n] Lry (. D] @Qr) | (r,
valor escogido X=—6 | x=-5 =_—7 x=-3 =_—3 x=0 x=i X=2 x=3
para X 2 2 2
[ X2 +3x-2 | 16 8 1/4 2 17/4 | 2 1/4 8 16
| 2x+3 | 9 7 4 3 |0 3 4 7 9
; 2

¢ S BUTH e 16-9>3| 8-7>3 [1/4-4>3 | 2-3>3 | 4.25>3 | 2-3>3 |1/4-4>3 | 8-7>3 |16-9>3

X% +3x—2| — |2x+3| = 3 Cierto | Falso | Falso Falso | Cierto| Falso | Falso Falso | Cierto
| | | | |y | .
| | I | 0 | I R

Vemos asi que la desigualdad se cumple solo si X toma un valor en alguno de los intervalos :

—5—1/33 —1+4/33
X —m— ; 2<Xx<-1 ; ——— <X
2 2
como se ilustra en la siguiente gréfica . . .
, Y X +3x—2 - |2x+3|
|X + 3 X— 2| 10T
1 Ly J N A b X

—|2:x + 3|

-10~
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EJERCICIOS 1.1

1. Si m y n reperesentan dos nimeros enteros, entonces 2-m Yy 2-n son enteros pares ( es decir, que

son divisibles entre 2 ), mientrasque (2-m+1) y (2-n+ 1) son enterosimpares ( que no son

divisibles por 2, es decir que si se dividen por 2 el residuo no es cero) .

Mostrar que :

e Lasuma de dos nimeros enteros pares es par

e Lasuma de dos nimeros enteros impares es par

e El producto de un nimero entero par con cualquier otro entero es par

2. Si X = —x paraunnameroreal X demostrar entoncesque X = 0 .
('Sugerencia: usar las propiedades de los nimeros reales)

3. Siun trabajador puede realizar su labor en 7 dias y otro trabajador puede hacer la misma faena en 5 dias,
entonces ¢ qué fraccion de la labor realizaran si trabajan juntos por 2 dias ?

4. Siun metro de alambre de Cobre pesa 359 ¢ qué longitud tiene un rollo de 1540 kg? (1kg =1000¢)

5. Encontrar la forma decimal de los siguientes nimeros racionales.

5 8 41 6 85
a — b) — c) — d — e) —
) 8 ) 3 ) 333 ) 11 ) 750

6.  Convertir los siguientes nimeros decimales peridédicos en numeros racionales

a) 0.454545454... b) 0.151515151.... ) 0.1428571428....
d) 12.234343434.... €) 1.327272727..... f) 3.49686868686....

Ejemplo :
Sea el nilmero X = 1.851851851... . Notemos que el patrdn de repeticion tiene tres cifras: 851, asi que

multipliqguemos ambos lados de ésta igualdad por la potencia de 10" donde n es el nimero de cifras del
patrén de repeticion, es decir 10° = 1000
1000-X = 1851.851851....
restemos X : —X = —1.851851851...

resulta. . . 999-X = 1850

. 1850 . . . ., . 50
resolviendo para X queda X = 599 Simplificando ésta fraccién se obtiene : x = >

7. Elndmero (—zj no esta definido para n = 0 pues implica una division por cero. Completar la siguiente
n

tabla para ver como éste nimero aumenta sin limite (tiende a infinito : e) cuando n se aproximaa cero:
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n 10 1 0.5 0.01 0.000 01 | 0.000005 | 0.000 000

0.05 5 20

3N|U-|

8. Cuando h =0 ,laexpresion: no esta definida . Completar la siguiente tabla para

Va+h-2
h

determinar a que valor se aproxima éste nimero cuando h se aproximaa cero:

h 12 1 0.5 0.01 0.0001 | 0.00001
Va+h-2
— 0.16667 0.23607

9. Sumar las dos desigualdades dadas para combinarlas en una sola :
a —-3<4, 5>3 b) -1>-2, -1<2 C) 2<X, 6<Y

10. Multiplicar cada desigualdad por la constante de la derecha :
a -6<3, 2 b) -6>-10, -3 c) X>-5, -6

11. Traducir las siguientes expresiones en espafiol al lenguaje algebraicao de las desigualdades
a) X esnegativa

b) y esmenorque 5 0 mayor o igual que 12
c) laedad x deJuan esporlomenos 30 afios
d) laganancia G serd de no menosde 45 por ciento

e) larazon deinflacion ¢ serdal menosdel 1% yaloméasdel 5% mensual
f) el aumento esperado no estd entre —4 y 2

12. Calcular la distancia entre el par de de nimeros dado .

-3 -5 13 16 112
a) -1, 3 b) —4 ., — 0 —, = g =, =
2 2 4 5 75

13. Usar la notacion del valor absoluto para representar las siguientes expresiones:
a) Laseparcibnentre X y 5 noesmasde 3

b) Ladistanciaentre z y —10 esporlomenosde 6
C)  estamascercade O quede 8

d) A quedaalomas ados unidades del nimero a
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Hallar la solucion de las siguientes desigualdades: ( Comprobar la solucién)

Desigualdades lineales :

14.5—-X>7 15. 4-X+1 < 2-X

17. -4 <

< <4 18.

3) 2

Resolver completando el trinomio cuadrado perfecto .

20. (x-3)°>1 21X +2X-3>0

23. 12.X° +34-X+10 >0  24. 20-X° +18-X—18 > 0

Desigualdades con polinomios .

26. 5(x+2)°(x-3) >0

28. —5-(2:x—1)-(x+4)-x <0

30.(12:%% + 34-x + 10)-(20-X* + 18-x — 18) > 0

27.

29.

31.

16. 3:X+1> 2 X+7

1 3. 2 1. 1
x+ L) 19 Sx—Z < Zx+ =
4) 4" 3 5" 4

22, 68X +3X—18 < 0

25. 12.X° —19-X+4 < 0

3(x+1)(X+2)-(x-3) >0

3 2 1 3 1 2
-3:X + 11X —3X > §'X —?x + X

12X —19-X+4 < 0

32 X' -5xX +6>0 33 -3 (x-1)"<o0
3X-5
3. (6X% +3x—18)-(12X — 19+ 4) > 0. 35, > 4
X—5
4 1 4 1
36, —— > —— 37. >
X+2 X—1 X+5 2X+3
-4 1 15 —60 15
38, —— < = - 39. <114+ ——
X-1 2 2(2:x—3) 3X—4 (2:x+1)
4x° -9
40. | —— | >0 4, — >2—-—
9-X2—1 X+ 3 X—2
3 X+ 1 8 X 29Xt
42, = <1 = 43. | —. <
X+ 4 X—5 29 5X—-6 7-X+9
Desigualdades con valores absolutos .
X X—3
44. |=| <3 45. |2:x+5| <1 46. |=—=| >5
2 2
2 1 1
47. |1-x < |x+2| 48. |2:x + 3| >§-|3-x+4| 4. |3x+—| < 2-x—§‘
1
50. [3x-—| > sx-—| 5L Zx+1 52. |x+6| > |2x—5|
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53. |x—2| + [x—1] >4 54. |x+6| — [2x-5] <2
55. |(3-x+6)-(x—2)| — |2x—5| <2

Hallar los nimeros que estan:

56. al menosa 3 unidades del —1 57. cuando mucho a 2 unidades del —3
2
58. més cercade —2 quede 4 59. maés cerca de 3 que de -3 .
L L. -1 3
60 mas lejos de 2 que de —3 61. mas lejos de 7 que de T

Respuestas .
1. i) Lasuma de dos nimeros enteros pares es par.
Sean n y m enteros, entonces 2-n 'y 2-m son ndmeros pares porque se pueden dividir entre 2
exactamente y ademas:
2n+2-m = 2:(M+n)

Por la propiedad de cerradura, (m + n) es otro entero y por lo tanto, 2-(M + Nn) es un entero par
porque tiene a 2 como factor ..

ii) Lasuma de dos nUmeros enteros impares es par
Sean Ny m ndmeros enteros, entonces 2-N+ 1 y 2-M + 1 son nimeros impares porque no se

pueden dividir exactamente entre 2 . Por otra parte, susumaes. . .
@n+1)+(2m+1) = 22(h+m)+2
= 22(m+n+1)

Pero (M + N+ 1) esotrondmero enteroy 2-(M + N+ 1) es par porque tiene un 2 como factor .

iii) El producto de un ndmero entero par con cualquier otro entero es par
Sean n y X dos numeros enteros, entonces 2-N es un nimero par y su producto es ...

(2:n)-x = 2:(n-x)  (factorizando)

Pero por la propiedad de cerradura en los enteros, Nn-X es otro nimero enteroy 2-(N-X) es par
porque tiene un 2 como factor.

2. Supbngase que X = —X para un ndmero real cualquiera X entonces :

X+(=X) =0 ( por la propiedad de inverso aditivo )

X+(X)=0 ( por la hipétesis X = —x )

22X=0

X=0 ( Si el producto de dos nimeros es cero, uno de los dos es cero )
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. . 1 . . .
3. Enundia de labor, uno de los trabajadores hace 2 de la faena puesto que termina su trabajo en 7 dias

(Suponiendo que trabaja al mismo ritmo todos los dias) . Similarmente el otro trabajador hace T del

trabajo en un dia. Por lo tanto en dos dias habran hecho juntos la cantidad de trabajo:

(2-dias)- E'tra_bajo + litra_bajo = 2-(l + l\-trabajo
7 dias 5 dias \7 5)

= (%)-trabajo = 68.57%:-trabajo

4.  Del problema se deduce que la densidad lineal (la masa por unidad de longitud) de éste alambre es:
0.035-kg

1-metro

o= . Por lo tanto, si se pide que la longitud buscada X debe pesar 1540-kg, se tiene :

X-0 = 1540-kg de donde se deduce que :
1540-kg

X = —————— = 44000-metros = 44-km
0.035-kg
1-metro
5 ..
5. a) p =0.625 finito
b) 3 = 2.666 666 6 ... infinito. Patron de repeticion : 6
41 s . s
C) 333 = 0.123 123123 infinito. Patron de repeticion : 123
d) 1—61 = 0.545 454 545.., infinito. Patron de repeticion: 54
85 s . A
e) 50 = 0.113333333... infinito. Patrén de repeticion: 3
6. a) ﬁ _ i b) 1_5 _ i c 142857 _ E d) 6056 e) E 34619
99 11 9 33 999999 7 495 55 9900
7 n 10 1 0.5 0.01 0.00001 | 0.000005 | 0.000000
5
F 0.05 5 20 50000 [ 5 x 10w 2 x 10v 5 x 10“
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10.

h 12 1 0.5 0.01 0.000 1 0.000 01
Va+h-2
— 0.16667 0.23607 0.242641 [0.249 844 0.249 998 4| 0.249 999 8

tiende a 0.25, es decira 1/4

Dos desigualdades se pueden sumar miembro a miembro solo si tienen el mismo sentido.

a) (-3<4)+ (3<5) —> (-3+3)< (4+5) —> 0<9
b) (-1>-2)+ (2>-1) — (-1+2)< (-2-1) — 1>-3

) (—2<x)+ (y<6) —> (—2+y)< (x+6)

Una desigualdad invierte su sentido si se multiplica por un nimero negativo

a —-6<3 —> —(6)(2) < 3(2) —> —12 <6

b) —6>-10 —> —(6)(3) < (-10)(-3) —> 18 < 30

c) x>-5 —> —(6)(x) < (-6)(-5) —> —-6x < 30

11. Las traducciones son . . .

12.

13.

a Xx<o0
b) y <5,
c) X=30
d 045< G

e) 0.01 < ¢ <005
f) X<—-4;,2<X

12<y

1og = (3 =5
a) [-1-3| =4 b) |-4 2| "2
C) ‘_E_E :E d) ‘E_E :g
2 4 4 5 75 75
a) [x-s| <3 b) |z+10] 26
o |yl <[y~ d) [1-a| <2
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-1
14.Xx < =2 15.x<7 16. 6 < X
-9 15 —23
17 — <x < — 18. — < x 19. X< —
2 2 26
. . 3
200 x<206 45X 21, X<-30 1<X 22, —ZSXSE
-5 , -1 -3 , 3 1
23, X< — 6 — <X 24, X< — 060 — <X 25, — <X <=
2 2 5 4
1
26. 3 <X 27. 2 < X< -1; 3<X 28.—4<x<0;5<x
2 — -3 -1 3
29. X0 0 —<x<£3 30 x<—, /—SXS—\, — <X
5 2 3) s
1 4
31'Z<X<§ 32. X< /3, /2<x<42, 3<X
L, 1 4 3
33. Ningun namero real 34 x<-2, —<x<—-, =<X
4 3 2
35. 5< X< 15 36. 2<X<1, 2<X 37. 5<X<—, -1<X
-1 1 4
3B.x< -1, 1<xXx<—, 35X 39. X< -2, —<X<—, =<X
2 3 3
-3 - -1
40X < —, — <X< =, =—<X 41.—3<x<7,2<x<3
-7 —3-/33 -7 + 3/33 -9 6
42. <X<—-4, ——— <X<5 43, X< -2, —<X<=, 3<X
4 4 7 5
44, 6 <X<6 45. -3 < x <2 46. X < -7, 13 <X
-1 —-17 -5 -1
47. — <X 48. — < X 49, — < X < —
12 6 30
-1 5 -3 9 -1
50, — <x< — 51 x < — , — <X 52. — <x< 11
24 22 14 3
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-1, 7
B X< — 06 — <X
2 2

1,
54, X<§ 0 9<X

55._1_7\/%<x<—1;§<x<_1+/§ 56. |x—(-1)| >3 yson2<x6 x< -4
57. [x—(-3)| <2 yson 5 <x< -1 58. |x—(-2)| < [x—4] yson x <1
59. |x— 2| < [x+3| yson =~ <x 60 |x—2| > |x+3| yson x<—
3 6 2
61 X+1 > X—E‘ ysonl<x
4 5 40
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Capitulo I
Numeros Complejos

2.1 Numeros imaginarios.

El conjunto de numeros reales tiene la propiedad Unica de que cualquier nimero real ( positivo o negativo )
elevado al cuadrado, es un nimero positivo .

Los nameros que tienen la propiedad opuesta, es decir que elevados al cuadrado dan como resultado un
nlimero negativo, generan un nuevo conjunto gque por contraposicion a los nimeros reales, se llama conjunto
de ndmeros imaginarios .

Sin embargo, los nombres "real” e "imaginario” no significan que un nimero real existe y un nimero
imaginario no existe; antes bién, los nimeros imaginarios tienen tanta importancia en matematicas como la
tienen los nimeros reales y s6lo se distinguen de éstos en la propiedad mencionada anteriormente .

Entonces, si W representa un nimero imaginario, elevandolo al cuadrado resulta . . .

w = —X

donde X esun ndmero real positivo. Por lo tanto, todo ndmero imaginario tiene la forma general :

W = 4/—X 6 ~w = —/~x
considerando ambos signos de una raiz cuadrada .

Se define la base de los nimeros imaginarios como la raiz cuadrada del nimero —1 y se representa

simbo6licamente por la letra |

j=V—1 2.1)

(‘Algunas veces se utiliza también el simbolo | envezde | para representar ésta base de los nimeros imaginarios
; sin embargo , en algunas aplicaciones , como en el andlisis de circuitos , el simbolo i se utiliza para representar
una corriente eléctrica . Es por eso que usaremos j ).

En consecuencia , todo ndmero imaginario es un multiplo de j, puesto que siempre es posible escribirlo

Para cualquier nimero real X positivo.

Ejemplo 1 Los siguientes son nimeros imaginarios. . .

) V=16 = V(18)-(—1) = V@V = 4
iy =81 = VD (<) = V(9> = 9]
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i) V=32 = (16)(2) (1) = J?ﬁﬁ - 4@1

(3)2 J—

v (24 . /24\ 0@ ~ - [6.[2. - 5(2).
) (s0) ™ Y50/ (2)(25v_ ﬁ/;‘ Vag )

etc.

Asi que la raiz cuadrada de cualquier nimero real negativo es un nimero imaginario .
Mas adelante, cuando analizemos las raices de los nimeros complejos, podremos considerar las raices de
orden mayor a dos de los nimeros negativos .

2.2  Numeros complejos .

Definicién : Un nimero complejo z es un_par ordenado de nimeros reales X e Yy que se representaen la
forma:

N
11

X+j-y (2.2)
0 por :

z
llamada forma rectangular, donde :
X : se llama la parte real del nimero complejo z . Se denota como: X = Re(z)

(x,y)

y : se llama la parte imaginaria del nimero complejo z . Se denota como: y = Im(2)

j : es labase de los nimeros imaginarios y representa el nimero: j = /-1

De éste modo , puede decirse que un nimero complejo es una combinacidn de un nidmero real ( un nimero
cuyo cuadrado es positivo ) y un nimero imaginario (un nimero cuyo cuadrado es negativo )

Los nimeros complejos forman un conjunto que tiene propiedades Unicas, siendo algunas de ellas
completamente distintas a las propiedades que tienen los nimeros reales .
Este nuevo conjunto de numeros se aplica extensamente en distintas areas, por ejemplo en :

e laIngenieria (en el analisis de circuitos lineales )
e laFisica ( enlamecanica cuantica )
e las Matematicas . (en el calculo integral y diferencial para variables complejas )

Ejemplo 2 . Los siguientes son numeros complejos :

i) Z=23+2]j
parte real : Re(z) = 3
parte imaginaria: Im(z) = 2 .
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parte real : Re(z) = —/2

L 1
parte imaginaria: Im(z) = —
e

i) 78 = (22)-2:(-1) = V22T = 24/2) = 0+2/27

parte real : Re(z) = 0
parte imaginaria : Im(z) = 2:/2

iv) z= 2 - +0-j
s 5)™

parte real : Re(z) = 2

3

parte imaginaria: Im(z) = 0

En éstos dos ultimos ejemplos, se muestra que todo numero real es un ndmero complejo con parte imaginaria

cero, y todo nimero imaginario es un numero complejo con parte real nula.

2.3 Potencias enteras del namero j.

Basandonos en su definicion, es facil comprobar que algunas de las primeras potencias del nimerc j = /-1
son :

()’ = W)’
()'= (1)

1 (todo namero (excepto cero ) elevado a la potencia cero es la unidad )

j ('por definicion de la unidad imaginaria )

N2 2
()= 1 = V=i = V] =
( Aqui es importante notar que no podemos usar la ley de multiplicacion de radicales:
2
VEIVAL = DD = V() =1

pues ésta propiedad (\/)—(\/)—/ = +/(X)-(y) ) esvalida para nimeros reales;

no para la nueva clase de ndmeros que estamos considerando )
N3 _ N2 . oo N2 _
D=0 =CD0 = (puestoque (j)” = —1)
4 N2 ;82 N2
@ =00 =) =1 (puesto que (j)” = —1)

(1) = j ('puesto que (j)4 1)

a0 = 06

() = j2=-1  (puestoque (j)° = j yademas (j)* = —1)

0" = ()-0)°
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etc. etc.

De ésta manera, todas las potencias enteras positivas de j generan sélamente 4 cantidades distintas :

i, =1, —j y 1 lascuales se obtenen ademas en orden ciclico de acuerdo al orden creciente de la
potencia entera respectiva .

Sucede algo parecido para las potencias negativas enteras de j, como podemos ver en la sucesion. . .

0 :jl = JEG) ( multiplicando la fraccién por la unidad %)

I I

T2

O

B =00 "= G)E) =6 = (vagque () "= y = -1)
O°=0"0" = (D) =) (vagqe ()7° = -1y =)
() = (J')_Z'(J')_2 = (-1)-(-1) =1 ( puesto que (j)_2 =-1)
(j)_s = (j)_4‘(1)_1 = (1)-(-) = ( puesto que (j)_4 =1yjt=-)

etc. etc.

Una forma sencilla para reconocer a cual de las cuatro cantidades bésicas: j, —1 , —j 0 1 corresponde

cualquier potencia entera de j , es imaginar que éstos cuatro nimeros se colocan equidistantes sobre una
circunferencia de radio unitario.

Partiendo entonces del punto 1, si se recorre la O
circunferencia en

sentido positivo ( el contrario al giro de las manecillas de un *
reloj ) se obtendran sucesivamente en orden ciclico los
resultados de las potencias enteras positivas de j :
~0 a1 N2 a3 A4
()20 €)M €) B €) RPN ) A @ €y,

Mientras que , cuando se recorra en sentido negativo
(el giro de las manecillas del reloj ) , se obtendran en forma
ciclicay sucesiva los resultados de las correspondientes

potencias negativas de j : -

G 6

2

OO @
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Asiques ()7, ()*. () ()7, etc vaten[t] 5 ()°L(G) L ()7L (

007G G)F, et vaeni] 5 ()0

J

NORON
B0 0F° 0 et valen1] 5 ()26 L0
G0 O O etevaen[ 5] 0 OGO

) 12 " otc. valen

13 X
, etc. valen
, , etc. valen

, , etc. valenlﬂ

Ejemplo 3. Evaluacion de algunas potencias de nimeros imaginarios :

i)

o = [V @] = 6D (2) = )2 = )6 = -

0 (& )

()"

1

1

W (

i

NEIND

()5

J

1

o

)_,-

> (=)

2.4 QOperaciones elementales .
Dados los numeros complejos :

;=X +3Y1

Z =X +13Y

se definen las siguientes operaciones :

l. Igualdad

Dos nimeros complejos son iguales si y solo si sus partes reales son iguales y
sus partes imaginarias son iguales .

Z, =2, siysolosi X; =X, ; V1=V,

1. Suma

Para sumar nimeros complejos se suman sus partes reales y sus partes
imaginarias respectivas separadamente .

1+ = (Xl +j‘Y1) + (Xz +j‘Y2) = (Xl +X2) +j'(y1 + yz)

(2.3)

(2.4)
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1. Multiplicacién por un ndmero real
Cuando un nimero complejo se multiplica por un nimero real k, sus partes real
e imaginaria quedan multiplicadas por el nimero k .

k-z=Kk-(X+3-y) =k-x+j-y (25)

IV.  Producto
La parte real del producto de dos nimeros complejos es el producto de sus partes
reales menos el producto de sus partes imaginarias .
La parte imaginaria del producto de dos nimeros complejos es la suma de los productos
cruzados entre sus partes reales e imaginarias respectivas .

217 = (Xl'XZ - y1'Y2) +j'(X1‘YZ + X2'y1) (2.6)

Este Gltimo resultado se obtiene también multiplicando directamente z; por z, término por término igual
que en el producto tipico de dos binomios :

Xg+3Y1

Xo+3-Y2

X1 Xo + 3 X0 Y1

I XY+ (jz)'yl‘YZ

X1-X2 +j'(X1'y2 + X2'yl) —Y1'Y2 (Puesto que j2=-1)

Ejemplo 4. Determinar los valores de X yde Yy en las siguientes igualdades:
i) (x—2)+(4y)J = 3+12-j
i) (2x-1)+(y-3)j = (x+y)-(8y-1)ij

Solucion : Dos ndmeros complejos son iguales sélo si sus partes reales e imaginarias respectivas
son iguales entre si. Igualando entonces éstas partes, se obtienen las ecuaciones:

i) Re[ (x—2) + (4-y)-j] = Re(3+12-j)
(x—2)=3
Im[(x=2)+(4Yy)5] = Im(3+12-j)

4y = 12
Estas ecuaciones se cumplensolosi X =5 e y =3
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Similarmente en el segundo ejemplo . . .
i) Re[(2x—-1) +(y—3)-3] = Re[(x+Yy) - (8y-1)j]
(2x-1) = (x+Y) *)

Im[(2x-1) +(y=3)5] = Im[(x+y) - (3y-1)j]

(y-3) = -(3y-1) (**)

resolviendo simultaneamente el sistema de ecuaciones lineales (*) y (**), se obtiene. . .

Ejemplo 5. Operaciones elementales con nimeros complejos

i) sumar:  (3—4-3) +(-5+3])

ii) sumar: {—E A } _{_1 n (=25) }
4 3 2 6

iii) multiplicar: (-2 +3-j)-(1—2-j)

iv) multipicar: (—3)-{ L) }

2 2

Solucion : Al sumar algebraicamente dos 6 mas nimeros complejos, se suman separadamente sus
partes reales y sus partes imaginarias, asi que . . .

) (E-40)+(-5+30) = [B+(-9]+(-4+3)]
= -2 — ]
i) Convirtiendo primero el nimero a la forma rectangular queda:

[_g_ (—4)}{_1 (—zs)}_
4 3 > "% -

|
|
Alw
|
N
<.’\)|h.l
N
|
|
N |-
+
ol
°’||_.
S
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iii) El producto de dos nimeros complejos es otro nimero complejo cuya parte real es el
producto de las partes reales menos el producto de las partes imaginarias . y cuya
parte imaginaria es la suma de los productos cruzados entre las partes reales e imaginarias

iniciales:
(-2+33)(1-24) = [(-2-(1) - (3)-(-2) 1 + [ (-2)-(-2) + (1)-(3) ]
= (-24+6)+(4+3)]
= 4+ 7]
iv) Convirtiendo primero el nimero a la forma rectangular queda:
(—3)-{% - @} =1 (3).(_1)].{2 - —“3)2(‘1)}
- (j/g.\/_—l).@ _ @)

1"
—
o
|
PN
[
\.—/
7~ N\
| =
|
S
[
N—

1
1
—~
o
N
|
|
1
<
7\
o
w
N
L 1
L 1
+
1
o
o<
w
+
N |~
—~
<
N
L 1

2.5  Forma trigonométrica o polar para un nimero complejo .

Las operaciones elementales definidas para los nimeros complejos, hacen que éste conjunto de nimeros
tenga una estructura matematica practicamente igual que la de los vectores en un plano.

Por esta razon podemos representarlos graficamente como puntos sobre un plano de coordenadas
rectangulares, donde el eje X representa el conjunto de los nimeros reales y el eje Y representa el conjunto
de los nimeros imaginarios .

En otras palabras, el eje X esta formado por los niUmeros complejos Yi
Cuya parte imaginaria es cero y tienen la forma :

Z= X+0j ( numeros reales ) .

mientras que el eje Y se forma con los nimeros complejos cuya
parte real es cero y que tienen la forma general:

Z=0+Yj (' nGmeros imaginarios ).
De éste modo, cualquier nimero complejo z = X + y-j, queda
representado por un solo punto en el plano XY , y todo punto
(x,y) del plano representa un solo nimero complejo z .
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Geométricamente, la distancia r medida desde el origen O hasta el punto P del plano que representa a un

numero complejo dado z , es la magnitud, valor absoluto 6 médulo de tal numero, y se le denota por |z|

Aplicando el teorema de Pitagoras al tridangulo rectangulo representado en la figura anterior se deduce que :

2| =YX +y°

odadoque X e Yy son las partes real e imaginaria del nimero complejo z , en forma general se puede
escribir también que :

r= |7 = J(Re(@)? + (Im(2))? (27)

Por otra parte, de la trigonometria elemental aplicada al triangulo rectangulo de la figura anterior es obvio
que las coordenadas (x,Y) del punto P se calculan como. . .

r-cos(6) = |z| -cos( 6)
r-sen( ) = |z| -sen(6) (2.8)

X
y

donde & es el angulo que forma el segmento de recta r con el eje de los nimeros reales X . Se llama
argumento o fase del nimero complejo y se denota por & = arg(z).

Por lo tanto, dado un nimero complejo z cuya forma algebraica o rectangular sea z = X +j-y , es
también posible representarlo en la forma :

N
1

X+jy

|z -cos(6) +j-(|z] -sen(6))

|2 -(cos( ) +j-sen(6)) (2.9)

Llamada forma polar o trigonométrica de un nimero complejo .

El argumento @ o fase de un nimero complejo se puede

calcular facilmente a partir de la definicion de la funcion YA
tangente para un triangulo recto : P(x,Y)
Im(z
tan(6) = (Xj = Im@
X Re(z2) lz| ‘ 6
y de su funcidn inversa se obtiene . . . g ‘
\ -
Im(z
@ = arc_tan (2) (2.10) © Re(z) —
Re(z)

Las expresiones (2.7 )y (2.10) nos permiten transformar un nimero complejo de la forma algebréica o
rectangular z = X+ j-y alaforma polar o trigonométrica z = |z| -(COS( 9) + j-sen(@))
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y mediante las relaciones ( 2.8 ) es posible transformar un nimero complejo de forma polar a la forma
algebraéica, puesto que se dan el médulo |z| y el argumento & para tal nimero.

OBSERVACION 1
Notemos que el mddulo de un nimero complejo siempre es positivo

7 = (v > 0

y por lo tanto es Unico . En cambio su argumento @ puede ser cualquiera de los nimeros :

0, O+2-7r, O+4-7w, O+6-71 ...¢etc
O—2-7r, O—47w, @—6-7 ...¢etC

debido a que una vuelta completa ( que equivalente a un &ngulo de 2. 7 radianes 6 varias vueltas completas

alrededor del origen ( en sentido positivo o negativo), no cambian la localizacién del punto P (X, y) sobre el

plano complejo .
Por convencién , se escoge siempre el menor valor del argumento, el cual se suele llamar valor principal del
argumento y siempre serd un angulo @ comprendido entre 0° y 360° .

Valor Principaldearg(z) : 0< @< 2rx (2.11)

OBSERVACION 2
A veces se utiliza la siguiente notacion abreviada para escribir la forma polar o trigonométrica de un nimero
complejo :

2=|z| < 0 (2.12)

que por supuesto equivalea z = |z| -(COS( (9) + j-sen( H))

Ejemplo 6. Determinar el médulo y el argumento de los siguientes nimeros complejos :

i 7= 1-13j i)  z=-1-j
i) z=13+j V) 2=42-42]
V) Z=—j vi) Z=-3

Solucion : Antes que nada, se debe determinar el cuadrante del plano en el cual se localiza
un namero complejo. Esto facilitara el calculo de su argumento & .

) z=1-1/3]
La parte real de éste nimero complejo ( X = 1 ) es positiva y su parte imaginaria

(y = —/3) es negativa.

Por lo tanto, éste nimero se localiza en el 4° cuadrante del plano complejo. Su médulo es :

7| = J(Re(@)” + (IM(2))" = X' +y* = (1) + (~/3) = 2
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y su argumento es. . .

Y
Im
6 = arg(z) = arc_tan (2) 0

Re(z) ,, .
| x

= arctan| 2 | = arc_tan(ﬁj r ‘
X 1 _ \/5

= 2.7 = 300° - — ‘

(Al calcular el valor de ésta funcion, se ha tomado en cuenta que z se localiza en el 4° cuadrante , asi
como tambien la equivalencia entre radianes y grados ).

La forma polar para éste nimero complejo es entonces :

Z =2 2300°

i) z=-1—]
La parte real es negativa (X = —1 ) y también la parte imaginaria (y = —1 ) por lo cual éste

numero se localiza en el 3¢" cuadrante del plano complejo. Su médulo es. . .

7| = J(Re(2)” + (IM(2))* = X + ¥°

= DT+ () 't
0
=2 ‘ -
y Su argumento es. . . -1 r
Im(z
6 = arc_tan @ = arc_tan y ; —
Re(2) X -1

- = 225°

= arctan(i—i) =

Nl

(‘Aqui se ha tomando en consideracion que z se localiza en el 3¢r cuadrante , asi como la
equivalencia entre radianesy grados ).

De éste modo, la forma polar para éste nimero complejo es :

7=1/2 £225°
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i)y z=13+]

Setieneque Re(z) =+/3 e Im(z) = 1, por lo tanto éste nimero complejo se localiza en
el primer cuadrante ( ambas partes real e imaginaria son positivas ) y su moédulo es :

7| = J(Re(2))” + (IM(2))* = X + ¥°

V63" + "
Vs
= 2 I

r
y su argumento vale . . ‘ 1

6 = arc_tan (Xj X
X

1 1 o
= arc_tan| —|= =7 = 30
V3) 6
la forma polar para z es entonces :
z2=2 £ 30°

V) z=1+2-v2]

Las partes real e imaginaria de éste nimero complejoson:  Re(z) = /2 , Im(2) = —/2,
por lo tanto z se localiza en el 4° cuadrante y su modulo vale :

7| = J(Re(2))” + (IM(2)) = X +¥°
V02 + ()" = va "

o]
=2 [ >
S X
el argumento es . . ; ‘
~V2
6 = arc_tan (Xj ‘
X -
z
-2
s v
= arc_tan| — | = arc_tan(-1)
Nz
7 [e]
=—.7= 315
4

la forma polar para z queda entonces: z = 2 £ 315°
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V) Z= —j
Este es un nimero imaginario puro, que escrito en forma complejaes: z = 0—j , su parte real

es cero y su parte imaginaria vale —1.
Debido a ésto, se localiza entre el 3° y el 4° cuadrante del plano complejo. Su médulo vale:

2| = X" +y°
= V(0 + (-1)% = 1 vA

y Su argumento es . . -

6 = arc_tan (%1)

3
= arc_tan(—oo) = —. = 270°
2 T z
3
la forma polar para z esentonces: z =1 < -
vi) z= -3
Este es un namero real puro, que escrito en forma complejaes z = —3 + 0- , su parte real es

—3 y su parte imaginaria vale 0. Se localiza entre el 2° y el 3 cuadrante del plano
complejo. Sumoduloes. ..

2] = x +y°

v A
= V(=9 +(0)° = 3
| @
y su argumento vale . . . ‘5/
—o ~
-3 X
- y
0 = arc_tan| =
X
(0) o
= arc_tan; — | = arc_tan(0) = 7 = 180
_ \_3) _
La forma polar para z es entonces : 1=3Z4r1x otambién z = 3 £180°
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2.6 Numeros complejos conjugados .

Dos nimeros complejos son conjugados si sobre el plano complejo representan puntos que son simétricos
respecto al eje real X . En otras palabras, dos nimeros complejos conjugados tienen la misma parte real y
la misma parte imaginaria ; pero so6lo difieren en el signo de su parte imaginaria.

De éste modo, el conjugado del nimero complejo

YA
Z=X+jYy L z
se denota por E y se define como. . . r
R <o |
2= (X+jy) = X=jy (213) oy =
En consecuencia, todo punto en el semiplano superior complejo r
tiene un punto imagen conjugado en el semiplano inferior . v

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS COMPLEJOS CONJUGADOS :

Si z,2; y Z, sonnumeros complejos distintos de cero entonces valen las siguientes propiedades . . .

1) (Zl + 22) =72,+12, " El conjugado de una suma es la suma de los conjugados "
1) (21-22) = (Zl) ~(22) " El conjugado de un producto es el producto de los conjugados "
1) (Z) =12 " El conjugado de un conjugado es el namero complejo inicial "

— " El conjugado de un reciproco es el reciproco del conjugado "

)5

V)

Y

Todas éstas propiedades se pueden demostrar a partir de la definicion del conjugado de un nimero complejo
Por ejemplo si

Zy = Xty Z = X+ Y

son dos nimeros complejos, entonces el conjugado de su sumaes. . .

(Zl + 22) = (Xl + X2) + ] -(y1 + y2) (' Sumando los numeros complejos )
= (Xl + Xz) —j '(Y1 + y2) ( Por la definicion de conjugado )
= (Xl —j'Y1) + (x2 —j'Y2) (‘Asociando )
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pero éstos dos Ultimos términos representan precisamente los complejos conjugados de los nimeros z; vy Z,
respectivamente. En consecuencia, se ha demostrado que . . .

(22+2,) = (z) +(22)

Al considerar el producto de un nimero complejo z por su complejo conjugado, es posible calcular el médulo

6 magnitud |z| de tal nimero, como sigue :

(@) = (x+ 1Y)+ 1Y)
= (X+jy)-(x=jvy)
= [xX—y-(-Y) ]+ D¢ (~y) + y-x] (Por la definicion del producto)
= X2 + y2

= (I2])°

entonces. . .

2| =@ @ (2.14)

esto significa que el médulo de un nimero complejo es la raiz cuadrada del producto de ese nimero por su
complejo conjugado.

Z;
Tomando en cuenta el resultado anterior, el cociente de dos nimeros complejos — con z, # 0, se calcula
Z;
ahora multiplicando el numerador y el denominador de la fraccion por el complejo conjugado del
denominador como sigue . . .

@ _ H n) _ () (2)(z)

) \2l\a)  (@)a) ()

(dado que de (2.14), z, por su conjugado es su magnitud al cuadrado )
(ﬂ] _ (atiy) (e -iy)

%2 ()" + (v2)°

y realizando la multiplicacion en el numerador finalmente se obtiene finalmente. . .

(ﬁj _ (Xl'XZ + y1'Y2) +j'(X2'Y1 - Xl'yZ) (2.15)

()" +(v2)°
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Este Gltimo resultado es la expresion general para dividir dos nimeros complejos .
Notese que el denominador es un numero real (el modulo de z, ) que divide a un ndmero complejo (el

producto de z; por el conjugado de z,)

Ejemplo 7. Realizar las siguientes divisiones de nimeros complejos :

. —1—j .. 3—2: o 14
i) J_ i) J iii) _]
2+ 3 1-—3 11—

Solucion : Multiplicando cada fraccion por el complejo conjugado de su denominador se obtiene :

p (Lo)@+39) | (1-i)(2-34)
(2+3j)(+3j) (2+30)(2-3)

[(D)() - ()-(3) ]+ [(=1):(=8) + (3)-(=1) ]']

2" +(3)°
- (2-9+(3-2 _ 5, 1.
2+ (3)° 313

iy B=20)(-30) _ (3-2i)(1+3))
(1-3j)(1-3j)  (E=30)-(1+3)

[(3):-(1) = (=2)-(3) 1+ [(3)-(3) + (=2)-(1) ]}

()" + @
_ (B+6)+(9-2)j _ 947 _ 9., 7.
@i+ @? 0 10 10

iy (L)) | (1))

(1-j)-(1-j) (1-0)-(1+])

_((1-9)+(0) _ —2+40j _
(1" +(2)° 2
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EJERCICIOS 2.1

| Efectlense las siguientes operaciones con nimeros complejos :

1. (5-6j))+(4+2j)2 (6+3j)—(2—-4j)3 (B+7))—-(5-3j)—(-2+9j)

4. (3+4))(5+2j) 5 (2-3))(3+54) 6. 3+2j)-(2—i)-(1—1)
((3—i) @2+ij)-(1+j) A A
" \3321) 8. s 9. (2-3j)-(3-41j)
oy (7-21) (3+20), (6+2])
10. (4+j)-(-1-3j) 11 27 12. 15 )+\ )

(4-2i) , o5i) o, (VY 15. [(~1) +v=3]" +2[(~1) +V3] + 4

(3+2))  (-2+3j) (1)
« (S
1—-v-4)| 1-4-2

Il. Usando la propiedad de igualdad entre dos nimeros complejos, determinar los posibles valores para las
variables X e Yy en las siguientes expresiones :

17. X+3j= Y+X'J 18. x— YJ =1+ Xj
19. (B8Xxj+2X) = (2yj+y+1) 20. (X+Vj)-(1+2:)) = (-1 +8)
2. (X+y-j)(x—3j) =10 22. X2+(1+2-j)-x—G +j) =0

23. (sen(x))” +j-(cos(y))” = (1 + JE)

I1l. Expresar en forma polar los siguientes nimeros complejos :

24. (1-j) 25, (~1+4/3) 26. (-1-1/3))
27. (-3-4)) 28. 3] 29. (8-15:))
30. —2 31. (-1-j))
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Respuestas a los Ejercicios 2.1

1. 9— 4 2. 4+7i 3.
4. 7+ 26 5. 21 +i 6. 9—7-i
7 1
7. ——i-i 8. i+—3-' 9. -6+ 17-i
13 13 25 25
9 1
10. -1+ 13- 11. i 12 =+ =4
2 2
13, 342 14. —i 15. 0
13 13
7 1
16, — — = 17. x=3, y=3 18. x=1, y= -1
5 5
x=o0 y=2
=3
19. x=12, y=3 20, X=3, y=2 .
X=-1 y=3
1 -3 . T -7 T 3
22. X= =, X= — 24 2. x=—, — ;y=—,22
2 2 2 2 4" 4
2 —2-7
24. \2 L a5° 25. 2 L (T) 26.2 L (Tj
T 0
27. 5 £ 23313° 28. 3L > 29.17 Z (298.072)
57 ., -3
0. 24« 3. 2 £ - 6 también /2 £ —
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2.7

Interpretacion geométrica para la sumay el producto de niimeros complejos .

La suma de los dos nimeros complejos :

Zy = Xy +jY1

Z = Xty

se puede interpretar graficamente si z; y Z, Se representan como " vectores " en el plano complejo, los
cuales se suman conforme a la " regla del paralelogramo " usada en el algebra de vectores :

Z;+7; = (Xl +X2) +i'(Y1 + yz)

En la figura de la derecha , la recta OA representa la
magnitud del nimero complejo z; = X; +j-y; Yyes
paralela a larecta BP

Larecta OB representa la magnitud del nimero
complejo z, = X, +j-Y, Y es paralela al segmento

AP .
Es claro que el namero complejo . . .
1=+

<y

queda representado por el punto P , porque su parte
real (la proyeccién de la recta OP sobre el eje X)

coincide con la suma de las " componentes horizontales™ X; + X, Yy su parte imaginaria ( la proyeccion
de la recta OP sobre el eje Y) es la suma de las "componentes verticales" Yy, + Y, de los nimeros

complejos z; y Z, respectivamente .
A una conclusion semejante se llega si se representa geométricamente en el plano complejo la diferencia:
1 -1 = (Xl - Xz) +i‘(Y1 - Y2)

YA
En la figura de la derecha , la recta OA
representa la magnitud del nimero
complejo z; = X; +j-Yy;, Yyesparalelaa
larecta CP P
El punto B representa el nimero

-—--2

Z, = Xp +j-Y, el cual essimétrico

<V

respecto al origen con el punto C , asi que -y, X1

larecta OC representa la magnituddel &= ------------

nimero complejo -z, = =X, —j-V,
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y es paralela al segmento AP . El nimero complejo z = z; — z, queda representado por el punto P,
porque su parte real ( la proyeccion de la recta OP sobre el eje X') coincide con la diferencia de las
""componentes horizontales" (x1 — X2) , Y su parte imaginaria ( la proyeccion de la recta OP sobre el eje Y

) es laresta de las "componentes verticales " (y1 — y2) de los nimeros complejos.

Si consideramoa ahora la forma polar de dos nimeros complejos:

2= |2| -(cos(6) +j-sen(6)) y w = |w|-(cos(¢) +j-sen(g))

calculando su producto, se obtiene. . .

2w = [ [2]-(cos(6) + 5-sen( )V 1] Jwl-(cos(¢) + 5-sen(9))]
= z] - |w]| -[(cos(e)-cos(qﬁ) +j-cos(0)-sen(¢) +j-sen(0)-cos(¢)) +j2-sen(6’)-sen(¢)]

2

pero dado que j° = —1, y usando las identidades trigonométricas:

cos(e)-cos(gzﬁ) - sen(@)-sen(gzﬁ) = cos(9+ ¢)
cos(e)-sen(gzﬁ) + sen(@)-cos(gzﬁ) = sen(9+ ¢)
resulta que . . .
zw = |z|-|w|-(cos(6+ ¢) +j-sen(6+ )

resultado que podemos escribir también en la notacién abreviada como:
2w =[ld Zo]-[|w <]

= |z]-lw| £ (6+¢) (2.16)
Asi que en la forma polar, multiplicar nimeros complejos es tan sencillo como :

" multiplicar sus magnitudes y sumar sus argumentos ."

Geométricamente, cuando un nimero complejo z se multiplica por otro nimero complejo W, es como si
el nimero z se hiciese girar en sentido positivo un angulo ¢ (el argumento de w) y su magnitud

cambiase por el factor |W| (la magnitud de w) .

De ésta manera, si deseamos que un nimero complejo z gire un angulo ¢ en el sentido positivo (contrario
al giro de las manecillas de un reloj ) sobre el plano complejo , sélo tenemos que multiplicarlo por un
nimero complejo cuyo argumento sea exactamente igual a ese angulo ¢ .

Ademas, si se desea conservar inalterada la magnitud del nimero complejo inicial , entonces la magnitud
del nimero por w el cual se multiplique debe ser 1, |W| =1.
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Asi por ejemplo, si se desea que el nimero z = X +j-y Y

= |z| Z 6 sin cambiar sumédulo, . . . zw

a) gireen 30° entonces se debe multiplicar por

z
|1] £ 30° es decir por : ¢ w
w = 1-(cos(30°) +j-sen(30°)) 0
V3 ¢
= — +] — >
2 2 0] X

b) gireen 45° entonces se debe multiplicar por

|1] Z45° es decir por:

= 1-(cos(45°) +j-sen(45°)) = —+, —

A

c) gireen 60° entonces se debe multiplicar por |1] Z60° es decir :

~ [

w = 1.(cos(60°) +j-sen(60°)) =

N |-

+j-

d) gireen 90° entonces se debe multiplicar por |1] Z90° es decir por:

w = 1-(cos(90°) +j-sen(90°)) = (0+j-1) =

e) gireen 180° entonces se debe multiplicar por |1] £ 180° es decir por :
w = 1-(cos(180°) + j-sen(180°)) = (-1+j-0) = —

etc. etc..

Ejemplo 8. Multiplicar el nimero complejo z = 1+ \/I—s-j de modo que tenga magnitud 3 ysu

1
argumento sea 210° = o

Solucion : La magnitud y el argumento de z son :

I =V’ +0B)° =2 6 = arc_tan V3)Z Z g
1) 3
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y por lo tanto puede escribirse en forma polar como: z = 2 Z 60°

Para cambiar la magnitud y argumento de z a los valores pedidos en el problema, se debe

multiplicar por un nimero complejo w = |W| Z o tal que :

7w =3 £ 210°

es decir . . .

(2 Z£60°)(|w £ 6)=3L210°
y por la regla de multiplicacion para nimeros complejos en forma polar, se obtiene . . .
2-|w] £ (6+60°) = 32 210°

Dado que dos nimeros complejos son iguales solo si sus médulos y argumentos respectivos son
iguales, de la ecuacién anterior se deduce que :

2-|w| =3 y 0+ 60° = 210°
estoes. ..
3
lw| = = : 0= 150°
2
Entonces expresado en forma polar, el nimero Y4
buscado es : z

3
w= = Z 150°
WA 150° 60°

3
W = E-(COS(150°) + j-sen(150°)) 00°

2\ 2 4

. ZW
W= E.(&H.@ _ 37033

Calculemos ahora el cociente de dos nimeros complejos z y W dados en forma polar, recordando que la
division de dos nimeros complejos se realiza multiplicando por el complejo conjugado del divisor :

2(w) _ z(w)

Z , . _ N
W — (_) = > (dado que para todo nimero complejo |W| =4y/w-\w))
w-(w (|W|)
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y queda. . .
2 _ [12] (cos(6) + 5-sen(&)) - jwl (cos(g) +-sen(9)))
w (Jw))?

LR

(fw])*
|

11
1

}(cos(e) + 5-sen(6)-(cos(g) - 3-sen(g))
|

JA
W
JA

—-(cos(e— ¢) +j-sen(6?— ¢))

[w]
dado que j2 = —1, yusando las identidades trigonométricas:

cos(e)-cos(gzﬁ) + sen(@)-sen(gzﬁ) = cos(@— ¢)
sen(@)-cos(gzﬁ) - cos(e)-sen(gzﬁ) = sen(H— ¢)

Este resultado, escrito en notacion abreviada es . . .

2| £ 6

_ 1

Z
L AT
W w| L |w] (6-9)

Asi que dividir dos numeros complejos en la forma polar, es tan sencillo como :

" dividir sus magnitudes y restar sus argumentos "

Interpretando geométricamente la division, podemos apreciar que
cuando un ndmero complejo z se divide por otro nimero w, el

ndmero z

e giraen sentido negativo un angulo ¢ (el argumento de w)

. . 1 .
e su magnitud cambia por el factor ﬁ (el inverso de la
w
magnitud dew) .

v

(2.17)

ﬁ-(cos(e)-cos(gzﬁ) —j-cos(@)-sen(gzﬁ) +j-sen(9)-cos(¢) + sen(e)-sen(gzﬁ))

De éste modo, si se desa girar sobre el plano complejo a un nimero z

un angulo ¢ en el sentido negativo (el sentido del giro de las manecillas

de un reloj ) , conservando inalterada su magnitud, sélo hay que
dividirlo por un nimero complejo cuyo argumento sea precisamente

igual a ese angulo ¢ y cuyo moduloseal .

=~

O |

Pedro Ferreira Herrejon

97




Algebra Superior Facultad de Ingenieria Eléctrica UMSNH

Asi por ejemplo, si se desea que el nimero z = X +j-y = |z| Z 6 sin cambiar sumédulo . . .

a) gireen —30° entonces se debe dividir por

NS

|1 £30° = 1-(cos(30°) +j-sen(30°)) =

+
N |-

b) gireen —45° , se debe dividir por

1
1| £45° =1-(cos(30°) +j-sen(30°)) = — + j-—
|1] (cos(30°) +j-sen(30°)) : J\ﬂ
c) gireen —60° , se debe dividir por
1 1
1| £60° =1-(cos(60°) +j-sen(60°)) = — + j-—
|1] (cos(60°) +j-sen(60°)) ; J\/Q

d) gireen —90° , se debe dividir entre
|1 £90° =1-(cos(90°) +j-sen(90°) = 0+j-1 = j
e) gireen —180° , se debe dividir entre
|1 £180° = 1-(cos(180°) +j-sen(180°)) = —1+j-0 = —1

etc. , etc.

Ejemplo 9. Realizar en forma polar las operaciones indicadas en los siguientes ejercicios:

) (V3+i)-(1+5)-(-1-v3i) b) __\/g_j_
1-4/3j
0) (3L£220)(248) g (3£26°)(2238)
(6 L&)
(24 £ 268°)
€)
(3£34°) (2L )
Solucién :

a) Primero debemos transformar a la forma polar cada uno de los nimeros complejos :
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ndmero

modulo

argumento forma polar

2y = /3 +]

|z, =V(/BE) +(1)* =2

6, =arctan L) =30 2 £ 300
V3

Z, = —1+]

|2, =V(-1)* + (1)% =2

0, = arctan

TN
~——

1 o
=) T8 | 2 Lsse

3= —1-j/3

23] = V(1) + (+V3)°= 2

0 =arctan (—3) =240° | 2 £ 240°

-1

Ahora realicemos el producto de éstos nimeros complejos en forma polar, simplemente multiplicando
sus modulos y sumamos sus argumentos . . .

(V3+3)-(-1+5)(-1-v3j) = (2 £30°) (2 £ 135° ) (2 £ 240°)

(2)-(/2)-(2) £ (30° + 135° + 240°)

442 £ 405°

Eldangulo 405° es mayor que 360° (unavueltacompleta): 405° = 360° + 45° de modo que el

argumento principal del resultado es 45° 'y se puede escribir :

(3 e (1 —as) = 4 £ as°

4+/2-(C0S(45° + j-sen(45°) )

4-(1+])

que es la forma algebraica o rectangular equivalente de la forma polar inicial.

El lector debe comprobar éste resultado, multiplicando directamente los nimeros iniciales en la forma

rectangular .

b) Transformemos los nimeros complejos involucrados en el problema a la forma polar :

Pedro Ferreira Herrejon

99




Algebra Superior Facultad de Ingenieria Eléctrica UMSNH
ndmero médulo 