




































































































































































1.9 Operaciones fundamentales con expresiones racionales 61 

83. 	El cfrculo grande de la siguiente figura tiene radio R y cada uno de los cfrculos pequenos 
tienen radio a. Formule la ecuacion del area sombreada, en forma factorizada, y con el 
resultado calcule el area para R = 15.7 Y a = 3.1. 

84. 	 (a) Si se cortan las cuatro esquinas cuadradas congruentes del cuadrado grande, deduzca 
una ecuaci6n para el area de la figura resultante, en forma factorizada. Con este resul­
tado calcule esa area cuando y = 12.8 Y x - 2.4. 

(b) 	Explique por que la expresi6n (y - 2x? + 4x (y - 2x) tam bien representa al area de la 
parte sombreada y demuestre que equivale al resultado obtenido en la parte (a). 

x 	 x 
x x 

y 

xL........!._ ____ ""'-_~x 


x 	 x 

Reto 	 Factorice: x3 - y3 + xy2 - x2y - X + y. 

Redaccion Es frecuente oir que no se puede factorizar una expresi6n como x 2 - 10 en la 
forma de una diferencia de dos cuadrados. Explique 10 que significa esta afinnaci6n y analice 
su exactitud . 

OPERACIONES 
FUNDAMENTALES 
CON 
EXPRESIONES 
RACIONALES 

Una expresi6n racional es un cociente de polinomios. Las expresiones racionales son las 
"extensiones algebraicas" de los numeros racionales y, por tanto, las reglas funda­
mentales del manejo de estos numeros abarcan las expresiones racionales. 

A continuaci6n describiremos las reglas importantes del manejo de expresiones 
racionales, que tambien se llamanfracciones algebraicas. En cad a caso presentaremos un 
ejemplo de la regIa bajo consideraci6n, en terrninos de fracciones aritmeticas, para que el 
lector pueda comparar los procedimientos que se siguen. Tambien, se supone que se ex­
cluyen los valores de la variable en el denominador que sean iguales a cero. 

1.9 
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Negativo de una fraccion 

a - Q a 2 _ -2 _ 2] 
[
---~- ~REGLA 1. 

h b -b 3 3 -3 

Reduccion de fracciones 

ac a 
REGLA 2. = [~=~]he h 5 ·3 5 

Multiplicacion de fracciones 

a c ac 2 4 2 . 4 8 ] 
REGLA 3. -. - = - -.-- -- - ­

[h d hd 3 5 3 . 5 15 

Division de fracciones 

a cad ad 
REGLA 4. - ~ - = - . - = ­ [~ ~ ~ = ~ . ~ = ~ : ~ = :0]b d h c he 

Suma y resta de fracciones; denominadores iguales 

a c a + c 
REGLA 5. -+-= [~ + ~ = 3 ~ 2 = ~]

d d d 

a e a - c 
REGLA 6. = [; _ ~ = 7 ~ 2 = ~]

d d d 

Suma y resta de fracciones; denominadores distintos 

ad + hea c ~ + l = 2· 4 + 3 . 3 = 8 + 9 = 1.2]REGLA 7. -+-=--­
h d bd [ 3 4 3 . 4 12 12 

a c ad - he 4 _ ~ = 4 . 3 - 5 ·2 = 12 - 10 = 2REGLA8. - -­ [h d bd 5 3 5 . 3 15 15 

A continuaci6n presentaremos varios ejemplos que ilustran estas reglas. Asegurese de 
comprender cada uno de los pasos que se muestran. 

x 2 + 5x - 6 Sa - 3h 
EJEMPLO 1 Simplifiquemos (a) (b) 

x 2 + 6x 3b - Sa 

Solucion 

x 2 + 5x - 6 (x - 1)(x.-+-6"") x-I 
(a) Regia 2 

2x + 6x x(~) x 

Sa - 3h (-1)(-5a+3b) (-1)(3h - Sa)
(b) = -1 •3h - Sa (l)(3b - Sa) (l)(3h - Sa) 
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Todo numero distinto de 
cero dividido entre su 
opuesto es igual a -1: 

x-y 
--= -1 
y-x 

Siempre que se (rabaja con 
expresiones racionales se 
supone que las respuestas se 
han reducido a los terminos 
mas bajos, empfeando fa 
regIa 2. 

Lo que vimos en el ejemplo anterior se puede abreviar dividiendo numerador y 
denominador entre 3b - Sa: 

-1 
Sa - 3b 5a---3tr -1 

-1 
3b - Sa 3b.--=--5rr 1 

1 

x + 1 2 - x - x 2 

EJEMPLO 2 Determinemos e1 producto -- . - ---­
x-I 5x 

Soilicion 

x + 1 2 - x - X 2 (x + 1) (2 - x - X 2)--. Regla 3 
x-I Sx _ 1 (x - 1)Sx 

(x + 1) (~)(2 + x) 

(.x:---1 ) Sx 
1 

ex + l)(x + 2) x 2 + 3x + 2 
o •5x 5x 

(x + 1)2 3x + 3 
EJEMPLO 3 Deterrninemos el cociente -----­

x 2 - 6x + 9 x - 3 

Solucion 

(x + 1)2 3x + 3 (x + 1)2 x - 3 Regla 4 

x 2 - 6x + 9 x - 3 (x - 3)2 3(x + 1) 

x + 1 

3(x - 3) 

3 2 
EJEMPLO 4 Deterrninemos 1a suma 2 + 2 1 

x + x x 

Soilicion 

3 2 3(x 2 - 1) + 2(x 2 + x)- -- + --- Regla 7 
x 2 x 2 (x 2+ X - 1 + X)(X2 - 1) 

5x 2 + 2x - 3 
Reducci6n de terminos 

(x 2 + x)(x 2 - 1) 

(5x - 3)(x + 1) 
Factorizaci6n 

xCx + 1)(x2 - 1) 

5x - 3 
RegIa 2 

x(x 2 - 1) • 



",, ", ", 
CI~ld( ' lI 't ;/"/( 

- , .....- .. , . -. (. . 

.' 

- ' -;- 2r 
3. 

r .'.' 

,.
- , - - 2 \ \' I'e 

" ­ _1 - -

.' 

,. , 
" 

"' -,,:, 
\ \ \ 11 \ \ 

-,') ! r 'IC )" + "1' -+ 
/ 

\ .:, ~, , ,\\, , • 
\I....: ..... 'l~, 1,:" ,,' :: .\ 



1.9 Operaciones fundamentales can expresiones racionales 6 5 

Veamos los pasos del 
proceso. Se divide 2x3 entre 
x2 para obtener 2x. 
Se multiplica 2x por el 
divisor y se resta. A 
continuaci6n se divide -x2 

de nuevo entre x 2, y asi 
sucesivamente. Se terminG 
cuanda el residua es de 
grado menor que el del 
divisor. 

Solucion 

2x - 1 
x 2 + 2x - 31 2x 3 + 3x 2 - X + 16 

2x 3 + 4x 2 - 6x Multipli.car x 2 + 2x - 3 por 2x. 

x 2 + 5x + 16 Restar. 
x 2 2- 2x + 3 Multiplicar x + 2x - 3 por -1. 

7x + 13 Restar. 

Detenerse cuando el residuo tenga 
grade menor que el del divisor. 

El resultado de este ejemplo de la division se puede expresar tambien empleando 
expresiones racionales: 

2x 3 + 3x 2 - X + 16 7x + 13 
= (2x - 1) + X 2 + 2x - 3x2+2x-3 

Para comprobar la respuesta, demuestre ellector que es correcto 10 siguiente: 

2x 3 + 3x2 - X + 16 = (2x - l)(x 2 + 2x - 3) + (7x + 13) 
, , '---y---/ ' , '-----y-----I 

Dividendo = cociente X divisor + residuo • 

PRUEBESU 
COMPRENSION 

(Respuesras: pagina 84) 

Simplifique cada una de {as expresio(les reduciendola a los terminos m{nimos. 

4b 2 - 4ab 3x 2 +x 
1 . 1

3a 2 - 3ab Sx -

Lleve a cabo 7(1 operadon indicada y Siirrplifiqlle. 

x24 -2.1' x + 2 x +- Y - 2ty + y2
4 -_. - - 5 - .-'----"-.-.::~ 

. 2 Xl - 4 . x - Y x2 _ .y"? 

Simplijique. 

2 1 . 3 5 1 7
7. - . +-+- 8.­6. 3.:r2 - 2x 2x 3x x x -2 


. 5 . 8 1 - 4x

9 --­

• (x - l)(x + 2) 4 - xl 10. 2t + 5 + 4x2' 


2x3 + x 2 ,­
12. --....:-.:--­

x + 2 

- 10 
2

3x 

3 .-+-. -
x+2 

8x'2 - 16.t' 
- 25 

X + 3 

Se pueden usar las propiedades fundamentales de las fracciones para simplificar 
expresiones racionales cuyos numeradores y denominadores pueden, a su vez , contener 
fracciones. Cuando se tiene este caso decimos que se manejanfracciones complejas. 
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1 1 

5 	+ h 5 
EJEMPL0 8 Simplifiquemos -- ­

h 

La expresion de! ejemplo 8 Solucion Combinamos las fracciones del numerador y despues dividimos. 
es de un tipo can el que se 
encontrara ellector cuando 

1 5 - (5 + h) -h
estudie c6lculo. Asegurese - ­
de camp render cada paso de 5 + h 5 5(5 + h) 5(5 + h) 

fa resofucion. 


h h h 

-h h -h 1 1 

5(5 + h) 1 5(5 + h) /1 5(5 + h) • 

Muchas veces los 
esrudiantes encuenfran 
dij£ci/ el trabajo can 
jracciones. Estudie la !ista 
siguiellle; puede ayudarlo a 
evitar algunas de las pifias 
mas comunes. 

3 
x 2 	 + 4x + 

x+Z 
1 

x 2 	 + 4x + 3 

x + 1 

2 x 2+x 
- +-= 
3 5 3 + 5 

1 1 1
-+-= 
a b a + b 

+ 5 x+5 

-,1---- = a b 
I + b-l 

1 1 b+a 

4x + 6 

-+-= 
a b . ab 

2x 5 x 5 
~--=- + -= - +-

4 4 2 4 

x 2y + x2 + - = -C-.__ 

Y Y 

( 
X + 1) _3(x + 1)3 - ---.:....-----=-
x- I . x - l 

b c ac 
a -:- - = a . - '= -
. c b b 

1 1 --------
a - I + b- i 1 . 1 b+ a 

- +-
a b 

ab · 

Xi + 4x + 6 ya ,esta en su forma mas 
x + 2 simple. 

En el ejemplo 9 se necesita simplificar una fracci6n compleja donde aparecen expo­
nentes negativos. 
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x-2 - y - 2 
EJEMPLO 9 Simplifiquemos 

1 1 

x y 

En este metodo se multipli­Soluci6n 
can numerador y denomi­
nador por x2y2 para 

1 1
simp lifica r. -- ­

x - 2 - y-2 2 y2x 
Regia 2 

1 1 1 1 

X XY Y 
Este problema tambien se 
Duede resolver mediante el 
procedimiento que se vio en 
el ejemplo 8. 

xy(y-x) 

y + x 

xy • 

(y - x)(y + x) 

EJERCICIOS 1.9 

Diga si cada una de las siguientes proposiciones es verdadera 0 falsa. Sf es fa/sa, corrija el lado 
derecho para !legar a una igualdad correcta. 

523 3ax - 5b ax - 5b
1. 	---=- 2. 2x + y = -2C' + Y) 3. 

734 y-2x x-y 6 2 


x + X-I x+1 	 y+x 2 8
4. 	 5. X-I + y-I =-- 6. 3xy x 2y 	 xy 3

4 

Simplifique , de ser posible. 

24o.bc 2 45x 3 + 15x 27. 8xy 8. 	-- 9. 
12yz 36bc 2d 15x 2 

9y2 + 12y 8 - 15y 6 12x3 + 8x 2 + 4x 50. 2 - 10a 3 + 150. 4 

10. 	 11. 12.
3y2 4x 50. 2 

x 2o. 2b 2 + ab 2 - a 2!J3 	 - 60. 1 + 90. 6 - 120. 9 6o. 2 - 8o. 4x 6 

13. 	 14. 15. 
ab 2 -30. 3 2a 2x 2 

x 2-8a 3x 3 + 4o.x 3 - 12a 2x 6 - 5x 	 n-J 
16. 	 17. 18. 2 ­- 4o.x 3 5 -x n 1 

n + 1 (x + 1)2 3x 2 + 3x - 6 
19. 	 20. 21. 

x 2 n 2 + 1 1 - 2x 2 + 6x + 4 
2x' 	- x 4x 2 + 12x + 9 x + 2x + xy + 2y

22. 	 23. 24. 
x 3 - 2x 2 + X 	 4x 2 - 9 x 2 + 4x + 4 

0. 2 - 16b 2 	 0. 2 - &2 
25. 	 26. 

0. 3 + 64&3 	 0. 2 - 6& - a& + 60. 
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EJect!le las operociones indicadas y simplifique. 

2X2 y" 3x2 3x3 2a 3 1
27. -	 28. - -;- - "9 -. -. ­

x 3 	 0 2y 
w -

2y 2 y - . 3 0 

2 3x xIa b) 	 32. a + 2b + 30 + b30. I - . - -;- a 31. -- ­
\ b2 C 2 2)' 2y o 0 

33. a - 2b _ 30 + b 	 7 2 I x - I Xl + 1 
34. ---+- 35. -' - ­- -7

2 3 5x x 2, 3 x- - 1 

x 236. x" - x - 6 . x 3 + x 2 	 1 - X - x x 2 + 3x x 2 - 2x
37. ---	 38. - --­

x 2 - 3x x + 2 2+x x2 + 2x x-
0 

+ 4x + 3 x + 1 

2 XL 1
40. --- - ­ 41. ~ + 2y39. - - Y 

x x-I I-x y + l y -l 

2a a 2X 2 x 3x + 3 1
42. ---	 43. - 7-- +-- 44. ? +-­

(12 - 1 a + 1 x- + x x + 1 2r-x- 1 2x+ 1 

5 3 x 1 3 2-
45. ---	 46. -- + --- - ­

x 2 x 2 	
0 2- 4 4 -	 - 4 0 - 2 a + 2 

2x x 3 	 .X'-, x+7 x-2
47. - -- -	 48. --+--- ­2 + 	 0 -- ­

x - 9 x- + 6x + 9 x + 3 x-I Xl - 1 x + 1 

_, + 3 x - 5 2x 2 + 30 0
2 + 2ab + b 2 a 2 + 3ab + 2b 2 

49. -- - -- + -7-- 50. 
5 - x x + 5 x- - 25 a 1 - 3ab + 2b 2 

,3 + x 2 - 12x 3x 2 - lOx + 3 11 
2 + n 4n 2 -4n+ 1 2n 2 +5n-12

51. - 0 • - 52. - 2:---- ­
x - - 3x 3x 2 + 11x - 4 2n + 7n - 4 2n 2 - n - 3 

~ 11 3 - 8 217 2 + 8 n 3 + 211 2 a' - 27 -;- (0 
2 + 2ab + b 2 

• 0
3 

- a 2b + ab 2) 
4 	

+b 3
~3. --. .... 1 2 54. 2 --3-- ­

n + 2 n J - 417 n - + 2n + 411 a -9 0 	 o"+ab 

Como en el ejemplo 7, pagino 65, use el algoritmo de 10 division para determinar ef cociente y el 
res iduo. Compruebe cada-ItI1o de los resultados_ 

55. (x 3 - 2x I - l3x + 6) -:- (x + 3) 56. (x3 + 4x 2 + 3x - 2) -:- (x + 2) 

57. (x 3 - x 2 + 7) -;- (x - 1) 	 58. (Sx + 2x 3 - 3) -;- (x + 2) 

59. (Sx I - 7x + x 3 + 8) -:- (x - 2) 60. (2x 3 + 9x 2 - 3x - 1) -:- (2x - 1) 

61. 	 (4x 3 - Sx I + X - 7) -;- (Xl - 2x) 62. (8x 4 - 8x 2 + 6x + 6) -:- (2x 2 - x) 

x 263. (x 3 - - X + 10) -;- (x 2 - 3x + S) 64. (3x 3 + 4x 2 
- l3x + 6) -:- (x 2 + 2x - 3) 

Simplifique . 

5 1 1 
--- ­ -- ­ --- ­

65. 
:X2 - 4 

10 
66. 

x 4 

x-4 
67. 

4+11 

h 

4 
68. 

x 2 9 
x - 3 

69. 
x + 3 

x 

3 

x -2 

1 
- ­ -

1 
-- ­ x- 2 

1 
- ­

4 

70. 
4 x2 

x-2 
71. 

x 2 16 

x+4 
72. 

4 

1 
73. 

x-1 - y-1
---'- ­ 74. 

x2 

2 

y2 

1 
-- ­
x 2 x y 

75. 
(l -I- x2)(-2x) - (1 

7 ?
(1 + r) ­

- x 2)(2x) (x 2 - 9)(2x) - x 2(2x)76. -'---_---'---c:'----'-_---'--C... 
(x 2 - 9)2 

77. 
x 2(4 - 2x) - (4x 

4 
x 

- x 2)(2x) (x + 1)2(2.\) - (x" - 1)(2)(x + 1)
78. - ­ --------- ­

(x + 1/' 
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Simplifique Y exprese como una soiafracci6n sin exponentes negativos. 

79. 
x)' 

82. 	 Para calificar un curso de matematicas se tienen tres pruebas y un examen final. Sean a, bye 
las calificaciones numericas de las pruebas, y d la del examen final. 

(a) 	Si se calcula la calificaci6n total haciendo que el examen final cuente igua! que eI pro­
medio de las tres pruebas , demuestre que e! promedio final esta expresado por 

a + b + C + 3d 

6 

(b) 	Su ponga que el promedio de las tres pruebas forma el 60% de la calificaci6n total , 
y el examen final e! 40%. Demuestre que la calificaci6n total esta expresada por 
a+b+c+2d 

s 
83. 	 En a]gunas calculadoras se requiere hacer ciertos calculos en forma distinta, de acuerdo con 

la maquina. Demuestre qLle en cada caso la expresi6n del lado izquierdo se puede calcular 
empleando la expresi6n equivalente dellado derecho. 

A·D
--+C (A~B _ C)'D 1A C B 

(a) -+-=--- (b) (A . B) + (C . D) -+- (£ . F) = + £.·F 
B D D F J 

84. 	 Arqufmedes (287-212 a. de C. ) descubri6 una interesante relaci6n entre un cilindro y una 
esfera inscrita. Determine, en su forma mas sencilla, la relaci6n del volumen del cilindro 
entre el volumen de la esfera . 

85. 	La distancia entre dos poblaciones, A y B, es de 120 millas. Si ellector conduce un autom6vil 
en uf!a direcci6n, a velocidad media de 60 mph, y regresa a 40 mph, LCUa! es su velocidad 
promedio durante el viaje redondo? (En contra de nuestra intuici6n, no es 50 mph.) Calcule la 
respuesta empleando la f6nnula de la ve!ocidad promedio de un viaje redondo a velocidades 
medias SlY s 2 en las direcciones respectivas: 

2 

1 1 
-+­
s J S2 

Determine una forma simplificada de esta fracci6n compleja y compruebe su respuesta . 

4
86. 	5i x 2 + y2 = 4, demuestre que 

y2 y 3 . 

2xy2 - 2X2y(X:) 
87. 	 5i y3 - x 3 = 8, demuestre que y

y4 

88. 	 5i y = x 2 - _1_ demuestre que V I + y 2 = x 2 + _1_. 
4x 2 ' 4x 2 

. X2 2 	 ,;-:;-:--;, X2 2
89. 	 51 y = - - - demuestre que v 1 +)\',-- = - + 

8 x 2 ' 	 8 x 2 ' 
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Reto Un senor hered6 17 caballos a sus 3 hijos. Dej6 la mitad al mayor, la tercera parte al in­
termedio y la novena parte al menor. Ya que 17 no es divisible entre 2, 3 ill 9, los hijos pidieron 
prestado un caballo del vecino para tener un total de 18. A continuaci6n el hijo mayor recibi6 

~ X 18 = 9 caballos, el intermedio ~ X 18 = 6 caballos, y el menor ~ X 18 = 2 caballos. 

Como 9 + 6 + 2 = 17, que es la cantidad de caballos heredados, fue posible regresar el ca­
ballo adicional al vecino. ~D6nde esUi el error de esta historia? 

t5"8 Razonamiento critico 

X -I ­+ 1) 3x + 1.1. Presente un argumento convincente para explicar por que 3 ( -r 
x-I 3x - 1 

12 2 V6
2. 	 Note que, ~ = 5" 6. ~Es preferible una forma en comparaci6n con la otra? Explique su 

v 150 
respuesta. 

3. Traduzca 10 siguiente a forma simb61ica: 

El cuadrado de la suma de dos numeros es cuando menos 
cuatro veces el producto de ambos. 

Probar que el enunciado es verdadero. (Sugereneia: Suponga que la desigualdad es verdadera 
y trabaje hacia atras.) 

4. Tres numeros se pueden ordenar vertical mente en una fracci6n, produciendose los tres casos 
siguientes: 

a 

b a a ae 

e be b b 

e 

Determine todos los casos distintos posibles con 4 numeros, a, b, e y d, ordenados verticalmente 
en una fracci6n. 

1.10 En la definicion de un radical se tuvo cuidado de evitar la rafz par de un numero negativo, 
INTRODUCCION como -v=4. Esto fue necesario porque no existe numero real x cuyo cuadrado sea -4. En 
A LOS NUMEROS consecuencia, no puede haber numero real que satisfaga la ecuacion x 2 + 4 = 0. Suponga 
COMPLEJOS ellector, par el momento, que pudieramos resolverla con metodos algebraicos: 

2 
x + 4 = ° 

-4 

x ±VC4 
±V4(-1) 

±v4vC1 
±2vC1 

Aunque se pudiera decir que 2vC1 es solucion de x 2 + 4 = 0, ciertamente no se 

trata de una solucion con un 17l1mero real. En consecuencia, introduciremos v=-l como 




