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Resumen

Compendio de ejercicios en BTEX.
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Instrucciones

Genere un documento igual al actual utilizando IXTEX.

*M.C. Luis Eduardo Gamboa G.
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2. Bisqueda de minimo para una funcion

A continuacion se presentan los resultados obtenidos con la implementacion
para la siguiente funcién:

f({I?, Y, Z) = COS(ZQ - {EQ - y2)
con un punto inicial zt = -2,y = -1y z = —0.1
El gradiente para esta funcién:
2z sin(z? — 22 — y?)
Vi(z,y,z)= 2y sin(z? — 2% — y?)
—2zsin(z? — 22 — y?)
2.1. Iteraciones

La siguiente tabla muestra los valores de |V f(xg, yk, k)

| 2

(1)

para los diferentes

métodos, se asume que el algoritmo ha concluido cuando |V f(x,yk, 21)| es
menor que 1 x 1076

k GC FR GC PR+ Newton Secantes
0 18.534829 18.534829 18.534829 18.534829
1 5.9961x 1012 18.534829 19.628691 19.628691
2 1.4080x 1015 | 5.9961x 1012 1.758437 6137.0593
3 0 5.9952x10712 | 6.9861x10~7 144.96555
4 0 1.4081x10715 | 3.4495%x 10717 351.09507
5 0 0 0 107.18124
6 0 0 0 284.91499
7 0 0 0 297.44935
8 0 0 0 3.679177
9 0 0 0 396.48686
10 0 0 0 0.505325
11 0 0 0 0.053475
12 0 0 0 5.5675x10~10
13 0 0 0 5.0543x10~18
flz,y,2) -0.99999999 -0.99999999 1.0 -1.0
2.2. Resultados

Para el método GC-FR la solucién obtenida es:

r = —1.588993403399196
y = —0.794496701699598
z = —0.120550325305159




Para el método GC-PR+ la solucién obtenida es

x = —1.588993403364383
y = —0.794496701682191
z = —0.120550324628847

Para el método de Newton la solucién obtenida (que no es minimo) es

r = —3.173837263856202
y = —1.586918631928101
z = —0.158691863192810

Para el método de secantes la solucién obtenida es

x = —9.388337235773939
y = —4.694168617886971
z = —0.469416861788697

3. Filtro Pasa Bandas

Como su nombre lo indica, un filtro pasa bandas filtra una banda, esto es,
un conjunto determinado de frecuencias. Serd deseable pues, poder colocar una
gaussiana cuya media esté localizada sobre la frecuencia que se desea filtrar.

_ (k)?
1G(k—k = e
3G ( 0:0k) = 5z€ (k+k-l:))2 (3)
%G(k—kko,ak):%e 20}

En la ecuacién 3 se expresan dos gaussianas en el dominio de la frecuencia
cuya media estd localizada en kg y —kg

A continuacién, se ilustra el procedimiento para construir un kernel en el
dominio del tiempo que corresponda a dichas gaussianas.

Por desplazamiento tenemos:

z(n — ng) ——" a(k)e ok (4)
y de manera analoga:
z(n)ed Fhon  F ok — k) (5)

La TDF de una gaussiana es una gaussiana, por lo tanto:

1 j 2Tk F1

59(n,on)e? N =" SG(k — ko, o)
1 —j2rk F1

59(n, on)e I NN b SG(k + ko, o)

Si sumamos la parte izquierda de las ecuaciones en 6, se tiene:

1 om o 1 2
§g(n,on) e % kon —|—e_J27k°"} = §g(n,0n)2 cos(ﬁﬂ-kon) (7)



Que se reduce a:

G (1, 70) = 9, 70) cos( ko) ®)

Por lo que 8 es un kernel cuya transformada de Fourier son dos kerneles
gaussianos situados en kg y —ko.

4. Légica de Predicados

Frecuentemente nos encontramos con proposiciones que representan hechos
sobre una colecciéon de objetos. Por ejemplo:

= Algunos programadores son inteligentes.

= Todos los municipios tienen escuelas ptiblicas.

= Todos los mateméaticos son tenaces.

= Existe un niimero impar que no es primo.

Cada declaracién conlleva una asercién comun a algunos objetos que perte-
necen a un universo. Puesto que las declaraciones para todos y existe (o para
algin) no estan disponibles en légica proposicional, ninguna de estas declara-
ciones puede ser escrita en forma légica. Cuando agregamos simbolos para estas
declaraciones junto con las reglas de uso en légica proposicional, obtenemos
l6gica de predicados. El lenguaje de légica de primer orden es obtenido cuando
simbolos de funcién son agregados a logica de predicados.

4.1. Cuantificador universal

El cuantificador universal V es utilizado para crear una proposicién Yz P(x),
lefda como “para todo z, P(x) es verdadero”. Esta proposicién es verdad si y
s6lo si P(a) es verdad para cada a en un universo U. Esto es:

VzP(x) = P(x1)AP(x2) AP(x3)A---

= A P)
z, €U
4.2. Cuantificador existencial

El cuantificador existencial 3 es usado para formar una proposicién JzP(x),
leida como “existe un z tal que P(z) es verdadero” o “para algin x, P(z) es
verdadero”. Esta proposicion es verdad si y sélo si P(a) es verdad para al menos
un a en U. Esto es:

JzP(x) = Px1)V P(xs)V Plx3)V---



4.3. Propiedades de los cuantificadores

Los cuantificadores del mismo tipo pueden ser intercambiados y combinados
sin cambiar el valor de verdad de las declaraciones:

VavyP(x,y) = VyVeP(z,y) = (Va,y)P(z,y)
323y P(x,y) = WyIeP(x,y) = 3z, y)P(z,y)

Pero esto no puede ser hecho con cuantificadores de diferentes tipos.
Ademas de las leyes para intercambiar cuantificadores, tenemos otras leyes
importantes:

1. =VaP(z) = Jz—P(x) Decir “no todas las x son P” es equivalente a decir
“existe un x que no es P”.

2. =3z P(x) = Vx—P(x) Decir “no existe una = que sea P” es equivalente a
decir “toda x no es P”.

3. VzP(2)] A [VzQ(z)] = Vz[P(x) AQ(z)] Decir “todo z es Py todo = es Q"
equivale a decir “todo x es Py Q”.

4. VzP(z)|V[VzQ(z)] = Vz[P(z) VvV Q(z)] Decir “todo x es P o todo z es Q7
implica “todo x es P o Q”. Esta ley no puede aplicarse en el otro sentido.

5. [FzP(2)]V[F2Q(x)] = Fz[P(x)VQ(z)] Decir “existe un x que es P o existe
un z que es 7 equivale a decir “existe un z que es P o Q7.

6. Jx[P(x) A Q(x)] = [BxP(x)] A [FxQ(z)] Decir “existe un z que es Py Q7
implica “existe un x que es P y existe un x que es Q”.

7. En un predicado de dos lugares JxVyP(x,y) — VydzP(z,y) es verdad,
sin embargo Vy3zP(z,y) — JxVyP(x,y) no es verdad en lo general.

5. Induccién simple

Supongamos que S(k) es una declaracién valida para algin entero k > ng
y queremos probar que S(n) es verdadero para todos los enteros n > ng. El
principio de induccién simple nos dice que si (1) S(ng) es verdad y (2) S(k) —
S(k+1), entonces S(n) es verdad para todos los enteros n > ng. Entonces para
probar S(n) para todos los enteros n > ng, necesitamos probar inicamente:

1. Que S(no) es verdad (caso base).

2. Que si S(k) es verdad (hipétesis de induccidn), entonces S(k + 1) es tam-
bién verdad (paso de induccién).



5.1. Ejemplo 1
Dejemos que S(n) denote la asercién
14345+ -+ 2n—1)=n’

para todo n > 1. Ahora, S(1) es 1 = 12, que es verdad. Podemos verificar
algunos mas:

S(2)es1+3 = 22
S(3)es1+3+5 = 32

que también se cumplen. Ahora asumamos que para algin k > 1, S(k) es verdad,
estoes, S(k): 1+3+5+---+ (2k — 1) = k2. Considere:

14+34+5+--+2k—-1)+(2k+1)

y reagrupemos los términos de la siguiente forma [1 +3+5+ -+ + (2k — 1)] +
(2k+1), y como S(k) es verdad. reemplazamos la expresién entre corchetes por
k2:

k* 4+ (2k + 1)
= (k+1)?
porloque 1+3+5+---+(2k—1)+ (2k+1) = (k+1)? y por lo tanto S(k+1)

es verdad. Entonces por induccién simple, S(n) es verdad para todo n > 1.

5.2. Ejemplo 2

n(n+1)

Probar que 1+2+3+---+n = —5— se cumple para todo n > 1. Denotemos
por S(n) esta asercién y probemos el caso base:
1(1+4+1
S(1):1= %

que es verdad. Ahora consideremos 1 +2+ 3+ --- 4+ n + (n + 1), reagrupando
términos tenemos [1 +2+3+---+n]+ (n+1), como S(n) es verdad, entonces
(n+1),

reemplazamos la expresion entre corchetes por "T

TSI
nn+1) 2(n+1)
2 + 2
n(n+1)+2(n+1)
2

(n+2)(n+1)
2
(n+1)(n+2)
2

por lo que S(n+ 1) es verdad y se deduce que S(n) es verdad para todo n > 1.




5.3. Ejemplo 3

El ntimero definido como H,, = %—i— % + % +-- 4 %, n > 1 es llamado ntmero
armonico. Pruebe que para todo n > 1,

n

ZH’“ =n+1)H,—n
k=1

Dejemos que S(n) denote la declaracién Hy + Hy +---+ Hy, = (n+ 1)H,, — n.
El caso base S(1) es Hy = 2H; — 1, puesto que Hy es 1, S(1) es verdad. Ahora
consideremos Hy + Ho + - - -+ Hy, + H,, 41, reagrupando términos tenemos [H; +
Hy+---+ Hp)+ Hpq1 y puesto que S(n) es verdad, reemplazamos la expresion
entre corchetes por (n+ 1)H,, — n:

= (n+1)Hn _n+Hn,+1

1
= (n+1) <Hn+1 - n——H) —n+Hy

n+1
= (n+1)Hn+1 — n——H_ —n—l—Hn_H
(n+2)Hpy1—1—n
= i+ 2)Huer — (04 1)

por lo que S(n+1) es verdad siempre que S(n) es verdad. Entonces por induccién
simple, S(n) es verdad para todo n > 1.

5.4. Ejemplo 4

Pruebe que paran > 1,

1 1.2 1.2.3 . on
3734 34 T Ty
Sea S(n) una declaracién que denote dicha asercién. S(1) es & = ﬁ Con-
sideremos:
1 1.2 1-2-3 nl (n+ 1)
§+ﬂ+3-4-5+-”+@+ @



puesto que S(n) es verdad, entonces:

1 1.2 n! (n+1)! n 2(n+1)!
ERE P T e e O R

n 2(n+1)!
n+2+ (n+ Dl(n+2)(n+3)
n 2
w2 (nt2)n+t3)
n(n+3)+2
(n+2)(n+3)
n? 4 3n +2
(n+2)(n+ 3)
(n+2)(n+1)
(n+2)(n+3)
n+1
n+3

por lo que S(n) = S(n +1). Y por induccién simple S(n) es verdad para todo
n > 1.

5.5. Ejemplo 5

Pruebe que para todo k > 4, 2k > k2,
Primero el caso base 24 > 42 es verdad. Ahora queremos probar que 281 >
(k +1)2, es claro que:

(k+1)2 = Kk +2k+1
E42k+1 < kE24+2%+k Puesto que k>4 > 3
E24+2k+1<k2+3k < K2 +kk Puesto que k>4 > 3
(k+1)2 < 2k?
2k* > (k+1)?

Ahora, puesto que 2k > k2 eg verdad, entonces (2)2k = 2k+1 > 9k2 Entonces
por induccién simple, 2% > k? es vélido para todo k > 4.



