Modelo de Datos

I 1.1 Programacion lterativa

Las técnicas iterativas es la manera de hacer una secuencia de operaciones repetidamente como lo haria una sentencia iterativa
foren C o JAVA.

Sumatoria

Un ejemplo de programacion iterativa consiste en escribir una funcién que realice la operacién indicada por la ecuacion

YN)=0+1+2+3+4+ . +N-1+N=32Vi (1D

int y(int N) {
int suma =0;
for(i=0; i<=N; i++)
suma += i;
return suma;

Factorial

Otro ejemplo de programacidn iterativa es la funcidn factorial la cual es definida como

N! = 1%2%3%4%5% .xN—1«N (1.2)

La cual de manera recursiva puede ser resulta utilizando

int Factorial(int N) {

int £ =1;

for(i=1; i<=N; i++)
fx = i;

return f;

| 1.2 Definiciones Recursivas y funciones Recursivas

Sumatoria

La sumatoria pude ser definida por la siguiente formula y hacer una representacion recursiva haciendo

yN)=2N,i=1+2+3+4+ .. +N—-1+N
YN)=1+2+3+4+ .. +N-D+N=y(N-1)+N

La difinicién recursiva entonce la podemos hacer como
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Clear|[y];

y[1l] :=1;

yli_] := i+y[i-1];

Table[y[i], {i, 1, 10}]

{1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55}

Y en un lenguaje como Java

static public int sumatoria(int N){
if (N==1) return 1;
else return(N+sumatoria(N-1));

}
A continuacion se muestra la simulacion del codigo anterior en el caso de calcular la sumatoria(10)
Llamado Regreso | Paso
sumatoria (10) = 10 + sumatoria (9) 55 inductivo
sumatoria (9) = 9 + sumatoria (8) 45 inductivo
sumatoria (8) = 8 + sumatoria (7) 36 inductivo
sumatoria (7) = 7 + sumatoria (6) 28 inductivo
sumatoria (6) = 6 + sumatoria (5) 21 inductivo
sumatoria (5) = 5 + sumatoria (4) 15 inductivo
sumatoria (4) = 4 + sumatoria (3) 10 inductivo
sumatoria (3) = 3 + sumatoria (2) 6 inductivo
sumatoria (2) = 2 + sumatoria (1) 3 inductivo
sumatoria (1) = 1 + sumatoria (0) 1 inductivo
sumatoria (0) 0 BASE

Numeros de Fibonacci
Los numeros de Fibonacci estas definidos como

Clear[f];

f[0] = 1;

f[1] = 1;

fli ] := f[i-1]+£f[i-2];
Table[f[i], {i, O, 10}]

{1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89}

A cada elemento de esta sucesion se le llama nimero de Fibonacci. Esta sucesion fue descrita en Europa por Leonardo de Pisa,
matemadtico italiano del siglo XIII también conocido como Fibonacci. Tiene numerosas aplicaciones en ciencias de la com-
putacion, matemdticas y teoria de juegos. El c6digo java para generar estos nimeros es

static public int Fibonacci(int N) {
if(N <= 2) return 1;
else return(Fibonacci(N-1)+Fibonacci(N-2));

}
La simulacién correspondiente a este codigo es:
Llamados Regreso Paso

Fib (6) = Fib (5) + Fib (4) 8 Inductivo
Fib (5) = Fib (4) + Fib (3) 5 Inductivo
Fib (4) = Fib (3) + Fib (2) 3 Inductivo
Fib (3) = Fib (2) + Fib (1) 2 Inductivo
Fib (2) = Fib (1) + Fib (0) 1 Inductivo
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Fib (2) = Fib (1) + Fib (0) 1 Inductivo
Fib (3) =Fib (2) + Fib (1) 2 Inductivo
Fib (2) = Fib (1) + Fib (0) 1 Inductivo
Fib (4) = Fib (3) + Fib (2) 3 Inductivo
Fib (3) = Fib (2) + Fib (1) 2 Inductivo
Fib (2) = Fib (1) + Fib (0) 1 Inductivo
Fib (2) = Fib (1) + Fib (0) 1 Inductivo
Fib (1) 1 Base
Fib (0) 0 Base

Note que el nimero de operaciones para calcular el Fibonacci de 6 es 12. Si este mismo cddigo lo hicieramos iterativo, el nimero
de operaciones es 6. En algunos casos resulta ser mas eficiente la iteracion que la recursion

Factorial

Para la funcién factorial la manera de realizar el procedimiento de forma recursiva es

Clear[fac];
fac[1l] :=1;
fac[i_] := ixfac[i-1];
Table[fac[i], {i, 1, 10}]

{1, 2, 6, 24, 120, 720, 5040, 40320, 362880, 3628800}

El c6digo Java para esta implementacidn es:

static public int Factorial(int N) {
if (N==1) return 1;
else return (N*Factorial(N-1));

}

Una manera de entender como funciona la recursividad es hacer la simulacién de los llamados. En la siguiente Tabla podemos
ver los llamados recursivos para la funcion recursiva factorial.

Llamado | Regreso Paso
10!=10%9! [ 3628800 | Inductivo

91=9x8! 362880 |Inductivo

8§1=8x7! 40320 |Inductivo

71=7%6! 5040 Inductivo
6!1=6x5! 720 Inductivo
51=5%4! 120 Inductivo
41=4%3! 24 Inductivo
31=3x2! 6 Inductivo
21=2x1! 2 Inductivo
1! 1 Base

Torres de Hanoi

El juego, en su forma m4s tradicional, consiste en tres varillas verticales. En una de las varillas se apila un nimero indeterminado
de discos (elaborados de madera) que determinard la complejidad de la solucidn, por regla general se consideran ocho discos. Los
discos se apilan sobre una varilla en tamafio decreciente. No hay dos discos iguales, y todos ellos estdn apilados de mayor a
menor radio en una de las varillas, quedando las otras dos varillas vacantes. El juego consiste en pasar todos los discos de la
varilla ocupada (es decir la que posee la torre) a una de las otras varillas vacantes. Para realizar este objetivo, es necesario seguir
tres simples reglas:

1. Sélo se puede mover un disco cada vez.
2. Un disco de mayor tamafio no puede descansar sobre uno mas pequefio que €l mismo.



4 | estructuras de datos.nb

3. Sélo puedes deéplazar el discoique se encuentre arriba en cada varilla.

Existen diversas formas de realizar la solucién final, todas ellas siguiendo estrategias diversas. Si vemos la animacién nos
podemos dar cuenta como plantear una solucién.

position c[}
number of pegs | 3 ﬂﬂ

number of disks 4

En general podemos dividir los movimientos en tres partes:

1. En la primer parte Movemos N-1 disco de la varilla origen a la auxiliar,
2. después movemos un disco de origen a destino y

3. finalmente los N-1 discos en auxiliar los movemos de auxiliar a destino.

No moveremos N-1 discos a la vez sino que aplicaremos recursivamente el algoritmo para hacerlo. El cédifo Java en estas
condiciones queda como

static public void Mover_Torres(int n, String origen, String aux, String destino) {
if(n==1)
System.out.println(++movtos +
else {
Mover_Torres(n-1, origen, destino, aux);

Mover un disco de + origen + a + destino);
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System.out.println(++movtos + Mover un disco de + origen + a + destino);

Mover_ Torres(n-1, aux, origen, destino);

La simulacién para dos discos es
MT(1,A,.B,C) 1 Mover un discode A aC
MTQ2,A,C,B) 2 Mover un discode A aB
MT(1,C,A.B) 3 Moverundiscode C aB

La simulacién de las torres de Hanoi para tres disco es
MT(1,A.B,C) 1 Moverundiscode AaC
MTQ2,A,C,B) 2 Mover un disco de A a B
MT(1,C,A,B) 3 Moverundiscode CaB
MT(3,A.B,O) 4 Mover un discode A aC
MT(1,B,C,A) 5 Moverundiscode Ba A
MT(2,B,A,C) 6 Mover un discode Ba C
MT(1,A.B,C) 7 Mover un discode A aC

La simulacidén para 4 discos es
MT(1,A,C,B) 1 Moverundiscode A aB
MT(2,AB,C) 2 Mover un discode A aC
MT(1,B,A,C) 3 Moverundiscode BaC
MT(@3,A,C,B) 4 Mover un discode A a B
MT(1,C,B,A) 5 Moverundiscode Ca A
MT(2,C,AB) 6 Mover un discode C a B
MT(1,A,C,B) 7 Mover un discode A aB
MT4,AB,C) 8 Mover un discode A aC
MT(1,B,A,C) 9 Mover undiscode BaC
MT(2,B,C,A) 10 Mover un disco de B a A
MT(1,C,B,A) 11 Moverundiscode Ca A
MT(@3,B,A,C) 12 Mover un discode B a C
MT(1,A,C,B) 13 Mover undiscode A aB
MT(2,AB,C) 14 Mover un discode A aC
MT(1,B,A,C) 15 Moverundiscode BaC

De acuerdo con lo anterior el nimero de movimientos lo podemos calcular como M(N) = 2*M(N)+1

N M)
1 1
2 3
3 7
4 15
5 31

los podemos carcular como M(N) =2V -1

Leyenda

Se cuenta que un templo de Benarés (Uttar Pradesh, India), se encontraba una cipula que sefialaba el centro del mundo. All{
estaba una bandeja sobre la cual existian tres agujas de diamante. En una mafiana lluviosa, un rey mandé a poner 64 discos de
oro, siendo ordenados por tamafio: el mayor en la base de la bandeja y el menor arriba de todos los discos.Tras la colocacién, los
sacerdotes del templo intentaron mover los discos entre las agujas, segln las leyes que se les habian entregado: "El sacerdote de
turno no debe mover mds de un disco a la vez, y no puede situar un disco de mayor didmetro encima de otro de menor didmetro".
Hoy no existe tal templo, pero el juego atn perdurd en el tiempo...

Otra leyenda cuenta que Dios al crear el mundo, colocé tres varillas de diamante con 64 discos en la primera. También cre6é un
monasterio con monjes, los cuales tienen la tarea de resolver esta Torre de Handi divina. El dia que estos monjes consigan
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terminar el juego, el mundo acabard. No obstante, esta leyenda resulté ser un invento publicitario del creador del juego, el
matematico Eduard Lucas. En aquella época, era muy comtn encontrar matematicos gandndose la vida de forma itinerante con
juegos de su invencidn, de la misma forma que los juglares hacian con su musica. No obstante, la falacia resulté ser tan efectista
y tan bonita, que ha perdurado hasta nuestros dias. Ademds, invita a realizarse la pregunta: "si la leyenda fuera cierta, ;cudndo
serd el fin del mundo?".

El minimo ndimero de movimientos que se necesita para resolver este problema es de 264-1. Si los monjes hicieran un
movimiento por segundo, los 64 discos estarfan en la tercera varilla en algo menos de 585 mil millones de afios. Como compara-
cion para ver la magnitud de esta cifra, la Tierra tiene como 5 mil millones de afios, y el Universo entre 15 y 20 mil millones de
afios de antigiiedad, s6lo una pequeiia fraccion de esa cifra.

1.3 Pruebas inductivas

En matematicas, la induccién es un razonamiento que permite demostrar una infinidad de proposiciones, o una proposicion que
depende de un pardmetro N que toma una infinidad de valores enteros. En términos simples, la induccién matemadtica consiste en
el siguiente razonamiento:

Las pruebas por induccién basicamente constan de dos pasos:

CASO BASE

Se pueba el razomiento considerando los valores mas simples y sencillos

PASO INDUCTIVO

Se construye una sucesion que permita demostrar para cualquier valor de N la validez de la férmula. Por ejemplo en la figura se
muestra como con la sucecion se crea manera de probar para el total de los valores desde N+1 hasta el caso base.

A continuacion se muestran algunos ejemplos de como hacer las demostraciones por induccién

Sumatoria

Consideremos la suma de los valores
1+2+3+4+5+6+....+N-1+N

Si sumamos los terminos de la siguiente manera

I+ 2 43 +4 +..+N-1+N+
N+N-1+N-2+N-3+..+2 +1=
(N+1) + (N+1) + (N+1) + (N+1) + ... + (N+1) + (N+1) = N(N+1)

Por lo tanto la sumatoria la podemos representar como
Ny NWN+1)
YNy = i=———
i=1 2
Dado que estamos calculando esta expresion tenemos que es un hecho, ahora veamos la comprobacion por induccion

separamos en dos formula

=3

) NN +1)
YN)=—"

CASO BASE
Con N= 1 tenemos

=Y i=1
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y(1) =

NN +1) Ix(1+1)
= 5 =1
Dado que y(1)=y(1) la expresién se cumple para el caso base
Paso inductivo
Primero intentaremos calcular una sucesion para
&(N+1)=2ﬁ’;1i=(1 +2+4+8..+N-1+N)+ N+1
YN +1D)=yN)+N +1
Para la otra expresion tenemos
N+DN+2) (N+DN N+ D=2
B 2 ’ 2

YN +1)=
YN+1)=yN)+N+1

Lo cual muestra que las suceciones generadas por y(N + 1) y ¥(N + 1) son equivalentes, por lo tanto la expresién en valida en el
paso inductivo. Note, en el cddigo Java, que ambos pasos son parte del cdigo, si el caso base no se da entonces se pasa al paso
inductivo.

Sumatoria de Cuadrados
Probar por induccién la formula cerrada para realizar la suma de cuadrados

NN+1)2N+1)
=" 2= ,

Comenzamos por separar en dos formula

YN) = Zjil P

5 NIN+1D)Q2N+1)
Y(N) =

CASO BASE
Con N= 1 tenemos

=" =1

10+D2+1) |

y1) =

Dado que y(1)=%(1) la expresién se cumple para el caso base

Paso inductivo
Primero intentaremos calcular una sucesion para

&(N+1):Zjv+li2:(l+4+9+16...+(N—1)2+N2) + (N+1)
=1
JIN+1)=JN) + (N + 1)
Para la otra expresion tenemos
N+ DWN+1+DQN+D+1) (N+DHN+2)2N+3)
6 - 6

HN+1)=

1
)7(N+1)=g(N(N+1)(2N+3)+2(N+1)(2N+3))



8| estructuras de datos.nb

1
)7(N+1)=g(N(N+1)(2N+1)+2N(N+1)+2(N+1)(2N+3))

NWN+DQCN+1) 2N?> +2N+4N*+ 6N+4N+6
+

JIN+1)=

6 6
. NN+1)2N+1) 6(N> +2N+1)
YN+1)= P + p

JIN +1)= 5N + (N +1)°
Lo cual muestra que las suceciones generadas por y(N + 1) y (N + 1) son equivalentes, por lo tanto la expresién en valida en el
paso inductivo. La definicion recursiva y el codigo Java correspondiente son:

Clear|[y];

y[1] := 1;

y[i_ ] s=i*xi+y[i-1]
Table[y[i], {i, 1, 10}]

{1, 5, 14, 30, 55, 91, 140, 204, 285, 385}

static public double sumatoria2 (int N) {
if (N < 1) return 0; // caso Base
else return (N*N + sumatoria2 (N - 1)); // paso inductivo

}
Sumatoria de Cubos

Probar por induccién la formula cerrada para realizar la suma de cubos

N2(N + 1)?
W=y e

Comenzamos por separar en dos formula

=3P

3 NA(N + 1)
YN)=—""

CASO BASE
Con N =1 tenemos

=3, 7=

; 12(1+1)7°

yh=———=1
4

Dado que y(1) = y(1) la expresién se cumple para el caso base

Paso inductivo
Primero intentaremos calcular una sucesion para

(N + 1):27:1‘3 =(1+8+27+64 .+ (N-1P+N°) + N +1)
JN + 1) =y(N) + (N + 1)°
Para la otra expresién tenemos
WN+D*(N+D+1)?>  (N+1)>WNV+2)7
4 B 4

YN +1) =
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(N+1)*(N?+4N +4)

YN+1)=
4
5 N+ 12N>+ (N+ 1?4 (N+1)
YN +1)=
4

y (N+1*N?>  (N+1?4(N+1)
YN +1)= +

4
5 (N + 1)> N?
V(N + l):f +(N+1)°

FIN +1)= F(N) + (N + 1)°

Lo cual muestra que las suceciones generadas por y(N + 1)y J(N + 1) son equivalentes por lo tanto
la expresion en valida en el paso inductivo. La definicion recursiva y el c6digo Java correspondiente son :

Clear|[y];

y[1] := 1;

yli_] = i*i*»i + y[i - 1]

Table[y[i], {i, 1, 10}]

{1, 9, 36, 100, 225, 441, 784, 1296, 2025, 3025}

static public double sumatoria3(int N){
if(N<1l) return 0;
else return(N*N*N+sumatoria3(N-1));

Sumatoria de potencia de 2
Probar por induccidn la siguiente formula

y(0)=2N, 2/ =2M1 - (1.3)
separamos en dos formula
JN) =2 2
Fvy =2V -1
El caso base es cuando N =0
30) = 20,2=20=1
Oy =2 _1=2-1=1
Dado que y(0)=%(0) la expresién se cumple para el caso base
Paso inductivo
Primero intentaremos calcular una sucesion para
IIN+1) =212 =142 +4+8 ...+ 2V 1 42N 4 N+ 5N of 4 oM+
JIN + 1) = J(N) + 2V
Para la otra expresién tenemos

5](N+1):2N+1+l_1:2N+2_1:2 2N+l_1:
N + 1) = 2V = 1) + 2¥*1 = ) + 2V

Lo cual muestra que las suceciones generadas por y(N + 1) y ¥(N + 1) son equivalentes, por lo tanto la expresioén en valida en el
paso inductivo.

Otra sucesion que resulta interesante para este caso es:
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SN+ 1) =28 2 = 1 (24 4+8 .+ 2814 2V 4 2N+
N+ 1D =1+2(1+2+4+..+2V14+2N)
N+ 1)=1+25N)

YN+ =2M -1 =1 4 22N 1)
N +1)=1+25(N)

A diferencia con la expresion anterior en este caso no tenemos que elevar un nimero a una potencia dada, simplemente hacemos
multiplicaciones sucesivas. La definicion recursiva y el codigo Java queda como

Clear|[y];

y[1] :=1;

y[i_]l := 1+2*y[i-1];

Table[y[i], {i, 1, 10}]

{1, 3, 7, 15, 31, 63, 127, 255, 511, 1023}

static public double sumatoria2k(int N){
if(N<1l) return 0;
else return(l+2*sumatoria2k(N-1));

}
Note que son los mismos nimeros generados por los movimientos de las torres de Hannoi

1.4 Algoritmos de Ordenamiento

Algoritmo de la Burbuja

El algoritmo de la burbuja es uno de los mds simples algoritmos de ordenamientos y funciona de la suiguiente manera: Dado un
conjunto de nimeros en un arreglo, cambiara la posicion de dos de ellos si los datos no estdn en el orden indicado (ascendente o
desendente segtn el caso). Esta operaciéon garantiza que el mayor de ellos quede en su posicién y serd necesario repetir varias
veces este sencillo paso.

Asi por ejemplo en el caso del conjunto de datos A = {5, 2, 20, 10, 1, 4, 3} cada una de las iteraciones serd

A =(5,2,20,10,1,4,3,0}
A={2,5,20,10,1,4,3,0,}
A ={2,5,20,10,1,4,3,0,}
A={2,5,10,20,1,4,3,0,}
A={2,5,10,1,20,4,3,0,}
A={2,5,10,1,4,20,3,0,}
A=1{2,5,10,1,4,3,20,0,}
A={2,5,10,1,4,3,0,20,}
A ={2,5,10,1,4,3,0,20 }
A={2,5,10,1,4,3,0,20,}
A={2,5,10,1,4,3,0,20,}
A={2,5,1,10,4,3,0,20,}
A={2,5,1,4,10,3,0,20,}
A={2,5,1,4,3,10,0,20,}
A={2,5,1,4,3,0,10,20,}
A={2,5,1,4,3,0,10,20 }
A={2,5,1,4,3,0,10,20,}
A={2,1,5,4,3,0,10,20,}
A={2,1,4,5,3,0, 10,20, }
A={2,1,4,3,5,0,10,20,}
A={2,1,4,3,0,5,10,20,}
A={2,1,4,3,0,5,10,20 }
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A={1,2,4,3,0,5, 10,20, }
A={1,2,4,3,0,5, 10,20, }
A={1,2,3,4,0,5,10,20,}
A={1,2,3,0,4,5, 10,20, }
A={1,2,3,0,4,5,10,20 }
A={1,2,3,0,4,5,10,20,}
A={1,2,3,0,4,5, 10,20, }
A={1,2,0,3,4,5,10,20,}
A={1,2,0,3,4,510,20}
A={1,2,0,3,4,5, 10,20, }
A={1,0,2,3,4,5,10,20,}
A={1,0,2,3,4,5,10,20}
A=1{0,1,2,3,4,5,10,20,}

A={0,1,2,3,4,5,10,20}
El cédigo Java para esta es:
public void Burbuja(Object A[], int n) {
int i, J;
Object temp;
for(i=0; i<n; i++) {
for(j= 0; j<n-1-i; j++)
if (Compara(A[j], A[Jj+1]) > 0) {
temp = A[]];
A[j] = A[J+1];
A[j+1] = temp;

}
}

Complejidad

La complejidad de un algoritmo se define como el nimero de operaciones que este debe hacer. En esta caso la operacién que se
esta realizando es comparar dos nimeros y cambiarlos. Para el ejemplo desarrollado tenemos que hacer 7+6+5+4+3+2+1
operaciones. En general considerando simplemente el ciclo para la variable j tenemos que la primer iteracién de i se hace N
operaciones, la segunda N-1 y asi sucesivamente de manera similar al ejemplo. Si las sumamos tenemos

NN + 1)
YN) =N+(N-D+(N=2) + .. +3 +2+ 1= Tao(Nz)

Lo cual indica que tenemos un algoritmo con complejidad cuadrética. Si tenemos N datos el algoritmo se tardard w C

unidades de tiempo, donde C es el tiempo para hacer una comparacién y cambio.

Algoritmo Selection Sort

Para entender el funcionamiento de este algoritmo, comenzaremos por calcular el menor de los nimeros contenidos en un arrego
A. El siguiente c6digo donde la variable small guardard el indice del menor de los datos en un arreglo
small = 0;
for(j= 0; j<n; j++)

if(A[j]<A[small]) small = j;
Si intercambiamos el valor en la posicion con el valor en la primer linea garantizamos que este es su posicion correcta y si
repetimos este procedimiento para los N datos en el arreglo tenemos un algoritmo de ordenammiento

public void SelectionSort(Object A[], int n) {
int i, j, small;
Object temp;

for(i=0; i<n-1; i++) {
small = i;

for(j= i+l; j<n; j++)
if (Compara(A[j], A[small]) < 0) small = j;
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temp = A[small];
A[small] = A[i];
A[i] = temp;

}
}
Ejemplo
Dado la cadena A[] = {5, 2, 20, 10, 1,4, 3, 0} verificar los pasos para ordenar la cadena utilizando SelecctionSort.
A={5,2,20,10,1,4,3,0,}
A ={0,2,20,10,1,4,3,5,}
A={0,1,20,10,2,4,3,5,}
A={0,1,2,10,20,4,3,5,}
A={0,1,2,3,20,4,10,5,}
A={0,1,2,3,4,20,10,5,}
A={0,1,2,3,4,5,10,20,}
A={0,1,2,3,4,5,10,20, }
A={0,1,2,3,4,5,10,20, }
Complejidad

Podemos ver que en la primer iteracién tenemos que comparar todos los datos N, en la segunda interacién como uno esta en su
lugar, el problema es calcular el minimo en N-1 datos y as{ sucesivamente. Por lo tanto las opecaciones que tenemos que hacer

NON+D
==

son N + (N-1) + (N-2) + ...+ 3 + 2 +1 lo cual nos lleva a un total de O(Nz). Misma complejidad que el algoritmo de

Burbuja.

Definicion Recursiva.
Caso Base
Si la lista es de tamafio N=1 hacemos nada
Paso Recusivo
Buscamos el elemento mds pequefio y lo ponemos en su posicion. Acto seguido mandamos llamar a la funcién con una lista de
N-1.
El c6digo Java para esto es:
public void RecSS(Object A[], int i, int n) {
int j, small;
Object temp;

if(i <n-1)

{
small = i;
for(j= i+l; j<n; j++)
if (Compara(A[j], A[small]) < 0) small = j;
temp = A[small];
A[small] = A[i];
A[i] = temp;
RecSS(A, i+l, n);
}

Algoritmo MergeSort

Conceptualmente, el MergeSort funciona de la siguiente manera:
Caso Base
1. Si la longitud de la lista es 0 6 1, entonces ya estd ordenada. En otro caso:
Paso Resursivo
2. Dividir la lista desordenada en dos sublistas de aproximadamente la mitad del tamaifio.
3. Ordenar cada sublista recursivamente aplicando el ordenamiento por mezcla.
4. Mezclar las dos sublistas en una sola lista ordenada.

El ordenamiento por mezcla incorpora dos ideas principales para mejorar su tiempo de ejecucion:
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1. Una lista pequefia necesitard menos pasos para ordenarse que una lista grande.
2. Se necesitan menos pasos para construir una lista ordenada a partir de dos listas también ordenadas, que a partir de dos listas
desordenadas. Por ejemplo, s6lo sera necesario entrelazar cada lista una vez que estdn ordenadas.

Dado el arreglo A ={5,7,3,4, 1,6} comenzamos por dividir en subarregos mas pequefios

{5,7,3,4,1,6}

N

(5,3, 1}

TANAN
/N

y pegamos en orden los arreglos

{1,3,4,5,6,7)

7N

{1,3,5)

VANVA
/N /

Otro ejemplo dado el arreglo A = {5, 2, 20, 10, 1, 4, 3, 0}, comenzamos haciendo divisiones de la lista hasta tener arreglos
unitarias o sin ningtin elemento. Cuando los arreglos estan vacios o con un elemento estamos en el caso base.
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{5,2,20,10,1,4,3,0}

N

(5,20, 1,3} (2,10, 4, 0}

YANVAN

AN AN

De ahi comenzamos a unir lista considerando el orden en el cual se pegan (merge)

{0,1,2,3,4,5, 10, 20}

N

{1,3,5,20} (0,2, 4, 10}

ANVAN

{1, 5} {3, 20} 0

ARAR

Complejidad

Consideremos que el ndmero de elementos es potencia de 2 N = 32 =27, Definimos Cel tiempo para ordenar un arreglo o lista
de tamario unitario y C, el tiempo para pegar un elemento. Asi el tiempo para ordenar N elementos lo resolvemos con la recurren-

cia
TN)=2T(N/2)+NC,.

lo cual significa que el tiempo para ordenar N datos serd equivalente al tiempo de ordenar 2 listas de la mitad del tamafio mds el

tiempo de volver a pegar los N elementos
En el caso de tener 32 elementos lo calculamos de manera recursiva

Llamado regresa
T@32) =2T(16) + 32C, | T(32) = 32C; + 160C,
T16)=2T@®)+16C, T(16)=16C; +64C,

T@®)=2T#+8C, T(®)=8C, +24C,
T@=2T(2)+4C, T#=4C, +8C,
T2 =2T()+2C, T(2)=2C +2C,

T(1) =C, C
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De la solucién podemos ver que
T(N)=NC,+kNC,
Mostrar por induccién que la ecucién anterior es solucién de la recurrencia planteada por (1.4) considerando N = 2%
Caso Base
El caso base lo tenemos con k = 1
Para el primer término tenemos
725 =27(2"/2) + 2" C,
TQ)=2T(1)+2C,=2C, +2C,
Para el segundo término tenemos
T(24)=2Ci +k2" ¢
T(2)=2C+1%x2C, =2C; +2C,
Concluimos que ambas expresiones son iguales.
Paso Recursivo
Para la primer expresion
f(2k+1) -2 f(2k+1 /2) 4 pk+1 C,
T(2%) = 27(2) + 241 ¢y
Para la segunda expresion
T2 =21 ¢ + (k + 12" ¢y
T2 =202 ¢+ k28 )+ 291 ¢y
T2 = 27(2) + 2¢! ¢,
Por lo tanto las sucesiones son equivalente y dado que se cumple el caso base y el paso recursivo las expresiones son equiva-
lentes para cualquier valor de N. Ahora como calculamos el valor de k, por definicién
N =2k
Aplicando logaritmos tenemos
log N = log (2*)
log N

log?2
Regresando a nuestra ecuacion

~ log N
T(N)=NC, +
log2

NC,— ONNlogN)

Resumen

En resumen podemos ver que los algoritmos de ordenamiento como Burbuja y SelectionSort tienen complejidad O(Nz) mientras

el algoritmo de MergeSort tiene complegidad O(N log N). Si vemos las graficas de estas funciones. En la figura tenemos en azul
la gréfica de N2 y en azul de N log N. Es evidente que la complejidad es mucho menor.
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O(N)
10000 |- .

8000 + o°
6000 o°
4000 + o°

2000 |-

20 40 60 80 100

ver codigos en Arreglos.java

Los cédigos Java para este método son

public void mergeSort(Object A[], Object temp[], int left, int right) {
if(left < right) {
int center = (left + right)/2;
mergeSort (A, temp, left, center);
mergeSort (A, temp, center+l, right);
merge (A, temp, left, center+l, right);

}

public void merge(Object a[], Object tmpArray[], int leftPos, int rightPos, int rightEnd) {
int leftEnd = rightPos -1;
int tmpPos = leftPos;
int numElements = rightEnd - leftPos + 1;

while(leftPos <= leftEnd && rightPos <= rightEnd)
if (Compara(a[leftPos], a[rightPos]) <= 0)
tmpArray[tmpPos++] = a[leftPos++];
else
tmpArray[tmpPos++] = a[rightPos++];

while(leftPos <= leftEnd)
tmpArray[tmpPos++] = a[leftPos++];

while(rightPos <= rightEnd)
tmpArray[tmpPos++] = a[rightPos++];

for(int i=0; i<numElements; i++, rightEnd--)
a[rightEnd]= tmpArray[rightEnd];
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El Modelo de Datos de Listas

2.1 Implementacion del modelo de Listas Ligadas

Definiciones

Una manera de almacenar datos el la computadora es utilizando arreglos, sin embargo, el uso de arreglos seria equivalente a
hacer una reservacion de hotel para un nimero desconocido de personas. Para que nuestra reservacion funcione debemos consid-
erar un nimero mayor a lo que necesitamos ya que de otra manera estaremos dejando datos sin almacenar. Por otro lado si el
nidmero de reservaciones es muy grande tendremos una perdida de memoria. Una de las ventajas de utilizar arreglos es hacer uso
de los registros de manera muy simple a través de un indice, lo cual resulta muy rdpido y eficiente.

El modelo de listas de datos es una manera de almacenar de manera dindmica datos de cualquier tipo en tiempo de ejecucién. En
el caso de listas podemos hacer el uso de habitaciones considerando simplemente la disponibilidad de habitaciones y la asig-
nacion se dard en el momento que cada uno de los huespedes arrive al hotel. La tinidad bésica de nuestra lista ligada serd la celda
y en ella almacenaremos la informacién que consideremos importante para nuesto proceso. Asi podemos decir que una lista
ligada es un conjunto de celdas enlazadas.

La celda como unidad basica de la lista ligada

Para poder crear una lista debemos comenzar por crear la unidad bésica a la cual denominaremos celda. En una celda almacenare-
mos los datos que son de nuestro particular interés. Adicionalmente para poder crear una lista de celdas utilizaremos una variable
la cual denominaremos siguiente donde estard la direccién en memoria de la celda que sigue. La siguiente figura muestra una
celda con informacién de Nombre, Apellido y teléfono y separado por una raya la variable siguiente.

Nombre

Apellido Siguiente
Teléfono

La implementacion de la clase celda en Java se muestra a continuacion. En nuestro caso el conjunto de elementos que almacenare-
mos en la celda lo declararemos como un arreglo de objetos. Con este arreglo es posible almacenar en una celda, toda la informa-
cién que consideremos pertinente en el tipo que mejor lo represente.
public class celda {

Object elementol];

celda siguiente;
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/**
* Constructor de la Celda

* @param o Object[] Recibe un arreglo de Objetos
*/

public celda(Object o[])
{
inti, n;
n = o.length;
elemento = new Object[n];
for(i=0; i<o.length; i++)
elemento[i] = o[i];

}

JE*

* Crea una celda con n objetos
* @param o Object[]

* @param n int

*/

public celda(Object of], int n)
{
int i;
elemento = new Object[n];
for(i=0; i<n; i++)
elemento[i] = o[i];

}

[

* Imprime todo lo contenido en una celda
*/

public void imprime()
{
for (int 1 = 0; i < elemento.length; i++)
System.out.print(elemento[i] + " ");

System.out.println("");

}

/ k%
* Regresa la impresion en una cadena de texto

* @return String
*/

public String imprimes()
{
String aux =
for (int i = 0; i < elemento.length; i++)
{
aux += elementol[i];
if(i < elemento.length-1) aux +=",";
}
aux += "\n";
return aux;

nn.,
)
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}

/**
* Compara una celda con otra. Regresa un numero negativo si es menor,
* cero si son iguales y un numero positivo en caso contrario
* @param a celda
* @param k int campo de comparacion
* @return int
*/

public int Compara(celda a, int ord)

{
double x, y;

if(ord >= a.elemento.length Il ord >= this.eclemento.length) return -1;

if( (a.elemento[ord] instanceof Integer) Il
(a.elemento[ord] instanceof Double) Il
(a.elemento[ord] instanceof Float))

{

x = valor(this.elemento[ord]);
y = valor(a.elemento[ord]);

if(x <y) return -1;
else
{
if (x == y)return O;
else return 1;
¥
¥
else
{
return (this.elemento[ord].toString().compareTo(a.elemento[ord].toString()));
¥
}

/**

* regresa el valor numerico de un objeto generico
* @param o Object

* @return double

*/

public double valor(Object 0)
{

String aux = o.toString();
double x = Double.valueOf(aux).doubleValue();
return X;

}

/**

* programa principal

* @param args String[]
*/
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static public void main(String args[])
{
Object o[] = {new Double(3), new String("Hola")};
celda a = new celda(o);
a.imprime();
Object 01[] = {new Double(3), new Integer(2), new Float(3)};
celda b = new celda(ol);
b.imprime();
System.out.println(a.Compara(b, 0));

Creando la lista ligada a partir de un conjunto de Celdas

Por ejemplo dado el conjunto de nombres de personas {Maria, Juan, Luis, Adriana}, al cual asociamos un nimero consecutivo
parar entender como se pueden enlazar las celdas. Las celdas quedardn como

@ 0

(@)

3

“)

(1)

Juan Maria Adriana Luis
@ @ M @ @) 0 3) @
Adriana Juan Luis Maria

2

Enlasaremos las celdas considerando que la primera de ellas es la celda donde esta Maria y en lugar del nimero a la siguiente
pondremos una flecha para indicar cual sigue tendremos una cadena tal como la que se muestra en la siguiente figura y a la que
denominaremos lista ligada.

Maria ———»— Juan ——»— Luis ——» Adriana ——»— nulo

A continuacion se presenta un cddigo donde se implementa de manera muy rudimentaria la lista correspondiente a este ejemplo

static public void ejemplo01(){
Object x[] = new Object [1];
x[0] = new String("Maria");
celda uno = new celda(x);
x[0] = new String("Juan");
celda dos = new celda(x);
x[0] = new String("Luis");
celda tres = new celda(x);
x[0] = new String("Adriana");
celda cuatro = new celda(x);

uno.siguiente = dos;

dos.siguiente = tres;

tres.siguiente = cuatro;

celda j = uno;

for(int i=0; i<4; i++, j = j.siguiente)
j.imprime();

}

ver archivo celda.java

Es evidente que el c6digo anterior no es eficiente dado que tenemos que declarar una variable por cada celda que utilizamos. Esta
condicidn es inecesaria y utilizando operaciones basicas con Listas ligadas podemos representar la operacion anterior de manera
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mas eficiente. Note también que se declara una celda inicial como referencia y es importante que esta no se pierda ya que de otra
manera no es posible recorrer el contenido completo de la lista.

2.2 Las operaciones Basicas en Listas

Definiciones

Recordemos que una lista ligada es un conjunto de celdas enlazadas a través de una variable dentro de la celda que nos indicard
cual es la celda que le sigue. Tendremos una celda inicial a la que denominaremos "inicio" y la celda final siempre serd nula. A
continuacién tenemos la clase Lista.java que indica algunas de las funciones y/o operaciones basicas implementadas.
public class Lista {

celda inicio;

int orden

public Lista()
public Lista(String archivo) ...

public void borra(Object x)
{

inicio = borra(x, inicio);
}

private celda borra(Object x, celda pl)...

public boolean busca(Object x)

{

return busca(x, inicio);

}

private boolean busca(Object x, celda pl) ...

public void imprime()
{

imprime(inicio, 1);
}

private void imprime(celda pl, int n)

public void inserta(Object x[]) {
inicio = inserta(x, inicio);
}

private celda inserta(Object x[], celda pl) ...
public static void main(String[] args) {

}
}

Las operaciones bdsicas son Insertar, Buscar, Borrar e imprimir que acontinuacién se detallan

Constructor

Dado que en general utilizaremos programacion orientada a objetos, serd necesario el uso de un constructor. El contructor es la
funcién que se encarga de inicializar las variables que inicializan al objeto como tal. En general una lista ligada serd un apuntador
a una celda inicio que de no existir es nula. En el siguiente c6digo Java se da esta inicializacion

public Lista()

{
inicio = null;
orden = 0;
}
Buscar

La funcién de busqueda es la funcién bdsica de la cual se pueden desprender la funcién borrar, imprimir, insertar, etc. dado que
esta funcién da claridad en como podemos recorrer una lista ligada utilizando recursividad. La definicion recursiva es para buscar
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una lista es

Caso Base: Si la lista es nula regresa falso
Paso recursivo. Si elemento esta en la celda actual regresa true si no busca a partir de la siguiente celda.

BOOLEAN lookup(int x, LIST L)

{
if (L == NULL)
return FALSE;
else if (x == L->element)
return TRUE;
else
return lookup(x, L->next);
}
private boolean busca(Object x, celda pl)
{
if (pl == null)
return false;
else if (x.equals(pl.elemento[0]))
return true;
else
return busca(x, pl.siguiente);
}

La complejidad de este algoritmo en O(N) dado que en el peor de los casos, cuando no se encuentra el elemento, se tiene que
recorrer todos los elementos de Ia lista.

Imprimir
Podemos modificar la funcién de busqueda para implementar un que nos permita imprimir el contenido de la lista. Esto lo
hacemos eliminando la linea de comparacion. La definicién recursiva

Caso Base: Si la lista es nula hacer nada
Paso recursivo: Imprimir el elemento y mandar imprimir la lista a partir del siguiente elemento.

El cédigo Java es:

private void imprime(celda pl, int n)

{ if(pl != null)
{
System.out.print(n + ".- " );
pl.imprime();
imprime(pl.siguiente, n+l);
}
}

Si deseamos imprimir en orden inverso solamente es necesario cambiar el llamado recursivo de la funcién con la accién que
imprime. Asi el cédigo queda

private void imprime(celda pl, int n)

{
if(pl != null)
{
imprime(pl.siguiente, n+l);
System.out.print(n + ".- " );
pl.imprime();
}
}

Este algoritmo y muchos relacionados con listas ligadas lo podemos implementar de manera iterativa. Si bien no sabemos
cuantos elementos tiene la lista sabemos que hay una celda de inicio y que el fin de la misma esta indicada como nula. En java
esta implementacion queda como
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private void imprime/()

{
celda i;
for(i=inicio; i!= null; i=i.siguiente)
i.imprime();
}

Es importante notar la implementacién de esta funcion ya que esta puede ser utilizada para implementar las funciones con listas
de manera iterativa.

Borrar

Esta operacion permite hacer el borrado de un elemento y para tal efecto debe buscarlo en toda la lista. En este caso podemos
hacer la defimicién recursiva

Caso Base: Si el elemento en la celda es igual al elemento a borrar, eliminalo de la lista (lineas 1, 2, 3)
Paso Recursivo: Borra el elemento a partir de la siguiente celda (linea 4)

En la siguiente figura se muestra el codigo en C para hacer esta operacion

void delete(int x, LIST #pL)

{
(1) it ((spL) !'= NULL)
(2) it (x == (spL)->element)
(3) (#pL) = (#pL)->next;
else
(4) delete(x, &((#pL)->next));
}

La implementacién en Java de este codigo es

private celda borra(Object x, celda pl) {

1 if(pl != null)
2 if (x.equals(pl.elemento[0]))
3 pl = pl.siguiente;
else
4 pl.siguiente = borra(x, pl.siguiente);
5 return pl;

La complejidad de este algoritmo es O(N) dado que en el peor de los casos (cuando no esta el elemento en la lista) se debe
recorrer toda la lista.

Ejemplo

Considere una lista con los elementos A = {1, 2, 3,4, 5}. Hacer la simulacion de los llamados recursivos si deseamos borrar las
celda que contienen los nimeros a) 1,b) 3,c) 5y d) 6.

a) Para borrar el 1 la simulacion es

Llamado Inst | Regreso
inicio=borra (1, {1,2,3,4,5) | - 2]
[1] =[1].siguiente 2,3 2]
b) Para borrar el 3 la simulacién es
Llamado Inst Regreso
inicio = borra (3, {1, 2,3, 4, 5}) - [1]

[1].siguiente = borra (3, {2,3,4,5}) | 4 |[1].siguiente =[2]
[2] siguiente = borra(3, {3,4,5}) | 4 [[2]siguiente =[4]
[3] = [3].siguiente 2,3 [4]

¢) Para borrar el 5 la simulacién es
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Llamado Inst Regreso
inicio = borra (5, {1, 2, 3,4, 5}) - [1]
[1].siguiente = borra (5, {2,3,4,5}) | 4 | [1].siguiente =[2]
[2].siguiente = borra (5, {3, 4, 5}) 4 | [2].siguiente = [3]
[3].siguiente = borra (5, {4, 5}) 4 [3].siguiente = [4]
[4].siguiente = borra (5, {5}) 4 | [4].siguiente = nulo
[5] = [5].siguiente 2,3 [nulo]
d) Para borrar el 6 la simulacion es
Llamado Inst Regreso
inicio = borra (6, {1, 2, 3, 4, 5}) - [1]
[1].siguiente = borra (6, {2,3,4,5}) | 4 [1].siguiente = [2]
[2].siguiente = borra (6, {3, 4, 5}) 4 [2].siguiente = [3]
[3].siguiente = borra (6, {4, 5}) 4 [3].siguiente = [4]
[4].siguiente = borra (6, {5}) 4 [4].siguiente = [5]
[5].siguiente = borra (6, {}) - | [5].siguiente = [nulo]

Insertar
Insertar al inicio

Si unicamente se desea insertar un elemento sin verificar que este este en la lista, se puede realizar de una manera muy sencilla.
Los pasos son

1.- Crear una celda nueva con el valor a insertar

2.- El valor siguiente de la nueva celda le colocamos el valor de la celda inicio y

3.- finalmente hacemos inicio igual a la celda nueva

Estas operaciones nos daran un algoritmo de inserciéon con complejidad unitaria ya que independientemente del nimero de
elementos en la lista siempre realizaremos este conjunto de operaciones.
private celda inserta_ inicio(Object x[]) {
celda nueva = new celda(x);
nueva.siguiente = inicio;
inicio = nueva;

}
Insertar sin repeticion

Esta operacion coloca un elemento en una celda y esta es enlazada en la lista ligada. La celda pude ser enlazada al inicio, en un
orden dado, al final de la lista, etc. En la siguiente figura podemos ver el cédigo en C para hacer esta operacion, si la lista es nula
inserta el elemento y en caso contrario recorre la lista mientra en elemento no este repetido.

void insert(int x, LIST #pL)

{
(1) if ((#pL) == NULL) {
(2) (*pL) = (LIST) malloc(sizeof(struct CELL));
(3) (*pL)->element = x;
(4) (#pL)->next = NULL;

}

(5) else if (x != (*pL)->element)
(6) insert(x, &((*pL)->next));

}

La implementacion en Java queda de la siguiente manera. Note que no es necesario el uso de apuntadores y en su lugar la funcién
regresa el parametro que recibe.
private celda inserta(Object x[], celda pl) {
1 if(pl == null)
2,3,4 pl = new celda(x);
5 else if(!x[0].equals(pl.elemento[0]))
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6 pl.siguiente = inserta(x, pl.siguiente);
return pl;

}

La complejidad de este algoritmo es O(N) dado que se tiene que recorrer la lista completa hasta llegar a nulo para almacenar la
nueva celda.

Ejemplo
Dada la lista A ={Ana, Jose, Maria, Raul}, hacer la simulacion para insertar los nombre de Juan y Maria

Para Insertar Juan la simulacion es

Llamado Inst Regreso
inicio = inserta (Juan, {Ana, Jose, Maria, Raul}) - [Ana]
[Ana].siguiente = inserta (Juan, {Jose, Maria, Raul}) |5, 6 | [Ana].siguiente = [Jose]
[Jose].siguiente = inserta (Juan, {Maria, Raul}) 5, 6 | [Jose].siguiente = [Maria]
[Maria] .siguiente = inserta (Juan, {Raul}) 5, 6 | [Maria].siguiente = [Raul]
[Raul].siguiente = inserta (Juan, {}) 1,4 | [Raul].siguiente = [Juan]

Para insertar Maria tenemos

Llamado Inst Regreso
inicio = inserta (Maria, {Ana, Jose, Maria, Raul}) - [Ana]
[Ana].siguiente = inserta (Maria, {Jose, Maria, Raul}) 5,6 [Ana].siguiente = [Jose]
[Jose].siguiente = inserta (Maria, {Maria, Raul}) 5,6 [Jose].siguiente = [Maria]
[Maria].siguiente = inserta (Maria, {Raul}) hace nada [Maria]

Note el no se altera la lista dado que Maria ya era parte de ella.

Ejemplo
El siguiente cdédigo muestra la lista ligada que se genera cuando se colaca informacion del nombre de 4 personas con sus telé-
fonos de acuerdo con la siguiente figura.

4.Maria 14. Juan 14.Luis 1. Adriana
tel 333333-33 — 3 112349234 — 3 tel 4234234 — - tel 345345

public static void ejemplo 01() {
Lista L = new Lista();

Object x[] = new Object[3];

x[0] = new String("Maria");

x[1] = new String("tel 333333-33");
X[2] = new Double(4.0);
L.inserta(x);

x[0] new String("Juan");

x[1] new String("tel 2349234");
X[2] = new Double(14.0);
L.inserta(x);

x[0] = new String("Luis");

x[1] new String("tel 4234234");
xX[2] = new Double(14.0);
L.inserta(x);

x[0] = new String("Adriana");
x[1] = new String("tel 345345");
xX[2] = new Double(1l.0);
L.inserta(x);

L.imprime();
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El resultado de la ejecucion es

1.- Maria tel 333333-33 4.0
2.- Juan tel 2349234 14.0
3.- Luis tel 4234234 14.0

4 - Adriana tel 345345 1.0

Ejemplo 2

Para la lista que se muestra en la siguiente figura, escribir el cédigo correspondiente

cinco Celia Cruz diez cuatro Otro mono

Juan Perez —— tres ——» Oscar Figaredo —— 3 Ernesto Guevara —— uno

static public void ejemplo 02() {
Lista L = new Lista();
Object x[] = new Object[2];
x[0] = new String("cinco");
x[1] = new String("Juan Perez");
L.inserta(x);
x[0] = new String("tres");
x[1] = new String("Celia Cruz");
L.inserta(x);
x[0] = new String("diez");
x[1] = new String("Oscar Figaredo");
L.inserta(x);
x[0] = new String("cuatro");
x[1] = new String("Ernesto Guevara");
L.inserta(x);
x[0] = new String("uno");
x[1] = new String("Otro mono");
L.inserta(x);
L.imprime();

Algoritmos de Ordenamiento en Listas Ligadas
Burbuja

A continuacién se da la implementacion del algoritmo de Burbuja para listas ligadas. Los detalles de implementacién se pueden
ver en el capitulo anterior. La implementacion esta de manera iterativa.

public void Burbuba()
{
celda i;
Object templ[];
int cambios;

do
{

cambios = 0;

for (i = inicio; i.siguiente != null; i = i.siguiente) {
if (i.Compara(i.siguiente, orden) > 0) {
temp = i.elemento;
i.elemento = i.siguiente.elemento;
i.siguiente.elemento = temp;
cambios ++;
}

}
} while(cambios != 0);
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Selection Sort

Al igual que el algoritmo de la Burbuja, el algoritmo Selection Sort puede ser implementado utilizando el modelo de listas
ligadas. La implementacion se puede dar de manera iteratica y de manera recursiva. La implementacion iterativa en Java es
public void SelectionSort() {

celda i, j, small;
Object temp[];

for(i=inicio; i!=null; i=i.siguiente) {
small = i;

for(j= i.siguiente; j!=null; j=j.siguiente)
if(small.Compara(j, 0) > 0) small = j;

temp = small.elemento;
small.elemento = i.elemento;
i.elemento = temp;

}
La definicion de este algoritmo es recursiva es

Caso base: Si la lista es de tamafio uno o menor hacer nada

Paso recursivo:
Busca el menor de los elementos en la lista y colocarlo al inicio de la misma.
Ordenar una lista a partir de la siguiente celda

Merge Sort

El algoritmo de Merge Sort principalmente esta basado en la técnica de divide y venceras. Por tal motivo tendremos que hacer
una rutina que nos permita dividir en mitades una lista y despues pegar en orden. La primer funcién la llamaremos split y a la
segunda merge.

Funcion Merge

Esta funcion unira dos listas ordenadas. Los argumentos que recibe son dos listas, a la primera la denominaremos 1 y a la
segunda 2. En la primer lista quedarén las dos listas pegadas despues de ordenar. La definicién recursiva para esta funcion es:
Caso Base: Si alguna de las lista es nula regresar la primer o segunda lista segtin el caso. Lineas 1 y 2

Paso recursivo: Si el elemento en la primer listal es menor que el primer elemento en lista2 toma al elemto en listal y agrega el
merge del siguiente en listal con lista2. En caso contrario tomar el emento en lista2 y agregar el merge de listal con el siguiente
de lista2. En el cédigo esto corresponde las lineas 3 a 7

LIST merge(LIST 1list1, LIST 1list2)

{
(1) if (listl == NULL) return list2;
(2) else if (list2 == NULL) return listi;
3) else if (listl->element <= list2->element) {

/* Here, neither list is empty, and the first list
has the smaller first element. The answer is the
first element of the first list followed by the
merge of the remaining elements. */

(4) listl->next = merge(listl->next, list2);
(5) return listi;
}
else { /* 1list2 has smaller first element */
(6) list2->next = merge(listl, list2->next);
(7) return list2;
}
}
public celda merge(celda listl, celda list2)
{
1 if(listl == null) return list2;
2 else if(list2 == null) return listl;
3 else

{
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if (listl.Compara(list2, orden) <= 0) {

4 listl.siguiente = merge(listl.siguiente, list2);
5 return listl;

} else {
6 list2.siguiente = merge(listl, list2.siguiente);
7 return list2;

}

}
}

La simulacién de los llamados nos puede ayudar a entender como funciona la funcién merge. Hagamos la simulacién de los
llamados a la funcién mege para las lista A={1,2,7,79} y B={24,7,8}

Llamado Regreso
merge ({1, 2,7, 7,9}, {2,4,7,8) |{1,2,2,4,7,7,7, 8,9}
merge ({2, 7, 7, 9}, {2, 4, 7, 8}) {2,2,4,7,7,7,8, 9}
merge ({7, 7, 9}, {2, 4, 7, 8}) {2,4,7,7,7, 8,9}
merge ({7, 7, 9}, {4, 7, 8}) 4,7,7,7, 8,9}
merge ({7, 7, 9}, {7, 8}) {7,7,7,8, 9}
merge ({7, 9}, {7, 8}) {7, 7,8, 9}
merge ({9}, {7, 8}) {7, 8, 9}
merge ({9}, {8}) {8, 9}
merge ({9}, {}) {9}

Funcion Split
Esta funcién divide una lista en dos listas de igual tamafio. A continuacion se presenta el codigo para esta funcién en C y Java

LIST split(LIST list)

{
LIST pSecondCell;
(1) if (list == NULL) return NULL;
(2) else if (list->next == NULL) return NULL;
else { /* there are at least two cells */
(3) pSecondCell = list->next;
(4) list->next = pSecondCell->next;
(5) pSecondCell->next = split(pSecondCell->next);
(6) return pSecondCell;
}
}
public celda split(celda list)
{
celda pSecondCell;
1 if(list == null) return null;
2 else if(list.siguiente == null) return null;
else {
3 pSecondCell = list.siguiente;
4 list.siguiente = pSecondCell siguiente;
5 pSecondCell.siguiente = split(pSecondCell .siguiente);
6 return pSecondCell;
¥
¥

La definicién recursiva de este algoritmo es:

Caso Base : Si la longitud de la lista es 1 o 0 hacemos nada. En el c6digo esto corresponde a las lineas 1 y 2.

Paso Recursivo: Si la lista tiene mas de dos elementos borra el siguiente elemento de ella y lo coloca en una segunda lista.
Repita la operacion para el siguiente elemento en la segunda lista. En el cédigo esto esta dado por las lineas 3 a 6.
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En la siguiente figura se muestra de manera grafica como trabaja esta funcién. De manera general podemos considerar que

equivale a repartir de un maso de cartas, cartas a dos jugadores.

list | o-f----ot | -t | &

recursive call
to split
pSecondCell

return value

Conceptualmente, el MergeSort funciona de la siguiente manera:
Caso Base

1. Si la longitud de la lista es 0 6 1, entonces ya estd ordenada. En otro caso:
Paso Resursivo

2. Dividir la lista desordenada en dos sublistas de aproximadamente la mitad del tamaifio.

3. Ordenar cada sublista recursivamente aplicando el ordenamiento por mezcla.
4. Mezclar las dos sublistas en una sola lista ordenada.

En el siguiente c6digo Java podemos ver la implmentacién del algoritmo. El Caso Base esta dada por las lineas 4 y 5 y el Paso

recursivo por las lineas 6,7,y 8.

=

private celda MergeSort(celda list)
{
celda SecondList;
if(list == null) return null;
else if(list.siguiente null) return list;
else {
SecondList = split(list);
return merge(MergeSort(list), MergeSort(SecondList));

H W oo ~JoU b WN

0}

La simulacion de estos llamados recursivos en el caso de un lista {7,4,2,8,9,1} dara:

Llamados Intermedio Regresos
MergeSort ({7, 4, 2, 8, 9, 1}) = merge (MergeSort ({7, 2, 9}, MergeSort ({4, 8, 1})) | merge ({2, 7, 9}, {1, 4, 8}) [ {1, 2,4, 7,8, 9}
MergeSort ({7, 2, 9}) = merge (MergeSort ({7, 9}, MergeSort ({2})) merge ({7, 9}, {2}) {2,7,9}
MergeSort ({7, 9}) = merge (MergeSort ({7}, MergeSort ({9})) merge ({7}, {9}) {7, 9}
MergeSort ({7}) - {7}
MergeSort ({9}) - {9}
MergeSort ({2}) - {2}
MergeSort ({4, 8, 1}) = merge (MergeSort ({4, 1}, MergeSort ({8})) merge ({1, 4}, {8}) {1, 4,8}
MergeSort ({4, 1}) = merge (MergeSort ({4}, MergeSort ({1})) merge ({4}, {1}) {1, 4}
MergeSort ({4}) - {4}
MergeSort ({1}) - {1}
MergeSort ({8}) - {8}
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Otro ejemplo lo podemos simular con {5,7,3,4,1,6}

Llamados

Intermedio

Regresos

MergeSort ({5, 7, 3, 4, 1, 6}) = merge (MergeSort ({5, 3, 1}, MergeSort ({7, 4, 6}))

merge ({1, 3, 5}, {4,6,7})

{1,3,4,5,6,7}

MergeSort ({5, 3, 1}) = merge (MergeSort ({5, 1}, MergeSort ({3}))

merge ({1, 5}, {3})

{1,3,5}

MergeSort ({5, 1}) = merge (MergeSort ({5}, MergeSort ({1}))

merge ({5}, {1})

{1, 5}

MergeSort ({5})

- {5}

MergeSort ({1})

- {1}

MergeSort ({3})

- {3}

MergeSort ({4, 8, 1}) = merge (MergeSort ({4, 1}, MergeSort ({8}))

merge ({1, 4},

MergeSort ({4, 1}) = merge (MergeSort ({4}, MergeSort ({1}))

merge ({4}, {

[l

8)) {1
{

MergeSort ({4})

MergeSort ({1})

MergeSort ({8})

Finalmente una simulacion utilizando letras en orde alfabético

Llamados

Intermedio

Regresc

MergeSort ({1, k, a, x, d, w, u, t}) = merge (MergeSort ({1, a, d, u}, MergeSort ({k, x, w, t})))

merge ({a, d, 1, u}, {k, t, w, x})

{a,d, kI, t,1

MergeSort ({1, a, d, u}) = merge (MergeSort ({1, d}, MergeSort ({a, u}))

merge ({1, d}, {a, u})

{a,d, I,

MergeSort ({1, d}) = merge (MergeSort ({1}, MergeSort ({d}))

merge ({1}, {d})

{d, 1}

MergeSort ({1})

{1}

MergeSort ({d})

{d}

MergeSort ({a, u}) = merge (MergeSort ({a}, MergeSort ({u}))

merge ({a}, {u})

{a, u}

MergeSort ({a})

{a}

MergeSort ({u})

{u}

MergeSort ({k, x, w, t}) = merge (MergeSort ({k, w}, MergeSort ({x, t}))

merge ({k, w} {t, x})

k,t,w,

MergeSort ({k, w}) = merge (MergeSort ({k}, MergeSort ({w}))

merge ({k}, {w})

{k, w}

MergeSort ({k})

{k}

MergeSort ({w})

{w}

MergeSort ({x, t}) = merge (MergeSort ({x}, MergeSort ({t}))

merge ({x}, {t})

{t, x}

MergeSort ({x})

{x}

MergeSort ({t})

2.3 Implementacion del modelo pilas

Definiciones

Una pila es un modelo de estructura donde el dltimo dato en ser insertado es el primer dato en salir. De manera mds clara lo
podemos entender como una pila de platos donde para sacar el primero que se coloca es necesario quitar todos los que estdn
arrriba. Una pila se implementa a partir de una lista ligada y al primer elemento lo llamaremos tope (top). La implementacién en

Java para este modelo de dato es

public class Stack
{
celda top;
public Stack() {...}
public boolean isEmpty() {...}
public void clear() {...}
public Object pop() {...}
public void push(Object x) {...}
public void imprime() {...}
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El constructor de la clase, simplemente se encarga de inicializar la variable top con el valor de nulo, tal como se muestra en el
siguiente c6digo Java

public Stack() {
top = null;
}

Operaciones basicas

Las operaciones bdsicas con una pila son limpiar, verificar que este vacia, esta llena, eliminar un valor (pop) y agregar un valor a
la pila (push)

Operacién isEmpty

Regresa verdadero si la pila se encuentra vacia, en caso contrario regresa falso. Los cddigos en C y Java se muestran a
continuacién

BOOLEAN isEmpty(STACK *pS)

{
return ((*pS) == NULL);

public boolean isEmpty() {
return (top == null);
}
Operacion clear
Esta operacion hace que la pila se vacie. Una manera muy rdapida de hacerla es poner la celda tope igual a nulo y dejar al sistema
operativo que recoja las variables no utilizadas. Los cddigos C y Java para esta implementacién son

void clear(STACK #pS)
{

(*pS) = NULL;
}

public void clear() {
top = null;
}
Operacion pop
Si la pila esta vacia regresa nulo o false en caso contrario regresa y elimina el contenido en el tope de la lista.

BOOLEAN pop(STACK *pS, int #px)

{
if ((#pS) == NULL)
return FALSE;
else {
(*px) = (#pS)->element;
(*pS) = (*pS)->next;
return TRUE;
}
}

public Object pop() {

if (isEmpty()) {
return null;

} else {
celda aux;
aux = top;
top = top.siguiente;
return aux.elemento[0];
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Operacion push
La operacion push almacena un valor en el tope de la pila. Los cddigos de esta son

BOOLEAN push(int x, STACK *pS)

{
STACK newCell;
newCell = (STACK) malloc(sizeof(struct CELL));
newCell->element = x;
newCell->next = (#*pS);
(*pS) = newCell;
return TRUE;
}

public void push(Object x) {
Object O[] = new Object[1];
O[0] =x;
celda celdaNueva = new celda(O);
celdaNueva.siguiente = top;
top = celdaNueva;

Ejemplos
A continuacién se muetra un ejemplo de una pila con los valores enteros 1 2y 3

static public void main(String args[]) {
Stack p = new Stack();
p-push(1l);
p-push(2);
p-push(3);
p.imprime();
System.out.println("salio
p.imprime();

tp.pop());

Aplicaciones
Evaluacion de Notacién Polaca

La Notacién Polaca Inversa, o notacién de postfijo, (en inglés, Reverse polish notation, o RPN), es un método algebraico
alternativo de introduccion de datos. Su nombre viene por analogia con la relacionada notacién polaca, una notacion de prefijo
introducida en 1920 por el matemdtico polaco Jan Lukasiewicz, en donde cada operador estd antes de sus operandos. En la
notacion polaca inversa es al revés, primero estdn los operandos y después viene el operador que va a realizar los célculos sobre
ellos. Tanto la notacién polaca como la notacién polaca inversa no necesitan usar paréntesis para indicar el orden de las opera-
ciones mientras la aridad del operador sea fija. Asi por ejemplo podemos representar las siguientes expresiones en notacion
polaca.

B+4)
(5-2)

»34+52—

En la siguiente figura podemos ver como se utiliza la pila para hacer la evalaucion de la expresién
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Similarmente en la figura tenemos la evaluacién de la expresion

1 3
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74 - 3 s
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El c6digo para realizar la evaluacion de la expresion esta dado por

public static String Evalua(String cadena)
{

Stack P = new Stack();

StringTokenizer st;

String dato;

double sol =0 , a, b;

st = new StringTokenizer (cadena, ', true);

if (st.countTokens() != 0) {
st = new StringTokenizer (cadena);
while (st.hasMoreTokens()) {
dato = st.nextToken();

if (dato.equals("+")) {
if (P.isEmpty())return ("No puede evaluarse ");
a = valor(P.pop());
if (P.isEmpty())return ("No puede evaluarse ");
b = valor(P.pop());
P.push(new Double(a + b));
} else {
if (dato.equals("-")) {
if (P.isEmpty())return ("No puede evaluarse ");
a = valor(P.pop());
if (P.isEmpty())return ("No puede evaluarse ");
b = valor(P.pop());
P.push(new Double(b - a));
} else {
if (dato.equals("*")) {
if (P.isEmpty())return ("No puede evaluarse ");
a = valor(P.pop());
if (P.isEmpty())return ("No puede evaluarse ");
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b = valor(P.pop());
P.push(new Double(a * b));
} else {
if (dato.equals("/")) {
if (P.isEmpty())return (
"No puede evaluarse ");
a = valor(P.pop());
if (P.isEmpty())return (
"No puede evaluarse ");
b = valor(P.pop());
P.push(new Double(b / a));
} else P.push(new String(dato));

}
}
System.out.println("Dato " + dato );
P.imprime();
}
sol = valor(P.pop()):;

}
if(P.isEmpty()) return ("" + sol);
else return ("No puede evaluarse ");

}
ver Postfijo.java

Evaluacion de Funciones recursivas

Una aplicacion importante de las pilas normalmente esta oculta a la vista: una pila es utilizada para reservar espacio en la
memoria de la computadora, perteneciente a la varias de la funciones de un programa.

Para ver como es el problema considere el programa simple para la funcién recursiva del factorial

int fact(int n) {
if(n <=1)
return 1;
else
return n*fact(n-1);

}
En la siguiente figura podemos ver como se almacena cada uno de los llamados asi como el valor de n, de tal suerte que no se
pierda la ejecucion de la funcién. Esta simulacion calcula el factoria de 4.

n 1 n 1
fact fact 1
n 2 n 2 n 2 n 2
fact fact fact fact 2
n 3 n 3 n 3 n 3 n 3 n 3
fact fact fact fact fact fact 3
n 4 n 4 n 4 n 4 n 4 n 4 n 4 n 4
fact fact fact fact fact fact fact fact 4

2.4 Implementaciéon del modelo de Colas

Definiciones

Una cola es un modelo de datos en el cual el primer dato en ser almacenado es el primer dato en salir. La cola la podemos
enteder como la fila que hacemos para pagar un servicio en el banco o para entrar algin evento. En el mundo de la computacion
las colas son utilizada para mantener el orden en el cual se realizan los procesos y en particular una cola de impresion. Dado que
la implementacién de una cola es muy similar a una pila utilizaremos el concepto de herencia y solamente implementaremos
aquellas funciones que no son iguales. Para mejorar el desempefio de la Cola agreamos ademads de la celda tope otra celda al fin
de la cola. A continuacién se presenta el cédigo correspondiente

public class Cola extends Stack {

celda fin;
public Cola() {
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super () ;
fin = null;
}
public void clear() ...
public void encolar(Object x) ...
public Object desencolar() ...

ver cola.java

El constructor de nuestra clase ademas inicializar la celda tope debe inicializar la celda fin con nulo. La primera es inicializada al
llamar el constructor de pila con la funcién super() y la otra simplemente poniendo fin=null.

Operaciones Basicas

Las operaciones bdsicas para una cola son la de limpiar, esta vacia, desencolar y encolar. En el caso de las dos primeras no
haremos su implementacién dado que son similares a las funciones de una Pila y la segunda serdn implementadas.

Operacion Limpiar

Hace que la cola este limpia

public void clear() {
super.clear();
fin=null;

Operacion esta vacia

Regresa verdadero si la cola esta vacia y falso en caso contrario. Esta funcién es similar a la de pila y no esta implementada, pude
ser llamada simplemente desde cualquier c6digo

Operacion Desencolar

Si la cola esta vacia regresa nulo de otra manera regresa el valor en el tope de la lista y lo borra de la cola. Esta operacion es
similar a la funcién pop de un pila y dado que utilizamos herencia, podemos llamar a esta funcién dentro del cédigo como si
estuviera escrita dentro de la clase cola.

public Object desencolar()
{

return pop();

}
Operacion Encolar

Agraga un elemento a la cola. Para mejorar su desempefio dado que tenemos que insertar al final de la cola y no deseamos
recorrer toda la lista, el apuntador al fin nos permite hacerlo de manera optima ya que solamente serd necesario una operacion.
Los cddigos correspondientes son:

BOOLEAN enqueue(int x, QUEUE *pQ)

{
if (isEmpty(pQ)) {
pQ->front = (LIST) malloc(sizeof(struct CELL));
pQ->rear = pQ->front;
}
else {
pQ->rear->next = (LIST) malloc(sizeof (struct CELL));
pQ->rear = pQ->rear->next;
}
pQ->rear->element = x;
pQ->rear->next = NULL;
return TRUE;
}

public void encolar(Object x) {
Object O[] = new Object[1l];
O[0] = x;
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if (isEmpty()) {
top = new celda(O);

fin top;

}

else {
fin.siguiente = new celda(0);
fin = fin.siguiente;

}

}
Ejemplos

A continuacién se muestra un ejemplo de la implementacién de una cola con los niimeros 5, 4, 3

public static void main(String[] args) {
Cola cola = new Cola();

cola.encolar(new Integer(5));
cola.encolar(new Integer(4));
cola.encolar(new Integer(3));
cola.imprime();

System.out.println(cola.desencolar());
System.out.println(cola.desencolar());
System.out.println(cola.desencolar());
System.out.println(cola.desencolar());

2.5 El problema de encontrar la sub-secuencia de caracteres mas larga entre
cadenas

Suponga que tenemos dos cadenas de caracteres y queremos saber cual es la diferencia entre ambas. Este problema aparece en
muchos lados, por ejemplo cuando queremos saber las diferencias entre dos archivos o cual es la la diferencia entre dos palabras.

La manera mas eficaz para tratar el problema es suponer que los dos archivos son una secuencia de simbolos, x=a; ...ay y
y = b ...by donde a; representa el i-esimo caracter de la cadena x y b; representa el j-esimo caracter de la cadena y. Los cambios

que podemos hacer para que una cadena se paresca a otra es insertando un caracter o borrando un caracter. Asi por ejemplo las
coincidencias entre las cadenas x = abcabba y y=cbabac seria las cadenas baba y cbba; un total de 4 caracteres.

Consideremos que no existe empate entre las cadena con prefijos (a;, ..., a;) y (bl, oy bj). Hay dos casos dependiendo si el
ultimo simbolos de ambas cadenas son iguales o no.

a) Si a; # b; las coinsidencias de ambas cadenas no pueden incluir a ambos caracateres a; y b;. Por lo tanto la Longitud de la
cadena de caracteres comun (LCS por sus siglas en inglés) tiene dos posibilidades

i) una LCS de (a;, ..., ai-1) ¥ (bl, - bj) 0

ii) una LCS de (a4, ..., @;) y(bl, vees bj,l)

b) Si a; = b; entonces existe un empate entre ¢; y b; y este empate no interfiere con otros posibles empates entre caracteres por lo

cual la longitud de los caracteres iguales sera 1 mas LCS de (ay, ..., ai-1) y (b1 5 ees b_,_l). Definirenos una funcién LCS(i,j) que

recibe como datos la longitud de la cadena x en la variable i y la longitud de la cadena y en la variable j

Estas condiciones nos llevan a una deficién recursiva dada por:

Caso Base

Si las cadenas a comparar tienen longitud cero entonces la secuencia de caracteres similares es cero. Esto significa que i y j son
iguales a cero y LCS(0,0) = 0.

Paso Inductivo

Hay tres casos a considerar

1.Siiojes cero entonces LCS(0,j) =0 o LCS(i,0)=0

2.81i>0yj> 0y a; # bj entonces LCS(i,j) = Max(LCS(, j-1), LCS(i-1,)))

3.8ii>0y j>0y a;=bjentonce LCS(,) =1+ LCS(-1,}-1)
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Ejemplo
Considere que deseamos saber el nimero de caracteres que comparten en comiin las cadena juan y ana.

A priori podemos ver que en este caso se trata de dos pero realicemos la simulacién de la ejecucion utilizando la definicién
recursiva

Instruccion Llamados Regreso
incial LCS (juan, ana) 2
as + bs LCS (juan, ana) = Max (LCS (jua, ana), LCS (juan, an)) |[LCS (juan, ana)=Max (1,2)=2
az=bs LCS (jua, ana) =1 + LCS (ju, an) LCS (jua, ana)=1+0=1
ay by LCS (ju, an) = Max (LCS (j, an), LCS (ju, a)) LCS (ju, an) =Max (0,0)=0
ay #by LCS (j, an) = Max (LCS (, an), LCS (j, a)) LCS (j, an) =Max (0,0)=0
i=0 LCS (, an) 0
a # b LCS (j, a) = Max (LCS (, a), LCS (j,)) LCS (j, a)=Max (0,0)=0
i=0 LCS(, a) 0
j=0 LCS (j,) 0
ay b LCS (ju, a) =Max (LCS(j, a), LCS(ju,)) LCS (ju, a)=Max (0, 0)=0
a b LCS (j, a) =Max (LCS (, a), LCS(j,)) LCS (j, ay=Max (0,0)=0
i=0 LCS(, a) 0
j=0 LCS (j,) 0
as =by LCS (juan, an) =1+ LCS (jua, a) LCS (juan, an)=1+1=2
az = by LCS (jua, a)=1+ LCS (ju,) LCS (jua, a)=1+0=1
j=0 LCS (ju,) 0

Para este ejemplo note que se realizan mas de un llamado a algunas funciones, por ejemplo LCS(j,a) que se hace dos veces asi
como LCS(,a) y LCS(j, ) lo cual hace que los llamados recursivos sean ineficientes en este caso.

Programacion Dinamica

Una alternativa al problema ligado con lo mdltiples llamados recursivos es resolver de manera iterativa. Con este motivo contru-
iremos una matriz en donde almacenremos las coincidencias de la siguiente manera:

1. Contruimos una matriz donde el nimero de columna corresponda con la longitud de la primer cadena y un nimero de ren-
glones igual a la segunda cadena.

ofof1]2]s]

ojolo

O|lg|«-|s|lo|s
glojo|lofo
plO|jo|OofOo
s|lO|jo|OofOo
plOo|jo|lololo

[o]o[=[v]e] =]

2. De acuerdo con la definicién recursiva LCS(0,0) =0 y en nuestra matriz corresponde a poner cero en el renglén cero, columna
cero.

ofof1]2]3]

olo|o

O|lg|w-|1e|o| 3

Olo|lOo|O|O
lO|l0|O0|0
s|lO0|0|O0|0O
olOlOlOo|lo|O
EREEEE
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3. El paso inductivo propone que si una de las cadenas es nula, entonces la distancia es cero. En nuestra matriz corresponde al

renglon 0 y columna O en la matriz asi tenemos

ofof2]2]3]

nODDDT
alo|lo|olo][3]
ulo|ol|olo]|2]
jODDDT
olofofofo]]|0]
Ololaln|al||o)

4. Los siguiente pasos inductivos se resumen en
si a; # b; LCS(i,j))=Max(LCS(i-1,j), LCS(i,j-1))
sino LCS(i,j)=1 + LCS(i-1,-1))

Note que en todos los casos estamos calculando un valor a partir de los calculados previamente

con negrita cursiva cuando los caracteres son iguales y normal cuando son diferentes

ofofr]2]3]

011(2(2

O|lo0|Ykes ||
O|lo|lo|lo|o
p|lo|o|lo|w
Blo|lo|o|r
plo| o of -

(o] o=~ ] =]

El cédigo Java para esta implementacion es:

static public int LCS(String a, String b)

{
int i, j, m = a.length(), n = b.length();
int L[][] = new int[m + 1][n + 1];
for (j = 0; j <= n; j++) L[O0][]J] = 0; // caso base e
for (i = 1; 1 <= m; i++) {
L[i][0] = 0; // paso inductivo 1
for (j = 1; j <= n; j++)
if (a.charAt(i - 1) != b.charAt(j - 1)) {
// paso inductivo 2
if (L[i - 11[j1 >= L[i][]J - 1]) L{i103] = L{i - 11[31;
else L{i][j] = L[i][] - 1];
} else L[i][j] = 1 + L[i - 1][J - 11;
}
return L[m][n];
}
Ejemplos

. En nuestra matriz pondremos

Calcular la longitud de caracteres mas larga para las siguientes palabra a) jose y joshue, b) haabe y abel y c¢) cbabac y abcabba

[ofof1]2]3]4]5]6]

elof1]2[3]3]3]¢][4]
s(of1]2]3]3]3(3][3]
olol1[2]2]22]2][2]
Jlolz|a a2 a|[T]
olofofofofofolo][0]
ijoshue?
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[ofof1]2]3]4]
efof1]2]3]3
blo[1]2[2]2

af0|1]1(f1]|1

Lo]= ] ]=]o]o]

Lo o ]m[~]=]o]o]

olofojofo]o0
ololalble]l

af0|1]1(f1]|1
h{o|0|O0fO0]O

[ofof1]2]s]e]s]6]7]
clof[1]2]3]3[3]3]4
alo|1[2(2]3[3[3]¢4
blo|1|2(2]2]|3]3|3

al0|1]|1]1]|2|2]|2]|3
bl|o|j0|1]|1(1(2|2]2
c|ofojojzI(f1|1]1(1
ofo|ojofofo|O0]|jOfO
Ojlola|blec|a|b|b|a




40| estructuras de datos.nb

El modelo de conjunto de Datos

3.1 Definicién basica y principales operaciones con conjuntos

En matematicas el término conjunto no esta definido explicitamente, sin embargo podemos pensar en grupos de personas,
nimeros, animales, ..., etc. Los conjuntos lo podemos definir por algunas de sus propiedades como

1. La expresion x € S significa que el elemento x es un miembro del conjunto S

2. Si xy, xa, ..., X, son miembros de el conjunto S entonces podemos escribir S = {x;, x2, ..., X,}

3. En conjunto vacio denotados por (), es €l conjunto que no tiene miembros.

Definicién de conjuntos por abstraccion

En el caso de tener un conjunto con muchos elementos, resulta mucho mas practico definirlos por alguna propiedad que tengan
en comun todos ellos. Asi por ejemplo si tenemos un conjunto que sea subconjunto de un conjunto S y tengan una propiedad
podemos decir que X = {x| Sy P(x)}. Por ejemplo si queremos escribir todos los nimeros pares que estan en S escribimos
O={o| Syoespar}

En algunos casos es conveniente pensar que tenemos conjuntos finitos, sin embargo, en algunos casos estos conjuntos son
infinitos. Algunos de los conjuntos infinitos con los que estamos familiarizados son:

1. El conjunto de los nimeros enteros no negativos N

2. El conjunto de los nimeros enteros negativos y no negativos Z

3. El conjunto de los nimeros reales R

4. El conjunto de los nimeros complejos C

Con estos conjuntos podemos definir algunos conjuntos finitos e infinitos por abstraccion. Asi por ejemplo

Y ={y| y € Nyy <3} es un conjunto finito con los elementos 0, 1, 2

W ={w| we R yw <3} es un conjunto infinito con todos los nimeros menores de 3

Operaciones con conjuntos

Las operaciones mds comunes entre conjuntos son Union, Interseccion y Diferencia. Estas se definen como:

1. La unién de dos conjuntos S y 7T, denotada como S (J/ 7, es el conjunto que contiene los elementos en S en 7 0 en ambos.
SUT ={x|xeSoxeT}

2. La interseccion de los conjuntos S y T, denotado como S /) T es el conjuno que contiene solamente los elementos en ambos.
SNT ={x|xeSyxeT}

3. La diferencia de conjuntos Sy T, denotada como S - T, es el conjunto de elementos que conitiene solo los elementos en S pero
noen7. S-T ={x | xeSyxegT)

Diagramas de Venn

En algunas ocaciones es conveniente hacer una representacion grafica de las operaciones con conjuntos. Esta representacion
grafica es conocida como diagramas de Venn. En la siguiente figura podemos ve
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| Region 1
| et L |
~ " o (_—.-::“::-\.__‘ ———‘-—.A"‘x‘
r o My

|

| - —

1. Region 1 representa aquellos elementos que no estanen Snien T

2. Region 2 representa S-T, aquellos elementos que estan en S pero no estan en T

3. Region 3 representa S () T, aquellos elementos que esta en ambos conjuntos S y T

4. Region 4 repesenta T-S, aquellos elementos que estan en T pero no estan en S

5.Region 2, 3, y 4 combinadas representa S |J T aquellos elelemtos que estan en S o T 0 en ambos

Algebra de conjuntos

El término 4lgebra se refiere a un sistema en el cual existen operadores y operando con el propésito de construir expresiones.
Para una dlgebra es interesante y ttil el transformar una expresién en una expresién equivalente utilizando leyes. Algunas de las
leyes aplicables al algebra de conjuntos son:

a) Ley conmutativa sobre la union (S U T) = (T U S)

Demostraciéon X = (S U T) ={x | x&S o x€T }, si cambiamos el enunciado para el conjunto tenemos {x | x€T o xeS }=T U S

b) Ley asociativa sobre la unién (S U (T UR)=((SUT)UR)

¢) Ley conmutativa sobre la interseccién (S (N 7)=(T () S)

Demostraciéon X = (S(T) ={x | x&S y x&T }, si cambiamos el enunciado para el conjunto tenemos {x | x€T y xS }=T(S

d) Ley asociativa sobre la interseccién (S (" (T R)=((SNT)(R)

e) Ley distributiva de interseccién sobre la unién (ST UR)=((SNT) U (SN R)

f) Ley distributiva de la unién sonre la interseccién (S U (TN R) =S U T) NS U R))

g) Ley asociativa de unién y diferencia (S- (T JR))=((S- T)- R)

h) Ley distributiva de unién y diferencia ((SJT)-R)=((S- R) U (T-R))

i) Identidad para unién (SU®)=S

j) Idempotencia de unién (SUUS)=S

k) Idempotencia de interseccién (S(S)=S

1) (S-8)=0

m) (P-S)=0

n) (PNS)=O

3.2 Implementacién de conjuntos utilizando listas ligadas

Una manera de implementar conjuntos es utilizando el modelo de listas ligadas. Un conjunto entonces serd una concatenacion de
celdas ligadas. Para mejorar el desempefio de las operaciones de union, interseccion y diferencia utilizaremos listas ordenadas.
Asf por ejemplo en Java la clase conjunto es :

public class Conjunto extends Lista {

public static Conjunto Aleatorio(int ini, int fin, int n)
{

Conjunto C = new Conjunto();

int i, num;

Random r = new Random();
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for(i=0; i<n; i++)

{
num = Math.abs(r.nextInt())%$(fin-ini) + ini;
C.inserta(new Integer(num));

}

C.MergeSort();

return C;

}
public Conjunto()
{
super () ;
}

public boolean Igual_a(Conjunto B) {
return igual(this.inicio, B.inicio);
}

private boolean igual(celda A, celda B) { ... }

public Conjunto Interseccion(Conjunto B)

{
Conjunto C = new Conjunto();
C.inicio = intersection(this.inicio, B.inicio);
return C;
}
public Conjunto Menos(Conjunto B)
{
Conjunto C = new Conjunto();
C.inicio = menos(this.inicio, B.inicio);
return C;
}
private static celda menos(celda L, celda M) { ... }
private static celda setUnion(celda L, celda M) { ... }

private static celda intersection(celda L, celda M) {...}

public Conjunto Union(Conjunto B)

{
Conjunto C = new Conjunto();
C.inicio = setUnion(this.inicio, B.inicio);
return C;
}
public static void main(String[] args) {... }
}
Unién

Las condiciones que debemos considerear para hacer la unién de conjuntos es

1. Si ambos conjuntos L y M estan vacios la funcién setUnion deberd regresar nulo, asi termina la recursién de acuerdo con las
lineas (5) y (6).

2. Si el conjunto L es vacio y M no esta, entonces las lineas (7) y (8) crean una nueva celda con el primer elemento de M a la que
le sigue la unién de nulo con la cola del conjunto M.

3. Si M es vacio pero L no lo es, entonces las lineas (9) y (10) hacen lo opuesto a 2 creando una celda para el primer elemento de
L seguido por la unién de la cola de L con nulo.

4. Si el primer elemento de L y M son iguales, entonces las lineas (11) y (12) crean una celda con el primer elemento de L y M
seguido de la unién de las colasde L y M

5. Si el primer elemento de L es menor que el primer elemento de M, entonces lineas (13) y (14) crean un celda con el primer
elemento de L seguido de la unién de la colade L y M.

6. Simetricamente las lineas (15) y (16) si el primer elemento de M es menor que el primero de L entonces creamos una celda
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con el primer elemento de M seguido de la unién de L y la cola de M.

LIST assemble(int x, LIST L, LIST M)

{
LIST first;
(1) first = (LIST) malloc(sizeof (struct CELL));
(2) first->element = x;
(3) first->next = setUnion(L, M);
(4) return firat;
}
public static celda assemble(Object x[], celda L, celda M)
{
(1,2) celda first = new celda(x);
(3) first.siguiente = setUnion(L,M);
(4) return first;
}
LIST setUnion(LIST L, LIST M)
{
(52 if (L == NULL &% M == NULL)
(63 return NULL;
(7= else if (L == NULL) /* M cannot be NULL here */
(82 return assemble(M->element, NULL, M->next);
(92 else if (M == NULL) /#* L cannot be NULL here */
(10z return assemble(L->element, L->next, NULL);
/* if we reach here, neither L nor M can be NULL */
(11% else if (L->element == M->element)
(12§ return assemble(L->element, L->next, M->next);
(132 else if (L->element < M->element)
(145 return assemble(L->element, L->next, M);
(153 else /+ here, M->element < L->element */
(163 return assemble(M->element, L, M->next);
}
public static celda setUnion(celda L, celda M)
{
(5) if(L == null && M == null)
(6) return null;
(7) else if(L == null)
(8) return assemble(M.elemento, null, M.siguiente);
9) else if (M == null)
(10) return assemble(L.elemento, L.siguiente, null);
(11) else if(L.Compara(M, 0) == 0)
(12) return assemble(L.elemento, L.siguiente, M.siguiente);
(13) else if(L.Compara(M, 0) < 0)
(14) return assemble(L.elemento, L.siguiente, M);
(15) else
(16) return assemble(M.elemento, L, M.siguiente);
}

Ejemplo de ejecucion

Dados los conjuntos ordenados A = {1, 2,4, 5} y B ={2, 3, 6} hacer la simulacién de la ejecucion del cédigo para realizar la
unién de conjuntos.
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Llamado linea Regreso
{1,2,4,5} U{2,3,6}={1} ->{2,4,5} U{2,3,6} [ 13,14 [{1,2,3,4,5, 6}
{2,4,5) U{2,3,6}={2} —>{4,5} U{3,6} 11,12 {2,3,4,5, 6}

4,50 U{3,6}={3}—> {4, 5} U {6} 15,16 | {3,4,5,6}
{4,5) U{6) = {4} —> {5} U{6} 13, 14 {4,5,6)
{5y Uiy =1{5} —>{U {6} 13, 14 {5, 6}
futer={6}—>{ U 7,8 {6}

U {} =null 5,6 null

Dados los conjuntos ordenados A = {a, b, d} y B ={b, e} hacer la simulacién de la ejecucién del cédigo para realizar la unién de
conjuntos.

Llamado linea | Regreso
{a,b,d} U {b,e}={a} —>{b,d} U{b,e} |13, 14 |{a,b,d, e}
{b,d} U {b,e}={b} —>{d} U{e} 11,12 | {b,d,e}

{d} Ule}={d} —>{} Ule} 13,141 {d, el
{t Ulel=fe} >0} U{} 7,8 {e}
U {} =null 5,6 null

Interseccion

Las condiciones que debemos considerear para hacer la interseccién de conjuntos es:

1. Si alguno o ambos conjuntos L y M estan vacios regresard nulo, terminando la recursién de acuerdo con las lineas (1) y (2)

2. Si el primer elemento de L y M es el mismo, entonces las lineas (3) y (4) crean una celda con una copia de este elemento
seguido de la interseccion de las colas de L y M de acuerdo con las lineas (3) y (4)

3. Si el primer elemento de L es menor que el primer elemento de M, entonces lineas (5) y (6) llaman la interseccion de la cola de
L y todo M.

4. Simetricamente las lineas (7) y (8) si el primer elemento de M es menor que el primero de L entonces llamamos la interseccion
del primer elemento de M con todo L

LIST intersection(LIST L, LIST M)

{
if (L == NULL || M == NULL)
return NULL;
else if (L->element == M->element)
return assemble(L->element, L->next, M->next);
else if (L->element < M->element)
return intersection(L->next, M);
else /* here, M->element < L->element */
return intersection(L, M->next);
}
public static celda intersection(celda L, celda M)
{
(1) if(L == null || M == null)
(2) return null;
(3) else if(L.Compara(M, 0) == 0)
(4) {
celda nuevo = new celda(L.elemento);
nuevo.siguiente = intersection(L.siguiente, M.siguiente);
return nuevo;
}
(5) else if(L.Compara(M, 0) < 0)
(6) return intersection(L.siguiente, M);
(7) else

(8) return intersection(L, M.siguiente);
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}

Ejemplo de ejecucion

Dados los conjuntos ordenados A = {1, 2,4, 5} y B ={2, 3, 6} hacer la simulacién de la ejecucion del cédigo para realizar la
interseccion de conjuntos.

Llamado linea | Regreso
{1,2,4,5) N{2,3,6}=1{2,4,5} N{2,3,6}| 5,6 {2}
{2,4,5} N1{2,3,6}={2} —>1{4,5} N {3.6} | 3,4 {2}
{4,5} N {3, 6} =1{4,5} N {6} 7,8 {}
{4, 5} N {6} ={5} N {6} 5,6 {}
{5} N{6r={MN{o6} 5,6 {}
{} N {6} =null 1,2 {}

Dados los conjuntos ordenados A = {a, b, d, f} y B ={b, e, f} hacer la simulacién de la ejecucion del c6digo para realizar la la
interseccion de conjuntos.

Llamado linea | Regreso
{a,b,d, f}{b,e,f}={b,d,f} N{b,e,f} | 5,6 | {b,f}
{b,d, f} N{b,e, f}={bl —>{d,f} N{e,f} | 3,4 | {b,f}
{d, f} Nife, £} ={f} Nte, f} 5,6 {f}
{f} Nie, £} =1{f} N{f} 7,8 {f}
N = >N 3,4 {f}
{N{}=null 1,2 {1
Diferencia

En este caso las condiciones que debemos seguir para realizar la diferencia de conjuntos es

1.- Si L es un conjunto vacio entonces el resultado es vacio (1,2)

2.- Si M es un conjunto vacio entonces la diferencia es el todo el conjunto L. En este caso creamos una nueva celda con el
elemento al inicio de L seguido de la diferencia entre la cola de L y vacio de acuerdo con las lineas 3 y 4. Note que este codigo se
repetira hasta que no existan elementos en L.

3.- Si el elemento en al inicio del conjunto L es menor que el que se encuentra en M, entonces creamos una nueva celda con la
informacién al inicio de L y seguida por la diferencia entre la cola de L y todo M. Lineas 5y 6

4 .- Si elemento al inicio de L es igual que el elemento al inicio de M entonces debemos descartar este de la diferencia y simple-
mente regresamos la diferencia de la cola de L con la cola de M. Lineas 7y 8

5. Finalmente si el elemento al inicio de L es mayor que el elemento al inicio de M descartamos el elemento de M regresando el
llamado a la diferencia entre todo L y la cola de M de acuerdo con la linea 9.

public static celda menos(celda L, celda M)

{

(1) if (L == null)

(2) return null;

else
{

(3) if (M == null) {

(4) celda nuevo = new celda(L.elemento);
nuevo.siguiente = menos(L.siguiente, null);
return nuevo;

} else

(5) if (L.Compara(M, 0) < 0) {

(6) celda nuevo = new celda(L.elemento);
nuevo.siguiente = menos(L.siguiente, M);
return nuevo;

} else
(7) if (L.Compara(M, 0) == 0)

(8) return menos(L.siguiente, M.siguiente);



46 | estructuras de datos.nb

(9) else return menos(L, M.siguiente);
}
}

Ejemplo de ejecucion

Dados los conjuntos ordenados A = {1, 2,4, 5} y B ={2, 3, 6} hacer la simulacién de la ejecucion del cédigo para realizar la
diferencia de conjuntos.

Llamado linea | Regreso
{1,2,4,5) —{2,3,6}={1} ->{2,4,5} —{2,3,6}| 5,6 |{1,4,5)}
{2,4,5} —{2,3,6}=1{4,5} — {3, 6} 7,8 | {4,5}
{4,5) - {3,6}=1{4,5} - {6} 9 {4, 5}
{4,5) — {6} ={4} —> {5} — {6} 5,6 | {4,5}
{5} —{6}={5} —>{5} —>{} - {6} 56 | {5
{} N {6} =null 1,2 {}

Dados los conjuntos ordenados A = {a, b, d, f} y B ={b, e, f} hacer la simulacién de la ejecucién del cédigo para realizar la
difrencia de conjuntos.

Llamado linea | Regreso
{a,b,d, f} —{b,e, f} ={a} —>{b,d, f} —{b,e,f} | 5,6 | {a,d}
{b,d, f} —{b,e, f}={d, f} —{e, f} 7,8 {d}
{d, f} —{e, f} ={d} —>{f} —{e, f} 5,6 {d}
{f} —{e, f} ={f} - {f} 9 {}
{f}-{f}={-{ 7,8 {}
{} - {} =null 1,2 {}

Igualdad de Conjuntos

Dos conjuntos son iguales si cada uno de sus elementos lo son. Asi para implementar un método para que compruebe la iguladad
entre los conjuntos A y B debemos recorrer ambos conjuntos elemento a elemento haciendo la siguiente recursion.

1. Si los conjuntos estan vacios entonces ambos conjuntos son iguales y regresamos verdadero, lo cual también finaliza la
recursion (ver linea 1)

2. Si el conjunto A esta vacio o B esta vacio pero no ambos regresaremos falso (ver linea 2).

3. Si los elementos al inicio del conjunto A y B son iguales entonces regresamos la igualdad entre las colas del conjunto A y B,
de acuerdo con la linea 3.

4. Si las condiciones anteriores no se cumplieron entonces los conjuntos son diferente y regresamos falso.

A continuacion se presenta el codigo recursivo en Java para este procedimiento.

private boolean igual(celda A, celda B) {

(1) if(A == null && B == null) return true;
else {
(2) if(A == null || B == null ) return false;
else {
(3) if (A.Compara(B, 0) == 0) return igual(A.siguiente, B.siguiente);
(4) else return false;
}
}
}

El mismo cddigo iterativo es
public static boolean igual(Conjunto A, Conjunto B)

{
celda i, 3j;
for(i=A.inicio, j = B.inicio; i!= null && j!=null; i = i.siguiente, j = j.siguiente)
if(i.Compara(j, 0) != 0) return false;
if ((i!=null && j == null) || (i==null && j != null)) return false;

return true;
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Ejemplo de ejecucion

Dados los conjuntos ordenados A = {1,2,4,5} y B ={1,2, 3, 6} hacer la simulacién de la ejecucion del cédigo para verificar la
igualdad de conjuntos.

Llamado linea | Regreso
{1,2,4,5) ={1,2,3,6}={2,4,5} ={2,3,6}| 3 falso
{2,4,5} ={2,3,6}={4,5} ={3, 6} 3 falso
{4, 5} — {3, 6} =falso 4 falso

Dados los conjuntos ordenados A = {a, b, d} y B ={a, b, d, e} hacer la simulacién de la ejecucién del cédigo para realizar la la
interseccion de conjuntos.

Llamado linea | Regreso
{a,b,d}={a,b,d,e}={b,d}={b,d,e} | 3 falso
{b,d} ={b,d,e}={d} ={d, e} 3 falso
{d} ={d, e} ={} ={e} 3 falso
{} = {e} = falso 2 falso

3.3 Tablas Hash

En particular el utilizar listas ligadas nos da tiempos de bisqueda que tendrdn complejidad O(N). Si deseamos hacer una disminu-
cion de este tiempo de busqueda serd necesario implementar una especie de llave o atajo que nos permita llegar de manera
manera mds rdpida a una celda en particular donde se encuentra la informacién que buscamos. Una posibilidad para hacer esto es
dividir nuestra lista e insertar datos de cuerdo a la letra con que inicia el nombre del objeto que biiscamos. Esta condicion la
implementamos cuando en un archivo almacenamos la informacion en orden alfabético y dejamos de buscar en todas aquellas
carpetas que no comienzan con la letra que deseamos.

Una tabla hash o mapa hash es una estructura de datos que asocia llaves o claves con valores. La operacion principal que soporta
de manera eficiente es la bisqueda: permite el acceso a los elementos (teléfono y direccidn, por ejemplo) almacenados a partir de
una clave generada (usando el nombre o nimero de cuenta, por ejemplo). Funciona transformando la clave con una funcién hash,
un nimero que la tabla hash utiliza para localizar el valor deseado. En la siguiente figura se muestra como una funcién hash h(x)
lleva a una posicion el nuestro arreglo.
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headers
0
1
z — h(z) o—t—ia; | +»iay| —+—> —eia,| e
B-1

Asf dadas estas condiciones podemos decir que una tabla Hash serd simplemente un arreglo de lista ligadas con una funcion h(x)
que permite ubicar en cual de las B listas esta nuestra palabra a buscar. Dado que utilizaremos un arreglo de listas, todas las
operaciones con estas serdn utilizadas sin necesidad de volverlas a definir. A continuacién se muestra el cédigo Java

public class Tabla Hash {

Lista cabeza[] = null;
int tam;

public Tabla Hash(int n)

{
cabeza = new Lista[n];
for(int i=0; i<n; i++)
cabeza[i] = new Lista();
tam = n;
}

public void borra(String A) {...}

public boolean busca(String A) {...}

public int h(String A) {...}

public void inserta(Object x[]) {...}
}

Las operaciones bésicas que vamos implementar en una tabla hash son inserta, busca, borra y la funcién hash.

Funcién Hash

La funcidén hash es la encargada de calcular el atajo para llegar a la posicién en nuestro arreglo de listas donde se encuentra
nuestro dato. Asi por ejemplo si tenemos una tabla hash de tamafio B, la siguiente funcién hash suma el cédigo ascii de todos los
caracteres en la cadena y regresa el residuo de la division entera con B. Asi la funcién h estard en un rango entre 0 y B-1, lo cual

limita la busqueda a una lista dentro de la tabla. El c6digo correspondiente a esta es:
public int h(String A)

{
int i, suma = 0;
for(i=0; i<A.length(); i++)
suma += A.charAt(i) - (char) 0;

return suma%$tam;
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Por ejemplo si queremos almacenar en una tabla hash palabras por orden alfabético de acuerdo a la primer letra con la que

comienzan nuestra tabla hash tendra 27 listas correspondientes a las letras del alfabeto y la funcidn hash correspondiente es:
public int h(String A)
{

return A.charAt(0) - (char) 'a';

}
Para hacer uso de este c6digo en nuestro programa principal tendremos que declarar Tabla_Hash tabla = new Tabla_Hash(27).

Note que de acuerdo al costructor el 27 serd el tamaiio de la tabla y por lo tanto las dimensiones del arreglo de listas.

Funcion inserta

Dado que estamos utilizando un arreglo de listas y que ya tenemos una funcién hash definida entonces el codigo para insertar

simplemente debe calcular la posicion n en el arreglo y utilizar la instruccién inserta para lista la n-esima lista.
public void inserta(Object x[])

{
int n = h(x[0].toString());
cabeza[n].inserta(x);

}
Funcion borra

Al igual que la funcién inserta utilizando la funcién hash calcularemos el indice y haremos el borrado en la lista correspondiente

utilizando el codigo
public void borra(String A)

{
cabeza[h(A)].borra(new String(A));

}

Funcion busca

Finalmente para buscar en una tabla hash hacemos lo mismo que en la funciones de borrar e insertar ya que solamente haremos el
Ilamado a las funciones correspondientes a la n-esima lista donde se debe encontrar el dato. El c6digo Java correspondiente es
public boolean busca(String A)

{
return (cabezal[h(A)].busca(A));
}
Ejemplo

Crear una tabla Hash de tamafio 5 y almacenar en ella las palabras {anyone, lived, in, a, pretty, how} utilizando una funcién hash
que sume los cédigos ascii y regrese el residuo de la division entera.
Para cada una de la palabras

Palabra | suma | suma %S5
anyone | 650 0
lived 532 2
in 215 0
a 97 2
pretty | 680 0
how 334 4
town 456 1

El c6digo para realizar esta implementacion es

public static void main(String[] args) {
Tabla_ Hash tabla = new Tabla_Hash(5);
Object x[] = new Object[1l];
x[0] = new String("anyone");
tabla.inserta(x);
x[0] = new String("in");
tabla.inserta(x);
x[0] = new String("pretty");
tabla.inserta(x);
x[0] = new String("town");
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tabla.inserta(x);

x[0] = new String("lived");
tabla.inserta(x);

x[0] = new String("a");
tabla.inserta(x);

x[0] = new String("how");
tabla.inserta(x);

tabla.imprime();

}
private void jbInit() throws Exception {
}
La siguiente figura muesta como queda la tabla hash con los datos insertados en la correspondiente lista.
headers

0 —— anyone| —t—e in — pretty | o

1 —+—»4 town | e

2 — 1 lived | +— a .

4 —+t how | e

3.4 Estructuras de datos para representar relaciones y funciones

Relaciones Binarias

Definiremos una relacion binaria R como la relacion que guardan los elementos de un conjunto A sobre un conjunto B. Una
relacién binaria se puede representar mediante pares ordenados, (a,b) € Ax B :

R={(ab)l ae AybeByR(ab)=cierto}
donde Ax B representa el producto cartesiano de los vectores A y B. Asi por ejemplo si tenemos los conjuntos A={1,2} y
B={a,bc}, el producto cartesiano AxB ={(1,a), (1,b), (1,¢), (2,2), (2,b), (2,c)}, pero la relacion Binaria no necesariamente tendra
todos los elementos del producto cartesiano. Las dos proposiciones siguientes son correctas para representar una relacion binaria
R, R(a,b) o bien (a,b) € R.
Un ejemplo de relacién binaria en matemdticas es la raiz cuadrada, la cual relaciona el nimero 4 con los nimeros -2 y 2 ambos
pertenecen al mismo conjunto. Entre personas podemos decir que un ejemplo es la relacién de amigos. En una escuela una
Relacién Binaria se da entre Alumnos y materia o Profesores y materias.
A continuacién se muestra el cddigo para a la implementar en Java una relacion Binaria. En este cddigo tendemos un arreglo de
listas y una arreglo de nombres, con lo cual cada lista tendra un nombre que lo identifique y estos nombres serdn los elementos
de conjunto A. En cada lista insertaremos los elementos del conjunto B con los cuales esta relacionado los elementos del con-
junto A. Cabe mencionar que en una relacién un elemento del conjunto A esta relacionado con mas de un elemento del conjunto
B.

public class Relacion Binaria extends Tabla Hash {
String A[] = null, B[] = null;

Relacion Binaria(String dato_a[], String dato_b[])
{

super(dato_a.length);

A = new String[tam];
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B = new String[dato_b.length];
for (int i = 0; i < tam; i++)
A[i] = dato_a[i];
for (int i = 0; i < dato_b.length; i++)

B[1i] dato_b[i];
}
@override
public void imprime()
{
int i;
for(i=0; i<tam; i++)
{
System.out.println(A[i] + " ");
cabeza[i].imprime();
}
}
public void inserta(String A, String B)
{
int n, m;
n = h(A);
m = h2(B);
Object x[] = new Object[1l];
if(n!=-1 && m != -1)
{
x[0] = new String(B);
cabeza[n].inserta(x);
}
else
System.out.println("No existe ocurrencia para la referencia");
}
@override
public int h(String C)
{
int ij;
for(i=0; i<tam; i++)
if(C.compareTo(A[i])==0) return i;
return -1;
}
public int h2(String C)
{
int ij;
for(i=0; i<tam; i++)
if(C.compareTo(B[i])==0) return i;
return -1;
}
}
Ejemplo

Algunas variedades de ciruelos requieren de un tipo diferente de polinizador que sea o no de su misma especie. En la siguiente
tabla podemos ver la variadad y el tipo de polinizador que necesita. Escribir el cédigo correspondiente para representar esta
relacién binaria.
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Variedad | Polinizador Relacién
Beuty Santa Rosa R (Beuty, SantaRosa)
Santa Rosa | Santa Rosa | R (Santa Rosa, Santa Rosa)
Burbank Beuty R (Burbank, Beuty)
Burbank | SantaRosa | R (Burbank, Santa Rosa)
El Dorado | SantaRosa | R (El Dorado, Santa Rosa)
El Dorado Wickson R (El Dorado, Wickson)
Wickson | SantaRosa | R (Wickson, Santa Rosa)
Wickson Beuty R (Wickson, Beuty)

De esta tabla podemos ver que el conjunto de ciruelos es A ={Beuty, Santa Rosa, Burbank, El Dorado, Wickson} y el conjunto
de los polinizadores tambien es B ={Beuty, Santa Rosa, Burbank, El Dorado, Wickson} por lo cual la relacion R(a,b) se entiende
como el ciruelo a es polinizado por b. En el siguiente c6digo se muestra la implementacion de la misma.

public static void main(String[] args) {

String Datos[] = {"Beuty", "Santa Rosa", "Burbank", "El Dorado", "Wickson"};
Relacion Binaria R = new Relacion_Binaria(Datos, Datos);

R.inserta("Beuty", "Santa Rosa");
R.inserta("Santa Rosa", "Santa Rosa");
R.inserta("Burbank", "Beuty");
R.inserta("Burbank", "Santa Rosa");
R.inserta("El Dorado", "Santa Rosa");
R.inserta("El Dorado", "Wickson");
R.inserta("Wickson", "Santa Rosa");
R.inserta("Wickson", "Beuty");
R.imprime();
}
Funciones

En matematicas, una funcidén, aplicaciéon o mapeo f es una relacién entre un conjunto dado X (el dominio) y otro conjunto de
elementos Y (el codominio) de forma que a cada elemento x del dominio le corresponde un dnico elemento del codominio f(x).
Se denota por: f : X —Y. Comunmente, el término funcién se utiliza cuando el codominio son valores numéricos, reales o
complejos. Entonces se habla de funcidn real o funcién compleja mientras que a las funciones entre conjuntos cualesquiera se las
denomina aplicaciones.

Suponga que queremos almacenar informacién referente a manzanas, como puede ser el tipo de manzana y el mes en que esta se
cosecha. En la siguiente tabla podemos ver la informacién correspondiente a un tipo en particular de manzanas y el mes en que se
debe cosechar.

Manzana Mes
Delicius Oct
Granny Smith | Aug

Jonathan Sep
McIntosh Oct
Gravenstein | Sep

Pippin Nov

Por las caracteristicas de los datos tenemos que se trata de una funcién y para su implementacién podemos considerar una Tabla
Hash. Utilizando herencia hacemos que la clase Funcion descienda de la clase Tabla_Hash tal como se muestra en el siguiente
codigo
public class Funciones extends Tabla Hash {

Funciones(int n) {

super(n);
}
}

A continuacion se muestra el uso de la clase Funciones y la implementacién para el ejemplo dado en la tabla
public static void main(String[] args) {
Funciones funcion = new Funciones(5);
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Object x[] = new Object[2];

x[0] = new String("Delicious");
x[1] = new String("Oct");
funcion.inserta(x);

x[0] = new String("Granny Smith");
x[1] = new String("Aug");
funcion.inserta(x);

x[0] = new String("Jonathan");
x[1] = new String("Sep");
funcion.inserta(x);

x[0] = new String("McIntosh");
x[1] = new String("Oct");
funcion.inserta(x);

x[0] = new String("Gravestein");
x[1] = new String("Sep");
funcion.inserta(x);

x[0] = new String("Pippin");
x[1] = new String("Nov");
funcion.inserta(x);

funcion.imprime();
}
En general es mds comin tener una funcién numérica. Asi por ejemplo podemos plantear la funcién f(x) = x%. En este caso
tenemos que el conjunto X={1,2,3,4,5,6,7} y el conjunto Y={1,4,9,16,25,36,49} estan relacionados a través de la funcién f(x).
Para la implementacion de esta funcion escribimos la clase Funciones2 la cual hacemos que descienda de Tabla_Hash y sobre-
scribiremos los métodos funncién hash h e inserta y agregaremos el método MinMax asi como las variable inc, min y max.
public class Funciones2 extends Tabla Hash{
double inc, min, max;
Funciones2(double x[], double fx[], int N){
super (N);
Object o[] = new Object[2];
int i, m = x.length;
inc = MinMax(x, N);
for(i=0; i<m; i++) {
o[0] = x[i];
o[l] = £x[i];
inserta(o);

}

public int h(String x) {...}

private double MinMax(double x[], int N) {...}
}
Podemos ver que el constructor recibe dos arreglos correspondientes a los valores del conjunto x, el conjunto f(x) y el tamafio del
arreglo de lista. Los cuales insertara utilizando la funcién inserta con una nueva funcién hash e inicializa la variable inc donde se
almacenara la diferencia de valores entre cada lista.

La funcién hash h recibe una cadena x de la cual calculara su valor numérico y regresara un indice indicando en que valor del
incremento. Asi por ejemplo para los valores x={1,2,3,4,5,6,7} el minimo min=1 y el miximo es max=7 y dado que descidimos
un tamafio de nuestra tabla de 10 los intervalos serdn. As{ la lista O almacenard todos los datos que tengan 1.0<=x<1.6, 1 para los
datos que correspondan a 1.0<=x<1.6, y asi sucesivamente.
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Esto queda resumido en el siguiente cédigo

public int h(String x) {
double v = Double.valueOf(x).doublevalue(), 11, 12;
for(int i=0; i<tam; i++) {
11 = min + inc*(double)i;
12 = min + inc*(double) (i+l);
if(ll < v && 12 >= v ) return ij;
}
return 0;

}

Finalmente para la implementacion de la funcién cuadrética queda como
static public void main(String args[]) {
double x[] = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7};
double fx[] = {1, 4, 9, 16, 25, 36, 49};
Funciones2 f = new Funciones2(x, fx, 10);
f.imprime();
}
Es importante notar que la clase Funciones2 implementa cualquier funcién numérica unidemensional independientemente de sus
caracteristicas y si bien en este caso se trata de la funcion cuadratica podria representar cualquier otra dadas las caracteristicas de

los conjuntos X y Y.

Ejemplo de una matriz disperza

Una matriz se considera como un arreglo bidimensional de datos donde almacenamos informacién. En lenguajes de progra-
macién hacer la declaracién de una matriz resulta ser muy sencilla y el almacenamiento de los mismos también lo es. Asi por
ejemplo para la siguiente matriz su declaracién en Java es:

1[5 Jo
{ 23 |1 }intA[][]:{{1,5,0},{2,3,1},{4,—1,6}};
NG

Podemos definir una matriz disperza como aquella en donde la mayoria de los valores que se deben almacenar son iguales a cero
y resulta ser muy pocos aquellos que no lo son. Por ejemplo si tenemos un arreglo de 10 renglones por 10 columnas y solamente
el 20% de los valores son diferentes de cero, significa que de los 100 valores 80 serdn iguales a cero. ; Tendrd sentido reservar
memoria para almacenar valores iguales a cero?. En el caso de una matriz disperza y el mecanismo para almacenarlos es una
tabla hash. La definicion de la clase Matriz es:

public class Matriz extends Tabla_Hash {

int Nren, Ncol;
Object x[] = new Object[2];

Matriz(int r, int c) {
super(r);
Nren = r;
Ncol = c;
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}
public void inserta(int r, int c, double dato) {
if(r < 0 || r > Nren-1 || ¢ <0 || ¢ > Ncol-1) {
System.out.println("Valores fuera de limites");
return;
}

x[0] = c;
x[1] = dato;
cabeza[h(r)].inserta(x);

}

public int h(int r) {
return r;

}

public double dato(int r, int c) {
if(r < 0 || r > Nren-1 || ¢ <0 || ¢ > Ncol-1) {
System.out.println("Error valores fuera de limites");
return 0;

}
else {
X = cabezal[h(r)].buscaO(c);
if(x != null) {
String aux = x[1l].toString();
return Double.valueOf (aux).doubleValue();
}
else
return 0;
}

}

static public void main(String args[]) {
Matriz A = new Matriz(2,2);
A.inserta(0, 0, 10);
A.inserta(0, 1, 4);
A.inserta(l, 0, 5);

A.imprime();
System.out.println(A.dato(1l, 1));
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El modelo de datos de Arboles

I 4.1 Terminos y conceptos relacionados con arboles

Un arbol es un conjunto de puntos, llamados nodos, y lineas llamadas aristas. Una arista conecta a dos nodos distintos. Para ser
un 4arbol, una coleccién de nodos y aristas debe satisfacer ciertas propiedades

1. En un drbol, un nodo es distinguido y llamado nodo raiz. La raiz de un arbol es generalmente dibujado en la parte alta del arbol
2. Cada nodo c diferente del nodo raiz esta conectado por una arista a otro nodo p llamado el padre de ¢. También llamaremos al
nodo c el hijo de p. Por ejemplo en la figura el nodo nl es el padre de los nodo n2, n3 y n4, mientras n2 es el padre de n5 y n6.
También podemos decir que los nodos n2, n3 y n4 son hijos del nodo nl, mientras n5 y n6 son lo hijos de n2.

3. Un drbol esta contectado de tal manera que si comenzamos en cualquier nodo n que no sea el nodo raiz, si nos movemos al
padre de n, y del padre de n al padre del padre de n y asi sucesivamente eventualmente alcanzaremos el nodo raiz.

4. Los nodos al final del arbol los llamaremos hojas.

(m)
(n2) (v (n9)
(o) ) (v

Defininicién recursiva de arboles

Es posible hacer la definicion recursiva de arboles con una definicién inductiva que pueda construir arboles grandes a partir de
arboles pequefios.

Base: Un simple nodo n es un drbol. Entonces diremos que n es la raiz de un drbol de un solo nodo.

Induccién: Dado un nuevo nodo r y dado uno o mds arboles T1, T2, ..., Tk con raices cl, c2, ..., ck respectivamente. Requerire-
mos que un nodo no aparesca mas que una vez en cada uno de los arboles y por supuesto no queremos que nuestro nuevo nodo r
aparesca en ninguno de los arboles. Formaremos un nuevo arbol T a partirde ry T1, T2, ..., Tk de la siguiente manera:

a) Poner r como la raiz del arbol T

b) Agragar una arista del nodo r a cada uno de los nodos raices cl, c2,..., ck haciendo que cada uno de estos nodos sea hijo del
nodo raiz r. Otra manera de ver esto es pensar que todos los arboles T1, T2, ..., Tk tienen como padre al nodo r.
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4.2 Estructuras basicas para representar arboles

Nodo

El nodo en un 4rbol al igual que una celda en una lista ligada, es la unidad bésica y el arbol mds simple después del arbol nulo.
Para crear un nodo hacemos uso de la clase Nodo la cual tendrd un arreglo de elementos y un arreglo de hijos. El arreglo de
elementos nos dard la posibilidad guardar cualquier clase de objeto y el arreglo de hijos nos permitira que un nodo tenga mas de
un hijo. En el siguiente cddigo Java se muestra algunos de los constructores para crear un nodo

public class Nodo {
Object elementol];
Nodo hijo[];
int cuenta;

public Nodo()

{
elemento = null;
hijo = null;
cuenta = 0;
}
public Nodo(Object o, int nh)
{
elemento = new Object[1l];
elemento[0] = o;
hijo = new Nodo[nh];
for(int i=0; i<nh; i++)
hijo[i] = null;
cuenta = 0;
}
public Nodo(Object o, Nodo izqg, Nodo der)
{
elemento = new Object[1l];
elemento[0] = o;
hijo = new Nodo[2];
hijo[0] = izq;
hijo[l] = der;
cuenta = 1;
}
public Nodo(Object o[], int n, int nh)
{
int 1ij;
elemento = new Object[n];
for (i = 0; 1 < nj; i++)
elemento[i] = o[i];
hijo = new Nodo[nh];
for(i=0; i<nh; i++)
hijo[i] = null;
cuenta = 1;
}

public int Compara(Object a)
{

double x, y;

String aux;

if ((a instanceof Integer) ||
(a instanceof Double) ||
(a instanceof Float)) {

aux = this.elemento[0].toString();
x = Double.valueOf (aux).doubleValue();
aux = a.toString();
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y = Double.valueOf (aux).doubleValue();

if (x < y)return -1;

else {
if (x == y)return 0;
else return 1;
}
} else {
return (this.elemento[0].toString().compareTo(a.toString()));
}
}
public void imprime()
{
if (cuenta <2) System.out.print(cuenta + " vez "y);
else System.out.print(cuenta + " veces ");
for (int i = 0; i < elemento.length; i++)
System.out.print(elemento[i] + " ");
System.out.println("");
}

public static void main(String[] args) {
Nodo nodo = new Nodo(new String ("Hola"), 2);
nodo.imprime();

Arbol basico
Una vez definido la unidad bésica de un drbol podemos escribir la clase basica para un drbol

public class Arbol{
Nodo raiz;

public Arbol() { raiz = null; }

public void borrar(Object x) { raiz = borrar(x, raiz); }

private Nodo borrar(Object x, Nodo t) { ... }

public boolean busca(Object x) { return busca(x, raiz); }

private boolean busca(Object x, Nodo T) {...}

public void imprime() { imprime(raiz); }

public void imprime(Nodo a) {...}

public void inserta(Object d) { raiz = inserta(d, raiz); }

private Nodo inserta(Object x, Nodo t) { ... }
}
Dado el cédigo anterior, podemos definir como operaciones bdsicas con drboles, las operacidénes de borrar, buscar, imprime e
insertar. Cada una de esta dependerd de las caracteristicas del arbol que se implemente. Bdsicamente implementaremos tres tipos

de arboles, los arboles de expresiones, binarios y AVL.

4.3 Arboles de Expresiones

Expresiones aritméticas pueder ser representadas por arboles. Los arboles de expresiones ayudan a vizualizar expresiones y de
manera clara especificar la asociacion de los operando de una expresion con sus operadores de una manera uniforme.

Por ejemplo, podemos definir un arbol para expresiones aritmeticas con operadores binarios +, -, * y / como sigue:

Base: Un operando simple es una expresion y este pude ser representado por un nodo simple

Induccién: Si E1 y E2 son expresiones representadas por los arboles T1 y T2 respectivamente, entonces la expresion (E1 + E2)
es representada por el drbol en la figura con raiz etiquetada con el operador +. Este nodo raiz tiene dos hijos, los cuales son las
raices de los arboles T1 y T2 respectivamente. Similarmente las expresiones (E1 - E2), (E2 * E2) y (E1 / E2) tienes arboles de
expresion con raices etiquetadas con -, * y / respectivamente y subarboles T1 y T2.
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A continuacién se muestran algunos ejemplos de arboles de expresiones

@ @ oF
O DL

(_a) For z. (1)) For 10. (c) For (z + 10).

@ns

(d) For (—(z + 10)). (e) For y. (f) For (y x (—(z + 10))).

Para representar un drbol de expresiones escribimos la clase:

public class Arbol Expresion {
Nodo raiz;

public Arbol Expresion() { raiz = null; }
public boolean Crea(String cadena) {...}

}

Creacion de un arbol de expresiones

Dada una expresion en postfijo o notacién polaca, resulta muy sencillo hacer la creacién de un arbol de expresiones para ello
hacemos:

1. Para cada uno de los elementos de la expresion en postfijo hacer...

2. Si el elemento es un operando, creamos un nodo con hijos nulos y lo insertamos en la pila

3. Si el elemento es un operador, creamos un nodo con etiqueta igual al operador y dos hijos sacados de la pila.
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Por ejemplo el drbol de expresion equivalente a (3+4)/(5-2) y su equivalente en postfijo 3 4 + 5 2 - / se evalua como

entra 3 entra 4 entra + y se crea el arbol entra 5

entra 2 entra - y se crea un drbol  entra/ y se termina
La funcion en Java para realizar este procedimiento es la que se muestra a continuacion. Note que es similar a la funcién de
evaluacion de una expresion en postfijo utilizando pilas

public boolean Crea(String cadena)
{
Stack P = new Stack();
StringTokenizer st;
String dato;
double sol;

Nodo a, b;
st = new StringTokenizer(cadena, " ", true);
if (st.countTokens() != 0) {

st = new StringTokenizer (cadena);
while (st.hasMoreTokens()) {
dato = st.nextToken();

if (dato.equals("+")) {
a = (Nodo) P.pop();
b = (Nodo) P.pop();
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P.push(new Nodo(new Character('+'), b, a));
} else {
if (dato.equals("-")) {
a = (Nodo) P.pop();
b = (Nodo) P.pop();
P.push(new Nodo(new Character('-'), b, a));
} else {
if (dato.equals("*")) {
a = (Nodo) P.pop();
b = (Nodo) P.pop();
P.push(new Nodo(new Character('*'), b, a));

}
else {
if (dato.equals("/")) {
a = (Nodo) P.pop();
b = (Nodo) P.pop();
P.push(new Nodo(new Character('/'), b, a));
}
else P.push(new Nodo(new Double(valor(dato)), null, null));
}
}
}
}
}
this.raiz = (Nodo) P.pop();

if (P.isEmpty()) {
System.out.println("Arbol construido correctamente");
return true;

} else {
System.out.println("No puede evaluarse
return false;

+ cadena);

4.4 Algoritmos recursivos sobre arboles

La utilida de los drboles esta marcada por el nimero de llamados recursivos que se pueden escribir sobre arboles de manera
natural. La siguiente figura sugiere la forma general de la funcién recursiva F(N) que toma un nodo n de un 4rbo como argu-
mento de la funcién F. La funcion F primero realiza algunos pasos, los cuales podemos representar por la accion Ay. Entonces F
se llama a ella misma con el primer hijo ¢; de n. Durante este llamado recursivo, F exprorara el subarbol con raiz ¢, haciendo
cualquier cosas que la funcién F haga con el drbol. Cuando este llamados regresa al nodo n, otra accién digamos A; es realizada.
Entonces F es llamada con el segundo hijo de n, resultando en la exploracién de un segundo subarbol, y asi sucesivamente, con

acciones en n alternativas con llamados a F en cada uno de los hijos de n.

n

El meta cédigo para realizar la visita recursiva para cualquier arbol es:

F(n)
{

accion A0;

AN
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F(cl);
accion Al;
F(c2);
accion A2;
F(ck);
accion Ak;

}
Como caso particular cuando tenemos dos hijos, solamente tenemos la posibilidad de tener tres acciones, tal como se muestra en
el siguiente meta c6digo

F(n)

{
accion A0Q;
F(cl);
accion Al;
F(c2);

accion A2;

}
Estas tres acciones daran lugar a tres formas de recorrer el arbol, en postorden, en orden y preorden.

Recorrido en postorden
Para esta implimentacién las acciones AO y Al serdn nulas y en la accién A2 imprimiremos el condenido en el nodo a.

public void postorden(Nodo a)

{ if (a != null) {
postorden(a.hijo[0]);
postorden(a.hijo[1]);
a.imprime();
}
}
Consideremos la simulacién de los llamados recursivos para el recorrido en postorden
postorden()
postorden(3)  postorden()
3 3
postorden()
postorden(+) postorden(l) postorden()
1 1
+ +
postorden()
postorden(/)  postorden(2) postorden()
2 2
/ /
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Ejemplo de recorrido en PostOrden

4

Recorrido en orden

En este caso las acciones A0 y A2 son nulas, a diferencia la accién Al es imprimir el elemento El cédigo correspondiente para
hacer el recorrido en orden es

public void orden(Nodo a)

{
if (a != null) {
orden(a.hijo[0]) ;
a.imprime();
orden(a.hijo[1l]);
}
}

La simulacién del recorrido para el drbol de expresién dado es

orden()
orden(3) 3 3
orden()
orden(+) + +
orden()
orden(1) 1 1
orden()
oden(/) / /
orden()
orden(2) 2 2

orden()
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Ejemplo de recorrido en Orden

.4

Recorrido en Preorden
Finalmente el recorrido en Preorden, tendrd las acciones Al y A2 como nulas y la accién AO imprimira el contenido en el nodo a

public void preorden(Nodo a)

{
if (a != null) {
a.imprime();
preorden(a.hijo[0]);
preorden(a.hijo[1l]);
}
}

La simulacidn del recorrido en preorden es
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3 3
preorden(/) preorden(+) preorden(3)  preorden()
preorden()
1 1
preorden(l)  preorden()
preorden()
2 2
preorden(2)  preorden()
preorden()

Ejemplo de recorrido en Preorden

.4

Evaluacion de arboles de expresion

Una aplicacién de los recorridos entre muchas es hacer la evaluacion de arboles de expresion, para ello tomaremos el recorrido
en postorden, dado que para poder conocer el resultado de la evaluacion de un nodo primero tenemos que hacer la evaluacion de
los hijos. Entonce podemos decir
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Base: Si el nodo es un niimero la evaluacién de este es el valor contenido en el nodo
Induccién: Evaluamos el hijo izquierdo, evaluamos el hijo derecho y aplicamos la operacién indicada en el nodo padre
El siguiente es el codigo Java correspondiente al evaluacion de arboles de expresion

private double eval(Nodo n)

{
double vall, val2;

if (n.elemento[0] instanceof Double)return valor(n.elemento[0].toString());
else {
vall = eval(n.hijo[0]);
val2 = eval(n.hijo[1]);
switch (n.elemento[0].toString().charAt(0)) {
case '+':
return vall + val2;
case '-':
return vall - val2;
case '*':
return vall * val2;
case '/':
return vall / val2;
default : return 0;

}

Calculo de la profundidad de un arbol

Algunas veces necesitamos determinar la altura de cada nodo en un drbol. La altura pude ser definida recursiva por la siguiente
funcién

Base: La altura de una hoja es 0

Induccion: La altura de un nodo interior es 1 mds la mas grande de las altura de todos sus hijos.

Para la expresion ((7.0+10.0)/2.0 + 4.0¥3.0)/(5.0-1.0)+9.0 = 14.125 determinar la profunfidad del arbol

De la simple inspeccién podemos ver que el nodo mds profundo es el etiquetado con el nimero 7. De ahi hasta la raiz son
exactamente seis nodos por lo tanto la profundidad es 5. Note que todos los nodos con nimero corresponde a hojas por lo tanto
su profundidad es 0 de cada uno de ellos. El cédigo Java correspondiente a esta implementacion es:

public void calculaHt(Nodo n)
{

Nodo c;
int i;
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n.ht = 0;
//System.out.println(n.elemento[0] + " " + c);
for(i=0; i<2; i++) {
c = n.hijo[i];
if(c != null) {
calculaHt(c);
if(c.ht >= n.ht)
n.ht = 1 + c.ht;

Para nuestro drbol de ejemplo tenemos que el resultado de la corrida es:

La altura es O para el nodo 7.0
La altura es 0 para el nodo 10.0
La altura es 1 para el nodo +
La altura es O para el nodo 2.0
La altura es 2 para el nodo /
La altura es 0 para el nodo 4.0
La altura es O para el nodo 3.0
La altura es 1 para el nodo *
La altura es 3 para el nodo +
La altura es O para el nodo 5.0
La altura es 0 para el nodo 1.0
La altura es 1 para el nodo -
La altura es 4 para el nodo /
La altura es 0 para el nodo 9.0
La altura es 5 para el nodo +

4.5 Arboles Binarios

Un arbol binario lo podemos definir como un arbol que solamente tiene dos hijos, de ahi el nombre. Un arbol binario entonces
serd un arreglo ordenado de nodos donde dado un nodo padre, el hijo izquierdo (hijo[0]) serd menor que el padre y el hijo
derecho (hijo[1]) es mayor que el padre y que el hijo izquierdo. Algunos ejemplo se muestran a continuacién

(9
{ @) (&

Podemos definir un drbol binario recursivamente como sigue

Base: Un drbol vacio es un drbol binario

Induccién: Siresun nodoy T1y T2 son arboles binarios, entonces hay un arboll binario con raiz r, con subarbol izquierdo T1 y
subarbol derecho T2. La raiz del 4rbo T1 es el hijo izquierdo de r y este tendrd un valor inferior al padre y la raiz de T2 es el hijo
derecho con un valor mayor al padre.

Recursidn en arboles binario
Existen muchos algoritmos en arboles binarios que puden ser descritos de manera recursiva. El esquema de la recursion esta
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limitado por el nimero de hijos que son dos, por lo tanto las operaciones que pueden hacerce entre hijos son tres. El esquema
general de recursion es
F(N) {

accion A0;

llamado recursiva al subarbol izquierdo;

accion Al;

llamado recursivo al subarbol derecho;

accion A2;

Estructura necesarias para representar un arbol binario

Para la implementacion de arboles binarios utilizaremos la clase nodo ya definida y la clase arbol binario. El c6digo basico para
hacer la implementacién de la clase en Java que represente a un drbol binario es

La implementacion en C es

typedef struct NODE * TREE;

struct NODE({

ETYPE element;

int ht;

TREE leftChild, rightChild;
}i

En Java se requiera hacer una clase con:

public class Arbol Binario {

Nodo raiz;

public Arbol Binario()

{
raiz = null;

}

public void borrar(Object x) {
raiz = borrar(x, raiz);

}
private Nodo borrar(Object x, Nodo t) { ... }
public boolean busca(Object x)
{
return busca(x, raiz);

}
private boolean busca(Object x, Nodo T) {...}
public void inserta(Object d)
{

raiz = inserta(d, raiz);
}

private Nodo inserta(Object x, Nodo t) {...}
}
Algunas de las operaciones basicas que podemos realizar con arboles son inserta, buscar y borrar. Todas estas operaciones
tendrdn que mantener las caracteristicasl del drbol binario.

Buscar

Suponga que queremos buscar por un elemento x que debe estar en un diccionario representado por un drbol binario de bisqueda
T. Si comparamos x con el elemento en la raiz de T, podemos tomar ventaja de la propiedad de los arboles binarios para determi-
nar rapidamente si x esta presente. Si x es la raiz, entonces terminamos, en otro caso si x es menor que el elemento en la raiz,
buscaremos en el subarbol izquierdo y si es mayor en el subarbol derecho. Este algoritmo lo podemos plantear de manera
recursiva como sigue:

Base: Si el arbol T esta vacio entonces x no esta presente. Si T no esta vacio y x aparece en la raiz, entonce X esta presente.
Induccién: Si T no esta vacio pero x no esta en la raiz, definamos y como el elemento en la raiz de T. Si x < y buscaremos
solamente en el subarbol izquierdo de la raiz, y si x >y buscaremos en el subarbol derecho de y. La propiedad del arbol binario
garantiza que buisquemos en el drbol correcto.

El c6digo en C es:

BOOLEAN lookup(ETYPE x, TREE T){
if (T == NULL) return FALSE;
else if(x< T->element)
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return lookup(x, T->leftChild);
else if (x> T->element)

return lookup(x, T->rightChild);
else return TRUE;

}
El cédigo java para implementar la bisqueda es:

private boolean busca(Object x, Nodo T)

{
if(T == null)
return false;
else {
int comparacion = T.Compara(x);
if (comparacion == 0)return true;
else if (comparacion > 0)return busca(x, T.hijo[0]);
else return busca(x, T.hijo[1]);
}
}
Inserta

Agregar un nuevo elemento x a un drbol binario se puede hacer de manera recursiva siguiendo la siguiente definicion recursiva
Base: Si T es un arbol vacio, remplace T por un drbol consistente en un simple nodo y ponga x en este nodo. Si T no esta vacio y
su raiz tiene un elemento x, entonces X esta ya presente en el diccionario y por lo tanto hay que hacer nada.

Induccién: Si T no esta vacio y x no es la raiz del arbol, entonce inserte x en el subarbol izquierdo si X es menor que el elemento
en la raiz del drbol, o inserte x en el subarbol derecho si x es mayor que el elemento en la raiz.

En C la implementacién es

TREE insert (ETYPE x, TREE T) {
if (T==NULL) {
T = (TREE) malloc(sizeof(struct NODE));
T->element = Xx;
T->ht = 0;
T->leftChild = NULL;
T->rightChild = NULL;
}
else if(x < T->element)
T->leftChild = insert(x, T->leftChild);
else if(x > T->element)
T->rightChild = insert(x, T->rightChild);
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return T;

}
El siguiente c6digo Java muestra como realizar la insercién de un elemento x en un drbol t.

private Nodo inserta(Object x, Nodo t) {
if(t == null)
t = new Nodo(x, 2);
int compara = t.Compara(x);

if (compara > 0 )
t.hijo[0] = inserta(x, t.hijo[0]);
else if (compara < 0)
t.hijo[l] = inserta(x, t.hijo[1]);
else t.cuenta++;

return t;

}
Ejemplo
Dado la secuencia de datos A crear el drbol correspondiente considerando que los nimeros fue dados en orde
a) 7,3,11,1,59,13,0,24,6,8,10,12,14
El cédigo correspondiente para realizar es

static public void Ejemplo02() {

Arbol Binario arbol2 = new Arbol Binario();

arbol2.

arbol2

arbol2

arbol2

arbol2

arbol2

arbol2

inserta(new

.inserta(new
arbol2.
arbol2.

inserta(new
inserta(new

.inserta(new
arbol2.
arbol2.

inserta(new
inserta(new

.inserta(new
arbol2.
arbol2.

inserta(new
inserta(new

.inserta(new
arbol2.
arbol2.

inserta(new
inserta(new

.inserta(new
arbol2.
arbol2.

inserta(new

Integer(7));
Integer(3));
Integer(1l));
Integer(1l));
Integer(5));
Integer(9));
Integer(13));
Integer(0));
Integer(2));
Integer(4));
Integer(6));
Integer(8));
Integer(10));
Integer(12));

Integer(14));*/

imprime('o');
.imprime('m');




MatrixForm[T]

7->3
7->11
351
3-5
1-0
1-52
554
556
11-59
11513
98
9-10
13512
13514

b)12,3,4,5,6,7,89,10,11,12,13, 14
El cédigo es
static public void Ejemplo02() {

Arbol_ Binario arbol2 = new Arbol Binario();

for(int i=1; i<15; i++)
arbol2.inserta(new Integer(i));

arbol2.imprime('o');

arbol2.imprime('m');
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Ejemplo

Dado los nombre  Pedro, Antonio, Ana, Antonioy Luis, hacer el arbol binario correpondiente
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Borrar

Borrar un elemento x en un arbol binario es un poco mas complicado que buscar o insertar. Comenzaremos, localizando el nodo
que contiene X, si no existe este nodo habremos terminado. Si x es una hoja, podemos simplmente borrar la hoja. Si x es un nodo
interior n, no podemos borrar un nodo sin hacer la desconeccién del mismo.

Debemos reestructurar el drbol de alguna manera para que se conserve la propiedad del drbol binario. Existen dos casos. Primero
si n solamente tiene un hijo podemos simplemente reemplazar a n por su hijo y la propiedad de ordenamiento del arbol binario se
conservard. Segundo, supongamos que n tiene ambos hijos. Una estrategia es encontrar el nodo m con etiqueta y, que sea el
elemento mas pequefio en el subarbol derecho de n y remplazar x por y en el nodo n. Con esto se mantiene la prodiedad de
ordenamiento del drbol binario.

El siguiente c6digo muestra la manera de encontrar el minimo de un 4rbol. Note como el algoritmo busca de manera recursiva
siempre sobre el hijo izquierdo, lo cual garantiza tener el menor de los elementos

En C la implementacion es:

ETYPE deletemin(TREE *pT) {
ETYPE min;

if ((*pT)->leftChild == NULL) {

min = (*pT)->element;
(*pT) = (*pT)->rightChild;
return min;

}

else

return deletemin(&((*pT)->leftChild));

private Nodo buscaMin(Nodo t) {
if(t== null) return null;
else if(t.hijo[0] == null) return t;
return buscaMin(t.hijo[0]);

}
El c6digo completo para hacer el borrado del elemento x en el arbo t es:

void delete(ETYPE x, TREE *pT) {
if ((*pT)!=NULL)

if (x<(*pT)->element)
delete(x, &((*pT)->leftChild));

else if(x > (*pT)->element)
delete(x, &((*pT)->rightchild));

else
if ((*pT)->leftChild == NULL)

(*pT) = (*pT)->rightcChild;
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else if((*pT)->rightChild == NULL)
(*pT) = (*pT)->leftChild;
else
(*pT)->element = deletemin(&((*pT)->rightChild));

private Nodo borrar(Object x, Nodo t) {
if(t == null) return t; // no encontra nada hace nada
int compara = t.Compara(x);
if (compara > 0)
t.hijo[0] = borrar(x, t.hijo[0]);
else if(compara < 0)
t.hijo[l] = borrar(x, t.hijo[l]);
else if (t.hijo[0] != null && t.hijo[l] != null) { // dos hijos
t.elemento[0] = buscaMin(t.hijo[1l]).elemento[0];
t.hijo[l] = borrar(t.elemento[0], t.hijo[l]);
}
else
t = (t.hijo[0]!= null) ? t.hijo[0] : t.hijo[l];
return t;

4.6 Arboles AVL

Los arboles AVL son una clase especial de arboles binarios, los cuales siempre estdn balanceados. La condicién de balanceo nos
permitird hacer las bisquedas dentro del drbol, en un tiempo log N. Para realizar el balanceo consideremos el caso de los arboles
que se pueden hacer utilizando tres nodos. En la siguiente figura podemos ver 4 arboles desbalanceados que pueden ser formados
utilizando 3 nodos.
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A cada caso lo numeraremos comenzando por la esquina superior izquierda, esquina superior derecha, inferior izquierda e
inferior derecha con los nimeros I, IT, IIl y IV y en todos estos casos el drbol balanceado correspondiente es:

Asi entonces para cada caso utilizaremos los siguiente procedimientos:

Caso I. Rotacion con hijo izquierdo

Para este caso consideremos un arbol dado por la siguiente figura (izquierda) que se desea convertir en un arbol como el de la
figura a la derecha.

Los pasos que debemos seguir son:

1.- Definir un nodo k1 como el hijo izquierdo de k2 (linea 1 del cédigo),
2.- El hijo izquierdo de k2 serd el hijo derecho de k1 (linea 2 del c6digo),
3.- El hijo derecho de k1 serd k2 (linea 3 del codigo) y

4 .- Calcular las alturas de los arboles resultantes (lineas 4,5)

AVL_TREE Rotate leftChild(AVL_TREE k2) {
AVL_TREE k1l = k2->leftChild;
k2->leftChild = kl->rightChild;
kl->rightChild = k2;
k2->ht = Max(Height(k2->leftChild), Height(k2->rightChild)) +1;
k1l->ht = Max(Height(kl->leftChild), Height(kl->rightChild)) +1;

return kl1;

public Nodo Rotar_ con_hijo_Izg(Nodo k2) {
Nodo k1l = k2.hijo[0];
k2.hijo[0] = kl.hijo[1l];
kl.hijo[1l] = k2;
k2.cuenta = Maximo(Altura(k2.hijo[0]), Altura(k2.hijo[1l])) +1;
kl.cuenta = Maximo(Altura(kl.hijo[0]), Altura(kl.hijo[1l])) +1;



76| estructuras de datos.nb

return kl;

Caso Il. Rotacion con hijo derecho

Para este caso consideremos un drbol dado por la siguiente figura (izquierda) que se desea convertir en un arbol como el de la
figura a la derecha.

Note que el caso I nos llevaa Il y Il nos lleva al.

Los pasos que debemos seguir son:
1.- Definir un nodo k1 como el hijo derecho de k2 (linea 1 del c6digo),
2.- El hijo derecho de k2 serd el hijo izquierdo de k1 (linea 2 del cédigo),
3.- El hijo izquierdo de k1 serd k2 (linea 3 del c6digo) y
4 - Calcular las alturas de los arboles resultantes (lineas 4,5)
AVL_TREE Rotate_rightChild(AVL_TREE k2) {
AVL, TREE k1 = k2->rightChild;
k2->rightChild = kl->leftChild;
kl->leftChild = k2;
k2->ht = Max(Height(k2->leftChild), Height(k2->rightChild)) +1;
kl->ht = Max(Height(kl->leftChild), Height(kl->rightChild)) +1;

return kl;

public Nodo Rotar con_hijo Der(Nodo k2) {
Nodo k1l = k2.hijo[1l];
k2.hijo[1l] = kl.hijo[0];
kl.hijo[0] = k2;
k2.cuenta = Maximo(Altura(k2.hijo[0]), Altura(k2.hijo[1])) +1;
kl.cuenta = Maximo(Altura(kl.hijo[0]), Altura(kl.hijo[1])) +1;

return kl;

Caso lll. Rotar doble con hijo izquierdo

En este caso tenemos como ejemplo el grafo abajo a la izquierda de la condicién inicial y abajo a la derecha de como queremos
dejar el arbol.
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Dado que k2 debe subir hasta la rdiz, como primer paso hacermos una rotacién con hijo derecho sobre k1 para obtener un arbol
como

y finalmente hacemos una rotacion con hijo izquierdo con k3 para tener el drbol balanceado

AVL, TREE Double leftChild(AVL_TREE k3)
{

k3->leftChild = Rotate_rightChild(k3->leftChild);
return Rotate leftChild(k3);
}

El cédigo Java para esta implementacion queda:

public Nodo Doble con_hijo Izg(Nodo k3)
{
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k3.hijo[0] = Rotar con_hijo Der(k3.hijo[0]);
return Rotar con_hijo Izq(k3);

Caso IV. Rotar doble con hijo derecho

En este caso tenemos como ejemplo el grafo abajo a la izquierda de la condicién inicial y abajo a la derecha de como queremos
dejar el arbol.

Comenzaremos por hacer una rotacién con hijo izquierdo sobre k1 para que el nodo k2 suba

Finalmente aplicamos rotacién con hijo derecho sobre k3 para tener un drbol balanceado.
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El cédigo correspondiente a estos dos pasos es:

AVL_TREE Double_rightChild(AVL_TREE k3)

{
k3->rightChild = Rotate leftChild(k3->rightChild);
return Rotate rightChild(k3);

}

public Nodo Doble con_hijo_Der(Nodo k3){
k3.hijo[1l] = Rotar_con_hijo_Izqg(k3.hijo[1l]);
return Rotar con_hijo_Der(k3);

Funcion Inserta

Para el caso de la funcién inserta, debemos tener un mecanismos de busqueda que nos permita insertar un nodo en el momento
que llegamos a una posicién nula. El mecanismo de bisqueda serd similar a los arboles binarios pero una vez insertado el nodo
debemos cuidar que este el drbol balanceado. El balanceo lo comprobaremos en el caso de insercion de un nuevo nodo y recursiva-
mente una vez que terminemos con el proceso.

La impelmentacién en C es:

AVL_TREE insert(ETYPE x, AVL_TREE T) {
if (T == NULL) {
T = (AVL_TREE) malloc(sizeof(struct NODE));
T->element = x;
T->ht = 0;
T->leftChild = NULL;
T->rightChild = NULL;

}
else {
if (x < T->element)
{ T->leftChild = insert(x, T->leftChild);
if (abs(Height (T->1leftChild) - Height(T->rightChild)) == 2)
{

if (T->leftChild->element > x) T = Rotate_leftChild(T);
else T = Double_leftChild(T);

}
}
else
{
T->rightChild = insert(x, T->rightChild);
if ((Height(T->rightChild) - Height(T->leftChild)) == 2 )
{

if (T->rightChild->element < x) T = Rotate rightChild(T);



80| estructuras de datos.nb

else T

}

}
T->ht

return T;

}
La implementacién en Java es:

Double rightChild(T);

Max (Height (T->leftChild), Height(T->rightChild)) +1;

public Nodo inserta(Nodo arbol, Object d) {

if (arbol == null)
arbol = new Nodo(d, 2);
else {
int comparacion = arbol.Compara(d);
if (comparacion > 0)
{
arbol.hijo[0] = inserta(arbol.hijo[0], d);
if (Altura(arbol.hijo[0]) - Altura(arbol.hijo[l]) == 2)
{
if (arbol.hijo[0].Compara(d) > 0)
arbol = this.Rotar con_hijo Izg(arbol);
else
arbol = this.Doble con hijo Izg(arbol);
}
}
else
{
arbol.hijo[1l] = inserta(arbol.hijo[1l], d);
if (Altura(arbol.hijo[1l]) - Altura(arbol.hijo[0]) == 2)
{
if (arbol.hijo[l].Compara(d) < 0)
arbol = this.Rotar con_hijo Der(arbol);
else
arbol = this.Doble con_hijo Der(arbol);
}
}

}

arbol.cuenta
return arbol;

Ejemplo

Simulemos el conjunto de arboles que se generan cuando se insertan los nimeros 1, 2, 3,4, 5, 6,7 en este orden.

Maximo(Altura(arbol.hijo[0]), Altura(arbol.hijo[1l])) +1;
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4.7 Arboles Parcialmente Ordenados

Una manera eficiente de implementar una cola de prioridad es utilizar los arboles parcialmente ordenados (POT) es cual es un
arbol binario etiquetado con las siguientes propiedades

1.- Las estiquetas de los nodos son elementos con prioridad; esta propiedad puede ser el valor de un elemento o el valor de algin
componente del elemento

2.- El elemento almacenado en un nodo raiz tiene mayor prioridad que los elementos almacenados como nodos hijos.

La segunda propiedad implica que el elemento de la raiz de cualquier subarbol es siempre el elemento con mayor prioridad del
subarbol. Llamaremos a la propiedad 2 la propiedad de orden parcial del arbol o propiedad POT.
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Pots Balanceados y Heaps

Decimos que un drbol parcialmente ordenado esta balanceado si en todos los niveles existen los nodos excepto en el nivel mas
bajo y las hojas estdn siempre en la hoja izquierda mas lejana. Esta condicién implica que si un arbol tiene n nodos, entonces la
ruta de un nodo raiz a cualquier hoja es de longitud log ,n. El arbol en la figura anterior es un arbol balanceado.

POT balanceados pueden ser implementados utilizando un arreglo llamado Heap el cual provee una implementacién compacta y
rdpida para una cola de prioridad. Un heap es un simple arreglo de datos A con una interpretacion espacial para los indices de los
elementos. Comenzaremos con la rdiz en A[1]; A[0] no es utilizado. En seguida de la rdiz, los nodos hijos seran A[2] y A[3] y los
hijos de A[2] serdn A[4] y A[5] y asi sucesivamente.

El para el arbol dado en la figura el Arreglo correspondiente es

PR Sl ig s ¥ 8 8 10
18/18]16] 9 1 | 9 37[5J

Con lo anterior la propiedad de orden de un POT la podemo expresar como:
Dado un nodo padre A[i] sus hijos A[2i] y A[2i+1] simpre serdn menores para cualquier valor de i

-]

Insertar un elemento en el POT

Dado que el arbol lo implementaremos en un arreglo al que llamaremos A, los pasos para realizar una insercion son:
1. Poner el Objeto x a insertar al final de arreglo e incrementar la longitud en 1
2. Verificar el ordenamiento
La rutina en Java, para llevar a cabo este procedimiento es la que se muestra abajo.
static public int inserta(Object A[], Object x, int pn) {

pn ++;

A[pn] = x;

bubbleUp(A, pn);

return pn;

Rutina Bubble Up

Esta funcidn la utilizarmos para verificar si un nodo en el arbol se encuentra en la posicion correcta para ello lo planteraremos de
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manera recursiva
Base: Si el nodo es el rdiz termina la revisién
Paso Inductivo: Si el i-esimo nodo es mayor que su padre en la posicion i/2, intercambiarlos y repetir para el nodo padre.

El c6digo Java para esto es:

static public void bubbleUp(Object A[], int i)

{
if( i > 1 && Compara(A[i], A[i/2]) > 0)
{
swap(A, i, 1/2);
bubbleUp(A, i/2);
}
}

La rutina para hacer el intercambio es

static public void swap(Object A[], int i, int j)

{
Object temp;
temp = A[1];
A[i] = A[]];
A[]j] = temp;
}
Ejemplo

Dado los nodos del un érbol parcialmente ordenado como Heap A =[18 18 16 9 7 1 9 3 5] simular la insercién de los nimeros 20

Alinicio A=[181816971935]

Se coloca el 20 a final y comienza A =[18 18 1697 19 3 5 20]
compara A[10] > A[5] y los cambia A=[18 18169201935 7]
compara A[5] > A[2] y los cambia, A=[18201691819357]
compara A[2] > A[1] y los cambia A=[2018 1691819357 ]
Termina
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(.

Borrar

En el caso de un POT y que lo utilicemos como una cola de prioridad, borraremos el primer elemento dado que este es el mayor.
Para ello borraremos el elemento en la primer posicion del arreglo y en su lugar pondremos el nodo en la dltima posicién del
arreglo. Posterior a ello tendremos que utilizar una rutina de ordenamiento hacia abajo del drbol a la que denominaremos bubble-
Down. El cédigo Java para eliminar el nodo con la méxima prioridad es:

static public void deletemax(Object A[], int pn)
{
swap(A, 1, pn);
bubbleDown(A, 1, pn-1);
}
y la rutina bubbleDown es

static public void bubbleDown(Object A[], int i, int n)

{
int child;
child = 2+*i;
if(child < n && Compara(A[child+1l], A[child]) > 0)
++child;
if(child <= n && Compara(A[i], A[child]) < 0)
{
swap(A, i, child);
bubbleDown (A, child, n);
}
}
Ejemplo

Hacer la simulacién del borrado de un POT dado como A =[2018 16 107 19 3 5]
Alinicio A=[2018 16107 193 5]
Se intercambia el primero con el dltimo A =[5 18 16 10 7 1 9 3 18] y comienza bubbleDown
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Compara A[1] <AI2] y los cambia A =[18 516 107 19 3 18]
Compara A[2]< A[4] y los cambia A =[189 1657193 18]
Terminacon A=[189165719 3]

R
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Teoria y algoritmos de Grafos

| 5.1 Definicion de Grafos dirigidos y no dirigidos
Un grafo dirigido consiste de :
1. Un conjunto N de nodos y

2. Una relacién A en N. Lamaremos A el conjunto de arcos o arcos de un grafo dirigido que conecta un par de nodos. En la
siguiente figura se dibuja un grafo

A={{0,0}{0,1},{0 2},{1,3},{2,0},{2,1},{2,4},{3,2},{3.4}. {4, 1}}

(=

Predecesores y sucesores

Cuando u->v es una arista, diremos que u es predecesor de v y que v es sucesor de u. Para la figura 0->1 nos dice que O es el
predecesor de 1 y 1 su sucesor.

22— .

Etiquetas

Para cada nodo es permitido etiquetar tanto los nodos como las aristas de esa manera modemos manerjar la imormacién de
manera mas clara

gato ——— f——————muerde perro

Rutas

Una ruta en un grafo dirigido es una lista de nodos (v1, v2, ..., vk) que deben ser visitados para ir del nodo v1 al nodo vk

Grafos ciclicos y Aciclicos

Decimos que un grafo dirigido es ciclico si existe al menos una ruta para ir de un nodo a el mismo. El siguiente grafo es un
ejemplo de grafo ciclico.
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|3

0/
\2\>\4

Grafos no dirigidos

Es alguna ocaciones tiene sentido conectar nodos con lineas que no tienen direcciones y denominaremos aristas. Formalmente
una arista {u,v} dice que el nodo u y v estan conectados en ambas direcciones. Si {u,v} es una arista entonce los nodos u y v son
adyacentes o vecinos. En la siguiente figura se presenta un ejemplo para las islas Hawaianas, donde resulta evidente que existe
un camino de ida y vuelta

/23/ Laie Kona —H4— Hilo
Wahiawa
/1/5/ l
Maili 1 Kaneohe
\ﬁ(k Kamuela
Pearl City //
~3_
Honolulu
Lahaina Hana
Kahului
1
Keokea

5.2 Estructuras para representar Grafos

Hay dos maneras estandares de representar un grafo. Una es llamada listas de adyacencias y la segunda llamada matriz de
adyacencias. En general utilizaremos mas las listas de adyacencia dado que las matrices seran dispersas y en un afan de econo-
mizar memoria esta serd la manera general de hacerlo.

Matrices de adyacencia

Una matriz de adyacencia A es un arreglo de NxN que contiene la coneccion de los nodos del grafo y los elementos de esta
matriz estardn definidos como:

w;; sielnodoiesta conectado con j
= { 0 si no

donde w; ; es €l peso o costo asociado con realizar la coneccidn. En grafos no pesados el valor utilizado serd 1 indicando simple-
mente la coneccién.

Como ejemplo para los siguientes grafos sus matrices de adyacencia son:
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0/
S

22— .

7/&/

Listas de Adyacencias

Para crear una lista de adyacencia, tendremos en cuenta la misma definicién que en el caso de una matriz de insidencia con la
salveda que no guardaremos ceros

—

a

Siaj,; # 0 almacenado parael i - esimo nodo el valor de jy el peso w;, ;

Nuestra implementacion para un Grafo utilizando el concepto de lista de adyacencia es

public class Grafo {
int MAX;
Nodo_G G[];

public Grafo()

{
MAX = 0;
G = null;
}
public Grafo(String n[])
{
MAX = n.length;
G = new Nodo_ G[MAX];
for(int i=0; i<MAX; i++)
G[i] = new Nodo G(n[i]);
b
public int busca(String a)
{

int i;
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for(i=0; i<MAX; i++)
if(G[i].Nombre_Nodo.equals(a)) return i;
System.out.println("No existe " + a);
return -1;
b
public void conecta(String a, String b, double peso)
{
intu, v;
Object x[] = new Object[2];
u = busca(a);
v = busca(b);
iflu<0llv<0){
System.out.println("No existe");

return;
¥
x[0] = new Integer(v);
x[1] = new Double(peso);

G[u].sucesores.inserta(x);
¥

public void conecta2(String a, String b, double peso)
{

conecta(a, b, peso);

conecta(b, a, peso);
¥

¥

Nuestro Nodo_G tendrd ademas de su etiqueta la informacion de quienes son los nodos sucesores. La implementacion de esta
clase es

public class Nodo G {
String Nombre Nodo;
boolean marca;
int postorder;
double dist;
int toPOT;

Lista sucesores;

public Nodo G()

{
Nombre_Nodo = null;
marca = false;

sucesores = new Lista();
}
public Nodo G(String a)
{
Nombre Nodo = a;
marca = false;
sucesores = new Lista();
postorder = 0;
}
public String imprime()
{
String sal = "";
int u;
celda i, ini = sucesores.inicio;
sal += "{Nombre = " + Nombre Nodo + ", marca = " + marca + ", postorder = " +
postorder + "} -> ";
return(sal);
}
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Ejemplos

Asf por ejemplo para los grafos siguientes listas de adyacencia y su implemtacién utilizado la clase Grafo son

RS
.

Para el Grafo

4 — 2

3. a— !

Lista de adyacencia

{0} >[011.0]>[111.0]->[211.0]->
{1} >[311.0] >

{2} >[011.0]>[1110]->[411.0]->
(3} >[211.0]>[411.0]->

{4y >[111.0] >

Implementacién

static public Grafo Ejemplo06() {

String n[] = {"0", "1", "2", "3", "4"};
Grafo grafo = new Grafo(n);
grafo.conecta("0", "0", 1);
grafo.conecta("0", "1", 1);
grafo.conecta("0", "2", 1);
grafo.conecta("1", "3", 1);
grafo.conecta("2", "0", 1);
grafo.conecta("2", "1", 1);
grafo.conecta("2", "4", 1);
grafo.conecta("3", "2", 1);
grafo.conecta("3", "4", 1);
grafo.conecta("4", "1", 1);
return grafo;

}
Para el grafo



a

Lista de adyacencia

bl1.0
cl1.0
bl1.0
cl1.0

{a} >
{b} >
{c} >
{d} >

—_— s —_——
—_ ==

>[dl1.0] >
>[d11.0] >
>
>[el1.0]->[fI1.0] >
{e} >[cl1.0] >

{f} >[cl1.0] >

\%
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Implementacién

static public Grafo Ejemplo01()

{
String n[] = {"a", "b", "c", "d", "e", "f"};
Grafo grafo = new Grafo(n);
grafo.conecta("a", "b", 1);
grafo.conecta("a", "d", 1);
grafo.conecta("b", "c", 1);
grafo.conecta("b", "d", 1);
grafo.conecta("c", "b", 1);
grafo.conecta("d", "c", 1);
grafo.conecta("d", "e", 1);
grafo.conecta("d", "f", 1);
grafo.conecta("e", "c", 1);
grafo.conecta("f", "c", 1);
return grafo;

}

Busqueda en Grafos

Podria ser de interes saber si un nodo esta conectado con otro. Una manera de hacerlo es simplemente verificar si el elemento
a; j * 0 en cuyo caso no se tiene un arco o arista registrada. En el caso de una lista es un poco mas complejo, pero si reutilizamos
las funciones de buisqueda de una lista el algoritmo resulta muy simple. La implementacion de la busqueda es:

public boolean buscar(String a, String b)

{

int i, j;

-
I

= busca(a);
busca(b);

.
1]
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if(i<0 || j <0) return false;

return(G[i].sucesores.busca(new Integer(j)));

5.3 Propiedades de la matriz de adyacencia

Algunas propiedades interesantes resultan cuando multiplicamos la matriz de adjacencia por ella misma. Vamos a considererar
algunos ejemplos.

Tomemos un grafo como mostrado en las siguientes figuras y multipliquemos la matriz de adjacencia A por ella misma. Los
resultados se muestran en la misma figuras. Si multiplicamos la matriz A% es equivalente a multiplicar A*A y los elementos a2ij

muestran el nimero de rutas de tamafio 2 que existen entre el nodo i y el nodo j. Lo mismo ocurrira si seguimos multiplicando

A3=A*A? y asf sucesivamente, entonce en general los elementos de la matriz A" son el nimero de rutas que se pueden construir
entre el nodo i y el nodo j

.9

0. 1. 0. 0. 0. O.
1. 0. 1. 0. 0. O.
{0. 1. 0. 1. 0. O. ) 1 GL Gl L GLTs }
0. 0. 1. 0. 1. 0.
0. 0. 0. 1. 0. 1.
0. 0. 0. 0. 1. 0.

Otra propiedad importante de la multiplicaciéon de la matriz de incidencia es que para un grafo aciclico la matriz cuando se
multiplica un nimero de veces lo suficientemente grande la matriz tiende a cero.

0. 1. 0. 0. 0. 0.
0. 1. 0. 0. O.
0. 0. 0. 1. 0. 0.

{ 0. 0. 0. 0. 1. 0. |" ' ™23 =4 —=5—=6° }
0. 0. 0. 0. 0. 1.
0. 0.



6
0. 1. 0. 1. 0. O.
0. 0. 1. 1. 0. o.
0. 1. 0. 0. 0. O. i— . o
{0.0.1.0.1.1.’ \/\3 }
0. 0. 1. 0. 0. O.
0. 0. 1. 0. 0. O. : \\
5

5.4 Busqueda en profundidad
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Una Bisqueda en profundidad (en inglés DFS o Depth First Search) es un algoritmo que permite recorrer todos los nodos de un
grafo o drbol (teoria de grafos) de manera ordenada, pero no uniforme. Su funcionamiento consiste en ir expandiendo todos y
cada uno de los nodos que va localizando, de forma recurrente, en un camino concreto. Cuando ya no quedan mas nodos que
visitar en dicho camino, regresa (Backtracking), de modo que repite el mismo proceso con cada uno de los hermanos del nodo ya

procesado

Algoritmo Bosques de Busqueda en profundidad

El algoritmo de bisqueda en profundidad es :

1. Dado un nodo u

2. Marcar u como visitado

3. Determinar los sucesores de u = {v1,v2, ..vk}

4. Para cada uno de los sucesores de u que no esten visitados mandar llamar dfs(vi)

El siguiente c6digo es la implementacion en Java para este algoritmo de biisqueda. Puedes notar que en escencia es una bisqueda

en postorden de ahi que el nimero que se marca al final es llamado de esta manera

public void dfs(int u)

{
celda p;
int v;

G[u].marca = VISITADO;
p= G[u].sucesores.inicio;

while(p != null)

{
v = (int) p.valor(p.elemento[0]);
if(G[v].marca == NOVISITADO)

dfs(v);

p = p.siguiente;

}

++k;

G[u].postorder = k;

Ejemplos

Como ejemplo podemos ver la simulacion de la bisqueda en profundidad de un grafo similar a una lista ligada
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La salida del c6digo dfs tomando como inicio el nodo 1 es:

{Nombre = 1, marca = true, postorder =4} ->[2 | 1.0] ->
{Nombre = 2, marca = true, postorder =3} ->[3 | 1.0] ->
{Nombre = 3, marca = true, postorder =2} -> [4 | 1.0] ->
{Nombre = 4, marca = true, postorder = 1} ->

La simulacion de ejecucion queda como
k=0 k=l
dfs(1)
dfs(2)
dfs(3) 3 <- visitado
dfs(4)
no tiene sucesores
++k k=1
4.post 4.post =1
++k k=2
3.post=k 3.post=2
++k k=3
2.post =k 2.post=3
++k k=4
l.post =k 1.post =4

Una simulacion mds interesante es el siguiente grafo, considerando que el nodo inicial de nuestro recorrido es a tenemos:

ﬁ/

La salida del algoritmo dfs es

—

a

{Nombre = a, marca = true, postorder =6} ->[b11.0] ->[d | 1.0] >



estructuras de datos.nb |95

{Nombre = b, marca = true, postorder =5} -> [c | 1.0] ->[d | 1.0] ->

{Nombre = ¢, marca = true, postorder = 1} -> [b | 1.0] >

{Nombre = d, marca = true, postorder =4} -> [c|1.0] ->[e | 1.0] > [f]1.0] ->
{Nombre = e, marca = true, postorder =2} -> [c | 1.0] ->

{Nombre = f, marca = true, postorder = 3} -> [c | 1.0] ->

Para este grafo su nimero en postorden queda como

k=0 =0
dfs(a)
dfs(b)
dfs(c)
dfs(b) ya fue visitado
++k k=1
cpost = k c.post =1
dfs(d)
dfs(c) ya fue visitado
dfs(e)
dfs(c) ya fue visitado
++k k=2
e.post=k e.post=2
dfs(f)
dfs(c) ya fue visitado
++k k=3
fpost=k f.post=3
++k k=4
d.post =k d.post =4
++k k=5
b.post =k b.post=5
dfs(d) ya fue visitado
++k k=6
appost=k appost=6

Algoritmo de Bosques de arboles de profundidad
En algunas ocaciones dado un nodo inicial, este no recorre por completo el grafo. En ese caso para hacer un marcado correcto de
todos los nodos en postorden se hace uso del algoritmo dfsForest. Este se encarga de inicial el algoritmo dfs en cada uno de los
nodos que no hayan sido visitados.

public void dfsForest()

{
k=0;
int u;
for(u=0; u<MAX; ut+)
G[u] .marca = NOVISITADO;
for(u =0; u<MAX; u++)
if(G[u].marca == NOVISITADO)
dfs(u);
}

Busqueda de ciclos en Grafos dirigidos

Durante la bisqueda en profundidad de un grafo dirigido G, podemos asignar un nimero en postorden para todos los nodos en
tiempo O(m), donde m es el nimero de conexiones. Podemos notar que si tenemos un arco u->v, el algoritmo de postorden
asignard un valor j al nodo v y j+1 al nodo u. Asf que una vez marcados los nodos en postorden, cuando volvamos a recorrer el
grafo ypasemos de un nodo con nimero en postorden menor a uno con nimero en postorden mayor estaremos regresando por
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ciclico. Con un solo ciclo en el grafo, consideraremos ciclico al mismo. A continuacién se muestra el cédigo correspondiente
para esta prueba. Note que el algoritmo comienza por marcar los nodos en postorden para posteriormente hacer un nuevo
recorrido. Cualquier condicion donde un nodo sucesor tenga en la variable postorder mayor que su antecesor hara que se regrese
un falso.

public boolean pruebaAciclica()

{
celda p;
int u, v;

dfsForest();

for(u=0; u<MAX; ut+)
{

p = G[u].sucesores.inicio;

while (p != null) {
v = (int) p.valor(p.elemento[0]);
if (G[u].postorder <= G[v].postorder)
return false;
p = p.siguiente;
}
}

return true;

Ejemplo

Determinar si el siguiente grafo es ciclico (ver ejemplo01 en Grafo.java)

=2

Dado a como nodo de inicio hacemos el marcado en postorden

{Nombre = a, marca = true, postorder =6} ->[b[1.0] ->[d | 1.0] ->

{Nombre = b, marca = true, postorder =5} ->[c1.0] ->[d | 1.0] ->

{Nombre = ¢, marca = true, postorder = 1} ->[b [ 1.0] ->

{Nombre = d, marca = true, postorder =4} ->[c|1.0] ->[e | 1.0] > [f]1.0] ->
{Nombre = e, marca = true, postorder =2} ->[c | 1.0] ->

{Nombre = f, marca = true, postorder = 3} ->[c | 1.0] ->
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Podemos ver del marcado que si elegimos el nodo ¢ con postorden 1, es decir la profundidad mas baja, el sucesor de este es b con
un postorden 5. Esta condicion es una contradiccion dado que un sucesor debe tener una profundidar menor y el grafo es ciclico.

Ejemplo

Probar si el siguiente grafo es ciclico (ver ejemplo03 en Grafo.java)

VAVA
VAV

El recorrido en postorden arroja la siguiente numeracion

{Nombre = v1, marca = true, postorder = 7} -> [v212.0] -> [v4 | 1.0] ->

{Nombre = v2, marca = true, postorder = 6} -> [v4 |1 3.0] > [v5110.0] ->

{Nombre = v3, marca = true, postorder = 2} -> [v1 14.0] -> [v6 | 5.0] ->

{Nombre = v4, marca = true, postorder = 5} -> [v312.0] -> [v512.0] > [v618.0] > [v714.0] >
{Nombre = v5, marca = true, postorder =4} -> [v7 | 6.0] ->

{Nombre = v6, marca = true, postorder = 1} ->

{Nombre = v7, marca = true, postorder = 3} -> [v6 | 1.0] ->

v6

Si tomamos el nodo v3 con postorden 5 podemos ver que su sucesor es el nodo vl con un postorden 7 por lo tanto el grafo es
ciclico y una de las ruta para ciclicas es v1->v4->v3->v1

5.5 Algoritmo de Dijkstra para encontrar la ruta mas corta

El algoritmo de Dijkstra asignara unos valores de distancia inicial y asignara paso por paso las distancia de acuerdo a
como visite todos los nodos del grafo, haciendo uso de los pasos siguientes.

1.- Asignar a cada nodo un valor de distancia. Poner en cero para el nodo inicial y infinito para los otros nodos.

2.- Marcar todos los nodos como no visitados

3.- Para el nodo corriente v, considere todos los vecinos no visitados [ul, u2, u3, ..., un] y calcule la distancia desde el nodo
inicial. Por ejemplo si el nodo corriente v tiene distancia de 6 y una arista que lo conecta con un nodo u es 2, la distancia
de u avserd 6+2 = 8. Sila distancia es menor que la distancia almacenada previamente (infinito al comienzo y cero para
el nodo inicial), cambiar la distancia almacenada.

4.- Cuando todos los vecinos del nodo corriente son visitados, marcarlo como visitado.

5.- Poner el nodo no visitado con la distancia mas pequefia como en nodo corriente y repita a partir de lo paso 3.

Para la implementacién en Java para este algoritmo, se utilizo un Heap binario para implementar la cola de prioridad y el algo-
ritmo es:
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public int [] Distancia mas_corta() {
int i, 1=0;
int potNodes[] = new int[MAX+1];
int ruta[] = new int [MAX];

Dijkstra(potNodes, ruta, 1, 0);

return ruta;

}

private void Dijkstra(int P[], int ruta[], int pLast, int inicial) {
int u, v;

celda ps;
plLast = initialize(P, pLast, inicial);
Imprime Cola(P, pLast);
while(pLast>1) {
v = P[1l];

swap(l, pLast, P);
--pLast;
bubbleDown(1l, P, pLast);
ps = G[v].sucesores.inicio;
while(ps != null) {
u = (int) varios.valor(ps.elemento[0]);
if(G[u].dist > G[v].dist + (double) varios.valor(ps.elemento[l])) {
G[u].dist = G[v].dist + (double) varios.valor(ps.elemento[l]);
rutafu] = v;
bubbleUp(G[u].toPOT, P);

}
ps = ps.siguiente;
}
Imprime Cola(P, pLast);
}
}
Ejemplo 1

Para el siguiente grafo calcular la distancia minima del nodo v1 a todos los demas. (ver ejemplo03 en Grafo.java)
v5
v2 3. .

vl

v7

8- S v6
v3

y

v4

+

A
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i M
)
Nodo Vis Dist ant
vl v 0 vl
v2 \Y 2 vl
v3 v 3 v4
’ 6,6.0
{ va v 1 y1 |* ([V6s6-0] )}
v5 v 3 v4
v6 F 6 v7
v7 v 5 v4

Ejemplo2
Para el grafo mostrado en el figura calcular la distancia minima a todos los nodos suponiendo como inicial el nodo a. (ver
ejemplo01 en Grafo.java)

/ |
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4

Nodo Vis Dist ant [a,0.0]
a F 0 a [b,OO]
b F Inf - [c,00]
{ c F Inf - ’ [d, 00] }
d F Inf - le,00]
e F Inf - !
£ F Inf - [£,00]

5.6 Algoritmo de Prims para calcular arboles de expancién minima

El algoritmo de Prims se utiliza para calcular el arbol de expansién de un grafo. El grafo debe ser un grafo no dirigido ya
que de otra manera no es posible construir el arbol de expansién minima. El algoritmo es

1. Dada un grafo conexo pesado con vértices V y aristas E

2. Inicialice una cola de prioridad con Vnew = {x}, donde x es un nodo arbitrario (punto inicial) de V, Enew = {}

3. Repetir mientras en la cola existan elementos Vnew = V:
o Seleccionar una arista (u,v) con pesos inicial tal que u esta en V y tenga el menor costo y v no esta en Vnew.
o Adicionar vaVnewy (u,v)aEnew

4. salida: Vnew y Enew que describe e arbol de expansion minima.

Ejemplo
Para el grafo mostrado en la siguiente figura calcular el arbol de expansién minima. (ver ejemplo 4 en Grafo.java)

VA
VAV




4

Nodo Vis Dist ant

[v1,0.0]
vl F 0 vl

[v2,00]
v2 F Inf -

[v3,00]
v3 F Inf -

{ ;| Iva,00) |}
v4 F Inf - [v5,00]
v5 F Inf -

[v6,00]
v6 F Inf -

[v7,00]
v7 F Inf -

El 4rbol de expansion minima resultante es:

v2

)

vd —— 44— V7

.
/ \\

Ejemplo

Considere el ejemplo de las islas Hawaianas
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Honolulu Kona —H4-—— Hilo

13—
Pearl City
N . 48.
Maili 12.

Kaneohe

/29/
Kamuela
N

‘Wahiawa /
\28\

Laie

Lahaina Hana

e

Kahului

Keokea

El 4rbol de expansion minima considerando como inicio Laie es

0.- Laie dist 0.0 ant Laie

1.- Maili dist 15.0 ant Wahiawa

2.- Wahiawa dist 12.0 ant Pearl City
3.- Kaneohe dist 24.0 ant Laie

4 - Pearl City dist 13.0 ant Honolulu
5.- Honolulu dist 11.0 ant Kaneohe
6.- Kahului dist 22.0 ant Lahaina
7.- Lahaina No hay conexion

8.- Keokea dist 16.0 ant Kahului

9.- Hana dist 60.0 ant Kahului

10.- Kamuela dist 31.0 ant Kona
11.- Kona No hay conexion

12.- Hilo dist 45.0 ant Kamuela

Lahaina Hana

n e

Kahului

Keokea
Maili —5- Wahiawa 42. Pearl City 43 Honolulu - Kaneohe 24— Laie

Hilo —45- Kamuela 31— Kona
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Ejemplo del algoritmo Para calcular el arbol de expancién minima

number of points m 20
P J
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Tareas

| 6.1 Tarea

a) Implementar el cédigo en Java para resolver el problema de las Torres de Hanoi.

b) Implementar un c6digo recursivo para elevar un niimero de punto flotante a una potencia entera.

I 6.2 Tarea

a) Probar por induccién la formula cerrada para realizar la suma de cubos
3 _ NY(V+D)?

YN) = 3 i = S

b) Escribir la funcién recursiva correspondiente en JAVA

¢) Escribir un programa rescursivo que permita imprimir los nimeros del 1 al 10 en orden ascendente y en orden desendente.

| 6.3 Tarea

a) Mostrar por induccién que la recusién generada por el algoritmo de Merge Sort es equivalente a la formula cerrada

b) Para una lista A={5,7,0,3,10,20,1,15} hacer la simulacién de ordenamiento utilizando los algorimos de Burbuja, Selection Sort
y Merge Sort.

| 6.4 Tarea

Agregar un método denominado promedio a la clase Lista. Este método calculard el promedio de los datos almacenados en una
lista. Para llamar a este método haremos :

Lista a = new Lista()

a.inserta(..)

System.out.prinln(a.promedio())
Probar la ejecuciéon del método con los numeros {1, 3, 6, 10, 11,21, 15, 16}

| 6.5 Tarea

a) Implementar el algoritmo de SelectionSort Recursivo utilizando el modelo de listas ligada.
b) Generar conjuntos de nimeros enteros aleatoreos de tamafio 10000, 20000, 30000, 40000, 50000, ... 100000 e insertarlos en
una lista ligada. Ordenarlos utilizando los métodos de SelectionSort y el método de MergeSort para listas. Graficar el tiempo que
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se tarda cada método y graficar el tamafio del conjunto contra el tiempo que tarda en ordenarlos cada uno de los métodos. Utilice
el método System.nanoTime() para medir el tiempo que tarda en ordenar cada uno de los métodos.

6.6 Tarea

1.-Mostrar por induccén que la siguiente expresion es valida

. l_unH
7 I —
Toal=
Tiyai =

2.- Escribir una funcién recursiva que permita hacer la evaluacién de la expresion del problema 1.

3.- Considere una lista ligada que contenga almacenados datos genéricos en forma de objetos. Escribir una funcion que se llame
dato_en que recibe como argumento el nimero consecutivo correspondiente a la celda y regrese los valores almacenados en esta.
Este niimero consecutivo serd O para la celda inicial, 1 para la segunda, 2 para la tercera y asi sucesivamente hasta llegar al final
de la lista. Asi por ejemplos si tenemos la lista L => [Juan]->[Luis]->[Inés]->[Karla]->; el llamado de la funcién L.dato_en(3)
regresard el nombre de Karla, L.dato_en(0) regresara Juan y L.dato_en(N) con N> 3 regresard nulo. ;Cual es la complejidad del
algoritmo?

6.7 Tarea

. (o 345 (32
1. Dada la expresion matemaética s at . )

, hacer la simulacién de evalucién en una pila y mostrar la ejecucion del codigo

java correspondiente.

2. Dado el conjunto de datos {a, c, e, g, h} insertar estos datos en una pila y en una cola. Mostrar en la ejecucién el orden en que
entran y salen de cada una de la esructuras.

3. Dada las cadena Adalberto y Alberto determinar la LCS utilizando programacién dindmica. Mostrar la ejecucién del cddigo
Java correspondiente.

6.8 Tarea

1.- Dados los conjuntos A = {a, f, e, b} y B = {a, z w, x} hacer un constructor que reciba un arreglo de objetos e inserte los
mismos en el modelo de conjunto.
2.- Hacer la corrida correspondiente para realizar la union de los conjuntos A y B

6.9 Tarea

Utilizando las funciones creadas en la clase conjunto comprobar que las propiedades (a-n) son validas. Para ello se deberan de
generar conjuntos aleatorios utilizando el método correspondiente y checar la igualdad de cada una de las expresiones.

6.10 Tarea

Utilizando el concepto de herencia escribir el cédigo para crear una tabla hash que permita almacenar las nombres de personas en
orden alfabetico de acuerdo a la primer letra. El c6digo debe ser insencible a minusculas y mayusculas. Entregar el codigo de la
clase donde se presenten los cambios necesarios para tal efecto.

6.11 Tarea

Hacer la implentacion de la operaciones Suma, Resta, Multiplicacion, Inversa y Transpuesta para una matriz disperza. En este
caso utilizar la clase matriz e implementar los métodos mensionados.

6.12 Tarea

En un arbol definiremos el nivel como el parentesco que los hijos tengan respecto al padre. Asi el nodo raiz tendra el nivel cero,
los hijos de raiz tendrdn nivel 1, los nietos de raiz tendrdn nivel 2 y asi sucesivamente. Escribir un método dento de la clase
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Arbol;Binario que permita calcular el nivel del arbol

6.13Tarea

Dado un arbol binario y un arbol AVL insertar nimeros enteros en orden ascendente como 1, 2, 3,4, 5, ..., N-2, N-1, N. Con
diferentes Valores de N hacer una tabla que contnga la siguiente informacion referente al tiempo de busqueda en un arbol
binario y en un AVL.

Numeros Tiempo de Busqueda Tiempo de Bisqueda
en Arbol Binario en Arbol AV1

1-10 ) O
1-100 m| O
1-1000 ) O
1-10000 | O
1-10"5 O O
1-10"6 | O

Graficar los tiempos calculados y discutir acerda de las graficas calculadas.

6.14 Tarea

1. Dado los datos A= [] que representan un Heap binomial, hacer la simulacién ordenamiento de dibujando los arboles y borrado
de el mayor de los elementos
2. Utilizando la clase grafo crear el grafo correspondiente.

6.15 Tarea

En Teoria de Grafos, el algoritmo de busqueda a lo ancho (BFS pos sus siglas en ingles Breaadth-first search) es un algoritmo de
bisqueda que comienza en el nodo raiz, para continuar con los nodos nodos vecinos {vl1, v2, ... vn} al nodo raiz. Entonces para
cada uno de estos nodos cercanos vk, repite el procedimiento y asi sucesivamente, hasta encontrar la meta. El algoritmo es:
1. Encolar el nodo raiz o inicio.
2. Desencolar un nodo y marcarlo como visitado

Si el elemento buscado esta en el nodo, detener la busqueda y regresar el resultado

Si no encolar los sucesores que no han sido visitados
3. Repetir 2 mientras exista algun elemento en la cola
Hacer la implementacion de este algoritmo y crear un método llamado BFS que reciva un nodo inicial o raiz y marque en la
variable postorden, el orden de visita. ;Que sucede si en lugar de utilizar una cola se utiliza una pila?.



