CAPITULO

14

Grafos y caminos

ste capitulo estudia los grafos y muestra como resolver un problema concre-

to de gran interés, denominado cdlculo de caminos minimos. Este es un pro-

blema fundamental en computacién ya que muchas aplicaciones interesan-
tes pueden modelarse mediante un grafo. Ejemplos de célculo del camino minimo
son: calcular la ruta mds rdpida en un transporte, o dirigir el correo electronico a
través de una red de computadores. Este capitulo estudia diversas variantes del
problema que dependen de c6mo interpretemos el significado de «minimo» y la
clase de propiedades que tengan los grafos. Los problemas de buisqueda del cami-
no minimo son interesantes porque, aunque los algoritmos son sencillos, también
son lentos con grafos de gran tamafio a menos que se tenga cuidado con las estruc-
turas de datos elegidas.

En este capitulo veremos:

e Definiciones formales de grafo y de sus componentes.

e Las estructuras de datos utilizadas para representar un grafo.

e Algoritmos para resolver diversas variantes del problema del camino mini-
mo, dando implementaciones completas en Java.

14.1 Definiciones

Un grafo G = (V, E) estd formado por un conjunto de vértices, V, y un conjunto de
aristas, E. Cada arista es un par (v, w), donde v, w € V. En ocasiones los vértices se
denominan nodos, y las aristas arcos. Si los pares que definen las aristas estdn or-
denados, se dice que el grafo es dirigido. Los grafos dirigidos se denominan en
ocasiones digrafos. En un digrafo, el vértice w es adyacente al vértice v si 'y s6lo si
(v, w) € E. Algunas veces las aristas tienen una tercera componente, denominada
peso o coste. En este capitulo todos los grafos que consideramos serdn dirigidos.
El grafo de la Figura 14.1 tiene los siguientes 7 vértices:

V = {Vg, Vi, Vo, V3, V4, V5, Vg}
y 12 aristas:

(V(), Vl’ 2)’ (V()’ V33 l)’ (Vl9 VS! 3)’ (Vl, V4v 10)
(V3, V4s 2)9 (V3a Vﬁa 4)’ (V37 VS, 8), (v37 V27 2)
(V25 VO’ 4)9 (Vza VS, 5)’ (V4’ V6’ 6)’ (V()v _V59 1)

E =

Un grafo esta
formado por un
conjunto de vértices
y un conjunto de
aristas que conectan
los vértices. Silas
aristas son pares
ordenados, el grafo
es dirigido.

w es adyacente a v
si hay una arista de v
aw.



Grafos y caminos

Un camino es una
secuencia de
vértices conectados
entre si por aristas.

Un ciclo en un grafo
dirigido es un
camino que
empieza y termina
en un mismo vértice
y que contiene, al
menos, una arista.

Los vértices adyacentes a V3 son: V,, V4, Vs, Vi En este grafo |V|=7 y
|E|=12, donde |S| representa el cardinal de S.

Un camino en un grafo es una secuencia de vértices wy, ws, ..., wy tal que
(w;, wi+1) € Eparal <i < N. La longitud de dicho camino es el nimero de aris-
tas en el camino, es decir, N — 1. Esta longitud se denomina longitud del camino
sin pesos. La longitud del camino con pesos es la suma de los costes de las aristas
en el camino. Por ejemplo, V), V3, Vs es un camino desde el vértice V) al Vs. La
longitud del camino es dos aristas, y la longitud del camino con pesos es 9 (éste es
el camino mas corto de Vi a Vs). Sin embargo, si el coste es importante, el camino
con pesos mas corto entre estos vértices tiene coste 6 y es Vy, Vi, Vg, Vs. Conside-
ramos en particular caminos de un vértice a €l mismo. Cuando un camino tal no
contiene aristas, su longitud es O; €sta es la forma mas conveniente de tratar este
caso especial. Un camino simple es un camino en el que todos los vértices son dis-
tintos, excepto en lo que refiere al primero y al dltimo, que si pueden ser iguales.

Un ciclo en un grafo dirigido es un camino de longitud al menos 1 que cumple
wy = wy; este ciclo es simple si el camino lo es. Un grafo dirigido aciclico, a ve-
ces referenciado por su abreviatura, GDA, es un grafo dirigido sin ciclos.

Un ejemplo de la vida real que puede modelarse mediante un grafo es un siste-
ma de aeropuertos. Cada aeropuerto es un vértice. Dos vértices estan conectados
por una arista si hay un vuelo sin paradas entre los correspondientes aeropuertos.
La arista puede tener un coste, representando el tiempo, la distancia o el coste del
vuelo. Generalmente, la existencia de una arista (v, w) implicard la existencia de la
arista (w, v). Pero es razonable suponer que el coste de estas aristas podria ser di-
ferente, ya que volar en sentido diferente podria llevar mds tiempo (dependiendo
de los vientos dominantes) o costar mas (dependiendo de las tarifas locales). Un
problema natural que nos gustaria resolver con cierta celeridad es el de determinar
el mejor vuelo entre dos aeropuertos, donde «mejor» podria significar el camino
con menor ndmero de aristas, o podria entenderse con respecto a alguna de las me-
didas de peso (distancia, coste, etc.).

Un segundo ejemplo de la vida real que podemos modelar con un grafo es el
envio de mensajes de correo electrénico a través de una red de computadores. Los
vértices representarian computadores, las aristas enlaces entre pares de computa-
dores y el coste de cada arista seria el coste de la comunicacion (pasos de teléfono
por megabyte), coste de retraso (segundos por megabyte), o combinaciones de és-
tos y otros factores.

En la mayoria de los grafos, hay como mucho una arista entre un vértice v y
otro w (esto incluye el caso en el que hay una arista en cada direccién). En conse-
cuencia, |E| < |V[. Cuando la mayoria de los vértices estan presentes, tenemos
|E| = ®(|V|2), y el grafo se denomina denso (pues tiene un gran nimero de aristas).

En la mayoria de las aplicaciones, los grafos son dispersos en vez de densos.
Por ejemplo, en el modelo de los vuelos, no esperamos que haya vuelos directos
entre cada par de aeropuertos. Por el contrario, se dara el caso en el que algunos
pocos aeropuertos estdn muy bien conectados y el resto tiene relativamente pocos
vuelos. De la misma forma, en un sistema complejo de transporte de multitudes
que involucre trenes y autobuses, desde una estacion se pueden alcanzar directa-
mente, lo que estard representado por una arista, s6lo unas pocas estaciones. Tam-
bién, en una red de computadores, la mayoria de los computadores estdn conecta-
das a unos pocos computadores locales. Por tanto, en la mayoria de los casos, el
grafo es relativamente disperso, teniéndose |E| = O(|V|), o quizds algo mds (no



hay una definicion estandar de disperso). Por tanto, es particularmente importante
que los algoritmos que desarrollemos sean eficientes para grafos dispersos.

14.1.1 Representacion

La primera cuestion a considerar es como se representa un grafo internamente. Su-
pongamos que los vértices se numeran de forma secuencial empezando en 0, como
sugiere el grafo de la Figura 14.1. Una forma sencilla de representar un grafo es
utilizar una matriz bidimensional. Esta representacion se denomina matriz de
adyacencia. Para cada arista (v, w), a[v] [w] representa el coste de la arista; las
aristas inexistentes se pueden representar mediante un INFINITO logico. La ini-
cializacion del grafo parece requerir que la matriz de adyacencia completa se ini-
cialice a INFINITO y, después, para cada arista se actualice la entrada apropiada
de la matriz. En este marco, la inicializacion conllevaria un tiempo O(|V|2). Aun-
que es posible evitar el tiempo cuadradtico de inicializacién (véase Ejercicio 14.3),
el coste en espacio serd atn O(|V?), que resulta razonable para grafos densos pero
es totalmente inaceptable para grafos dispersos.

Para grafos dispersos, una representacion mejor es la suministrada por las lis-
tas de adyacencia. Para cada vértice, se mantiene una lista enlazada de todos sus
vértices adyacentes. La representacion mediante listas de adyacencia del grafo de
la Figura 14.1 se muestra en la Figura 14.2. Ya que cada arista aparece en un nodo
de una lista, el nimero de nodos en las listas es exactamente igual al nimero de
aristas. En consecuencia, se utiliza un espacio O(|E|) para almacenar los nodos. Ya
que tenemos |V| listas, también se necesita un espacio adicional O(]V|). Si asu-
mimos que todo vértice estd en alguna arista, el nimero de aristas es, al menos,
[1V1]/2], por lo que se puede descartar todo término O(|V|) cuando esta presente un
término O(|E|). Por consiguiente, decimos que el espacio necesario es O(|E]), o li-
neal con respecto al tamaiio del grafo.

Las listas de adyacencia pueden construirse en tiempo lineal a partir de la lista
de aristas. Partimos de todas las listas vacias, y cuando nos encontramos con una
arista (v, w, ¢,_,,), anadimos a la lista de adyacencia de v una entrada formada por w
y el coste ¢, ,,. La insercion puede realizarse en cualquier punto de la lista, pero re-
sultaria especialmente conveniente hacerlo al principio de la lista, para asi garanti-
zar tiempo constante. De esta forma cada arista puede insertarse en tiempo constan-
te, por lo que la estructura de listas de adyacencia puede construirse en tiempo
lineal. Observe que cuando insertamos una arista no comprobamos si ya esta presen-
te. Esto no puede hacerse en tiempo constante (si utilizamos una lista enlazada sin
mads), y la comprobacion acabaria con la cota lineal en tiempo de la construccion.

Grafo dirigido.

Figura 14.1
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Una matriz de
adyacencia
representa un grafo
utilizando un espacio
cuadrdtico.

Mediante listas de
adyacencia se
representa un grafo
utilizando un espacio
lineal.

Las listas de
adyacencia pueden
construirse en
tiempo lineal a partir
de la lista de aristas.
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Se puede utilizar un
diccionario para
convertir nombres
de vértices en
ndameros internos.

0| 12 > 3() ——__

1| 400 > 303) —_

2] 04 > 5(5) —_

31 42 > 6(4) > 5(8) > 2(2) =
41 606) ——

e (I

61 S ——m

Figura 14.2 Representacion con listas de adyacencia del grafo de la Figura 14.1;
los nodos en la lista i representan los vértices adyacentes a iy el coste
de la arista correspondiente.

En cualquier caso, esto no tiene gran importancia, pues la mayoria de los algorit-
mos que funcionan con grafos seguiran funcionando con multigrafos en los que
hay dos o mds aristas de diferentes costes conectando un par de vértices, aunque
en algin caso habria que tomar ciertas precauciones al respecto.

En la mayoria de las aplicaciones de la vida real los vértices tienen nombres,
en vez de estar denotados por nimeros consecutivos. En tal caso necesitamos pro-
porcionar una forma de transformar dichos nombres en numeros. La forma mads fa-
cil de hacer esto es proporcionar un diccionario en el que se asigna a cada nombre
de vértice un nimero interno en el rango de 0 a |[V| — 1 (el nimero de vértices se
determina al ir ejecutando el programa). Los nimeros internos se van asignando
segun se va leyendo el grafo. El primer nimero asignado es el cero. Cada vez que
se introduce una arista, comprobamos si se le ha asignado nimero a cada uno de
los dos vértices, viendo si estdn en el diccionario. Si es asi, utilizamos el ndmero
interno. En otro caso, asignamos al vértice el siguiente nimero disponible e inserta-
mos en el diccionario el nombre del vértice junto al nimero. Con esta transforma-
cion, todos los algoritmos sobre grafos utilizardn solamente los nimeros internos.

Ocasionalmente, necesitaremos mostrar el nombre real del vértice y no el nu-
mero interno, por lo que deberemos guardar, para cada nimero interno, el corres-
pondiente nombre de vértice. Una forma de hacer esto es guardar una cadena de
caracteres para cada vértice. Esta técnica se utilizard mds adelante en el capitulo
para implementar la clase Grafo. Esta clase y los algoritmos de busqueda de ca-
mino minimo requieren varias estructuras de datos: listas enlazadas, colas, tablas
hash y colas de prioridad. Las colas y colas de prioridad se utilizan en varios cal-
culos de caminos minimos. Las listas enlazadas y tablas hash se utilizan para re-
presentar el grafo. En particular, una tabla hash implementa el diccionario.

Antes de mostrar el esqueleto de la clase Grafo, examinemos la Figura 14.3,
que muestra como sera representado nuestro grafo. Como indica la tabla Entra-
da, el usuario proporciona una lista.de aristas, una por linea. Al ir a ejecutar el



dist ant nombre ady

D C 10 0 66 4
A B 12
O OB s 1 76 0
A D 87
-1
E D 43 2 0
B E 11 3 12 2
c A 19
4 23 3
Entrada

Tabla del grafo

D (0) E (4)
B3) ¢y
A (2)

Representacion visual del grafo

Diccionario

Figura 14.3 Estructuras de datos utilizadas en el cdlculo de los caminos minimos,
con un grafo de enfrada ftomado de un fichero. El camino con pesos
mds corto desde A hasta C es (A, B, E, D, C), cuyo coste es 76.

algoritmo no conocemos los nombres de ningtin vértice, ni cudntos vértices hay, ni
cudntas aristas. Utilizamos dos estructuras de datos para representar el grafo: un
diccionario y una tabla. Mantener un diccionario nos permitird determinar el nu-
mero interno de cada vértice. Por ejemplo, ya que D es el primer vértice en el fi-
chero de entrada, le sera asignado el nimero 0. C es el segundo vértice en el fiche-
ro de entrada, por lo que se le asignard el nimero 1. La otra estructura de datos es
una gran tabla que almacena informacion sobre todos los vértices. Como es evi-
dente a partir de la Figura 14.3, la Tabla del grafo mantiene cuatro informaciones
por cada vértice:

e dist: la longitud del camino mds corto (con peso o sin peso, dependiendo
del algoritmo) desde el vértice de comienzo hasta este vértice. Este valor es
calculado por el algoritmo de busqueda del camino minimo.

e ant: el vértice anterior en el camino mds corto a este vértice.

e nombre: el nombre correspondiente a este vértice. Se fija cuando el vértice
se coloca en el diccionario y no cambiard nunca. Ninguno de los algoritmos
de bisqueda del camino minimo lo utilizard. Sélo se utiliza al imprimir el
camino final.

e ady: una lista de vértices adyacentes. Se crea al leer el grafo. Ninguno de
los algoritmos de biisqueda del camino minimo modificard dichas listas.

Para ser mas especificos, en la Figura 14.3 los elementos sombreados no seran
modificados por ninguno de los cdlculos del algoritmo de camino minimo. Estos
elementos representan el grafo de entrada y no cambiardn a menos que cambie el
grafo (quizds por la posterior incorporacién o eliminacién de aristas). Los elemen-
tos que no estdn sombreados serdn computados por los algoritmos de busqueda del
camino minimo. Antes del célculo, podemos suponer que estdn sin inicializar.
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Grafos y caminos

Todos los algoritmos
que estudiaremos
corresponden a un
unico origen.
Calculan los
caminos mdas cortos
desde un punto de
origen hasta todos
los vértices. El
campo ant puede
utilizarse para
construir cada
camino minimo.

Los elementos en la
lista de adyacencia
consisten en el
ndmero interno del
vértice adyacente y
el coste de la arista.
Cada entrada de la
tabla del grafo es de
fipo Vertice.

Los algoritmos de biisqueda del camino minimo que estudiaremos correspon-
den a un #unico origen. Es decir, todos suponen un punto de origen y calculan los
caminos minimos desde este punto a todos los demds vértices. En este ejemplo, el
punto de comienzo serd A, que, de acuerdo con el diccionario, tiene como nimero
interno 2. Observe como el algoritmo declara que el camino més corto hasta A va-
le 0. El campo ant nos permite imprimir el camino, y no sélo su longitud. Por
ejemplo, la tabla indica que el camino mas corto desde el vértice origen a C (con
namero interno 1) tiene un coste total de 76. Obviamente, el altimo vértice del ca-
mino es C. El vértice en el camino que estd antes de C es el vértice 0, o sea D.
Antes de D estd el vértice 4, que es el E. Antes del E estd el vértice 3, es decir, B.
Y antes de B esta el vértice 2, es decir, A, que es el origen. Retrocediendo con el
campo ant vamos construyendo el camino minimo. Aunque esta traza nos da el
camino en orden inverso, es sencillo invertirlo. El resto de esta seccion describe
como se construye la parte sombreada de la tabla del grafo y presenta el método
que imprime un camino minimo, asumiendo que ya se han calculado los campos
dist y ant. Los algoritmos para rellenar los caminos minimos se discutirdn uno a
uno mas adelante.

La Figura 14.4 muestra el elemento basico que se coloca en las listas de adya-
cencia: un ndimero interno de vértice y el coste de la correspondiente arista. Asu-
mimos que la clase Grafo utiliza un valor de tipo String para el nombre del vér-
tice y un valor de tipo int para el coste de la arista. La clase Vertice se muestra
en la Figura 14.5. Se proporciona un campo adicional denominado extra, que tie-
ne diferentes usos segun el algoritmo. Todos los demds elementos siguen la des-
cripcion anterior. El unico método es el constructor que inicializa la lista enlazada.

Ya estamos preparados para examinar el esqueleto de la clase Grafo. Su parte
publica se muestra en la Figura 14.6 y su parte privada en la Figura 14.7. En las
lineas de la 33 a la 35 se declaran algunas constantes. La linea 35 almacena el va-
lor de INFINTTO (dividimos por 3 para que INFINITO + INFINITO no esté fuera
de rango). A continuacién vienen los atributos.

dicVertices almacena el diccionario. Implementamos el diccionario utili-
zando una tabla hash que almacena un ElementoHash que contiene el nombre de
un vértice y su nimero, pero en la que se busca basdndonos en el nombre del vér-

1 /x*

2 * Esta clase representa el elemento basico

3 * de las listas de adyacencia.

4 */

5 class Arista

6 {

7 // El primer vértice estd implicito
8 public int dest; // Segundo vértice de la arista
9 public int coste; // Coste de la arista

10

11 public Arista( int d, int c )

12 {

13 dest =4d;

14 coste=c;

15 }

16

Figura 14.4 El elemento basico almogencdo en una lista de adyacencia.
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] J*x
2 * Esta clase representa el elemento basico
3 * almacenado para un vértice.
4 */
5 class Vertice
6 ({
, 7 String nombre; // El nombre real
8 Lista ady; // La lista de adyacencia
9
10 int dist; // Coste (después de ejecutar el algoritmo)
11 int ant; // Vértice anterior en el camino minimo
12 int extra; // Variable extra usada por los algoritmos
13
14 Vertice( String nom )
15 {
16 nombre =nom; // Nombre compartido en tabla hash
17 ady =new ListaEnlazada( ); // Nueva lista
18 }
19 3

Figura 14.5 La clase Vertice almacena informacion de cada vértice.

import EstructurasDatos.*;

import Soporte.*; import Soporte.Comparable;
import Excepciones.?*;

import java.util.StringTokenizer;

import java.io.*;

// Clase Grafo: calcula caminos minimos
/7
// CONSTRUCCION: sin inicializador

10 //
11 /] KEF KKKk KKKk xkkkx*x * QPERACIONES PﬁBLICAS**********************
12 // void insArista( String orig, String dest, int coste )

VONOCCTRARWN—

13 // --> Inserta arista adicional
14 // boolean procesarPeticion( BufferedReader in )
15 // --> Ejecuta varios alg. camino minimo

16 // ***********************ERRORES****************************7\'*

17 // Se hace alguna comprobacidén de errores sobre si el grafo
18 // es correcto, los parametros de procesarPeticion son

19 // vértices, y para estar seguros de que el grafo cumple las
20 // propiedades requeridas por cada algoritmo

21

22 Jx*

23 * Clase Grafo: calcula caminos minimos.

24 */

25 public class Grafo

26 |

27 public Grafo( )

28 { /* Figura 14.8 */ }

29 public void insArista( String orig, String dest, int coste )
30 { /* Figura 14.12 */ }

31 public boolean procesarPeticion ( BufferedReader in )
32 { /* Figura 14.16 */ }

Figura 14.6 Esqueleto de la clase Grafo (parte 1: la parte pﬂbliéo).
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El diccionario se
implementa
utilizando una tabla
hash.

33 private static final int TAMANYO_ TABLA_INI = 50;

34 private static final int VERTICE_NULO = -1;

35 private static final int INFINITO = 2147483647 / 3;
36

a7 private TablaHash dicVertices; // Almacena numeros internos
38 private Vertice [ ] tabla; // El vector tabla

39 private int numVertices; // Numero actual de vértices
40

41 private void duplicarVectorTabla( )

42 { /* muy usual, no mostrado */ }

43 private int insNodo( String nombreVertice )

44 { /* Figura 14.10 */ }

45 private void insAristalInterna( int orig, int dest, int coste)
46 { /* Figura 14.11 */ }

47 private void limpiarDatos( )

48 { /* Figura 14.13 */ }

49

50 // Varios algoritmos de caminos minimos que

51 // requieren un numero interno para empezar

52 private void sinPesos( int nodoOrig )

53 { /* Figura 14.24 */ }

54 private boolean dijkstra( int nodoOrig )

55 { /* Figura 14.29 */ }

56 private boolean negativos( int nodoOrig )

57 { /* Figura 14.31 */ }

58 private boolean aciclico( int nodoOrig )

59 { /* Figura 14.34 */ }

60

Figura 14.7 Esqueleto de la clase Grafo (parte 2: la parte privada).

tice. Esto se discutira brevemente al estudiar la implementacion. La linea 38
es la tabla del grafo, tabla. El nimero de vértices en la tabla se almacena en
numVertices (linea 39). El resto de la clase proporciona métodos para realizar la
inicializacién, anadir vértices, imprimir el camino mas corto y realizar varios cal-
culos de caminos minimos. Cada rutina se discute al estudiar su implementacion.

Lo primero es el constructor. La Figura 14.8 muestra que el constructor inicia-
liza el nimero de vértices a 0 y construye la tabla. Se crea un diccionario vacio.

Para implementar el diccionario, declaramos una clase denominada ElementoHash
que almacenara el nombre del vértice, nombre, y su nimero interno, rango. La
igualdad y la funcion hash se realizan solamente a partir del campo nombre. Las
implementaciones se muestran en la Figura 14.9.

'| /**

2 * Constructor.

3 */

4 public Grafo( )

5 {

6 numVertices = 0;

7 tabla = new Vertice[ TAMANYO_ TABLA_ INI ];
8 dicVertices = new TablaExploracionCuadratica( );
9

}

Figura 14.8 Constructor de la clase Grafd.
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* Esta clase representa la entrada basica

* en el diccionario de vértices.

* Implementa el interfaz Hashable proporcionando
las funciones hash y equals.

NVoONOCCOBARWN —
*

&

class ElementoHash implements Hashable

{

public String nombre; // El nombre real

10 public int rango; // El numero asignado
11
12 public ElementoHash( )
13 { this( null ); }
14
15 public ElementoHash{( String nom )
16 { nombre =nom; }
17
18 public int hash( int tamanyoTabla )
19 { return TablaExploracionCuadratica.hash( nombre, tamanyoTabla ); }
20
21 public boolean equals( Object lder )
22 { return nombre.equals( ((ElementoHash) lder) .nombre ); }
23

Figura 14.9 ElementoHash ufilizado para implementar el diccionario.

'| [ *x

2 * gi nombreVertice ya es un vértice, devuelve su

3 * pnumero interno. En otro caso, lo afiade como nuevo vértice,
4 * vy devuelve su nuevo numero interno.

5 *

6 private int insNodo( String nombreVertice )

7 {

8 ElementoHash hashV = new ElementoHash( nombreVertice ) ;
9 ElementoHash resultado;

10

11 try

12 {

13 resultado = (ElementoHash) dicVertices.buscar( hashv );
14 return resultado.rango;

15 }

16 catch( ElementoNoEncontrado e )

17 {

18 // Vértice nuevo

19 hashv.rango = numVertices;

20 hashV.nombre = new String( nombreVertice ) ;

21 dicVertices.insertar( hashV );

22

23 if( numVertices == tabla.length )

24 duplicarVectorTabla( );

25 tabla[ numVertices ] = new Vertice( hashV.nombre ) ;
26 return numVertices++;

27 }

28

Figura 14.10 Rutfina insNodo, devuelve el nimero inferno de.nombrevVertice.
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insNodo devuelve
el nUmero interno
correspondiente al
parametro
nombreVertice. Si
nombreVertice
no se ha encontrado
todavia, se inserta
en el diccionario y se
inicializa su entrada’
en el vector tabla.

Las aristas se anaden
mediante
inserciones en las
listas de adyacencia
adecuadas.

insNodo, mostrado en la Figura 14.10, devuelve el nimero interno del vérti-
ce, correspondiente al parametro nombreVertice. El nombre de la rutina refleja
el hecho de que si nombrevertice no se ha encontrado todavia (lo que viene re-
flejado por su ausencia en el diccionario), se le asigna el proximo nimero interno
disponible y se inserta en el diccionario, inicializindose también su entrada en el
vector tabla.

El procedimiento empieza con una consulta a la tabla hash. Para hacer esto, de-
bemos crear primero, en la linea 8, un objeto de la clase ElementoHash, hashv,
inicializdndolo con nombrevVertice (utilizando un constructor apropiado).

Una vez construido hashv, podemos realizar una busqueda en la tabla hash y
almacenar el valor devuelto en resultado. Si la bisqueda tiene éxito, podemos
devolver el campo rango de resultado, y acabamos. En otro caso, hemos en-
contrado un vértice nuevo.

En la linea 19, le asignamos a ese nuevo vértice como nimero interno
numVertices, el cual representa el préximo indice disponible en la tabla (por-
que el indice empieza en 0).

En la linea 21, realizamos una insercion en la tabla hash. Observe como crea-
mos un nuevo objeto de la clase String que sera referenciado por la tabla hash y
por el vector tabla. Se construye la correspondiente entrada vertice, y se ana-
de a tabla en la linea 25. Si la tabla del grafo tabla se llena, en la linea se dupli-
ca su tamafo. La linea 26 completa la rutina devolviendo numvertices (el ni-
mero interno asignado a nombrevVertice) e incrementando numvertices.

La rutina de la Figura 14.11 afiade una arista cuyos vértices vienen dados por
nimeros internos. Esta es una rutina sencilla porque lo tinico que precisa es crear
un objeto de la clase arista con el vértice destino y el coste, e insertarlo en la
lista de adyacencias correspondiente al vértice de origen. La rutina de uso publico
se muestra en la Figura 14.12. insArista inserta una arista cuyos vértices vienen

1 VA

2 * Afiade una arista dados los numeros internos de sus vértices.
3 % of

4 private void insAristalnterna( int orig, int dest, int coste )
5 {

6 Listalter p = new ListaEnlazadalter( tabla[ orig ].ady );
7 try

8 { p.insertar( new Arista( dest, coste ) ); }

9 catch( ElementoNoEncontrado e ) { } // No puede ocurrir

0

omd

}

Figura 14.11 Anade al grafo la arista (orig, dest, coste) insertdndola dentro de
la lista de adyacencia de orig; orig y dest son niumeros internos.

/**

* Aflade la arista ( orig, dest, coste ) al grafo.

*/

public void insArista( String orig, String dest, int coste )
{

insAristaInterna( insNodo( orig ), insNodo( dest ), coste );

NOOAWN—

}

Figura 14.12 La misma rutinad que insAristalInterna, pero agui orig y dest
son objetos de la clase String.




dados por valores de tipo String. Esta es otra rutina sencilla pues se limita a lla-
mar a insNodo para obtener los nimeros internos correspondientes. Tras ello se
llama a insAristaInterna.

1 J*x*

2 * Tnicializa la tabla.

3 */

4 private void limpiarDatos( )

5 ¢

6 for( int i = 0; i < numVertices; i++ )
7 {

8 tabla[ i ].dist = INFINITO;

9 tabla[ i ].ant = VERTICE_NULO;
10 tabla[ i ].extra = 0;

11 }

12 )

Figura 14.13 Rutina para inicializar los campos de la tabla, que se usan en los al-
goritmos de busqueda de caminos minimos.

1 J**

2 * Imprime recursivamente el camino minimo a nodoDest
3 * (especificado por su numero interno).

4 * imprimirCamino es la rutina guia

5 *f

6 private void imprimirCaminoRec( int nodoDest )

7 {

8 if( tabla[ nodoDest ].ant != VERTICE_NULO )

9 {

10 imprimirCaminoRec( tabla[ nodoDest ].ant );
11 System.out.print( " a " );

12 }

13 System.out.print( tablal[ nodoDest ].nombre ) ;
14

Figura 14.14 Rutina recursiva para imprimir el camino minimo.

1 /*x*

2 * Rutina guia para tratar casos inalcanzables e

3 * imprimir el coste total. Llama a la rutina recursiva
4 * para imprimir el camino minimo a nodoDest.

5 x/

6 private void imprimirCamino( int nodoDest )

7 {

8 if( tablal nodoDest ].dist == INFINITO )

9 System.out.println( tabla[ nodoDest ].nombre +
10 " es inalcanzable" );

11 else

12 {

13 imprimirCaminoRec ( nodoDest ) ;

14 System.out .println( " (el coste es " +

15 tabla[ nodoDest ].dist + ")" );
16 }

17 System.out.println( );

18 )

Figura 14.15 Rutina para imprimir el camino minimo‘consulfrv_zmdo' la tabla.

Definiciones m
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limpiarDatos Los atributos eventualmente calculados por algtin algoritmo de bisqueda de
inicializa los afributos caminos minimos son inicializados por la rutina 1impiarDatos, mostrada en la
para que los Figura 14.13. La siguiente es una rutina para imprimir el camino minimo una vez
algoritmos puedan 5 . . .

empezor su calculo ha sido realizado. Recuerde que el campo ant puede utilizarse para re-
imprimircamino correr el camino hacia atrds. Sin embargo, esto nos dara el camino en orden inver-
imprime el camino so. Esto no es un problema si utilizamos recursion; los vértices en el camino a
mas corto despues dest son los mismos que aquéllos en el camino al vértice anterior a dest (en el

de que se ha
ejecutado el
algoritmo.

camino), seguidos de dest. Esta estrategia se traduce directamente en la pequefia
rutina recursiva mostrada en la Figura 14.14. La rutina supone que existe el cami-
no en cuestion. imprimirCamino, mostrada en la Figura 14.15, realiza primero
esta comprobacion; si no existe camino, imprime un mensaje. En otro caso, llama
a la rutina recursiva e imprime el coste del camino.

1 /*x*

2 * Procesa una peticidn; devuelve falso si se acaba el fichero.
3 */ )

4 public boolean procesarPeticion( BufferedReader in )

5 {

6 String nombreOrig, nombreDest;

7 ElementoHash orig = new ElementoHash( );

8 ElementoHash dest = new ElementoHash( );

9

10 try

11 {

12 System.out.println( "Introduzca nodo origen:" );

13 if( ( nombreOrig = in.readLine( ) ) == null )

14 return false;

15 System.out.println( "Introduzca nodo destino:" );

16 if( ( nombreDest = in.readLine( ) ) == null )

17 return false;

18 }

19 catch( IOException e )
20 ¢
21 System.out.println( "Error: " + e );
22 return false;
23 }
24
25 try
26 {
27 orig.nombre = nombreOrig;
28 orig = (ElementoHash) ( dicVertices.buscar( orig ) );
29 dest.nombre = nombreDest;
30 dest = (ElementoHash) ( dicVertices.buscar( dest ) );
31
32 if( dijkstra( orig.rango ) )
33 imprimirCamino( dest.rango );
34 else
35 System.out.println( "Dijkstra ha fallado" );
36 }
37 catch( ElementoNoEncontrado e )
38 { System.err.println( "Vértice no estd en el grafo" ); }
39 return true;
40

Figura 14.16 Para probar, procesarPeticion llama al algoritmo de busqueda
del camino minimo (con pesos).
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La dltima rutina, a parte de las que calculan los caminos minimos, es el méto-
do procesarpeticion. En la Figura 14.16 se muestra una implementacion sen-
cilla que pregunta el vértice origen y el vértice destino y ejecuta el algoritmo de
bisqueda del camino con peso minimo (el cédigo en Internet ejecuta también
otros algoritmos adicionales).

1 Jxx

2 * Rutina main que: pide el nombre de un fichero gue

3 * contenga un grafo; construye el grafo a partir del fichero;
4 * repetidamente pide dos vértices y ejecuta los algoritmos
5 * de caminos minimos. El fichero de datos es una secuencia
6 * de lineas: origen destino coste.

7 * /

8 public static void main( String [ ] args )

9 {

10 System.out.println( "Introduzca fichero con el grafo:" );
11 Buf feredReader in = new BufferedReader ( new

12 InputStreamReader ( System.in ) );
13 FileReader fich;

14 String nombreFichero = "";

15

16 try

17 {

18 nombreFichero = in.readLine( );

19 fich = new FileReader ( nombreFichero );

20 }
21 catch( Exception e )
22 { System.err.println( e ); return; }

23

24 BufferedReader fichGrafo = new BufferedReader( fich );
25 Grafo g = new Grafo( );
26
27 // Lee las aristas y las inserta

28 try

29 {
30 String linea;

31 while( ( linea = fichGrafo.readLine( ) ) != null )
32 {
33 StringTokenizer st = new StringTokenizer( linea );
34 try

35 {

36 if( st.countTokens( ) != 3 )
37 throw new Exception( );
38 String orig = st.nextToken( );
39 String dest = st.nextToken( );
40 int coste = Integer.parselInt( st.nextToken( ) );
41 g.insArista( orig, dest, coste );
42 }
43 catch( Exception e )
44 { System.err.println( "Error: " + linea ); 1}
45 }

46 }

47 catch( Exception e )
48 { System.err.println( "Error: " + e ); }

49 while( g.procesarPeticion( in ) )

50 ;

51

Figura 14.17 Ejemplo de rutind main.
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La longitud del
camino sin pesos
mide el nimero de

aristas en el camino.

Todas las variantes
del problema de los
caminos minimos
tienen soluciones
similares.

Una rutina main sencilla, mostrada en la Figura 14.17, ilustra el comporta-
miento de la clase. Pide el nombre de un fichero que contenga un grafo. Repeti-
damente lee lineas de la entrada, asignando la linea a un objeto de la clase
StringTokenizer, y analiza la linea. Esta técnica nos permite comprobar que
cada linea contiene los tres campos de una arista. Cuando se encuentran los tres
campos, se llama a insArista. Una vez leido el grafo, se ejecuta el algoritmo de
bisqueda del camino con peso minimo, llamando a procesarPeticion.

14.2 Problema del camino minimo sin pesos

La longitud del camino sin pesos mide el nimero de aristas. Esta seccion estu-
dia el problema de encontrar el camino que tenga menor longitud sin pesos entre
dos vértices especificados.

PROBLEMA DEL CAMINO SIN PESOS MINIMO CON UN UNICO ORIGEN
Encontrar el camino mas corto (medido por el nimero de aristas)
desde el vértice O a cualquier otro vértice.

El problema del camino minimo sin pesos es un caso especial del problema
del camino minimo con pesos (en el que todos los pesos valen 1). Por tanto, debe-
ria tener una soluciéon mas eficiente que el problema con pesos. Esto en efecto es
cierto, aunque los algoritmos para todos los problemas de caminos minimos son
muy similares.

14.2.1 Teoria

Para resolver el problema del camino minimo sin pesos, utilizamos el grafo de la
Figura 14.1, con V, como nodo origen O. Por ahora, nos ocuparemos de encontrar
la longitud de los caminos minimos. Mas tarde, también llevaremos cuenta del co-
rrespondiente camino.

Inmediatamente, podemos decir que el camino mds corto desde O a V, es un
camino de longitud 0. Esta informacién produce el grafo de la Figura 14.18. Aho-
ra podemos empezar a mirar los vértices que estdn a distancia 1 de 0. Si hacemos
esto, vemos que V() y Vs estdn a una arista de distancia de O. Esto se muestra en la
Figura 14.19.

Figura 14.18 El grafo después de marcar el nodo origen como alcanzable con ce-
ro aristas. '
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Figura 14.19 Grafo después de encontrar todos los vértices cuyo camino minimo
desde el origen tiene longitud 1.

El siguiente paso es buscar los vértices cuyo camino minimo desde O sea
exactamente 2. Hacemos esto buscando los nodos adyacentes a V, y Vs (los vérti-
ces a distancia 1) cuyo camino minimo no se conozca aun. Esta bisqueda nos dice
que el camino més corto a V; y V3 es 2. La Figura 14.20 muestra el progreso reali-
zado hasta el momento.

Finalmente, examinando los vértices adyacentes a los tltimamente alcanzados
Vi y V3, encontramos que V4 y Vg tienen un camino minimo de 3 aristas. Y ya
hemos calculado el camino para todos los vértices. La Figura 14.21 muestra el re-
sultado final del algoritmo.

Esta estrategia para buscar un camino se denomina biisqueda en anchura.
Opera procesando los vértices por niveles: los vértices mas cercanos al origen se
procesan los primeros, y los mds alejados los dltimos.

La Figura 14.22 ilustra un principio fundamental. Si un camino al vértice v tie-
ne coste D,, y w es adyacente a v, entonces existe un camino a w de coste
D,, = D, + 1. Todos los algoritmos de bisqueda de caminos minimos empiezan
con D,, = oo y van reduciendo este valor cuando se explora un v apropiado. Para

Figura 14.20 Grafo después de encontrar fodos los vértices cuyo camino minimo
desde el origen tfiene longitud 2.

Figura 14.21 Caminos minimos finales.

La busqueda en
anchura procesa los
vértices por niveles:
los vértices mas
cercanos al origen
se calculan los
primeros.
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El punto de atencién
se mueve de vértice
a vértice,
actualizédndose las
distancias de los
vértices adyacentes.

Todos los vértices
adyacentes a v se
encuentran
recorriendo la lista
de adyacencia de v.

Cuando se rebagja la
distancia a un
vértice (lo que
ocurre una Unica
vez), se coloca éste
en una cola de
forma que en un
futuro podamos fijar
la atencion en él. El
vértice origen se
infroduce en la cola
cuando su distancia
se inicializa a 0.

Figura 14.22 Si w es adyacente a vy hay un camino a v, también hay un camino
aw.

hacer esto eficientemente, los vértices deben explorarse de forma sistematica.
Cuando se explora un determinado v, se realizan las actualizaciones de los vértices
w adyacentes recorriendo la lista de adyacencia de v.

De la discusién anterior, concluimos el siguiente algoritmo para la resolucién
del problema de los caminos minimos sin pesos: sea D; la longitud del camino
mas corto desde O hasta i. Sabemos que Dy = 0, e inicialmente D; = oo para todo
i # O. Mantenemos nuestra atencion fija en un vértice que inicialmente es O y va-
mos saltando de vértice en vértice. Si v es el vértice sobre el que nos, entonces,
para todo w adyacente a v, hacemos D,, = D, + 1 si D,, = oo. Esto refleja el he-
cho de que podemos llegar a w siguiendo un camino a v y extendiendo el camino
con la arista (v, w). De nuevo esto se ilustra en la Figura 14.22. Ya que nuestra
atencion va procesando cada vértice en orden de distancias al origen, y cada arista
suma exactamente uno a la longitud del camino a w, podemos estar seguros de que
la primera vez que D,, deja de ser oo, tomara el valor del camino minimo a w. Por
la misma raz6n tenemos que el pentiltimo vértice en el camino a w es v, por lo que
una linea adicional de cédigo nos permitird almacenar el camino en cuestion.

Después de haber procesado todos los vértices adyacentes a v, pasamos nuestra
atencion a otro vértice u (en el que todavia no nos hayamos fijado) tal que D, = D,
Si ello no es posible, pasamos a un u que satisfaga D, = D, + 1. Si tampoco es
posible, es que hemos acabado. La Figura 14.23 muestra como vamos visitando
vértices y actualizando las distancias. El nodo con sombra clara en cada estado re-
presenta nuestro punto actual de atencion. En este dibujo y los que siguen, los es-
tados se muestran consecutivamente de arriba abajo, y de izquierda a derecha.

El detalle que falta concretar es la estructura de datos subyacente. Hay dos ac-
ciones basicas a realizar. Debemos, primero, buscar repetidamente el vértice en el
que depositaremos nuestra atencién. En segundo lugar, durante el algoritmo nece-
sitamos comprobar todos los vértices w adyacentes a v (el vértice actual). La se-
gunda accion se implementa ficilmente iterando a través de la lista de adyacencia
de v. De hecho, ya que cada arista se procesa exactamente una vez, el coste total
de todas las iteraciones es O(|E|). La primera accién es mds complicada: no pode-
mos limitarnos a explorar la tabla buscando el vértice apropiado, pues cada explo-
racion requeriria un tiempo O(|V|) y necesitamos hacerlo O(|V|) veces. Entonces
el coste total seria O(|V[%), lo cual es inaceptable para grafos dispersos. Afortuna-
damente, esto no es necesario.

Cuando a un vértice w se le rebaja su D,, desde oo, se convierte en candidato
para fijar nuestra atencién en €l en algiin momento del futuro. Una vez hayamos
fijado nuestra atencion en todos los vértices que se encuentran a igual distancia
del origen, D,, que el actual, pasaremos a considerar los que se encuentran a dis-
tancia D, + 1, entre los que se encuentra w. Por lo que w s6lo le queda esperar
pacientemente su turno. Claramente, no tiene por qué hacerlo delante de cualquier
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Figura 14.23 Como se recorre el grafo en el cdlculo de los caminos minimos sin pe-
sos. Los vértices mas oscuros han sido ya totalmente procesados, los
vértices mas claros todavia no han sido considerados como Vv, y
aquel con sombreado intermedio es el vértice v actual. Los estados
van de arriba abajo y de izquierda a derecha, segin indica la nume-
racion.

otro nodo cuya distancia se haya rebajado ya, por lo que puede colocarse al final
de una cola de vértices en espera.

Para seleccionar el siguiente vértice v en el que fijemos nuestra atencion, sim-
plemente tomamos el primer vértice de la cola. Empezamos con una cola vacia, y
para que el mecanismo empiece a funcionar colocamos en la cola el vértice origen
0. Ya que cada vértice se introduce en la cola y se elimina de ella exactamente
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La implementacion
es mas sencilla de lo
que parece. Sigue al
dedillo la
descripcion del
algoritmo.

una vez, y ya que las operaciones sobre las colas son constantes, el coste total de
elegir un vértice para el algoritmo completo es O(|V]). Por tanto, el coste de la
busqueda en anchura esta dominado por los recorridos de las listas de adyacencias,
y en consecuencia es O(|E]), o sea lineal con respecto al tamaiio del grafo.

14.2.2 Implementaciéon en Java

La implementacién del algoritmo de los caminos minimos sin peso se realiza en el
método sinPeso, mostrado en la Figura 14.24. El c6digo es una traduccién literal
del algoritmo descrito anteriormente. La inicializacion de las lineas de la9 ala 11
inicializa todas las distancias a infinito, Dy a 0 y afiade a la cola el vértice origen.
Mientras que la cola no se quede vacia, hay vértices que visitar. Por tanto, en la
linea 17, pasamos a fijar la atencion en el vértice v que es el primero de la cola. La
linea 19 itera sobre su lista de adyacencia y produce todos los vértices w adyacen-
tes a v. El test D,, = 0o se realiza en la linea 22. Si es true, la actualizacién
D,, = D, + 1 se realiza en la linea 24, junto con la actualizacién del campo ant y
la insercién en la cola de w, en las lineas 25 y 26, respectivamente.

1 VA

2 * Calcula el camino minimo sin pesos.

3 *

4 private void sinPesos( int nodoOrig )

5 {

6 int v, w;

7 Cola g=new ColaVec( );

8

9 limpiarDatos( );

10 tabla[ nodoOrig ].dist = 0;

11 d.insertar( new Integer( nodoOrig ) );

12

13 try

14 {

15 while( !g.esVacia( ) )

16 {

17 v=( (Integer) g.quitarPrimero( ) ).intValue( ):
18 Listalter p = new ListaEnlazadalter( tablal v ].ady ) ;
19 for( ; p.estabDentro( ); p.avanzar( ) )
20 {
21 w=( (Arista) p.recuperar( ) ).dest;
22 if( tabla[ w ].dist == INFINITO )
23 {
24 tabla[ w ].dist = tabla[ v ].dist + 1;
25 tabla[ w ].ant = v;
26 g.insertar( new Integer( w ) );
27 }
28 }
29 }
30 }
31 catch( DesbordamientoInferior e ) { } // No puede ocurrir
32

Figura 14.24 Algoritmo para el problema del camino minimo sin pesos utilizando
una busqueda en anchura.
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14.3 Problema de los caminos minimos
con pesos positivos

La longitud de un camino con pesos es la suma del coste de las aristas del camino.
Esta seccién considera el problema de encontrar el camino mas corto con pesos.
En el problema de los caminos minimos con pesos positivos, las aristas tienen cos-
tes no negativos. Queremos calcular los caminos minimos desde un vértice origen
al resto de vértices. Como se verd enseguida, la hipétesis de que los costes de las
aristas son no negativos es muy importante pues permite utilizar un algoritmo sen-
cillo y relativamente eficiente. El método descrito se conoce como algoritmo de
Dijkstra. En la siguiente seccion estudiaremos un algoritmo mds lento que funcio-
na aun con aristas negativas.

PROBLEMA DE LOS CAMINOS MiINIMOS CON COSTE POSITIVO Y ORIGEN
UNICO

Encontrar el camino mas corto (medido con su coste tfotal) desde el
vértice origen O al resto de vértices. El coste de cada arista es no ne-
gativo. '

14.3.1 Teoria: algoritmo de Dijkstra

El problema de los caminos minimos con pesos se resuelve de una manera similar
al problema sin pesos. Sin embargo, debido al coste de las aristas, unas pocas co-
sas cambian.

Las siguientes cuestiones deben ser examinadas:

1. ;Como se ajusta D,,?
2. ;Cémo buscamos el siguiente vértice v en el que centrar nuestra atencion?

Empezamos examinando como se altera D,,. Al resolver el problema sin pesos,
si D,, = 00, hacfamos D,, = D, + 1 porque rebajdbamos el valor de D,, si el vérti-
ce v ofrecia un camino mds corto a w. La dindmica del algoritmo aseguraba que
s6lo necesitdbamos alterar D,, una vez. Sumabamos 1 a D,, porque la longitud del
camino a w es 1 mas que la longitud del camino a v. Si aplicamos la misma logica
al caso con pesos, deberiamos hacer D,, = D,, + ¢, ,,, cuando este nuevo valor de
D,, sea mejor que el original. Sin embargo, ahora no podemos garantizar que D,,
se actualice una sola vez. En consecuencia, D,, deberia modificarse si su valor ac-
tual es mayor que D, + ¢, ,, (en vez de simplemente compararlo con c0). Simple-
mente, el algoritmo decide si de momento es una buena idea pasar por v para ir
hasta w. El coste original D,, es el coste sin utilizar v; el coste D, + ¢, ,, es el ca-
mino mds barato utilizando los vértices v considerados hasta la fecha.

La Figura 14.25 muestra una situacion tipica. Anteriormente durante la eje-
cucién del algoritmo, se rebajé la distancia a w a 8 cuando fijamos nuestra aten-
cién en el vértice u. Sin embargo, cuando consideramos v, necesitamos volver a
cambiar la distancia a w, rebajandola a 6, pues tenemos un nuevo camino mini-
mo provisional. Esto nunca ocurria en el algoritmo sin pesos porque todas las
aristas sumaban 1 a la longitud del camino, por lo que D, < D, implicaba
D,+ 1 <D,+ 1,y por tanto D,, < D, + 1. Aqui, aunque D, < D,, es todavia
posible que el camino a w se mejore al considerar v. T

La longifud de un
camino con pesos es
la suma del coste de
las aristas del
camino.

El algoritmo de
Dijkstra resuelve el
problema del
camino minimo con
pesos.

Utilizamos Dy + Cv, w
como nueva
distancia y para
decidir si la distancia
debe ser
actualizada.

Una simple cola no
es ahora apropiada
para almacenar los
vértices que esperan
a que los
consideremos.
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La distancia para
vértices no visitados
representa un
camino utilizando
solamente vértices
visitados como
nodos intermedios.

La Figura 14.25 muestra otro punto importante. Cuando se rebaja la distancia
a w, es siempre porque es adyacente a algin vértice en el que hemos fijado nuestra
atencion. Por ejemplo, después de visitar v y completado su procesamiento, el va-
lor de D,, serd 6 y el ultimo vértice en el camino serda un nodo ya visitado. De for-
ma andloga, el vértice anterior a v debe haberse visitado, y asi sucesivamente. Por
tanto, en cualquier momento, el valor de D,, representa un camino desde O hasta
w utilizando como nodos intermedios solamente vértices que han sido ya visita-
dos. Este hecho crucial nos lleva al Teorema 14.1.

Figura 14.25 Tenemos fijada la atencién en el vértice v; w es adyacente; D, de-
beria reducirse a 6.

Teorema 14.1

Demostracion

Si vamos pasando nuestra atencion a un vértice ain no visitado de entre
los que minimicen el valor D;, el algoritmo producird correctamente los
caminos minimos siempre que no haya aristas con coste negativo.

Llamemos «paso» a cada visita a un nodo. Probaremos por induccion que,
después de cada paso, los valores de D; para vértices ya visitados corres-
ponden al camino minimo, y que los valores de D; para los demds vértices
corresponden al camino mds corto hasta ellos que utiliza solamente como
nodos intermedios vértices ya visitados. Ya que el primer nodo visitado es
el origen, la afirmacion es cierta para el primer paso. Supongamos que es
correcta para los primeros k estados. Sea v el vértice visitado en el paso
k+1. Supongamos, con la intencién de llegar a una contradiccion, que hay
un camino de O a v de longitud menor que D,. Este camino debe pasar por
un vértice intermedio que no haya sido todavia visitado. Llamemos u al
primer vértice intermedio en el camino que no haya sido visitado. La si-
tuacion se muestra en la Figura 14.26. El camino hasta u utiliza sélo no-
dos intermedios visitados, por lo que, por induccion, D,, representa la dis-
tancia optima a v. Es mds, D, < D, porque u estd en el supuesto camino
a v. Esto es una contradiccion, porque si fuera asi habriamos elegido u
como siguiente vértice a visitar en lugar de v. La demostracion se comple-
ta mostrando que el resto de valores D; para nodos no visitados siguen
siendo correctos; esto es evidente, dada la regla de actualizacion.

La Figura 14.27 muestra los pasos del algoritmo de Dijkstra. Lo que nos queda
por hacer es elegir las estructuras de datos apropiadas. Para grafos densos, pode-
mos recorrer la tabla buscando el vértice apropiado. Como en el caso sin pesos,
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Figura 14.26 Si D, es minimo entre todos los vértices no visitados y si fodas las aristas
tienen coste no negativo, entonces Dy representa el camino minimo

hasta v.

Figura 14.27 Pasos del algoritmo de Dijkstra. Sigue los mismos convenios gue en la
Figura 14.23. '
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La cola de prioridad
es una esfructura
apropiada. El
método mas sencillo
es insertar en la cola
de prioridad una
nueva entrada,
formada por un
vértice y una
distancia, cada vez
que se reduce la
distancia de un
vértice. Podemos
encontrar el vértice
a donde movemos
eliminando
repetidamente el
vértice de minima
distancia hasta que
salga un vértice no
visitado.

esto nos llevaria a un tiempo O(|V|?), que es Optimo para un grafo denso. Pero pa-
ra un grafo disperso, podemos hacerlo mejor.

Ciertamente, una cola no funcionaria. El hecho de que debamos buscar el vér-
tice v con menor D, sugiere la utilizacion de una cola de prioridad. Hay dos for-
mas de utilizar esta cola de prioridad. Una forma es almacenar cada vértice en la
cola de prioridad y utilizar la distancia (obtenida consultando la tabla del grafo)
como funcién de ordenacién. Cuando alteramos cualquier D,,, debemos actualizar la
cola de prioridad restableciendo la propiedad de orden. Esto equivale a una opera-
cién flotar. Para hacer esto necesitamos ser capaces de encontrar la posicién de w
en la cola de prioridad. No todas las implementaciones de las colas de prioridad so-
portan esta operacion. En otras palabras, f1otar no es una operacién de la interfaz
ColaPrioridad. Una implementacion que si soporta esta operacién es el monticu-
lo de emparejamientos; su utilizacién en esta aplicacion se discute en el Capitulo 22.

En vez de utilizar una cola de prioridad compleja, utilizaremos un méto-
do que funciona con cualquier estructura de datos que implemente el interfaz
ColaPrioridad. Nuestro método consistird en insertar en la cola de prioridad un
objeto formado por w y D,, cuando reducimos D,,. Para elegir el nuevo vértice v a
visitar, eliminaremos repetidamente el menor elemento (utilizando las distancias)
de la cola de prioridad hasta que salga un elemento no visitado. Ya que el tamaiio
de la cola de prioridad podria ser tan grande como |E|, y hay como mucho |E| in-
serciones y eliminaciones, el tiempo de ejecucién serfa O(|E| log |E]). Ya que
|E| < |V|* implica log |E| < 2 log [V, obtenemos el mismo coste O(|E| log |V|)
que tendriamos si utilizaramos el primer método (en el cual el tamaiio de la cola
de prioridad es como mucho |V ).

1 J**

2 * Objeto almacenado en la cola de prioridad

3 * en el algoritmo de Dijkstra

4 =/

5 class Camino implements Comparable

6 {

7 int dest; // W

8 int coste; // D(w)

9

10 static Camino infNeg = new Camino( ); // Centinela
11

12 Camino( )

13 { this( 0 ); }

14

15 Camino( int 4 )

16 { this( 4, 0 ); }

17

18 Camino( int d, int c )

19 { dest = d; coste = c; }
20
21 public boolean menorQue( Comparable lder )
22 { return coste < ( (Camino) lder ).coste; }
23
24 public int compara( Comparable lder )
25 { return coste < ( (Camino) lder ).coste ? -1
26 coste > ( (Camino) lder ).coste ? 1 : 0; }
27

Figura 14.28 Elemento basico aimacenado én la cola de prioridad.
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14.3.2 Implementacion en Java

El objeto que se colocard en la cola de prioridad se muestra en la Figura 14.28.
Estd formado por w y D,,, y una funcién de comparacion definida en base a D,,.
La Figura 14.29 muestra la rutina dijkstra que calcula los caminos minimos.

1 /**

2 * Algoritmo de Dijkstra utilizando un monticulo binario.
3 * Devuelve false si se detectan aristas negativas.

4 */

5 private boolean dijkstra( int nodoOrig )

6 {

7 int v, w;

8 ColaPrioridad cp=new MonticuloBinario( Camino.infNeg ) ;

9 Camino vrec;

10

11 limpiarDatos( );

12 tabla[ nodoOrig ].dist=0;

13 cp.insertar( new Camino( nodoOrig, 0 ) );

14

15 try

16 {

17 for( int nodosVistos =0; nodosVistos < numVertices;
18 nodosVistos++ )
19 {

20 do

21 {

22 if( cp.esvacial( ) )

23 return true;

24 vrec = (Camino) cp.eliminarMin( );

25 } while( tabla[ vrec.dest ].extra != 0 );

26

27 v=vrec.dest;

28 tabla[ v ].extra=1;

29

30 Listalter p=new ListaEnlazadalter( tablal[ v ]l.ady ):;
31 for( ; p.estaDentro( ); p.avanzar( ) )

32 {

33 w= ( (Arista) p.recuperar( ) ).dest;

34 int cvw=( (Arista) p.recuperar( ) ).coste;
35

36 if( cvw < 0 )

37 return false;

38

39 if( tabla[ w ].dist > tablal[ v ].dist+cvw )
40 {

41 tabla[ w ].dist=tabla[ v ].dist+cvw;
42 tabla[ w ].ant=v;

43 cp.insertar ( new Camino( w, tabla[ w].dist ) );
44 }

45 }

46 }

47 }

48 catch( DesbordamientoInferior e ) { } // No puede ocurrir
49

50 return true;

51

Figura 14.29 Algoritmo de busqueda de caminos MINiMos con Pesos: algoritmo de

Dijkstra. &

Una vez mas, la
implementaciéon
sigue la descripcion
casi al pie de la letfra.
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Las aristas negativas
hacen que el
algoritmo de Dijkstra
no funcione
correctamente. Es
necesario un
algoritmo
alternativo.

Un ciclo de coste
negafivo hace que
la mayoria de los
caminos minimos, si
no todos, estén
indefinidos porque
podemos dar vueltas
al ciclo
arbitrariamente para
asi obtener una
longitud
arbitrariamente
negativa.

La linea 8 declara la cola de prioridad cp. Recuerde que debemos proporcio-
nar un centinela para que se garantice que sea menor o igual que cualquier obje-
to insertado. vrec, declarado en la linea 9, almacenara el resultado de cada
eliminarMin. Como en el caso del algoritmo sin pesos, empezamos inicializan-
do todas las distancias a infinito, haciendo Dy = 0 y colocando el vértice origen
dentro de la estructura de datos.

Cada iteracion del bucle for mds externo empieza en la linea 17 fijando nues-
tra atencion en el vértice v y procesandolo, examinando los vértices adyacentes w.
v se elige eliminando repetidamente elementos de la cola de prioridad (en la linea
24) hasta encontrar un vértice atin no procesado. Utilizamos el atributo extra pa-
ra almacenar esta informacién. Inicialmente extra vale 0. Por tanto, cuando el
vértice no ha sido procesado, la comparacion del bucle while fallard en la linea
25. Cuando el vértice se procesa, extra se actualiza a 1 (en la linea 28). La cola
de prioridad podria quedarse vacia si, por ejemplo, alguno de los vértices es inal-
canzable. En este caso, podemos acabar inmediatamente. El bucle de las lineas 31
a 45 es muy similar al caso del algoritmo sin pesos. La diferencia estd en que en la
linea 34 debemos extraer cvw de la lista de adyacencia, comprobar que el coste no
es negativo (en otro caso, nuestro algoritmo podria producir respuestas incorrec-
tas) y sumar cvw, en vez de 1, en las lineas 39 y 41.

14.4 Problema del camino minimo con costes
negativos

El algoritmo de Dijkstra necesita que los costes de las aristas sean no negativos.
Esto es razonable para la mayoria de las aplicaciones, pero en ocasiones es dema-
siado restrictivo. Esta seccion estudia brevemente el caso mds general.

PROBLEMA DE LOS CAMINOS MINIMOS CON COSTES NEGATIVOS

Y UNICO ORIGEN

Buscar el camino mas corto (medido con su coste total) desde el vérti-
ce O al resto de vértices. Los costes de las aristas pueden ser negativos.

144.1 Teoria

La demostracion de la correccion del algoritmo de Dijkstra necesita que los costes
de las aristas, y por tanto los de los caminos, sean no negativos. De hecho, si el
grafo tiene aristas de coste negativo, el algoritmo de Dijkstra no funciona correc-
tamente. El problema se encuentra en que una vez que un vértice v ha sido proce-
sado, puede existir un camino de vuelta a v desde otro vértice u no procesado, con
coste bastante negativo. En tal caso, el camino que va desde O hasta v pasando por
u es mejor que ir de O a v sin pasar por u. Si esto ultimo ocurriera, estarfamos en
dificultades: no sélo el camino a v seria incorrecto, sino que tendriamos que visitar
de nuevo v, porque los vértices alcanzables desde v podrian también ser afectados.

Hay otro problema adicional por el que preocuparse. Consideremos el grafo de
la Figura 14.30. El camino de V3 a V4 tiene coste 2. Sin embargo, existe un cami-
no mads corto siguiendo el ciclo V3, Vy, V|, V3, V4, que tiene coste —3. Y este ca-
mino no es adn el mds corto, ya que podriamos dar un niimero arbitrario de vuel-
tas al ciclo. Por lo que el camino mds corto entre estos dos puntos estd indefinido.
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Figura 14.30 Grafo con ciclo de coste negativo.

Este problema no se restringe a nodos en el ciclo. El camino mds corto de V5 a
Vs también estd indefinido porque hay una forma de entrar y salir del bucle. Este
bucle se denomina ciclo de coste negativo; cuando existe uno en un grafo, algunos
(probablemente muchos) caminos minimos no estan definidos. Las aristas de coste
negativo no son malas por si mismas; son los ciclos los que lo son. Nuestro algo-
ritmo encontrard los caminos minimos o hard notar la existencia de ciclos con cos-
te negativo.

Una combinacién de los algoritmos con pesos y sin pesos resolverd el proble-
ma, pero a costa de un drdstico incremento potencial en el tiempo de ejecucion.
Como hemos sugerido anteriormente, cuando se modifica D,,, debemos (re)visitar
este vértice en algin momento del futuro. En consecuencia, utilizamos una cola
como hicimos en el algoritmo sin pesos, pero usando D, + ¢, ,, cOmMO medida de
la distancia (como en el algoritmo de Dijkstra).

Cuando visitamos el vértice v por i-ésima vez, el valor de D, es la longitud del
camino mds corto formado por, a lo sumo, i aristas. Una demostracion de esto se
deja como ejercicio (Ejercicio 14.9). En consecuencia, si no hay ciclos de coste
negativo, un vértice puede salir de la cola como mucho |V| veces y el algoritmo
consume un tiempo O(|E||V]). Es mds, si un vértice sale de la cola mds de V| ve-
ces, habremos detectado un ciclo de coste negativo.

14.4.2 Implementacion en Java

La implementacién del algoritmo de biisqueda de caminos minimos con pesos
negativos se presenta en la Figura 14.31. Hemos hecho un pequeiio cambio con
respecto a la descripcién del algoritmo: no afadimos un vértice a la cola cuando
ya estd en ella. Para hacer esto, utilizamos el campo extra. Cuando se afiade un
vértice a la cola, incrementamos extra (en la linea 40). Cuando se quita de la
cola, lo incrementamos de nuevo (en la linea 26). Por tanto, extra es impar si el
vértice estd en la cola, y extra/2 nos dice cudntas veces ha salido de la cola (y
esto explica la pregunta de la linea 26). Cuando se cambia la distancia a algin w,
pero ya estd en la cola (porque extra es impar), no lo afiadimos de nuevo. Sin
embargo, le sumamos 2 para indicar que podria haber salido y entrado de la cola
(esto puede acelerar algo el algoritmo en presencia de ciclos negativos). Esto se
hace en las lineas 40 y 43. El resto del algoritmo utiliza cédigo que ya se ha vis-
to en el algoritmo sin pesos (Figura 14.24) y en el algoritmo de Dijkstra (Figu-
ra 14.29). 3

Cuando se rebagja la
distancia a un
vértice, éste debe
colocarse en una
cola. Esto puede
pasar repetidas
veces para un
mismo vérfice. El
tiempo de ejecucion
puede ser elevado.,
especialmente
cuando hay ciclos
de coste negativo.

La parte astuta de la
implementacion es
la manipulaciéon de
la variable extra.
Infentamos evitar
que un mismo
vértice aparezca
dos veces
simultaneamente en
la cola.
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/**
*
*

*

*/
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Ejecuta el algoritmo de caminos minimos.
Se permiten aristas con coste negativo.
Devuelve false si se detectan ciclos negativos.

private boolean negativos( int nodoOrig )

int v, w;
Cola g = new ColaVec( );
int cvw;

limpiarDatos( );

tabla[ nodoOrig ].dist = O0;
g.insertar( new Integer( nodoOrig ) );
tabla[ nodoOrig ].extra++;

// Incrementa extra cuando el vértice v entra o sale
// de la cola. Si el vértice esta a punto de entrar, pero ya
// estd en la cola, cuenta como si entrara y saliera

try
{
while( !g.esVacia( ) )
{
v=( (Integer) g.quitarPrimero( ) ).intValue( );
if( tabla[ v ].extra++ > 2 * numVertices )

return false; // existe un ciclo

Listalter p = new ListaEnlazadalter ( tabla[ v ].ady ) ;

for( ; p.estaDentro( ); p.avanzar( ) )

{
w = ( (Arista) p.recuperar( ) ) .dest;
cvw = ( (Arista) p.recuperar( ) ) .coste;

if( tabla[ w ].dist > tabla[ v ].dist + cvw )

tabla[ w ].dist = tablal[ v ].dist + cvw;
tabla[ w ].ant = v;

// Insertar sélo si no estd en la cola

if( tabla[ w ].extra++ % 2 == 0 )
g.insertar( new Integer( w ) );

else // cuenta como una eliminacidén fantasma
tabla[ w ].extra++;

}
catch( DesbordamientoInferior e ) { } // No puede ocurrir

return true;

Figura 14.31 Algoritmo de caminos minimos con costes negativos: se permiten aris-

tas negativas. i
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14.5 Problemas de caminos en grafos aciclicos

Una clase importante de grafos son aquellos que no contienen ciclos. El problema
del camino minimo es mas sencillo si el grafo no contiene ciclos. Por ejemplo, no
debemos preocuparnos de la posible existencia de ciclos negativos, ya que no hay
ciclos en absoluto. En consecuencia, estudiaremos el siguiente problema:

PROBLEMA DE LOS CAMINOS MINIMOS CON PESOS DESDE UN UNICO
NODO SOBRE GRAFOS ACICLICOS

Encontrar el camino mds corto (medido con su costfe total) en un gra-
fo aciclico desde el vértice O hasta cualquier otfro vértice. No hay res-
tricciones sobre el coste de Ias aristas.

Pero antes de abordar el problema de los caminos minimos en este caso gene-
ral, estudiaremos un problema relacionado: la ordenacién topolégica.

14.5.1 Ordenacioén topologica

Un orden topologico ordena los vértices de un grafo dirigido aciclico de tal forma
que si hay un camino de u a v, entonces v aparece después de « en la ordenacion.
Por ejemplo, se puede utilizar un grafo para representar los prerrequisitos entre
cursos de una universidad. Una arista (v, w) indica que el curso v debe ser comple-
tado antes de que pueda afrontarse el curso w. Un orden topoldgico de los cursos
es cualquier secuencia que no viole los prerrequisitos. Una ordenacion topologica
encuentra todos los ordenes topoldgicos posibles sobre un grafo aciclico dado.

Es evidente que no existird ningtin orden topoldgico si el grafo contiene ciclos,
ya que para cualquier par de vértices v y w en el ciclo, hay un camino de v aw'y
de w a v. Por tanto, cualquier ordenacion de v y w estaria en contradiccion con
alguno de los caminos. Un grafo puede tener varios ordenes topoldgicos, y en la
mayoria de los casos, cuando busquemos uno de ellos cualquiera nos valdra.

Un algoritmo sencillo para realizar la ordenacién topoldgica consiste en en-
contrar primero un vértice v que no tenga aristas de entrada. Se imprime este vérti-
ce y se borra (I6gicamente) del grafo junto con sus aristas. Tras ello, se sigue apli-
cando la misma estrategia al resto del grafo. Para formalizar esto, definimos como
grado de entrada de un vértice v el niimero de aristas (u, v).

Calculamos los grados de entrada de todos los vértices del grafo. En la practi-
ca, «eliminar l6gicamente» significa que reducimos en 1 el grado de entrada de
cada vértice adyacente a v. La Figura 14.32 muestra la aplicacion del algoritmo a
un grafo aciclico. El grado de entrada se calcula para cada vértice. V tiene grado
0; por lo que es el primero en la ordenacién. Si hubiera varios vértices con grado
0, podriamos elegir cualquiera de ellos. Cuando se eliminan del grafo V, y sus
aristas, los grados de V|, V3 y Vs se decrementan en 1. Ahora V, tiene grado 0, por
lo que es el siguiente en la ordenacién topoldgica, y se reducen los grados deV,y
V5. El algoritmo continda, y el resto de vértices se examinan en el orden Vi, V3,
V4, Vo y Vs. Al reiterar, no borramos fisicamente las aristas del grafo; la elimina-
cién (virtual) de aristas sélo facilitard la visualizacién de como decrecen los gra-
dos de entrada. ‘ ‘

Un grafo dirigido
aciclico es un grafo
dirigido que no
contiene ciclos. Estos
son una clase
importante de
grafos.

Una ordenacion
topologica ordena
los vértices de un
grafo dirigido
aciclico de tal forma
que si hay un
caminode uav,
enfonces v aparece
despuésde uen la
ordenacion. Un
grafo con ciclos no
puede ordenarse
topologicamente.

El grado de enfrada
de un vértice es el
ndamero de aristas
que llegan a él. Se
puede redlizar una
ordenacion
topolégica en
tiempo lineal
eliminando
repetidamente los
vértices que no
tengan aristas
entrantes.



El algoritmo produce
la respuesta
correcta y detecta si
el grafo no es
aciclico.

El tiempo de
ejecucion es lineal si
se ufiliza una cola.

Figura 14.32 Ordenacion topologica. Sigue el mismo convenio que la Figura 14.23.

Dos cuestiones importantes a considerar son la correccién y la eficiencia. Clara-
mente, cualquier orden producido por el algoritmo es un orden topoldgico. La cues-
tién es si todo grafo aciclico tiene una ordenacién topoldgica, y si es asi, si nuestro
algoritmo garantiza que encuentra una. La respuesta es afirmativa en ambos casos.

Si en cualquier momento hay vértices aun no visitados, pero ninguno tiene
grado de entrada cero, es porque existe un ciclo. Para ver esto, tomemos cualquier
vértice Ag. Ya que Ay tiene una arista de entrada, podemos tomar como A; cual-
quier vértice conectado a Aj. Pero como A, tiene también una arista de entrada,
podemos tomar como A; un vértice conectado a A;. Repetimos el proceso N veces,
donde N es el nimero de vértices sin visitar en el grafo. Entre Ag, A, ..., Ay debe
haber dos vértices idénticos (ya que hay N vértices, pero N + 1 elementos). Un
recorrido hacia atras entre estos A; y A; idénticos, exhibe un ciclo.

El algoritmo puede implementarse en tiempo lineal manteniendo en una cola
todos los vértices no procesados de grado de entrada cero. Inicialmente, todos los
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vértices de grado de entrada cero se colocan en la cola. Para encontrar el siguiente
vértice en el orden topolégico, simplemente tomamos el primero de la cola, elimi-
nandolo de ella. Cuando se reduce a cero el grado de un vértice, se introduce en la
cola. Si la cola se queda vacia antes de haber procesado todos los vértices, es por-
que el grafo contiene un ciclo. El tiempo de ejecucién es lineal, por la misma ra-
z6n argiiida en el algoritmo de caminos minimos sin pesos.

14.5.2 Teoria del algoritmo de caminos minimos
con un grafo aciclico

Una aplicacién importante de la ordenacion topoldgica es su uso para resolver el En un grafo aciclico.
problema de los caminos minimos sobre grafos aciclicos. La idea es la siguiente: remos visitando sus

ir visitando los vértices segun un orden topolégico. VoS En.ordery
topologico.

Figura 14.33 Pasos del algortimo de caminos minimos sobre un grafo aciclico. Si-
gue el mismo convenio que la Figura 14.23.
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El resultado es un
algoritmo lineal en
fiempo, aun en
presencia de aristas
negativas.

La implementacion
combina el cdlculo
de un orden
topologico y el
cdlculo de caminos
minimos. La
informacion sobre el
grado de entfrada se
almacena en el
campo extra.

Los nodos que
aparecen antes del
origen O en el orden
topologico son
inalcanzables.

El anailisis de
caminos criticos se
utiliza para planificar
tareas asociadas a
un proyecto.

Esta idea funciona porque cuando visitamos el vértice v, estamos seguros de
que D, no serd reducido nunca mds, ya que por definicién de orden topolégico, no
hay aristas que lleguen a v desde nodos no visitados. La Figura 14.33 muestra los
estados del algoritmo de caminos minimos, utilizando una ordenacién topolégica
para guiar la visita de los vértices. Observe que la secuencia de vértices no es la
misma que en el algoritmo de Dijkstra. Observe también que los vértices visitados
antes de llegar al vértice origen, son inalcanzables desde el origen, por lo que no
tienen influencia en las distancias hasta ningin vértice.

Ya que no necesitamos una cola de prioridad, y s6lo necesitamos incorporar la
ordenacion topolégica al calculo del camino minimo, tenemos que el algoritmo se
ejecutard en tiempo lineal y funcionard correctamente en presencia de aristas ne-
gativas.

14.5.3 Implementacion en Java

La implementacioén del algoritmo de caminos minimos para grafos aciclicos se
muestra en la Figura 14.34. Utilizamos una cola para realizar una ordenacion topo-
logica, y mantenemos la informacién sobre el grado de entrada en el campo extra.
Las lineas de la 13 a la 19 calculan los grados de entrada, y en las lineas de la 21 a
la 23, colocamos en la cola cada vértice con grado O.

Entonces, en la linea 27 se retira repetidamente un vértice de la cola. Observe
que si la cola se vacia, el bucle for terminara por la comprobacién de la linea 25.
Si el bucle termina por la existencia de un ciclo, serd reflejado en la linea 50. En
otro caso, el bucle en la linea 30 recorre la lista de adyacencia, obteniéndose el valor
de w en la linea 32. Inmediatamente se decrementa el grado de entrada de w en la
linea 33, y, si ha llegado a cero, se coloca este vértice en la cola (en la linea 34).

Recuerde que si el vértice actual v aparece antes de O en la ordenacién topol6-
gica, entonces v es inalcanzable desde O. En consecuencia, seguird cumpliéndose
D, = oo y por tanto, no puede aparecer en ningtin camino a los vértices w alcan-
zables. Realizamos la preceptiva comprobacion en la linea 36, y si se da el caso,
no se hace ningun calculo de distancias. En otro caso, en las lineas de la 39 a la
44, utilizamos el mismo cdlculo que en el algoritmo de Dijkstra para actualizar D,,
cuando ello es oportuno.

14.5.4 Una aplicacion: andlisis de caminos criticos

Un uso importante de los grafos aciclicos es el andlisis de caminos criticos, una
forma de andlisis utilizada para planificar las tareas asociadas a un proyecto. El
grafo de la Figura 14.35 sirve como ejemplo. Cada vértice representa una activi-
dad que debe realizarse, junto con el tiempo que se tarda en realizarla. El grafo se
denomina grafo de actividades, en el cual los vértices representan actividades y las
aristas representan relaciones de precedencia. La existencia de una arista (v, w)
significa que la actividad v debe realizarse antes de empezar la tarea w. Evidente-
mente, esto implica que el grafo debe ser aciclico. Asumiremos que las activida-
des que no dependen (directa o indirectamente) entre si pueden ser realizadas en
paralelo por diferentes servidores. -
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1 // Algoritmo lineal, funciona sdélo con grafos aciclicos

2 private boolean aciclico( int nodoOrig )

3 {

4 int v, w, iteraciones=0;

5 Cola g = new Colavec( );

6

7 limpiarDatos( );

8 tabla[ nodoOrig ].dist = 0;

9

10 try

11 {

12 // Calcula los grados de entrada

13 for( v = 0; v < numVertices; v++ )

14 {

15 ListaIter p = new ListaEnlazadalter( tablal v ].ady );
16 for( ; p.estabDentro( ); p.avanzar( ) )

17 tabla[ ( (Arista) p.recuperar( ) ).dest 1.
18 extra++;
19 }

20 // Insertar en la cola vértices de grado cero

21 for( v = 0; v < numVertices; v++ )

22 if( tabla[ v ].extra == 0 )

23 g.insertar( new Integer( v ) );

24

25 for( iteraciones = 0; !g.esVacia( ); iteraciones++ )
26 {

27 v=( (Integer) g.quitarPrimero( ) ).intValue( ):
28

29 ListaIter p = new ListaEnlazadaIter( tablal v ].ady );
30 for( ; p.estaDentro( ); p.avanzar( ) )

31 {

32 w = ( (Arista) p.recuperar( ) ).dest;
33 if( --tabla[ w ].extra == 0 )
34 g.insertar( new Integer( w ) );
35
36 if( tabla[ v ].dist == INFINITO )
37 continue;
38
39 int cvw = ( (Arista) p.recuperar( ) ).coste;
40 if( tabla[ w ].dist > tablal v ].dist + cvw )
41 {
42 tabla[ w ].dist = tabla[ v ].dist + cvw;
43 tabla[ w ]1.ant = v;
44 }
45 }

46 }

47 }

48 catch( DesbordamientoInferior e ) { } // No puede ocurrir
49

50 return iteraciones == numVertices;

51 )

Figura 14.34 Algoritmo de caminos minimos para grdfos cacic_;h'coé.
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Un grafo de
actividades
representa las
actividades como
vértices y las
relaciones de
precedencia como
aristas.

Un grafo de eventos
esta formado por
vértices evento que
corresponden a la
terminaciéon de una
actividad y de todas
sus actividades
dependientes.

Las aristas muestran
gué actividad debe
ser completada
para avanzar de un
vértice al siguiente.
El tiempo de
finalizacion menor es
el camino mas largo.
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Figura 14.35 Grafo de actividades.

Finalizacion

Este tipo de grafo puede utilizarse para modelar el desarrollo de proyectos, en
el cual son de interés varias cuestiones importantes. En primer lugar, ;cudl es el
menor tiempo de terminacién del proyecto? El grafo muestra que se necesitan diez
unidades a través del camino A, C, F, H. Otra cuestion importante es ;qué activi-
dades se pueden retrasar, y por cudnto tiempo, sin afectar al tiempo minimo de ter-
minacién? Por ejemplo, retrasar cualquiera de las tareas A, C, F' o H haria que el
tiempo de terminacion rebasara las diez unidades. Por otro lado, la actividad B es
menos critica y puede retrasarse hasta dos unidades de tiempo sin afectar al tiem-
po de terminacién final.

Para realizar estos calculos, convertimos el grafo de actividades en un grafo de
eventos, en el cual cada evento corresponde a la terminacion de una actividad y de
todas sus actividades dependientes. Las actividades correspondientes a los eventos
alcanzables desde un nodo v en el grafo de eventos no pueden comenzar a ejecu-
tarse hasta después de haber acabado la actividad correspondiente al evento v.
Este grafo puede construirse autométicamente o a mano (a partir del grafo de ac-
tividades). Quizds sea necesario insertar aristas o vértices falsos para evitar in-
troducir dependencias falsas (o faltas erroneas de dependencias). El grafo de even-
tos correspondiente al grafo de actividades de la Figura 14.35 se muestra en la
Figura 14.36. Obsérvese la presencia de tales aristas y vértices falsos.

Para encontrar el tiempo de terminacién minimo del proyecto, s6lo necesita-
mos calcular la longitud del camino mds largo desde el primer evento al dltimo
evento. Para grafos generales, el problema del camino maximo generalmente no
tiene sentido, por la posibilidad de ciclos de coste positivo, que son los equivalen-
tes a los ciclos de costes negativos en los problemas de los caminos minimos. Si hay
ciclos de coste positivo, podemos preguntar por el camino simple mas largo. Sin
embargo, no se conoce ninguna solucién satisfactoria para este problema. Afortuna-
damente, el grafo de eventos es aciclico; por lo que no tenemos que preocuparnos
de la presencia de ciclos. Es facil adaptar el algoritmo de caminos minimos para

Figura 14.36 Grafo de eventos.
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calcular el tiempo de terminacién menor para todos los nodos del grafo. Si denota-
mos el tiempo de terminacién minimo para el nodo i por EC;, entonces las reglas
aplicables son

EC] =0 y ECW = Max(v,w) € E(ECV + Cv,w)'

La Figura 14.37 muestra el tiempo de terminacién minimo para cada vértice
en nuestro ejemplo de grafo de eventos. También podemos calcular el tiempo ma-
ximo, LC;, en el que cada evento puede terminar sin afectar el tiempo de termina-
cion final. Las formulas en este caso son

LCy=ECy y LC,=Min, , LC,—c,)

Estos valores pueden calcularse en tiempo lineal manteniendo, para cada vértice,
una lista de los vértices adyacentes y precedentes. Los tiempos de terminacion mi-
nimos se calculan siguiendo un orden topolégico, y el tiempo de terminacion ma-
ximo se calcula siguiendo el orden topoldgico inverso. Los tiempos de termina-
cion maximos se muestran en la Figura 14.38.

El tiempo de espera para cada arista en el grafo de eventos es la cantidad de
tiempo que puede retrasarse la terminacién de la actividad correspondiente sin re-
trasar el tiempo de terminacion total. Es facil ver que

Espera, .., = EC, = BC, = £y 5
La Figura 14.39 muestra la espera para cada actividad en el grafo de eventos. Para
cada nodo, el nimero de encima es el minimo tiempo de terminacion y el nimero

de abajo es el tiempo de terminacién maximo.

Figura 14.38 Tiempos de terminacion maximos.
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El tiemmpo mayor en
el que una tarea
puede finalizar sin
retrasar todo el
proyecto también
puede calcularse
faciimente.

El tiempo de espera
es la cantidad de
tiempo que una
actividad puede
retrasarse sin retrasar
la terminacion total.
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Las actividades con
fiempo de espera
cero son criticas y no
pueden ser
retrasadas. Un
camino con aristas
de tiempo de espera
cero se denomina
camino critico.

Figura 14.392 Tiempos de terminacién minimos, mdaximos y de espera (informacion
adicional en cada arista).

Algunas actividades tienen tiempo de espera cero. Estas son actividades criti-
cas que deben necesariamente acabar a su hora. Hay al menos un camino formado
completamente con aristas de tiempo de espera cero; tal camino se denomina ca-
mino critico.

Resumen

Este capitulo ha mostrado como se pueden utilizar grafos para modelar muchos
problemas de la vida real y en particular como calcular el camino minimo bajo
gran variedad de circunstancias. Muchos de los grafos que aparecen en la practica
son tipicamente muy dispersos, por lo que es importante elegir estructuras de da-
tos apropiadas para implementarlos.

Para grafos sin pesos, los caminos minimos pueden calcularse en tiempo lineal
utilizando una busqueda en anchura. Para grafos con pesos positivos, se necesita
algo mas de tiempo, utilizando el algoritmo de Dijkstra y una cola de prioridad
eficiente. Para grafos con pesos negativos, el problema se hace aiin mds complica-
do. Finalmente, para grafos aciclicos, el tiempo de ejecucion vuelve a ser lineal,
con la ayuda de una ordenacion topoldgica.

Elementos del juego

algoritmo de Dijkstra Un algoritmo que resuelve el problema de los caminos mi-
nimos con peso.

analisis de caminos criticos Una forma de analisis utilizada en la planificacion de
tareas asociada a un proyecto.

bisqueda en anchura Un procedimiento de bisqueda que procesa los vértices
por niveles. Aquéllos mas cercanos al origen se evalian primero. Nos move-
mos de vértice a vértice actualizando las distancias de los vértices adyacentes.

camino Secuencia de vértices conectados por aristas.

camino simple Un camino cuyos vértices son todos distintos, excepto el primero
y el dltimo que pueden ser iguales.

ciclo En un grafo dirigido, un camino que empieza y termina en el mismo vértice
y que contiene al menos una arista.




Errores comunes

ciclo de coste negativo Un ciclo cuyo coste es menor que cero. Hace que la
mayoria de los caminos minimos, si no todos, estén indefinidos porque pode-
mos dar vueltas arbitrariamente por el ciclo y obtener caminos tan pequefios
CoOmo queramos.

ciclo de coste positivo En el problema del camino mds largo, el equivalente a los
ciclos de coste negativo para el problema del camino mas corto.

coste (peso) de una arista La tercera componente de una arista, que mide el coste
de atravesarla.

grado de entrada Numero de aristas entrantes a un vértice.

grafo Estda formado por un conjunto de vértices y un conjunto de aristas que co-
nectan vértices.

grafo de actividades Un grafo con actividades como vértices y relaciones de pre-
cedencia como aristas.

grafo de eventos Un grafo que tiene como vértices eventos que corresponden a la
terminacion de una actividad y de todas sus actividades dependientes. Las
aristas muestran qué actividad debe completarse para avanzar de un vértice al
siguiente. El tiempo de terminacién minimo es la longitud del camino mas lar-
2o en dicho grafo.

grafo dirigido Un grafo cuyas aristas son pares ordenados de vértices.

grafo dirigido aciclico (GDA) Un tipo de grafo dirigido que no contiene ciclos.

grafos densos y dispersos Un grafo denso tiene un gran nimero de aristas (gene-
ralmente cuadratico). Los grafos tipicos no son densos, sino dispersos.

lista de adyacencia Un vector de listas utilizado para representar un grafo. Utiliza
un espacio lineal.

longitud de un camino El nimero de aristas de un camino.

longitud de un camino con peso La suma del coste de las aristas del camino.

longitud de un camino sin peso El nimero de aristas de un camino.

matriz de adyacencia Una representacion de un grafo mediante una matriz, que
utiliza un espacio cuadratico.

origen unico Un algoritmo que calcula los caminos minimos desde un punto de
origen a todos los vértices del grafo.

tiempo de espera Cantidad de tiempo que puede retrasarse una actividad, sin
afectar al tiempo total de terminacion.

vértice adyacente w es adyacente a v si hay una arista de v a w.

Errores comunes

1.  Un error comin es no comprobar si el grafo de entrada satisface las condi-
ciones requeridas por el algoritmo utilizado (por ejemplo tener todas sus
aristas positivas o ser aciclico).

2. En la clase Camino, la funciéon de comparacién compara solamente el
campo coste. Si el campo dest se utiliza para la comparacion, el algo-
ritmo puede parecer que funciona para grafos pequefios, pero para grafos
grandes es sin duda incorrecto y dard respuestas suboptimas. Sin embargo,
nunca producira un camino que no exista, por lo que este error es dificil
de detectar.

3. El algoritmo del camino minimo sobre grafos con costes negativos debe
contener una comprobacion para detectar ciclos negativos; en otro caso,
ciclara indefinidamente.
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Grafos y caminos

En Internet

Todos los algoritmos de este capitulo se encuentran disponibles en la red, en un

unico fichero, en el directorio Chapter14. El nombre del fichero es el siguiente:

Graph.java Traducido por Grafo.java, contiene la clase Grafo con la ru-

14.1.

14.2.

14.3.

14.4.

14.5.

14.6.

14.7.

14.8.

14.9.

14.10.

14.11.

tina main.

Ejercicios

Cuestiones breves

Encuentre el camino mads corto sin pesos desde V3 al resto de vértices en
el grafo de la Figura 14.1.
Encuentre el camino mas corto con pesos desde V, al resto de vértices en
el grafo de la Figura 14.1.

Problemas teoéricos

Muestre como evitar el coste cuadratico de la inicializacion de las matri-
ces de adyacencia, manteniendo un tiempo de acceso constante a cada
arista.

Explique cémo modificar el algoritmo de caminos minimos sin pesos, de
tal forma que cuando haya mds de un camino minimo (en términos del
nimero de aristas) el empate se deshaga en favor del de menor peso total.
Explique cémo modificar el algoritmo de Dijkstra para que cuente el nu-
mero de caminos minimos diferentes desde v hasta w.

Explique cémo modificar el algoritmo de Dijkstra de tal forma que cuan-
do haya mas de un camino minimo desde v hasta w, se elija el camino con
menor nimero de aristas.

Dé un ejemplo de grafo con aristas negativas, pero sin ciclos negativos,
en el que el algoritmo de Dijkstra dé una respuesta erronea.

Considere el siguiente algoritmo para resolver el problema del camino
minimo con aristas negativas: sume una constante ¢ a cada coste de aris-
ta, eliminando los costes negativos; calcule los caminos minimos en este
grafo; traslade el resultado al grafo original. ;Qué es incorrecto en este
algoritmo?

Demuestre la correccion del algoritmo del camino minimo con aristas
negativas. Para hacerlo, muestre que cuando visitamos el vértice v por
i-ésima vez, el valor de D, es la longitud del camino mas corto formado,
a lo sumo, por i aristas.

Dé un algoritmo de tiempo lineal para buscar el camino de mayor peso en
un grafo aciclico. ;Se puede extender su algoritmo a grafos con ciclos?
Muestre que si los costes de las aristas son 0 o 1 exclusivamente, el algo-
ritmo de Dijkstra puede implementarse en tiempo lineal utilizando una
cola doble (Seccién 15.4).




14.12.

14.13.

Problemas practicos

Este capitulo reivindica que en la implementacion de los algoritmos sobre
grafos que trabajan con grandes datos de entrada, la eleccion de estructu-
ras de datos adecuadas es crucial para asegurar un rendimiento razonable.
Para cada uno de los ejemplos siguientes, en los que se utiliza una estruc-
tura de datos pobre o un algoritmo malo, proporcione un andlisis en nota-
cién O del resultado y compérelo con el rendimiento de los algoritmos y
estructuras de datos utilizados en el texto. Incorpore un sélo cambio cada
vez. Deberia ejecutar sus tests con grafos razonablemente grandes y alea-
toriamente dispersos. Haga lo siguiente:

a) Cuando se lee una arista, comprobe si ya esta en el grafo.

b) Implemente el diccionario utilizando un recorrido secuencial de la
tabla de vértices.

¢) Implemente la cola utilizando el algoritmo del Ejercicio 6.13 (esto
deberia afectar al algoritmo de caminos minimos sin pesos).

d) En el algoritmo de caminos minimos sin pesos, implemente la bus-
queda del vértice de menor coste con un recorrido secuencial de la
tabla de vértices.

e) Implemente la cola de prioridad utilizando el algoritmo del Ejerci-
cio 6.16 (esto deberia afectar al algoritmo de caminos minimos con
pesos).

f) Implemente la cola de prioridad utilizando el algoritmo del Ejerci-
cio 6.17 (esto deberia afectar al algoritmo de caminos minimos con
pesos).

g) En el algoritmo de caminos minimos con pesos, implemente la bus-
queda del vértice de menor coste como un recorrido secuencial de la
tabla de vértices.

h) En el algoritmo de caminos minimos sobre grafos aciclicos, imple-
mente la bisqueda del vértice con grado de entrada cero con un reco-
rrido secuencial de la tabla de vértices.

i) Implemente cada uno de los algoritmos utilizando una matriz de
adyacencia en vez de listas de adyacencia.

Practicas de programacion

Un grafo dirigido es fuertemente conexo si hay un camino desde cada
vértice a cualquier otro. Haga lo siguiente:

a) Elija cualquier vértice O. Muestre que si el grafo es fuertemente co-
nexo, un algoritmo de caminos minimos declarard que todos los vér-
tices son alcanzables desde O.

b) Muestre que si un grafo es fuertemente conexo, si la direccion de to-
das sus aristas se invierte y se ejecuta un algoritmo de caminos mini-
mos desde O, todos los vértices resultardn alcanzables.

¢) Muestre que las comprobaciones en (a) y (b) son suficientes para
decidir si un grafo es fuertemente conexo (es decir, todo grafo que
pase ambos tests sera fuertemente conexo).

Ejercicios
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14.14.

14.15.

14.16.

14.17.

14.18.

d) Escriba un programa que compruebe si un grafo es fuertemente co-
nexo. ;Cudl es su tiempo de ejecucion?

Expliqgue como puede resolverse cada uno de los siguientes problemas
aplicando un algoritmo de caminos minimos. Disefie un mecanismo para
representar la entrada y escriba un programa que resuelva el problema.

La entrada es una lista de puntuaciones obtenidas en una liga de un de-
porte (donde no hay empates). Si todos los equipos han ganado al menos
una vez y han perdido al menos una vez, podemos generalmente «pro-
bar», por un argumento transitivo tonto, que cualquier equipo es mejor
que cualquier otro. Por ejemplo, suponga que en una liga de seis equipos
donde todo el mundo juega 3 partidos, tenemos los siguientes resultados:
AvenceaBya(C;BvenceaCyalfF; CvencealD;Dvence a E; E vence
aA; F vence a D y a E. Entonces podemos probar que A es mejor que F'
porque A vencid a B que a su vez vencio a F. De igual forma, podemos
probar que F es mejor que A porque F vencio a E'y E vencio a A. Dada
una lista de resultados y dos equipos X e Y, busque una demostracion (si
existe) de que X es mejor que Y o indique que tal demostracién no existe.
Una palabra puede transformarse en otra sustituyendo un caracter. Supon-
ga que tenemos un diccionario con palabras de 4 letras. Dé un algoritmo
que determine si una palabra A puede transformarse en otra palabra B,
mediante una serie de sustituciones de un caracter, y si es asi, que mues-
tre la correspondiente serie de palabras. Por ejemplo, mesa se convierte
en poto con la secuencia mesa, meta, seta, seto, peto, poto.
La entrada es una coleccion de divisas y sus tasas de cambio. ;Hay una
secuencia de intercambios que produzca dinero magicamente? Por ejem-
plo, si las divisas son X, Yy Z, y las tasas de cambio son 1 X es igual a 2
Y,1Yesiguala2 Zy 1 X es igual a 3 Z, entonces 300 Z compraran 100
X, que a su vez compraran 200 Y, que a su vez compraran 400 Z. Por lo
que se obtendria un beneficio mégico del 33 por ciento.
Un estudiante necesita aprobar cierto nimero de cursos para graduarse, y
estos cursos tienen prerrequisitos que deben cumplirse. Supongamos que
todos los cursos se ofrecen todos los semestres y que un estudiante puede
matricularse en un ndmero indeterminado de cursos. Dada una lista de
cursos y sus prerrequisitos, calcule una planificacion que requiera el mi-
nimo nimero de semestres.
El objetivo del juego de Kevin Bacon consiste en conectar al actor de una
pelicula con Kevin Bacon por papeles en una misma pelicula. El minimo
nimero de conexiones es el nimero de Bacon de ese actor. Por ejemplo,
Tom Hanks tiene un nimero de Bacon 1, porque trabajo en Apolo 13 con
Kevin Bacon. Sally Field tiene un nimero de Bacon 2, porque trabajo en
Forrest Gump con Tom Hanks, que trabajé en Apolo 13 con Kevin Bacon.
Casi todo actor conocido tiene un nimero de Bacon 1 o 2. Supongamos
que tiene una lista extensa de actores y peliculas, con papeles, y haga lo
siguiente:
a) Explique como encontrar el nimero de Bacon de un actor.
b) Explique c6mo encontrar el actor con mayor niimero de Bacon.
c¢) Explique como buscar el menor nimero de conexiones entre dos ac-
tores arbitrarios.
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