CAPITULO

17 Arboles

1 4rbol es una estructura fundamental en la computacién. Casi todos los sis-
temas operativos almacenan los ficheros en drboles o en estructuras de as-
pecto arbéreo. Los drboles se usan también en disefio de compiladores, pro-
cesamiento de textos y algoritmos de bisqueda. En el Capitulo 18 se discute esta
dltima aplicacion.
En este capitulo veremos:

e Una definicion de drbol general y una discusion sobre como se usa en un sis-
tema de ficheros.

e Un estudio de los drboles binarios.

e Cémo se implementan las operaciones sobre los arboles usando recursion.

e C6mo se recorre un arbol de forma no recursiva.

17.1 Arboles generales

Los arboles se pueden definir de dos formas: recursiva y no recursivamente. La defi-
nicién no recursiva es la mas directa, por lo que comenzamos por ella. La formula-
ci6én recursiva nos permite escribir algoritmos simples para manipular arboles.

17.1.1 Definiciones

Recuerde, del Capitulo 6, que un drbol consiste en un conjunto de nodos y otro de
aristas orientadas que conectan pares de nodos. A lo largo de este libro, solamente
consideramos drboles con raiz. Un drbol con raiz tiene las siguientes propiedades:

e Se distingue un nodo como raiz.

e A cada nodo ¢, exceptuando la raiz, le llega una arista desde exactamente
otro nodo p, al cual se le llama padre de c. Decimos que ¢ es uno de los
hijos de p.

e Hay un tnico camino desde la raiz hasta cada nodo. El nimero de aristas del
mismo recibe el nombre de longitud del camino.

La Figura 17.1 muestra un drbol. El nodo raiz es A, y los hijos de A son B, C,
Dy E. Como A es la raiz, no tiene padre. Todos los demas nodos tienen padre; por
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La profundidad de
un nodo es la
longitud del camino
que va desde la raiz
hasta el nodo. La
altura de un nodo es
la longitud del
camino que va
desde el nodo hasta
la hoja mas
profunda bajo él.

El famano de un
nodo es igual al
nUmero de
descendientes que
tiene (incluyendo
dicho nodo).

° Nodo Altura Profundidad
A 3 0
B | |
(3 © @ ¢ - '
D | 1
E 2 1
®» © O O o & O :
G 0 2
H 0 2
| 0 2
e J | 2
K 0 3

Figura 17.1 Un arbol, con informacién de altura y profundidad.

ejemplo, el padre de B es A. Los nodos que no tienen hijos reciben el nombre de
hojas. Las hojas de este arbol son C, F, G, H, [ y K. La longitud del camino de A a
K es tres (aristas), y la del camino de A a A es de cero aristas.

Un érbol con N nodos debe tener N — 1 aristas porque a cada nodo, excepto a
la raiz, le llega una arista. La profundidad de un nodo en un drbol es la longitud
del camino que va desde la raiz hasta ese nodo. En consecuencia, la profundidad
de la raiz es siempre 0, y la de cualquier nodo es la de su padre mds uno. La altura
de un nodo es la longitud del camino que va desde el nodo hasta la hoja mas pro-
funda bajo €l. Luego la altura de E es 2. La altura de cualquier nodo es 1 mds que
la mayor altura de un hijo suyo. La altura de un drbol se define como la altura de
su raiz.

Los nodos que tienen el mismo padre son hermanos, luego B, C, D y E son
todos hermanos. Si hay un camino del nodo « al nodo v, entonces decimos que u
es un ascendiente de v y que v es un descendiente de u. Si u # v, entonces u es un
ascendiente propio de v y v es un descendiente propio de u. El tamaiio de un nodo
es igual al nimero de descendientes que tiene (incluyendo dicho nodo). El tama-
node Bes 3,y el de Ces 1. El tamafio de un arbol se define como el tamaifio de
su raiz, luego el tamafio del arbol de la Figura 17.1 es igual al tamafo de A, que
es 11.

Se puede dar una definicion alternativa de los darboles en forma recursiva: un
arbol es o bien vacio o consiste en una raiz y cero o mas subarboles no vacios 77,
15, ..., Ty, cada una de cuyas raices esta conectada por medio de una arista con la

Figura 17.2  Un arbol visto de forma recursiva.



Arboles generolesw

raiz. Una consecuencia de esta definicién es que cada nodo de un drbol define un
subarbol, que es aquel que le tiene por raiz. Se tiene asi una identificacion entre
nodo y subirbol, que hemos utilizado mds arriba al definir el tamaifio de un nodo.
En algunas clases de drboles, como los drboles binarios que s¢ estudian mas ade-
lante en el capitulo, se puede permitir que algunos de los subdrboles sean vacios.
Esta vision de los drboles se ilustra en la Figura 17.2.

17.1.2 Implementacion

Una forma de implementar un drbol consistirfa en tener en cada nodo una referen-  Los drboles

cia a cada uno de sus hijos ademas de a los datos que contiene. Pero debido a que ~ generalesse pueden

el niimero de hijos puede variar mucho y dicho nimero no se conoce a priori, pue- imgiementarusands
. . el método del primer

de que el hecho de conectar a los hijos directamente con el padre en la estructura . o iente

de datos sea impracticable por la gran cantidad de espacio necesario. La solucién  hermano, el cual

es simple: mantener los hijos de cada nodo en una lista enlazada de nodos. Esto  requiere dos

hace que cada nodo guarde dos referencias: una a su hijo mds a la izquierda (siem- referencias por

pre que no sea ya una hoja) y otra a su hermano de la derecha (siempre que no sca ahemonte:

ya el situado mas a la derecha). A este tipo de implementacion se le llama mérodo

primer hijo/siguiente hermano y se ilustra en la Figura 17.3. Las flechas que apun-

tan hacia abajo son referencias al primerHijo, y las que van de izquierda a dere-

cha son referencias al siguienteHermano. Las referencias null no se muestran

en el dibujo pues hay demasiadas, y pueden deducirse del mismo. En este arbol, el

nodo B tiene una referencia a su hermano C y a su primer hijo F, mientras que

otros nodos poseen solamente una de estas referencias y algunos de ellos ninguna

de las dos. Dada esta representacion, es un ejercicio sencillo escribir una clase de

drboles que implemente la interfaz de la Figura .15

Figura 17.3 Representacion primer hijo/siguiente hermano del arbol de la Figura 17.1.

17.1.3 Una aplicacion: sistemas de ficheros

Hay muchas aplicaciones de los drboles. Una de las mas conocidas es la estruc-  Los sistemas de
tura de directorios en muchos de los sistemas operativos mds utilizados, como ficheros usan

Unix, VAX/VMS y DOS. La Figura 17.4 muestra un directorio tipico en el sis- efluEhuesaOrecs.
tema de ficheros de Unix. La raiz de este directorio es marca. (El asterisco
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Figura 17.4 Directorio Unix.

junto al nombre indica que marca es un directorio.) El directorio marca tiene tres
hijos —libros, cursos y .1login— dos de los cuales son a su vez directorios.
Luego marca contiene dos subdirectorios y un fichero. El nombre de fichero mar-
ca/libros/dsaa/chl se obtiene tomando tres veces el hijo mds a la izquierda.
Cada / indica una arista, produciendo asi un nombre de camino. Si el camino co-
mienza en la raiz del sistema completo de ficheros, en lugar de en un directorio arbi-
trario dentro del sistema, entonces tenemos un nombre de camino completo; en caso
contrario tenemos un nombre de camino relativo al directorio actual.

Este sistema de ficheros jerarquico es muy popular porque permite a los usua-
rios organizar sus datos de una forma estructurada y sencilla. Ademds, se pueden
almacenar dos ficheros con el mismo nombre en distintos directorios, ya que por
accederse a ellos a través de caminos distintos desde la raiz, sus nombres de cami-
no completo son distintos. Un directorio en el sistema de ficheros Unix es simple-
mente un fichero con una lista de todos sus hijos', por lo que se pueden recorrer
los directorios usando un esquema de iteracion que implemente la clase abstracta
de la Figura 6.15, es decir, podemos iterar sobre cada hijo. De hecho, en algunos
sistemas, si a un directorio se le aplica el comando normal para imprimir un fiche-
ro, entonces se pueden ver en la salida los nombres de los ficheros contenidos en
ese directorio (junto con otra informacién que no esta en formato ASCII).

Supongamos que queremos listar los nombres de todos los ficheros de un direc-
torio (incluyendo sus subdirectorios). El formato de nuestra salida consistird en que
los nombres de los ficheros de profundidad d aparecerin sangrados d tabuladores.
En la Figura 17.5 se muestra un algoritmo simple para hacer esto. La salida de dicho
algoritmo para el directorio de la Figura 17.4 se muestra en la Figura 17.6.

Por ahora usaremos pseudocddigo, pero al final de esta seccién propor-
cionamos una implementacion en Java. Suponemos la existencia de la clase
SistemaFichero y de dos métodos, imprimirNombre y esDirectorio. El
método imprimirNombre produce como salida el objeto SistemaFichero ac-
tual con una sangria de d tabuladores, y esDirectorio comprueba si el objeto
SistemaFichero actual es un directorio, en cuyo caso devuelve true. Usando
estos dos métodos se puede escribir ficilmente la rutina recursiva listar, a la
cual tenemos que pasarle el parametro prof, que indica el nivel actual del directo-

! Cada directorio en el sistema de ficheros de Unix también tiene una entrada (.) que hace referencia a si mismo y otra (. .) que
hace referencia al padre del directorio. Esto introduce un ciclo, por lo que técnicamente, el sistema de ficheros de Unix no es un 4rbol

sino que s6lo tiene una estructura semejante a un arbol.

v
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void listar( int prof = 0 ) // La profundidad es inicialmente 0
{

imprimirNombre ( prof ); // Imprime el nombre del objeto

if ( esDirectorio( ) )

for cada fichero c en este directorio (para cada hijo)
c.listar( prof + 1 );

NOObhWN—

}

Figura 17.5 Pseudocddigo para listar el confenido de un directorio y sus subdirec-
torios en un sistema jerérquico de ficheros.

marca
libros
dsaa
chl
ch2
ecp
chl
ch2
ipps
chl
ch2
cursos
cop3223
syl
cop3530
syl
.login

Figura 17.6 Listado del contenido del directorio representado por el arbol de la Fi-
gura 17.4.

rio relativo a la raiz, es decir, la profundidad a la que nos encontramos. En la lla-
mada inicial a 1istar, el pardmetro prof toma el valor 0, lo que significa ausen-
cia de sangria al mostrar la raiz. Este pardmetro de profundidad es una variable
interna y dificilmente una rutina que llamara a 1istar tendria que conocer su va-
lor, esto es, considerarlo como un pardmetro. Por ello el pseudocodigo especifica
para ella un valor por defecto de 0 (no es legal especificar un valor por defecto en
Java).

Es bastante sencillo seguir la 16gica del algoritmo: se imprime el objeto actual
con el sangrado adecuado y si la entrada es un directorio, procesamos recursiva-
mente todos sus hijos, uno a uno. Estos hijos son un nivel mas profundos y por
tanto se debe afiadir al sangrado un tabulador adicional. Al efecto hacemos la lla-
mada recursiva con prof + 1. Es dificil imaginar un fragmento de cédigo mas
simple que éste para llevar a cabo lo que a priori parece una tarea bastante com-
pleja.

Esta técnica algoritmica se conoce como recorrido en preorden, en el cual se
lleva a cabo el trabajo sobre el nodo antes de procesar los hijos. Ademas de ser un
algoritmo compacto, se trata de un algoritmo con coste en tiempo lineal, lo cual
tiene su mérito. Por qué esto es en efecto asi, se discutird mds adelante en el capi-
tulo. W.e

En un recorrido en
preorden, se lleva a
cabo el trabagjo
sobre el nodo antes
de procesar los hijos.
El recorrido consume
un tiempo constante
por nodo.
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En un recorrido en
postorden, se lleva a
cabo el trabgjo
sobre el nodo
despues de haber
procesado sus hijos.
Este recorrido
también consume
un tiempo constante
por nodo

Otro método habitual para recorrer un érbol es el recorrido en postorden, en el
cual se lleva a cabo el trabajo sobre un nodo después de haber procesado sus hijos.
Como ejemplo, la Figura 17.7 representa la misma estructura de directorio que la
de la Figura 17.4. Los nimeros entre paréntesis representan el nimero de bloques
de disco que ocupa cada fichero. Puesto que los directorios son ficheros, también
usan bloques de disco (para almacenar los nombres de sus hijos e informacién so-
bre ellos).

Supongamos que queremos calcular el nimero total de bloques que ocupan to-
dos los ficheros en el drbol. La forma mads natural de hacer esto es buscando el
numero total de bloques usados por todos sus hijos (los cuales pueden ser directo-
rios que deben evaluarse recursivamente): 1ibros (41), cursos (8) y .login
(2). El nimero total de bloques es entonces el total en todos los hijos mas los blo-
ques usados en la raiz (1), es decir 52. La rutina tamanyo de la Figura 17.8 imple-
menta esta estrategia. Si el objeto SistemaFichero actual no es un directorio,
tamanyo simplemente devuelve el nimero de bloques que utiliza. En caso contra-
rio, se afiade el nimero de bloques del directorio actual al nimero de bloques en-
contrados (recursivamente) en todos los hijos. Para ilustrar la diferencia entre los
recorridos en preorden y en postorden, en la Figura 17.9 se muestra cémo el algo-
ritmo va produciendo el tamafio de cada directorio (o fichero). En ella vemos que
se ha usado un recorrido en postorden clasico porque el tamaiio total de un direc-
torio no se conoce hasta que se conocen los de sus hijos. De nuevo el tiempo de
ejecucion es lineal. En la Seccién 17.4 se puede encontrar mucha mas informacién
sobre el recorrido de arboles.

marcaty)
n * * L
libros™ cursos™ ) Jogin @

dsaa* ecp’ 1pps*y, cop3223*(y, cop3530%y

AR

chlg, ch2 chly ch2g chlg) ch2 syl syl

(&) 2) 3)

Figura 17.7 Directorio Unix con los tamanos de los ficheros.

int tamanyo ( )

{
int tamtotal = sizeOfThisFile( );

if ( isDirectory( ) )
for cada fichero en este directorio (para cada hijo)

tamtotal += c.tamanyo( );

return tamtotal;

OVONOCULBEBWN—

—a

}

Figura 17.8 Pseudocoédigo para calcular el tamano total de todos los ficheros de
un directorio. ' T
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chl 9

ch2 7

dsaa 1.2

chl 4

ch2 6

ecp 11

chl 3

ch2 8

ipps 12

libros 41
syl 2

cop3223 3

syl 3

cop3530 4

cursos 8
.login 2
52

marca

Figura 17.9 Traza del método tamanyo.

Implemenfacion en Java

Java proporciona una clase File contenida en el paquete java.io que se puede
usar para recorrer jerarquias de directorios. Podemos usarla para implementar el
pseudocddigo de la Figura 17.5, asi como el método tamanyo, lo cual se hace en
el c6digo disponible en la red. La clase File proporciona varios métodos ttiles.

Se puede construir un objeto File proporcionando un nombre. El método
getName proporciona el nombre de un objeto File. No incluye la parte del cami-
no correspondiente a los directorios, la cual se obtiene usando getpath. El méto-
do isDirectory devuelve true si el objeto File es un directorio, y length de-
vuelve su tamaiio en bytes. Si el fichero es un directorio, el método list
devuelve un vector de valores de tipo String que representan los nombres de los
ficheros en el directorio (sin incluir . ni . .).

Para implementar el objeto SistemaFichero descrito en el pseudocodigo,
simplemente extendemos la clase File y proporcionamos un constructor,
imprimirNombre y listar, ya que el método esDirectorio que necesitaba-
mos ya nos lo proporciona File mediante isDirectory. Esto se muestra en la
Figura 17.10. La Gnica parte dificil son las lineas 36 y 37, donde debemos construir
el objeto SistemaFichero hijo. El nombre completo del fichero consiste en el
nombre del directorio seguido por un separador (/ en Unix; \ en DOS) y seguido
por el nombre del fichero. Se proporciona también una rutina main simple.

17.2 Arboles binarios

Un drbol binario es un édrbol en el que ningtin nodo puede tener mds de dos hijos.
Puesto que solamente hay dos hijos, podemos llamarles una vez distinguidos uno
del otro izquierdo y derecho. La definicion recursiva nos dice en esta ocasion
que un arbol binario es o bien vacio o consta de una raiz, un arbol (hijo) izquierdo
y otro derecho. Los hijos izquierdo y derecho pueden ser a su vez vacios, de modo
que un nodo con un solo hijo podria tener un hijo 1zqu1erd0 o, un hl_]O derecho.

Un arbol binario no
contiene nodos con
mds de dos hijos.




import java.io.*;

1

2

3 public class SistemaFichero extends File
4 {

5 // Constructor

6 public SistemaFichero( String nombre )
7
8

{
super ( nombre ) ;

9 }

10

11 // Imprime el nombre del fichero con sangrado
12 public void imprimirNombre( int prof )

13 {

14 for( int i = 0; i < prof; i++ )

15 System.out .print( "\t" );

16 System.out.println( getName( ) );

17 }

18

19 // Método guia publico para listar los ficheros
20 public void listar( )

21 {

22 listar( 0 );
23 }

24

25 // Método recursivo para listar los ficheros de un directorio
26 private void listar( int prof )

27 {

28 imprimirNombre( prof )

29

30 if( isDirectory( ) )

31 {

32 String [ ] hijos = list( );
33

34 for( int i = 0; i < hijos.length; i++ )
35 {
36 SistemaFichero hijo = new SistemaFichero( getPath( )
37 + separatorChar + hijos[ i ] );
38 hijo.listar( prof + 1 );

39 }
40 }
41 }
42
43 // Rutina main para listar los ficheros del directorio actual
44 public static void main( String [ ] args )
45 {

46 SistemaFichero f = new SistemaFichero( "." );
47 f.listar( );
48 }
49

Figura 17.10 Implementacion en Java del listado de un directorio.

Usaremos repetldamente la definicion recursiva en el disefio de algoritmos sobre
arboles binarios. Estos tienen un gran numero de usos importantes, dos de los cua-
les se ilustran en la Figura 17.11.
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Usos de los arboles binarios: a la izquierda un arbol de expresion y a la
derecha un arbol de codificacion de Huffman.

Figura 17.11

Un uso de los drboles binarios lo constituyen los drboles de expresion, que son
la estructura de datos fundamental en el diseiio de compiladores. Las hojas de un
drbol de expresion son operandos, como constantes o nombres de variables; el res-
to de los nodos contienen operadores. El drbol serd binario en tanto y cuando to-
dos los operadores implicados lo sean. Aunque éste es el caso mds simple, es posi-
ble que los nodos tengan mas de dos hijos (y en el caso de operadores unarios,
solamente uno). Podemos evaluar un drbol de expresion T aplicando el operador
de la raiz a los valores obtenidos a partir de la evaluacion recursiva de sus arboles
izquierdo y derecho. En nuestro caso, esto produce el valor de (a+((b-c)*d)).
En la Seccion 11.2 estudiamos la construccion y evaluacion de los drboles de ex-
presion.

Un segundo uso de los drboles binarios es el drbol de codificacion de Huffman,
que se usa para implementar un algoritmo simple pero relativamente eficiente de
compresion de datos. Cada simbolo del alfabeto se guarda en una hoja. Su c6digo
se obtiene siguiendo el camino desde la rafz hasta esa hoja, teniendo en cuenta que
bajar por una arista izquierda se corresponde con un 0 y bajar por una derecha se
corresponde con un 1. Luego b se codifica como 100. En la Seccién 12.1 discuti-
mos la construccion del drbol 6ptimo, que genera la mejor codificacion posible.

Los arboles binarios también se utilizan como soporte en los drboles binarios de
bisqueda (véase Capitulo 18), que permiten inserciones y acceso a los elementos en
tiempo logaritmico, y en las colas con prioridad, que soportan acceso y eliminacion
del minimo de una coleccién de elementos. Varias implementaciones eficientes de
las colas con prioridad usan drboles, como se discute en los Capitulos 20 a 22.

La Figura 17.12 proporciona el esqueleto de la clase NodoBinario. Las li-
neas 40 a 42 nos dicen que cada nodo consta de un dato junto con dos punteros a
los hijos. Se proporcionan tres constructores. El de la linea 18 tiene cero parame-
tros. El de la linea 20 se usa para construir un NodoBinario dado un dato como
parametro. En estos dos constructores se asigna null a las referencias que apun-
tan a los hijos izquierdo y derecho. El tercer constructor, en la linea 22, inicializa
todos los atributos del NodoBinario. Observe que estos constructores requieren
inicializacion o bien de los dos hijos o de ninguno de ellos, con lo que evitamos
objetos parcialmente inicializados.

El acceso a los atributos se permite desde otras clases del mismo paquete,
por lo que no proporcionamos métodos modificadores ni de acceso. El método
duplicar, declarado en la linea 36, se usa para generar una copia del drbol cuya
raiz es el nodo actual. Las rutinas tamanyo y altura, declaradas en las lineas 26

Un ejemplo de uso
de los arboles
binarios viene dado
por los arboles de
expresion, que
constituyen la
estructura de datos
central en el diseno
de compiladores.

Un uso importante
de los arboles
binarios es como
soporte en otras
estructuras de datos,
como los arboles
binarios de
busqueda y las colas
con prioridad.

Muchas de las
rutinas de la clase
NodoBinario son
recursivas. Los
métodos de la clase
ArbolBinario
usan las rutinas de
NodoBinario
sobre la raiz.
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package EstructurasDatos;
// Clase NodoBinario; almacena un nodo en un arbol
// CONSTRUCCION: (a) si parédmetros, (b) con un Object,

// o (c) un Object, un puntero izquierdo y otro derecho.

//

// ********************OPERACIONES P[jBLICAS********************
// int tamanyo( ) --> Devuelve el tamafio de un &arbol

// int altura( ) --> Devuelve la altura de un arbol

// void imprimirPostOrden( ) --> Imprime recorrido en postorden

// void imprimirOrdenSim( ) --> Imprime recorrido orden simétrico
// void imprimirPreOrden( ) --> Imprime el recorrido en preorden

// NodoBinario duplicar( ) --> Devuelve una copia del arbol

// **************************ERRORES***************************

// Ninguno

final class NodoBinario
{

NodoBinario( )
{ this( null ); }
NodoBinario( Object elDato )
{ this( elDbato, null, null ); }

NodoBinario( Object elDato, NodoBinario menor,
NodoBinario mayor )
{ dato = elDato; izquierdo = menor; derecho = mayor; }

static int tamanyo( NodoBinario a )
{ /* Figura 17.19 */ }
static int altura( NodoBinario a )
{ /* Figura 17.21 */ }
void imprimirPostOrden( )
{ /* Figura 17.22 */ }
void imprimirOrdenSim( )
{ /* Figura 17.22 */ }
void imprimirPreOrden( )
{ /* Figura 17.22 */ }
NodoBinario duplicar( )
{ /* Figura 17.17 */ }

// Atributos amistosos; accesibles por otras rutinas del paquete
Object dato;

NodoBinario izguierdo;

NodoBinario derecho;

}

Figura 17.12 Esqueleto de la clase NodoBinario.

a 28, calculan las propiedades por ellas nombradas para el nodo referenciado por
el parametro a. Estas rutinas se implementaran en la Seccién 17.3. También pro-
porcionamos, en las lineas 30 a 34, rutinas que imprimen el contenido del subéarbol
que tiene como raiz el nodo actual, usando varias estrategias recursivas para reco-
rrerlo. Las formas de recorrer un drbol se estudian en la Seccion 17.4. ;Por qué
pasamos un parametro a las rutinas tamanyo y altura, pero usamos el objeto ac-
tual para los recorridos y el método duplicar? En realidad, no hay una razén
concreta para esto, es s6lo una cuestion de estilo. Aqui presentamos ambos estilos.
Las implementaciones mostrardn que las diferencias entre ellos surgen cuando se
quiere comprobar si un drbol es null. .~
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En esta seccion describiremos la implementacion de la clase ArbolBinario.
Se proporciona una clase NodoBinario separada para simplificar la implementa-
cion de algunas de las rutinas recursivas. En la Figura 17.13 se muestra el esquele-
to de la clase ArbolBinario. La mayoria de las rutinas son sencillas de imple-
mentar pues se limitan a llamar a métodos de la clase NodoBinario. En la linea 44
se declara el anico atributo, una referencia al nodo raiz.

1 package EstructurasDatos;

2 // Clase ArbolBinario; almacena un arbol binario

3 // CONSTRUCCION: (a) sin pardmetros o (b) con un objeto a

4 // colocar en la raiz de un arbol de un uUnico elemento.

5 //

6 // ********************OPERACIONES PﬁBLICAS********************
7 //void imprimirPostOrden( ) --> Imprime recorrido en postorden

8 // void imprimirOrdenSim( )--> Imprime recorrido orden simétrico
Q@ // void imprimirPreOrden( )--> Imprime el recorrido en preorden
10 // boolean esVacio( ) --> true si el arbol es vacio

11 // void vaciar( ) --> Construye un arbol vacio

12 // void unir( Object raiz, ArbolBinario al, ArbolBinario a2 )
13 // --> Construye un nuevo arbol

14 // *****‘k**‘k*****************ERRORES*****************‘k*********

15 // Impresién de mensajes de error por uniones ilegales

17 public class ArbolBinario

18 |

19 public ArbolBinario( )

20 { raiz = null; }

21 public ArbolBinario( Object elemRaiz )

22 { raiz = new NodoBinario( elemRaiz ); }

23

24 public void imprimirPreOrden( )

25 { if( raiz '= null ) raiz.imprimirPreOrden( ); }
26 public void imprimirOrdenSim( )

27 { if( raiz '= null ) raiz.imprimirOrdenSim( ); }
28 public void imprimirPostOrden( )

29 { if( raiz '= null ) raiz.imprimirPostOrden( ); }
30 public boolean esVacio( )

31 { return raiz == null; }

32 public void vaciar( )

33 { raiz = null; }

34 public void unir( Object elemRaiz, ArbolBinario al,
35 ArbolBinario a2 )
36 ( /* Figura 17.16 */ }

37 public int tamanyo( )

38 { return NodoBinario.tamanyo( raiz ); }

39 public int altura( )

40 { return NodoBinario.altura( raiz ); }

41 public void duplicar( ArbolBinario lder )

42 { if( this !'= null ) raiz = lder.raiz.duplicar( ); }
43

44 protected NodoBinario raiz;

45

Figura 17.13 Esqueleto de la clase ArbolBinario.

La clase
NodoBinario se
implementa de
forma separada de
la clase
ArbolBinario. El
Unico atributo de la
clase
ArbolBinario es
una referencia al
nodo raiz.
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Antes de que
podamos aplicar el
método de la clase
NodoBinario al
nodo apuntado por
raiz, debemos
verificar que raiz
noesnull.

unir seria en
principio una rutina
de una sola linea,
pero hemos de
vigilar el aliasing.
asegurandonos de
que un mismo nodo
no aparece en dos
subdrboles, y
comprobar los
errores.

Se proporcionan dos constructores. El de la linea 19 crea un arbol vacio, mien-
tras que el de la linea 21 crea un drbol con un tnico nodo. En las lineas 24 a 29
se declaran rutinas para recorrer el arbol, las cuales aplican métodos de la clase
NodoBinario a la raiz después de verificar que el drbol no es vacio. Una estra-
tegia alternativa de recorrido de arboles que se puede implementar es el recorrido
por niveles. En la Seccion 17.4 se estudian todas las rutinas de recorrido. En las
lineas 32 y 30 se proporcionan rutinas para construir un arbol vacio y para com-
probar si un arbol es vacio respectivamente.

Hay dos rutinas mas en la clase. En las lineas 41 y 42 definimos el método
duplicar. Después de comprobar el aliasing, llamamos al método duplicar de
la clase NodoBinario para obtener una copia del arbol 1der. Entonces asigna-
mos el resultado a la raiz del drbol. Observe que antes de poder aplicar el método
de la clase NodoBinario al nodo referenciado por raiz, debemos verificar que
raiz noes null.

El dltimo método de la clase es la rutina unir, la cual usa dos drboles —al y
a2— y un elemento para crear un nuevo arbol que tiene al elemento como raiz y
los dos drboles como hijos izquierdo y derecho. En principio, se trata de una rutina
de una sola linea:

raiz = new NodoBinario( elemRaiz, al.raiz, a2.raiz ) ;

Si las cosas fueran siempre tan sencillas, los programadores no encontrarian
trabajo. Afortunadamente para nuestras carreras profesionales, hay complicacio-
nes. La Figura 17.14 muestra el resultado del sencillo método unir de una sola
linea. Se hace patente un problema: los nodos de los arboles al y a2 se encuen-
tran ahora en dos arboles, los originales y el resultado de la union. Esta compar-
ticion podria ser un problema si quisiéramos eliminar o alterar de alguna otra
forma los arboles originales o bien sus apariciones como subarboles, pues cual-
quier modificacién en uno u otro repercutiria inmediatamente en el otro, pues se
trata en realidad del mismo objeto. Este en ocasiones podria no ser el efecto pre-
tendido.

a2.raiz

/

al.raiz

Figura 17.14 Resultado de un método unir ingenuo: hay comparticion de sub-
arboles. s

..
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La solucion es en principio sencilla. Podemos asegurar que los nodos no apare-
cen en dos arboles asignando null a al.raiz y a2.raiz después de unir. Sur-
gen complicaciones cuando consideramos algunas llamadas que contienen aliasing:

al.unir(x, al, a2 );
a2.unir(x, al, a2 );
al.unir(x, a3, a3 ) ;

Los dos primeros casos son similares, por lo que consideraremos sélo el pri-
mero. En la Figura 17.15 se muestra un dibujo de la situacion. Puesto que al es un
alias del objeto actual, al.raiz y raiz son alias. En consecuencia, tras la llama-
da a new, si ejecutamos al.raiz = null, también estamos cambiando raiz a
null. Por tanto, en estos casos hemos de tener mucho cuidado con los alias.

raiz
al.raiz

raiz vieja

al.raiz vieja .

Figura 17.15 Problemas con el aliasing en la operacion unir; al es también el
objeto actual.

1 J**

2 * Rutina unir para la clase ArbolBinario

3 * Forma un arbol nuevo a partir de elemRaiz, al y a2.

4 * Trata correctamente varias situaciones de aliasing.

5 * Y

6 public void unir( Object elemRaiz, ArbolBinario al,

7 ArbolBinario a2 )

8 {

9 if( al.raiz == a2.raiz && al.raiz !'= null )

10 {

11 System.err.println( "arbolIzquierdo==arbolDerecho; " +
12 "unir abortado" );

13 return;

14 }

15

16 // Creacién de un nuevo nodo

17 raiz = new NodoBinario( elemRaiz, al.raiz, a2.raiz );
18

19 // Nos aseguramos de que cada nodo estd sélo en un &arbol
20 if( this !'= al )
21 al.raiz = null;
22 if( this !'= a2 )
23 a2.raiz = null;
24 )

Figura 17.16 Rutina unir para la clase ArbolBinario.

Asignamos null a
las raices de los
arboles originales
para que cada
nodo esté en un solo
arbol.

Si un arbol de
enfrada y el de
salida son alias,
debemos tener
mucho cuidado
para evitar que la
raiz resultante sea
la referencia null.
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Si dos arboles de
entrada son alias, no
deberiamos permitir
que se llevara a
cabo la operacion,
a menos que los
arboles estén vacios.

Se usan rutinas
recursivas para
implementar
tamanyo y
duplicar.

Puesto que
duplicar esun
método de la clase
NodoBinario,
hacemos las
llamadas recursivas
s6lo una vez se ha
comprobado que los
subdrboles no son
null.

El método tamanyo
se implementa
facilmente de forma
recursiva si
previamente
hacemos un dibujo.

El tercer caso no deberia permitirse porque colocaria los nodos de a3 en dos
sitios distintos de al. Ahora bien, si a3 representara un drbol vacio, el tercer caso
si estarfa permitido. Al final resulté bastante peor de lo que esperdbamos. El codi-
go resultante se muestra en la Figura 17.16. Lo que en un principio era una rutina
de una sola linea se ha convertido en una bastante mas larga.

17.3 Arboles y recursién

Ya que los drboles se pueden definir de forma recursiva, no sorprende el he-
cho de que la mayoria de las rutinas que implican a los drboles se implementen
de forma mads sencilla usando recursiéon. Aqui proporcionamos la implementacion
recursiva de la mayoria de los métodos restantes de las clases NodoBinario y
ArbolBinario. Las rutinas resultantes son increiblemente compactas.

Comenzamos con el método duplicar de la clase NodoBinario. Puesto que
es un método de la clase NodoBinario, sabemos que el drbol que estamos dupli-
cando no es vacio. El algoritmo recursivo es sencillo. Primero creamos un nodo
nuevo con el mismo dato que el nodo raiz actual. Después llamamos recursiva-
mente dos veces a duplicar para generar el subarbol izquierdo y el derecho. En
ambos casos, hacemos las llamadas recursivas después de comprobar que el co-
rrespondiente drbol es no vacio. Esta descripcion verbal aparece codificada en la
Figura 17.17.

El siguiente método que presentamos es la rutina tamanyo de la clase
NodoBinario, la cual devuelve el tamaifio del drbol cuya raiz es el nodo referen-
ciado por a, que se pasa como parametro. Si dibujamos el arbol recursivamente,
como se muestra en la Figura 17.18, vemos que el tamafio de un drbol es igual al
tamafio del hijo izquierdo mds el del hijo derecho mds 1, ya que la raiz aporta un
nodo. Como en toda rutina recursiva necesitamos un caso base que pueda resol-
verse directamente. El drbol més pequefio que la rutina tamanyo trata es el drbol
vacio (correspondiente a a null), cuyo tamano es claramente 0. El resultado estd
implementado en la Figura 17.19. Podemos comprobar ficilmente que la recursion
produce la respuesta correcta para los arboles de tamano 1.

'| /**

2 * Devuelve un puntero al nodo raiz del duplicado del

3 * drbol binario cuya raiz es el nodo actual.

4 * /

5 NodoBinario duplicar( )

6 ({

7 NodoBinario raiz = new NodoBinario( dato );

8 if( izquierdo != null ) // Si hay un drbol izguierdo

9 raiz.izquierdo = izquierdo.duplicar( ); // Duplicarlo
10 if( derecho != null ) // Si hay un arbol derecho

11 raiz.derecho = derecho.duplicar( ); // Duplicarlo
12 return raiz; // Devolver el &rbol resultante
13 3

Figura 17.17 Rutina para devolver uno'c;'opid del arbol con raiz en el nodo actual.
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Figura 17.18 Visidon recursiva utilizada para calcular el famano de un arbol:
SAa=85+S5p+ 1.

1 /xR *

2 * Devuelve el tamafio del arbol binario con raiz en a.

3 * )

4 static int tamanyo( NodoBinario a )

5 {

6 if( a == null )

7 return 0;

8 else

9 return 1 + tamanyo( a.izquierdo ) + tamanyo( a.derecho ) ;
10

Figura 17.19 Rutina para calcular el tamano de un nodo.

La altima rutina recursiva de esta seccion calcula la altura de un nodo. Es dificil
de escribir en forma no recursiva, pero se implementa trivialmente de forma recursi-
va, una vez nos fijamos en la descripcion gréafica de un arbol. La Figura 17.20
muestra un drbol visto de forma recursiva. Supongamos que el hijo izquierdo tiene
altura H; y que el hijo derecho tiene altura Hp. Cualquier nodo que esté d niveles
por debajo de la raiz del hijo izquierdo esta d + 1 niveles por debajo de la raiz del
arbol completo. Lo mismo sucede para el hijo derecho. Luego la longitud del ca-
mino que lleva al nodo mds profundo en el drbol original es 1 mas de la longitud
de su camino desde la raiz del subarbol correspondiente. En consecuencia, si cal-
culamos dicho valor para ambos subarboles, la respuesta que buscamos es el ma-
ximo de dichos valores mas 1.

. Qué sucede con el caso base? De nuevo, corresponde al arbol vacio. La afir-
macion de que la altura de un drbol vacio es 0O, es erronea, porque un drbol de un
solo nodo tiene altura O (una hoja siempre tiene altura 0). Para que la férmula re-
cursiva funcione correctamente con drboles de un solo nodo, definimos la altura

|1 e

Figura 17.20 Vision recursiva del cdlculo de la altura: Ha = Max:(Hj + 1. Hp+ 1.

El método altura
también es facil de
implementar de
forma recursiva. La
altura de un arbol
vacioes — 1.
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En un recorrido en
orden simétrico,
procesamos el nodo
actual entre medias
de las llamadas
recursivas.

Un recorrido simple
usando cualquiera
de estas estrategias
requiere un tiempo
lineal.

'| J**

2 * Devuelve la altura del arbol binario con raiz en a.
3 */

4 static int altura( NodoBinario a )

5 {

6 if( a == null )

7 return -1;

8 else

9 return 1 + Math.max( altura( a.izquierdo ),
10 altura( a.derecho ) );
11 3
Figura 17.21 Rutina para calcular la altura de un nodo.

del arbol vacio como — 1. Ahora, como una hoja tiene dos subarboles de altura
— 1, su altura queda correctamente definida como 0. La rutina resultante se mues-
tra en la Figura 17.21.

17.4 Recorrido de arboles: clases iteradoras

En este capitulo hemos visto como se puede usar la recursion para implementar
los métodos de los drboles binarios. Cuando se aplica la recursion, calculamos in-
formacion no soélo sobre un nodo, sino también sobre todos sus descendientes.
Decimos entonces que estamos recorriendo el drbol. Dos recorridos conocidos
que ya hemos visto anteriormente son el recorrido en preorden y el recorrido en
postorden.

En un recorrido en preorden, primero se procesa el nodo y después se procesan
recursivamente sus hijos. La rutina duplicar es un ejemplo de recorrido en
preorden, pues lo primero que hacemos es crear la raiz. Después se copian de for-
ma recursiva los hijos izquierdo y derecho. L

En un recorrido en postorden, el nodo dado se procesa después de haber proce-
sado recursivamente sus hijos. Dos ejemplos de ello son los métodos tamanyo y
altura. En ambos casos, s0lo podemos calcular el valor correspondiente de un
nodo dado (por ejemplo, su tamaiio o su altura) después de haber calculado el co-
rrespondiente valor para sus hijos.

Un tercer recorrido recursivo habitual es el recorrido en orden simétrico, en el
cual primero se procesa recursivamente el hijo izquierdo, luego se procesa el nodo
actual, y finalmente se procesa recursivamente el hijo derecho. Este mecanismo se
usa para generar la expresion algebraica correspondiente a un drbol de expresion.
Por ejemplo, en la Figura 17.11, el recorrido en orden simétrico genera la expre-
sién (a+ ( (b-c) *d)).

La Figura 17.22 ilustra rutinas que imprimen los nodos de un arbol binario
usando cada uno de los algoritmos recursivos de recorrido de drboles. La Figu-
ra 17.23 muestra el orden en que se visitan los nodos para cada una de las tres es-
trategias. El tiempo de ejecucion de todas ellas es lineal. Esto es asi, pues en todos
los casos cada nodo se imprime exactamente una vez, de modo que el nimero to-
tal de llamadas realizadas (incluyendo el trabajo constante debido a las operacio-
nes de apilar y desapilar de la pila de ejecucion interna) es una por nodo, es decir
O(N). Luego el tiempo total de ejecucion es O(N).
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1 void imprimirPreOrden( )

2

3 System.out.println( dato ); // Nodo

4 if( izquierdo != null )

5 izquierdo.imprimirPreOrden( ) ; // Izquierdo
6 if( derecho != null )

7 derecho.imprimirPreOrden( ). // Derecho

8

9

10 void imprimirPostOrden( )

11 {

12 if( izguierdo != null )

13 izquierdo. imprimirPostOrden( ); // Izguierdo
14 if( derecho != null )

15 derecho. imprimirPostOrden( ); // Derecho
16 System.out.println( dato ); // Nodo

17 )

18

19 void imprimirOrdenSim ( )
20 ¢
21 if( izquierdo != null )
22 izquierdo. imprimirOrdenSim( ); // Izguierdo
23 System.out .println( dato ); // Nodo
24 if( derecho != null )
25 derecho. imprimirOrdenSim( ) ; // Derecho
26
Figura 17.22 Rutinas para imprimir los nodos en preorden, postorden y orden simé-

trico.

Figura 17.23 Rutas de acceso para los recorridos en preorden, postorden y orden
simétrico.

;Debemos necesariamente usar recursién para implementar los recorridos? — Podemos recorrer un
Claramente la respuesta es no. Dado que, como ya se discuti6 en la Seccion 7.3, la arbol de forma ne
recursién se implementa internamente usando una pila. De modo que podriamos ;igl:wfrz\r,wci]éndo o
usar nuestra propia pila. El resultado es generalmente un programa algo mas rapi- | oo oo o
do, dado que, solamente tenemos que guardar en la pila lo que necesitamos en ca-
da caso, en lugar de hacer que el compilador coloque un registro de activacion
completo. La diferencia en velocidad entre un algoritmo recursivo y otro no recur-
sivo depende mucho de la plataforma. En la mayorfa de los casos, la mejora en la
velocidad no justifica el esfuerzo implicado en la eliminacion de la recursién. Aun
asi, vale la pena saber cémo hacerlo por si acaso nuestra plataforma es de las que
puede beneficiarse de la eliminacién de la recursién, y también porque en ocasio-
nes ver cémo se implementa un programa de forma no recursiva puede hacer que
la recursion se entienda mds claramente. : 5

..
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Una clase iteradora
permite realizar un
recorrido paso a
paso.

Presentaremos tres clases iteradoras, con el mismo espiritu que en las listas en-
lazadas. Cada una de ellas nos permitird ir al primer nodo, avanzar al siguiente no-
do, comprobar si hemos llegado al dltimo nodo y acceder al nodo actual. El orden
en que se accede a los nodos estda determinado por el tipo de recorrido. Implemen-
taremos también un recorrido por niveles, en el que los nodos se visitan de arriba
abajo y de izquierda a derecha. Este recorrido es inherentemente no recursivo y de
hecho usa una cola en lugar de una pila. Hecha esta salvedad, resulta ser bastante
parecido al recorrido en preorden.

1 package EstructurasbDatos;

2

3 import Excepciones.*;

4

5 // Clase ArbolIter; mantiene la "posicidén actual"

6 //

7 // CONSTRUCCION: con el &rbol al que estd ligado el iterador

8 //

9 // ********************OPERACIONES PL’JBLICAS********************
10 // primero y avanzar son abstractos; los demas son finales
11 // boolean esvalido( ) --> True si estamos en una posicidén valida
12 // Object recuperar( ) --> Devuelve elemento en posicidén actual
13 // void primero( ) --> Coloca posicidén actual en el primero
14 // void avanzar( ) --> Avanza (prefijo)

15 // **************************ERRORES***************************

16 // Excepciones lanzadas por accesos o avances ilegales

18 /**

19 * Clase iteradora de &rboles.

20 */

21 abstract public class ArbolIter

22 ¢ )

23 public ArbolIter( ArbolBinario elArbol )

24 {

25 a = elArbol;

26 actual = null;

27 }

28

29 abstract public void primero( );

30

31 final public boolean esValido( )

32 {

33 return actual != null;

34 }

35

36 final public Object recuperar( ) throws ElementoNoEncontrado
37 {

38 if( actual ==null )

39 throw new ElementoNoEncontrado ( "recuperar de ArbolIter" ) ;
40 return actual.dato;

41 }

42

43 abstract public void avanzar( ) throws ElementoNoEncontrado;
44

45 protected ArbolBinario a; // El arbol

46 protected NodoBinario actual; // Posicidn actual

47

Figura 17.24 Clase iteradora abstracta para los arboles.
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La Figura 17.24 proporciona una clase abstracta para la iteracion sobre los ar-
boles. Cada iterador almacenara una referencia al drbol y un puntero al nodo ac-
tual, los cuales se declaran respectivamente en las lineas 45 y 46, inicializandose
en el constructor. Los dos son declarados como protected para permitir acceder
a ellos a las clases derivadas. En las lineas 29 a 43 se declaran varios métodos.
Los métodos esvalido y recuperar son invariantes en la jerarquia por lo que
se proporciona una implementacién y se declaran como final. Por su parte, cada
tipo de iterador debe proporcionar los métodos abstractos primero y avanzar.
Observe que el método avanzar difiere del de las listas enlazadas porque lanza
una excepcion. Se ha hecho asf para ilustrar distintas estrategias.

17.4.1 Recorrido en postorden

El recorrido en postorden se implementa usando una pila para almacenar el estado
actual. La cima de la pila representara el nodo que estamos visitando en un cierto
instante en el recorrido en postorden. Pero podemos encontrarnos en tres situacio-
nes distintas:

I. A punto de hacer una llamada recursiva al hijo izquierdo.
2. A punto de hacer una llamada recursiva al hijo derecho.
3. A punto de procesar el nodo actual.

En consecuencia, en el curso del recorrido cada nodo se colocara en la pila tres
veces. Cuando se desapila un nodo de la pila por tercera vez, podemos marcarlo
como el nodo actual a ser visitado.

En caso contrario, el nodo se esta desapilando por primera o segunda vez, de
modo que ain no estd listo para ser visitado, por lo que volvemos a apilarlo en la
pila y simulamos una llamada recursiva. Si el nodo esta siendo desapilado por pri-
mera vez, necesitamos apilar el hijo izquierdo en la pila, si es no vacio. Si estd
siendo desapilado por segunda vez apilamos el hijo derecho, si es no vacio. En
todo caso, desapilamos después, pasando a aplicar el mismo test. Observe que ca-
da vez que desapilamos, estamos simulando la llamada recursiva al hijo apropia-
do. Si el hijo era vacio y por tanto nunca fue apilado en la pila, entonces cuando
desapilemos, estaremos desapilando de nuevo el nodo original.

Eventualmente, o bien el proceso desapila un nodo por tercera vez, o bien la
pila queda vacia. En este tltimo caso, hemos recorrido ya todo el arbol. Inicializa-
mos el algoritmo apilando una referencia a la raiz. Un ejemplo de como se mani-
pula la pila se muestra en la Figura 17.25.

Un resumen rdpido: la pila contiene los nodos que ya hemos recorrido pero
que atn no hemos tratado completamente. Cuando un nodo se apila en la pila, el
contador es respectivamente 0, 1 o 2 en cada una de las siguientes situaciones:

. Si estamos a punto de procesar el hijo izquierdo.
2. Si estamos a punto de procesar el hijo derecho.
3. Siestamos a punto de procesar el nodo.

Sigamos la traza de lo que sucede en el recorrido en postorden. Inicializamos
el recorrido apilando la raiz a en la pila, e inmediatamente se desapila a por pri-
mera vez, por lo que vuelve a colocarse en la pila y apilamos:su hijo izquierdo b.

La clase iteradora
abstracta contiene
un subconjunto de
los métodos de la
clase iteradora para
las listas enlazadas.
Cada fipo de
recorrido esta
representado por
una clase derivada.

El recorrido en
postorden mantiene
una pila gque
almacena los nodos
ya visitados que aun
no se han tratado
completamente.

Cada nodo se
coloca en la pila tres
veces. La tercera vez
que lo desapilemos
se considera que el
nodo ha sido
visitado. En las otras
ocasiones simulamos
una llamada
recursiva.

Cuando la pila
gueda vacia, es que
ya se han visitado
todos los nodos.
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Cada NodoP1
almacena una
referencia a un nodo
junto con un
contador que nos
indica cuantas
veces se ha
desapilado ya dicho
nodo.

a0 al az
b0 bl b2 b2 b2 b2
a0 al al al al al al a l
d b
e 0 e | e?2
c 0 ¢l c 1 c 1 3 ] c2
a2 a? a2 a?2 a?2 az2 a?
e c a

Figura 17.25 Estados de la pila durante el recorrido en posforden.

A continuacién se desapila b por primera vez, por lo que se coloca de vuelta en la
pila. Si existiera el hijo izquierdo de b se apilarfa, pero como no tiene, se desapila
b por segunda vez, se vuelve a colocar en la pila y se apila su hijo derecho d.
Ahora se desapila d por primera vez, por lo que se coloca de nuevo en la pila. No
se produce una operacién de apilar, porque d no tiene hijo izquierdo, con lo que d se
desapila por segunda vez y vuelve a la pila de nuevo. Como tampoco tiene hijo
derecho, no se apila nada, sino que d se desapila por tercera vez, siendo marcado
como nodo visitado. A continuacién se desapila b por tercera vez, marcandose
también como visitado.

Después se desapila a por segunda vez, colocandose de nuevo en la pila junto
con su hijo derecho c. Se desapila c por primera vez, por lo que vuelve de nuevo a
la pila, apilandose su hijo izquierdo e. A continuacion e es desapilado, apilado,
desapilado de nuevo y vuelto a apilar, y finalmente se desapila por tercera vez (es-
to sucede para todas las hojas). Luego se marca a e como nodo visitado. Después
se desapila ¢ por segunda vez, vuelve a la pila y como no tiene hijo derecho, es
inmediatamente desapilado por tercera vez y marcado como visitado. Finalmente
se desapila a por tercera vez y se marca como visitado. En este momento la pila
esta vacia, concluyendo el recorrido.

La clase PostOrden, que se muestra en la Figura 17.26, se implementa direc-
tamente usando el algoritmo descrito previamente. La clase NodoP1 representa los
objetos que se colocan en la pila. Sus objetos contienen una referencia a un nodo
junto con un entero que almacena el nimero de veces que se ha desapilado el no-
do en cuestion. Los objetos NodoP1 se inicializan siempre reflejando el hecho de
que adn no han sido desapilados.

La clase PostOrden se deriva de la clase ArbolIter. Afade una pila interna
a los atributos heredados. La clase PostOrden se inicializa inicializando primero
los atributos de ArbolTter para después apilar la raiz en la pila. Esto se ilustra en
el constructor, en las lineas 23 a 28. El método primero se implementa limpiando
la pila, apilando la raiz y llamando a avanzar.
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package EstructurasDatos;
import Excepciones.*;

// Clase PostOrden; mantiene una "posicidén actual"”

!/ de acuerdo con un recorrido en postorden

/7

// CONSTRUCCION: con el &rbol al que estd ligado el iterador

L

// ‘k‘k**‘k*****************OPERACIONES PGBLICAS*********************

// boolean esValido( ) --> True en una posicién valida del &rbol
// Object recuperar( ) -—> Devuelve elemento en posicidén actual

// void primero( ) —-—-> Coloca posicidén actual en primer nodo
// void avanzar( ) --> Avanza a la siguiente posicién

// ***‘k*************************ERRORES**********‘k****************

// Excepciones lanzadas por accesos O avances ilegales

/**
* Clase iteradora PostOrden.
*/
public class PostOrden extends ArbolIter
{
public PostOrden( ArbolBinario elArbol )
{
super ( elArbol ) ;
p = new Pilavec( );
p.apilar( new NodoPl( a.raiz ) );

}

public void primero( )
{
p.vaciar( );
if( a.raiz != null )
p.apilar( new NodoPl( a.raiz ) );

try
{ avanzar( ); }
catch( ElementoNoEncontrado e ) { } // Arbol vacio
}
protected Pila p; // Pila de objetos NodoPl

class NodoPl
{

NodoBinario nodo;
int vecesDesap;

NodoPl ( NodoBinario n )
{ nodo = n; vecesDesap = 0; }

Figura 17.26 Clase PostOrden (clase completa exceptuando avanzar).

La Figura 17.27 implementa avanzar. Sigue la descripcion anterior casi al ~ avanzar ©s la dnica
pie de la letra. La linea 8 comprueba si la pila estd vacfa. Si lo estd, ya hemos

rutina complicada.
Su codigo sigue la

completado la iteracién y podemos asignar null a actual, terminando después.  geseripcion anterior
Si no, llevamos a cabo repetidos apilados y desapilados hasta que se desapila un  casial pie de laletra.
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1 VAR

2 * Avanza la posicidn actual al siguiente nodo en el &rbol,
3 * de acuerdo con el esquema de recorrido en postorden.
4 * @exception ElementoNoEncontrado si la posicidén actual es null.
5 *y/

6 public void avanzar( ) throws ElementoNoEncontrado

7 {

8 if( p.esvVacia( ) )

9 {

10 if( actual == null )

11 throw new ElementoNoEncontrado ( "Avanzar de PostOrden" ) ;
12 actual = null;

13 return;

14 }

15

16 NodoPl cnodo;

17

18 for( ; ; )

19 {
20 try
21 { cnodo = ( NodoPl ) p.cimaYDesapilar( ); }
22 catch( DesbordamientoInferior e )
23 { return; } // No puede ocurrir

24
25 if( ++cnodo.vecesDesap == 3 )
26 {
27 actual = cnodo.nodo;
28 return;
29 }
30
31 p.apilar( cnodo );
32 if( cnodo.vecesDesap == 1 )
33 {
34 if( cnodo.nodo.izguierdo != null )

35 p.apilar( new NodoPl( cnodo.nodo.izguierdo ) );
36 }

37 else // cnodo.vecesDesap == 2

38 {
39 if( cnodo.nodo.derecho != null )
40 p-apilar( new NodoPl( cnodo.nodo.derecho ) );
41 }
42 }
43

Figura 17.27 Método avanzar pard la clase iteradora PostOrden.

elemento por tercera vez. Cuando esto sucede, el test de la linea 25 tiene éxito y
podemos terminar. En caso contrario, en la linea 31 volvemos a apilar el elemento
en la pila (observe que la componente vecesDesap ya ha sido incrementada en la
linea 25). Entonces simulamos la llamada recursiva. Si el nodo ha sido desapilado
por primera vez y tiene un hijo izquierdo, entonces se apila su hijo izquierdo. Si
habia sido desapilado por segunda vez y tiene un hijo derecho, se apila su hijo de-
recho. Observe que en todos los casos la construccion del objeto NodoP1 implica
que el nuevo nodo apilado se ha desapilado 0 veces.

Eventualmente el bucle for terminard al haberse desapilado algiin nodo por
tercera vez. Observe que a lo largo de la secuencia completa de iteraciones, puede
haber a lo sumo 3N operaciones de apilar y desapilar. Esta es una forma alternati-
va de establecer la linealidad de los re_q,orridos en postorden.
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17.4.2 Recorrido en orden simétrico

El recorrido en orden simétrico es andlogo al recorrido en postorden excepto por el
hecho de que un nodo se declara visitado cuando se desapila por segunda vez. Antes
de concluir con el nodo, el iterador apila su hijo derecho (si existe) en la pila, de

package EstructurasDatos;
import Excepciones.*;

// Clase OrdenSim; mantiene una "posicidn actual"

// de acuerdo con el recorrido en orden simétrico

//

// CONSTRUCCION: con el &rbol al que estd ligado el iterador

’/

]0 // ********************OPERACIONES P[’]BLICAS******‘k‘k‘k‘k*********k
11 // Las mismas que ArbolIter

]2 // ***************************ERRORES**************************

13 // Excepciones lanzadas por accesos 0O avances ilegales

NVONOCGRAWN —

15 public class OrdenSim extends PostOrden

El recorrido en orden
simétrico es similar al
recorrido en
postorden, excepto
por el hecho de que
cuando se desapila
un nodo por
segunda vez, se
declara ya visitado.

16 ¢

17 public OrdenSim( ArbolBinario elArbol )

18 { super( elArbol ); }

19

20 public void avanzar( ) throws ElementoNoEncontrado

21 {

22 if( p.esvacia( ) )

23 {

24 if( actual == null )

25 throw new ElementoNoEncontrado ( "avanzar de OrdenSim" ) ;
26 actual = null;

27 return;

28 }

29

30 NodoPl cnodo;

31 for( ; ; )

32 {

33 try

34 { cnodo = ( NodoPl ) p.cimaYDesapilar( ); 3}
35 catch( DesbordamientoInferior e )

36 { return; } // No puede suceder

37

38 if( ++cnodo.vecesDesap == 2 )

39 {

40 actual = cnodo.nodo;

41 if( cnodo.nodo.derecho != null )

42 p.apilar( new NodoPl( cnodo.nodo.derecho ) );
43 return;

44 }

45 // Se procesa primero

46 p.apilar( cnodo );

47 if( cnodo.nodo.izguierdo != null )

48 p.apilar ( new NodoPl{ cnodo.nodo.izguierdo ) );:
49 }

50 }

51

Figura 17.28 Clase iteradora OrdenSim completa.
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El recorrido en
preorden es andlogo
al recorrido en
postorden, excepto
por el hecho de que
un nodo se declara
visitado la primera
vez que se desapila,
apiléndose entfonces
los hijos derecho e
izquierdo.

forma que la siguiente llamada a avanzar pueda continuar recorriéndolo. Como
es muy similar al recorrido en postorden, derivamos la clase Ordensim a partir de
la clase PostOrden (aun a pesar de que no exista una relacion ES-UN(A)). El uni-
co cambio es una pequeiia alteracion en avanzar. La nueva clase se muestra en la
Figura 17.28.

17.4.3 Recorrido en preorden

El recorrido en preorden es analogo al recorrido en postorden, excepto por el hecho
de que un nodo se declara visitado la primera vez que se desapila. Al hacerlo, el
iterador apila el hijo derecho y luego el hijo izquierdo. Es importante que nos fije-
mos en el orden de ambas operaciones: queremos procesar primero el hijo izquierdo
y después el derecho, por lo que apilamos primero el derecho y luego el izquierdo.

1 package EstructurasDatos;

2

3 import Excepciones.*;

4

5 // Clase Preorden; mantiene una "posicidn actual"

6 // de acuerdo con el recorrido en preorden

7 //

8 // CONSTRUCCION: con el &rbol al gue estd ligado el iterador

9

10 ;j khkhkkkkkhkhkkkkkkk*k*k***OPERACIONES P[jBLICAS********************
11 // boolean esValido( ) --> True en una posicidn valida del arbol

12 // Object recuperar( }-> Devuelve elemento en posicidn actual
13 // void primero( ) --> Coloca posicidn actual en primer nodo
14 // void avanzar( ) --> Avanza a la siguiente posicidn

]5 // ***************************ERRORES**************************

16 // Excepciones lanzadas por accesos o avances ilegales

18 public class PreOrden extends ArbollIter

19 ¢

20 public PreOrden( ArbolBinario elArbol )

21 . {

22 super ( elArbol );

23 p = new Pilavec( );

24 p.apilar( a.raiz );

25 }

26

27 public void primero( )

28 {

29 p.vaciar( );

30 if( a.raiz !'= null )

31 p.apilar( a.raiz );

32 try

33 { avanzar( ); }

34 catch( ElementoNoEncontrado e ) { } // Arbol vacio
35 }

36

37 public void avanzar( ) throws ElementoNoEncontrado
38 { /* Figura 17.30 */ }

39

40 private Pila p; // Pila de objetos NodoBinario
41

Figura 17.29 Clase PreOrden con todos los métodos excepto avanzar.
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/**

* Avanza la posicidén actual al siguiente nodo en el arbol,

* de acuerdo con el esquema de recorrido en preorden.

* @exception ElementoNoEncontrado si la posicién actual es null.
L

public void avanzar( )
{

throws ElementoNoEncontrado

if( p.esvacia( ) )
{

catch( DesbordamientoInferior e )

1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24

{ return; } // No puede suceder
if( actual.derecho != null )
p.apilar( actual.derecho );
if( actual.izquierdo != null )
p.apilar( actual.izquierdo );

25

Figura 17.30 Método avanzar de la clase iteradora PreOrden.

Podriamos derivar la clase PreOrden a partir de la clase OrdenSim o de la
clase PostOrden, pero esto supondria un coste innecesario pues en esta ocasion
ya no es necesario mantener un contador del nimero de veces que se ha desapila-
do cada elemento. En consecuencia, la clase PreOrden se deriva directamente de
la clase ArbolTter. En la Figura 17.29 se muestra el esqueleto resultante con el
constructor y el método primero.

En la Ifnea 40 se afiade a la coleccion de atributos de la clase ArbolTter una
pila de referencias a nodos de drbol. El constructor y el método primero son si-
milares a los que ya hemos visto. Como se ilustra en la Figura 17.30, el método
avanzar es mas simple: ya no necesitamos mds un bucle for, pues tan pronto
como en la Ifnea 17 se desapila un nodo, éste se convierte en el nodo actual. En este
momento apilamos el hijo derecho y despues el izquierdo, cuando uno u otro exista.

17.4.4 Recorrido por niveles

Concluimos implementando el recorrido por niveles. Este recorrido procesa los
nodos comenzando en la raiz y avanzando de forma descendente y de izquierda a
derecha. El nombre se deriva del hecho de que primero visitamos los nodos del
nivel 0 (la rafz), después los del nivel 1 (los hijos de la raiz), los del nivel 2 (los
nietos de la raiz), y asi sucesivamente. Un recorrido por niveles se implementa
usando una cola en lugar de una pila. La cola almacena los nodos que van a ser
visitados. Cuando se visita un nodo, se colocan sus hijos al final de la cola, donde
serdn visitados después de los nodos que ya estdn en la cola. Es facil ver que esto
garantiza que los nodos se visitan por niveles. La clase P(?rNiVeles se muestra

if( actual == null )
throw new ElementoNoEncontrado( "Avanzar de PreOrden"
actual = null;
return;
}
try
{ actual = ( NodoBinario ) p.cimaYDesapilar( ); }

459

g

Tener que desapilar
una unica vez
permite algunas
simplificaciones.

En un recorrido por
niveles, los nodos se
visitan de forma
descendente y de
izquierda a derecha.
Este recorrido se
implementa
mediante una cola.
Se corresponde con
una busqueda en
anchura.



en las Figuras 17.31 y 17.32 y se asemeja mucho a la clase Preorden. Las tnicas
diferencias estriban en que usamos una cola en lugar de una pila y que aiiadimos a
la cola el hijo izquierdo y luego el derecho, en lugar de hacerlo al revés. Observe
que la cola puede ser muy larga. En el peor de los casos, todos los nodos del ulti-
mo nivel (hasta N/2) podrian estar simultineamente en la cola.

El recorrido por niveles implementa una técnica mas general denominada biis-
queda en anchura. En la Seccion 14.2 se presenta un ejemplo de utilizacion de es-
ta técnica en un marco mas general.

1 package EstructurasDatos;

2

3 import Excepciones.*;

4

5 // Clase PorNiveles; mantiene una "posicidn actual"

6 // de acuerdo con un recorrido por niveles

7 7/

8 // CONSTRUCCION: con el &rbol al que estd ligado el iterador

9 /7

]0 // *****‘k‘k*************OPER_ACIONES P[/]BLICAS**************'k*****
11 // boolean esvalido( ) --> True en una posicidén vdlida del Aarbol
12 // Object recuperar( ) --> Devuelve elemento en posicidn actual
13 // void primero( ) --> Coloca posicidén actual en primer nodo
14 // void avanzar( ) --> Avanza a la siguiente posicidn

]5 // *‘k********‘k**********ERRORES********************************
16 // Excepciones lanzadas por accesos o avances ilegales

17

18 /»#

19 * Clase iteradora PorNiveles.
20 ~+/
21 public class PorNiveles extends ArbolIter
22 ¢
23 public PorNiveles( ArbolBinario elArbol )
24 (
25 super ( elArbol );
26 c = new ColaVec( );
27 c.insertar( a.raiz );
28 ¥

29
30 public void primero( )
31 {
32 c.vaciar( );
33 if( a.raiz !'= null )
34 c.insertar( a.raiz );
35 try
36 { avanzar( ); }
37 catch( ElementoNoEncontrado e ) { } // Arbol wvacio
38 }
39
40 public void avanzar( ) throws ElementoNoEncontrado
41 { /* Figura 17.32 */ }
42
43 private Cola c; // Cola de objetos NodoBinario
4

Figura 17.31 Clase iteradora PorNiveles con la mayoria de sus métodos.
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] J**

2 * Avanza la posicidén actual al siguiente nodo en el arbol,
3 * de acuerdo con el esquema de recorrido por niveles.

4 * @exception ElementoNoEncontrado si la posicidn actual es null.
5 * 7

6 public void avanzar( ) throws ElementoNoEncontrado

7 {

8 if( c.esVacial( ) )

9 {

10 if( actual == null )

11 throw new ElementoNoEncontrado ( "avanzar de PorNiveles" ) ;
12 actual = null;

13 return;

14 }

15

16 try

17 { actual = ( NodoBinario ) c.quitarPrimero( ); 1}

18 catch( DesbordamientoInferior E )

19 { return; } // No puede suceder

20

21 if( actual.izquierdo !'= null )
22 c.insertar( actual.izguierdo );
23 if( actual.derecho != null )
24 c.insertar( actual.derecho );
25

Figura 17.32 Método avanzar para la clase iteradora PorNiveles.

Resumen

En este capitulo hemos estudiado los drboles y, en particular, los drboles binarios.
Hemos visto como se pueden usar los drboles para implementar los sistemas de
ficheros de muchos computadores y también algunas otras aplicaciones, como los
arboles de expresion y de codificacion, que se estudian con mads detalle en la Parte
[11. Los algoritmos que trabajan sobre drboles hacen un uso extensivo de la recur-
sion. Hemos examinado tres algoritmos recursivos de recorrido de arboles —reor-
den, postorden y orden simétrico— y hemos visto como se pueden implementar de
forma no recursiva. También hemos examinado el recorrido por niveles, que for-
ma la base de una importante técnica de bisqueda llamada busqueda en anchura.
En el siguiente capitulo estudiaremos otro tipo fundamental de arbol: el drbol bi-
nario de busqueda.

Elementos del juego

altura Longitud del camino que va desde un nodo a la hoja mds profunda por de-
bajo de é€l.

arbol Definido no recursivamente, un drbol es un conjunto de nodos y otro de
aristas orientadas que los conectan entre si. Los arboles se definen de una for-
ma natural de manera recursiva diciendo que un drbol es 0 bien vacio, o bien
consta de una raiz y cero o mas subarboles.



arbol binario Arbol en el que ningun nodo puede tener mds de dos hijos. Se pue-
de definir recursivamente de manera muy conveniente.

ascendiente y descendiente Si hay un camino de un nodo u a otro v, entonces u es
ascendiente de v y v es descendiente de u.

ascendiente propio y descendiente propio En un camino de un nodo u a otro v,
si u # v, entonces u es un ascendiente propio de v y v es un descendiente pro-
pio de u.

hermanos Nodos con el mismo padre.

hoja Nodo de un drbol que no tiene hijos.

método primer hijo/siguiente hermano Implementacion de un arbol general en
la que cada nodo guarda dos referencias por elemento: una al hijo mds a la iz-
quierda (si no es una hoja) y otra al hermano situado a su derecha.

padre e hijo Padres e hijos se definen de forma natural. Una arista orientada co-
necta al padre con cada hijo.

profundidad Longitud del camino de la raiz hasta el nodo.

recorrido en orden simétrico Tipo de recorrido en el que se procesa el nodo ac-
tual entre las llamadas recursivas para sus hijos.

recorrido en postorden Tipo de recorrido en el que se visita el nodo después de
haber procesado los hijos. Tarda un tiempo constante por nodo.

recorrido en preorden Tipo de recorrido en el que se visita cada nodo antes de
procesar sus hijos. El recorrido requiere un tiempo constante por nodo.

recorrido por niveles Tipo de recorrido en el que los nodos se vistan de forma
descendiente y de izquierda a derecha. Se implementa usando una cola. Co-
rresponde a una busqueda en anchura.

tamano de un nodo Numero de descendientes que tiene un nodo (incluyéndole a
€l mismo).

Errores comunes

1. Permitir que un nodo pertenezca simultineamente a dos arboles es general-
mente una idea poco afortunada pues al realizar cambios en un subarbol se
podrian provocar, sin desearlo, cambios simultianeos en varios subarboles.

2. Olvidar la comprobacién de que un drbol es vacio es un error comtun. Si es-
to sucede en el marco de un algoritmo recursivo, probablemente el progra-
ma abortara.

3. Un error comin cuando se trabaja con arboles consiste en pensar iterativa-
mente en lugar de hacerlo recursivamente. Disefie primero los algoritmos de
forma recursiva, y solo después conviértalos a iterativos, de resultar conve-
niente.

En Internet

Muchos de los ejemplos discutidos en este capitulo se utilizan en el Capitulo 18, en el
que se estudian los drboles binarios de busqueda. El cédigo para las clases iteradoras
es parte del paquete EstructurasDatos y debe guardarse en el directorio Estruc-
turasDatos. Las versiones originales se encuentran en el directorio DataStructures.
Estos iteradores usan clases NodoBingrio y ArbolBinario ligeramente dife-




rentes de las utilizadas en este capitulo. Esas clases también deben guardarse en el
directorio EstructurasDatos. Las versiones originales se encuentran en el directo-

rio DataStructures.

Las versiones originales de las clases NodoBinario, ArbolBinario y
SistemaFichero de este capitulo se encuentran en el directorio Chapter17.

BinaryNode.java
BinaryTree.java
FileSystem.java
InOrder.java
LevelOrder.java
PostOrder.java

PreOrder.java
Treelterator.java

Ejercicios

17.1.

17.2.

Contiene la clase traducida por NodoBinario en la
Figura 17.12.

Contiene la clase traducida por ArbolBinario en la
Figura 17.13.

Implementa el recorrido de directorios, traducido en la
Figura 17.10 por SistemaFichero.

Contiene la clase traducida por OrdenSim.

Contiene la clase traducida por PorNiveles.
Contiene la clase traducida por PostOrden.

Contiene la clase traducida por PreOrden.

Contiene la clase iteradora traducida por ArbolIter.

Cuestiones breves

Para el 4arbol de la Figura 17.33, determine lo siguiente:

a)
b)
c)
d)

(Cual es el nodo raiz?

(Qué nodos son las hojas?

(Cudl es la profundidad del drbol?

El resultado de los recorridos en preorden, postorden, orden simétrico
y por niveles.

Para cada nodo del arbol de la Figura 17.33, haga lo siguiente:

a)
b)
C)
d)
)

Wy

Nombre el nodo padre.
Liste los hijos.

Liste los hermanos.
Calcule la altura.
Calcule la profundidad.
Calcule el tamano.

Figura 17.33 Arbol para los ejercicios 17.1y 17.2.

Ejercicios m
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17.3.

17.4.

17.5.

17.6.

17.7.

17.8.

17.9.

17.10.

17.11.
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¢(Cudl es la salida del método de la Figura 17.34 para el drbol de la Figu-
ra 17.25?

Muestre las operaciones realizadas sobre la pila al recorrer en orden simé-
trico y en preorden el drbol de la Figura 17.25.

Problemas tedricos

Muestre que el nimero maximo de nodos en un édrbol binario de altura H es
H+1 _

Un nodo completo es un nodo con dos hijos. Demuestre que en un drbol
binario, el nimero de hojas es igual al nimero de nodos completos mds 1.
¢Cuantos hijos iguales a null hay en un arbol binario de N nodos? ;Cudn-
tos hay en un arbol M-ario de N nodos?

Consideremos un drbol binario con hojas [y, [y, ..., [y; a profundidades d,,
d>, ..., dy, respectivamente. Demuestre que Z{.”: 127"‘ < | (llamada desi-
gualdad de Kraft) y determine cuando se da la igualdad.

Problemas practicos

Escriba métodos eficientes (proporcione las medidas Q) que dada una refe-
rencia a un drbol binario 7 calculen lo siguiente:

a) El nimero de hojas de 7.

b)  El nimero de nodos de 7 que contienen exactamente un hijo distinto
de null.

¢) El nimero de nodos de 7" que contienen exactamente dos hijos distin-
tos de null.

Implemente algunas de las rutinas recursivas incluyendo comprobaciones
que garanticen que no se realiza ninguna llamada recursiva sobre un subdr-
bol nul1. Compare el tiempo de ejecucion con rutinas idénticas que retra-
sen el test hasta la primera linea del método recursivo.

Rescriba la clase iteradora de modo que se lance una excepcién cuando se
aplica primero a un drbol vacio. ;Por qué puede ser esto una idea poco
afortunada?

public void imprimirMisterioso( NodoBinaric a )
{

if( a !'= null )

{
System.out.println( a.dato );
imprimirMisterioso( a.izquierdo );
System.out.println( a.dato );
imprimirMisterioso( a.derecho );
System.out.println( a.dato );

Figura 17.34 Programa misterioso para el Ejercicio 17.3.
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Practicas de programacion

17.12. Implemente un comando que liste todos los ficheros de un directorio dado,
incluyendo todos los subdirectorios, ordenados por tamafio decreciente. In-
cluya los tamafios y cualquier otra informacion que pueda obtener de los
ficheros.

17.13. Mediante un programa se puede generar automdticamente un arbol binario
para autoedicion. Esto se podria hacer asignando una coordenada (x, y) a
cada nodo del arbol, dibujando un circulo alrededor de dicha coordenada y
conectando cada nodo distinto de la raiz con su padre. Supongamos que
disponemos de un drbol binario almacenado en memoria y que cada nodo
tiene dos atributos extra en los que almacenar sus coordenadas. Suponga-
mos que (0, 0) se corresponde con la esquina superior izquierda. Se pide
hacer lo siguiente:

a) La coordenada x se puede calcular usando el niimero que le correspon-
de en el recorrido en orden simétrico. Escriba una rutina que haga esto
para cada nodo del arbol.

b) La coordenada y se puede calcular usando la profundidad del nodo. Es-
criba una rutina que haga esto para cada nodo del érbol.

¢) Determine, en términos de una unidad imaginaria, cudles serdn las di-
mensiones del dibujo. También determine como ajustar las unidades
de forma que la altura del drbol siempre sea aproximadamente dos ter-
cios de su anchura.

d) Demuestre que cuando se usa este sistema, las aristas no se cruzan y
que para cada nodo X, todos los elementos del subdrbol izquierdo de X
aparecen a su izquierda y todos los elementos del subdrbol derecho de
X aparecen a su derecha.

¢) Determine si ambas coordenadas se pueden calcular por medio de un
tnico método recursivo.

f) Escriba un programa de dibujo de arboles de propdsito general que
convierta un drbol en una secuencia de instrucciones de generacion de
graficos del siguiente estilo (los circulos estdan numerados en el orden
en que se pintan):

circulo(x, v ); // Dibujaun circulo con centro en (x, y)
dibujaLinea( i, j ); // Conecta el circulo i con el j

2) Escriba un programa que lea las instrucciones de generacion de grafi-
cos y genere c6digo Java para dibujar sobre un lienzo (observe que tie-
ne que escalar las coordenadas almacenadas en pixels).

17.14. Diseiie un applet que ilustre las distintas estrategias de recorrido de arboles.



