CAPITULO

18

Arboles binarios
de busqueda

ara entradas de gran tamaifio, el acceso en tiempo lineal de las listas enlaza-

das es prohibitivo. Este capitulo examina una opcion alternativa a la lista

enlazada: el drbol binario de biisqueda. El arbol binario de buisqueda es
una estructura de datos sencilla que puede considerarse como una extension del
algoritmo de bisqueda binaria que permite tanto inserciones como eliminaciones.
El tiempo de ejecucién de muchas de sus operaciones es, en media, O(log N).
Desgraciadamente, su eficiencia en el caso peor es O(N).

En este capitulo veremos:

e En qué consiste el drbol binario de bisqueda bdsico.

e Como incluir bisquedas por posicion en el orden (esto es, la operacion
encontrarKesimo).

e Tres modos diferentes de eliminar el caso peor O(N) (los drboles AVL, los
arboles rojinegros y los AA-drboles).

e Cémo puede mejorarse la eficiencia de las consultas en una base de datos de
gran tamano, empleando B-drboles.

18.1 Ideas bdsicas

Por lo general, un elemento se busca por su clave. Por ejemplo, un estudiante pue-
de buscarse en la base de datos utilizando su DNI. En este caso, el nimero de DNI
se considera la clave del elemento.

El drbol binario de biisqueda es un drbol binario que satisface la propiedad de
la bisqueda ordenada. Esto significa que para cada nodo X del arbol, los valores
de todas las claves de su subdrbol izquierdo son menores que la clave de X y los
valores de todas las claves de su subarbol derecho son mayores que la clave de X.
En la Figura 18.1, el drbol de la izquierda es un drbol binario de bisqueda, mien-
tras que el drbol de la derecha no lo es (la clave 8 no deberfa pertenecer al subar-
bol izquierdo de la clave 7). La propiedad que define los drboles binarios de bus-
queda implica que todos los elementos del drbol pueden ordenarse de forma
consistente (el recorrido en orden simétrico de la estructura muestra los elementos
ordenados en forma ascendente). Dicha propiedad no permite en principio la exis-

Para cualquier nodo
del arbol binario de
busqueda, todos los
nodos con clave
menor que la suya
estan en su subdarbol
izquierdo, y fodos los
nodos con clave
mayor se encuentran
en su subdrbol
derecho. No se
permiten elementos
duplicados.
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buscar se ejecuta
desplazandonos por
las ramas izquierda o
derecha,
dependiendo del
resultado de las
comparaciones.

buscarMin se
ejecuta recorriendo
los nodos izquierdos
hasta llegar a un
nodo que no tenga
hijo izquierdo.
buscarMax es
similar.

Figura 18.1 Dos arboles binarios (s6lo el de la izquierda es de busqueda).

tencia de elementos duplicados, pero es sencillo generalizarla de modo que se per-
mita la repeticion de claves. Generalmente, es mejor guardar los elementos con la
misma clave en una estructura secundaria. Si los elementos son duplicados exac-
tos, la mejor opcién suele ser tener uno solo y mantener un contador con el nime-
ro de repeticiones.

18.1.1 Las operaciones

La mayoria de las operaciones de los drboles binarios de bisqueda son sencillas de
comprender. Podemos realizar una operacion buscar comenzando en la raiz y
desplazdndonos repetidamente por las ramas izquierda o derecha, dependiendo del
resultado de las comparaciones. Por ejemplo, para encontrar el elemento 5 en el
drbol binario de busqueda de la Figura 18.1, empezamos en el 7 y vamos por la
rama izquierda. Esto nos conduce al 2, y desde aqui vamos a la derecha. Asi, lle-
gamos al 5. Para encontrar el 6, hubiéramos seguido el mismo camino. Cuando es-
tuviésemos en el 5, irfamos por la derecha, encontrando una referencia nul1l, por
lo que el 6 no estd en el drbol. La Figura 18.2 muestra que el 6 puede insertarse en
el lugar donde ha finalizado su bisqueda fallida.

El arbol binario de bisqueda soporta de modo eficiente las operaciones
buscarMin y buscarMax. Para ejecutar buscarMin, partimos de la raiz y reco-
rremos repetidamente todos los nodos izquierdos hasta llegar a un nodo que no
tenga hijo izquierdo. Dicha hoja es el elemento minimo del drbol. buscarMax es
analoga, salvo por el hecho de que el recorrido es ahora por la derecha. Nétese que
el coste de ambas operaciones es proporcional al niimero de nodos del camino de
busqueda. El coste en media es logaritmico, pero puede ser lineal en el peor de los
casos. Esto se explica posteriormente en este capitulo.

Figura 18.2 Los arboles binarios de busqueda antes y después de insertar el 6.
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La operacion mds complicada es eliminar. Una vez que hemos encontrado
el nodo que debe ser borrado, es preciso considerar varias alternativas. El proble-
ma es que la eliminacién de un nodo puede desconectar varias partes del drbol.
Debemos ser cuidadosos en su manipulacién de modo que se mantenga siempre la
propiedad de la bisqueda ordenada. Ademds, es necesario evitar que el arbol ten-
ga demasiada profundidad, puesto que, como ya hemos comentado anteriormente,
la profundidad del drbol influye en el tiempo de ejecucién de los algoritmos.

Si el nodo a borrar es una hoja, su eliminacion no desconectara el arbol, por lo
que puede ser eliminado sin mds. Si el nodo tiene un solo hijo, podemos eliminar-
lo después de que su padre haya ajustado sus referencias hacia los hijos, saltando
al nodo eliminado. Esto se muestra en la Figura 18.3, en la que eliminamos el 5.
Observe que esto implica que eliminarMin y eliminarMax no son excesiva-
mente complejos, ya que los nodos afectados son hojas o tienen un tnico hijo. No-
tese también que la raiz es un caso especial porque no tiene padre. Sin embargo,
cuando implementemos el método eliminar, éste se tratard en principio de for-
ma uniforme, sin ser necesario un tratamiento especial.

El caso complicado llega cuando debemos eliminar un nodo con dos hijos. La
estrategia general es reemplazar el elemento de ese nodo con el menor elemento
de su subarbol derecho (que, como ya hemos comentado, se encuentra facilmente)
y eliminar después el nodo del menor elemento (que se considera vacio desde el
punto de vista 16gico). La segunda operacion eliminar es sencilla, ya que el no-
do minimo de un drbol no tiene hijo izquierdo. La Figura 18.4 muestra un arbol

Figura 18.3 Los arboles binarios de busqueda antes y después de eliminar el 5 (que

tenia un Unico hijo).

Figura 18.4 Los arboles binarios de busqueda antes y después de eliminar el 2 (que

tenia dos hijos).

eliminar es
complicado ya que
los nodos que No son
hojas mantienen el
arbol conectado, y
no deseamaos
desconectarlo.

Si un nodo tiene un
Unico hijo, puede ser
eliminado haciendo
que su padre pase a
referenciar a dicho
hijo. La raiz es un
caso especial ya
que no tiene padre.

Un nodo con dos
hijos se sustituye por
el menor elemento
de su subarbol
derecho. Después se
elimina el nodo
correspondiente a
dicho menor
elemento
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Empleamos una
unica clase
NodoBinario para
todos los arboles de
este capitulo.

inicial y el resultado tras eliminar el nodo 2. Sustituimos dicho nodo por el nodo
de menor valor (3) de su subdrbol derecho. Nétese que en cualquiera de los casos,
la eliminacion de un nodo no incrementa la profundidad del arbol.

18.1.2 Implementacién en Java

En principio, los drboles binarios de bisqueda son sencillos de implementar. Unas
pequeiias simplificaciones evitan que el cédigo se complique en exceso. Para em-
pezar, la Figura 18.5 muestra la clase NodoBinario. Como es usual, el acceso a
los atributos es amistoso, pero la clase sdlo es accesible desde dentro de su paque-
te. En las lineas 31 a 33 hemos incluido algunos atributos adicionales, ya que de-
seamos emplear las mismas declaraciones en drboles binarios de bisqueda mads
complejos, que serdn discutidos mas tarde en este capitulo. Por tanto, dichos atribu-
tos adicionales no se emplean en las implementaciones de esta seccion. Una opcidn
seria omitirlos de momento y emplear posteriormente la herencia, pero esto oscure-
ce demasiado los conceptos basicos. En consecuencia, la clase NodoBinario

1 package EstructurasDatos;
2
3 import Soporte.*; import Soporte. Comparable;
4
S // Nodo bdsico almacenado en todos los &rboles binarios de busqueda.
6 // Incluye los campos para todas las variaciones.
7 // Esta clase no es accesible fuera del
8 // paquete EstructurasDatos.
9
10 class NodoBinario
11 ¢
12 // Constructores
13 NodoBinario( Comparable elDato )
14 {
15 this( elDbato, null, null );
16 }
17
18 NodoBinario ( Comparable elDato, NodoBinario 1i, NodoBinario 1d )
19 {
20 dato = elDato;
21 izquierdo = 1i;
22 derecho = 1d;
23 }
24
25 // Atributos amistosos; accesibles por otras rutinas del paquete
26 Comparable dato; // La informacién del nodo
27 NodoBinario izgquierdo; // Hijo izquierdo
28 NodoBinario derecho; // Hijo derecho
29
30 // Informacidén de equilibrio; se emplea una en cada tipo de drbol
31 int tamanyo =1; // Para drboles binarios de busqueda con rango
32 int color =1; // Para arboles rojinegros
33 int nivel =1; //Para AA-4rboles
34

Figura 18.5 La clase de los nodos de los arboles binarios de busqueda.
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contiene la lista usual de atributos (el dato y dos referencias), mas los atributos
adicionales empleados mds tarde. Se permiten varias formas para la construccion
de un nodo.

En las Figuras 18.6 y 18.7 se muestra el esqueleto de la clase ArbolBina-
rioBusqueda. El principal atributo es una referencia a la raiz del arbol, llamada

El atributo raiz
apunta a la raiz del
arbolo esnull siel
arbol esta vacio.

raiz.

1 package EstructurasbDatos;

2

3 import Soporte.*; import Soporte.Comparable;

4 import Excepciones.*;

5

6 // Clase ArbolBinarioBusqueda

T g

8 // CONSTRUCCION: sin ninguna inicializacién

9 //

10 // ***'k***'k****************OPERACIONES P‘[jBLICAS***********************
11 // void insertar( x ) --> Inserta X

12 // void eliminar( x ) —-> Elimina x

13 // void eliminarMin( ) --> Elimina el menor elemento

14 // Comparable buscar( x ) --> Devuelve el elemento que ajusta con x
15 // Comparable buscarMin( ) --> Devuelve el menor elemento

16 // Comparable buscarMax( ) --> Devuelve el mayor elemento

17 // boolean esVacio( ) —_-> Devuelve true si vacio; si no, false
18 // void vaciar( ) —-> Elimina todos los elementos

19 // void imprimirArbol( ) —-—> Imprime el &arbol ordenadamente
20 // *****************k**‘k‘k**‘k*****ERRORES**‘k**************************

21 // Muchas rutinas lanzan ElementoNoEncontrado en condiciones degeneradas

22 // insertar lanza ElementoDuplicado si el elemento estaen el arbol

24 /+*

25 * Implementa un &rbol binarioc de busqueda sin equilibrar.

26 * Nétese que todas las comparaciones se basan en el método compara.
27 *

28 public class ArbolBinarioBusqgueda implements ArbolBusgqueda

29 {

30 public ArbolBinarioBusqueda( )

31 { raiz = null; }

32

33 public void insertar ( Comparable x ) throws ElementoDuplicado
34 { raiz = insertar( x, raiz ); }

35 public void eliminar ( Comparable x ) throws ElementoNoEncontrado
36 { raiz = eliminar( x, raiz ); } ;

37 public void eliminarMin( ) throws ElementoNoEncontrado

38 { raiz = eliminarMin( raiz ); }

39 public Comparable buscarMin( ) throws ElementoNoEncontrado
40 { return buscarMin( raiz ) .dato; }

41 public Comparable buscarMax( ) throws ElementoNoEncontrado
42 { return buscarMax( raiz ).dato; }

43 public Comparable buscar ( Comparable x ) throws ElementoNoEncontrado
44 { return buscar( x, raiz ).dato; }

45 public boolean esVacio( )

46 { return raiz == null; }

47 public void wvaciar( )

48 { raiz = null; }

49 public void imprimirArbol( )

50 { imprimirArbol ( raiz ); }

Figura 18.6 Esqueleto de la clase ArbolBinarioBusqueda (parte T



WArboles binarios de busqueda

'| J*x*

2 * Método interno para buscar el menor elemento de un subdrbol.
3 * @param t la raiz del subdrbol.

4 * @return el nodo que contiene el menor elemento.

5 * @exception ElementoNoEncontrado si el subdrbol estd wvacio.

6 */

7 protected NodoBinario

8 buscarMin( NodoBinario t ) throws ElementoNoEncontrado

? {

10 if( t == null )

11 throw new ElementoNoEncontrado ( "buscarMin de ArbolBusqueda" ) ;
12

13 while( t.izquierdo != null )

14 t = t.izquierdo;

15 return t;

16 }

17

18 J**

19 * Método interno para buscar el mayor elemento de un subdrbol.
20 * @param t la raiz del subdrbol.

21 * @return el nodo gue contiene el mayor elemento.

22 * @exception ElementoNoEncontrado si el subdrbol estd vacio.
23 x/

24 protected NodoBinario

25 buscarMax( NodoBinario t ) throws ElementoNoEncontrado

26 {

27 if( t == null )

28 throw new ElementoNoEncontrado ( "buscarMax de ArbolBusqueda" ) ;
29

30 while( t.derecho != null )

31 t = t.derecho;

32 return t;

33

Figura 18.9 buscarMin y buscarMax de los arboles binarios de busqueda.

] Jx*

2 * Método interno para insertar en un subdrbol.

3 * @param x el elemento a insertar.

4 * @param t la raiz del subdrbol.

5 * @return la nueva raiz.

6 * @exception ElementoDuplicado si el elemento gue ajusta
7 = con x ya estd en el subdrbol de raiz t.

8 */

9 protected NodoBinario

10 insertar ( Comparable x, NodoBinario t ) throws ElementoDuplicado
11 ¢

12 TEC & == nall }

13 t = new NodoBinario( x, null, null );

14 else if( x.compara( t.dato ) < 0 )

15 t.izquierdo = insertar( x, t.izgquierdo );

16 else if( x.compara( t.dato ) > 0 )

17 t.derecho = insertar( x, t.derecho );

18 else

19 throw new ElementoDuplicado( "insertar de ArbolBusqueda" ) ;
20 return t;
21

Figura 18.10 Version recursiva del método insertar de los arboles binarios de busqueda.
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Si el arbol no es vacio tenemos tres posibilidades. Si el elemento a insertar es
menor que el elemento del nodo t, llamamos recursivamente a insertar sobre el
subarbol derecho. Si es mayor, llamamos recursivamente a insertar sobre el su-
barbol izquierdo. Todo esto se codifica en las lineas 14 a 17. Nétese que devolve-
mos el resultado de la llamada recursiva a insertar. El tercer caso es que el ele-
mento a insertar coincida con el elemento del nodo t; en este caso lanzamos una
excepcion.
Las restantes rutinas corresponden a las operaciones de eliminacion. Como se
ha indicado anteriormente en este capitulo, la operacién eliminarMin es senci-
lla, ya que el nodo minimo no tiene hijo izquierdo. Sélo debemos saltar sobre el
nodo eliminado. Puede parecer que en cada paso se necesita conocer el padre del
nodo actual, pero una vez mas, empleando la recursion podemos evitar la referen-
cia explicita al padre. El c6digo se muestra en la Figura 18.11.
Si el arbol t es vacfo, el método eliminarMin falla. En caso contrario, si t  Enlas rutinas
tiene hijo izquierdo, eliminamos de forma recursiva el menor elemento del subar- eliminar
bol izquierdo, por medio de la llamada recursiva de la linea 13. Si alcanzamos Iy Hebemesdavelverla
" : raiz del nuevo
linea 14, sabemos que en ese momento estamos situados sobre el menor nodo del  ( p ol Alefecto,
arbol. Esto significa, en particular, que t es la raiz de un subdrbol que no tien€  mantenemos
hijo izquierdo. Si hacemos que t sea igual a t.derecho entonces t €s ahora la  amacenado el
raiz de un subdrbol que ha perdido su menor elemento. Esto es lo que hacemos en padre en la pila de
la linea 15. Como antes. debemos devolver la raiz del drbol resultante. Pero, jal losllamadds

. . ; recursivas.
hacerlo no desconectamos el drbol? De nuevo, la respuesta es no. Si t era raiz,
se devuelve el nuevo t, que se asigna a raiz en el método publico, y el proceso
es seguro. Si t no era raiz entonces €s p.izquierdo, donde p es el padre de t
en el momento de la llamada recursiva. El método que tiene a p como su parame-
tro (en otras palabras, el método que hizo la llamada al método actual) cambia
p.izquierdo al nuevo t. Asi, el hijo izquierdo del padre apuntaa t,y el arbol
queda conectado. Lo que hemos hecho es mantener el padre en la pila de la recur-
si6n en lugar de controlarlo explicitamente en un bucle iterativo.

Una vez empleado este truco en el caso mas sencillo, podemos adaptarlo para
la rutina general eliminar. Esto se muestra en la Figura 18.12. Si el arbol es va-
cio, el método eliminar falla, lanzdndose una excepcion en la linea 13. En caso

1 7**

2 * Método interno para eliminar el menor elemento de un subarbol.
3 * @param t la raiz del subdrbol.

4 * @return la nueva raiz.

5 * @exception ElementoNoEncontrado si el subdrbol esta wvacio.

6 */

7 protected NodoBinario

8 eliminarMin( NodoBinario t ) throws ElementoNoEncontrado

? I

10 if( t == null )

11 throw new ElementoNoEncontrado ( "eliminarMin de ArbolBusqueda" ) ;
12 if( t.izgquierdo != null )

13 t.izquierdo = eliminarMin( t.izgquierdo ):

14 else

15 t = t.derecho;

16 return t;

17

Figura 18.11 Método eliminarMin de la clase ArbolBinarioBusqueda.
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La codificacion de
eliminar emplea
algunos trucos, pero
no es demasiado
complicada si
empleamos
recursion. Los casos
de las hojas, de un
Unico hijo o de una
raiz con un Unico hijo
se tratan todos
juntos en la linea 24.

*

]

L T

Método interno para eliminar en un subdrbol.

@param x el elemento a eliminar.

@param t la raiz del subarbol.

@return la nueva raiz.

@exception ElementoNoEncontrado si el elemento gue ajusta
con x estd en el subdrbol de raiz t.

NVONOCUAWN—
~

protected NodoBinario
10 eliminar( Comparable x, NodoBinario t ) throws ElementoNoEncontrado

11 ¢

12 if( t == null )

13 throw new ElementoNoEncontrado ( "eliminar de ArbolBusqueda" ) ;
14 if( x.compara( t.dato ) < 0 )

15 t.izquierdo=eliminar( x, t.izquierdo );

16 else if( x.compara( t.dato ) > 0 )

17 t.derecho=eliminar( x, t.derecho )

18 else if( t.izquierdo !=null && t.derecho !=null ) // Dos hijos
19 {

20 t.dato = buscarMin( t.derecho ).dato;

21 t.derecho = eliminarMin( t.derecho );

22 }

23 else // Cambio de raiz

24 t = ( t.izquierdo != null ) ? t.izguierdo t.derecho;
25 return t;

26 )

Figura 18.12 Método eliminar de la clase ArbolBusquedaBinario.

contrario, si el elemento a eliminar no se ajusta al nodo actual, llamamos recur-
sivamente a eliminar modificando su pardmetro, haciendo que éste sea el hijo
izquierdo o el derecho, segiin corresponda. En otro caso alcanzamos la linea 18,
habiendo encontrado el nodo a eliminar.

Recordemos que cuando el nodo a eliminar tiene dos hijos, lo reemplazamos
con el menor elemento del subarbol derecho y después eliminamos dicho elemen-
to minimo. Esto se codifica en las lineas 20 y 21. En caso contrario, tenemos uno o
ningin hijo. Si existe hijo izquierdo, entonces se iguala t a su hijo izquierdo, tal y
como se harfa en eliminarMax. Si no, sabemos que no hay hijo izquierdo y pode-
mos igualar t a su hijo derecho. Todo esto se codifica de forma breve y sencilla en
la linea 24, en la que también se cubre el caso de las hojas. Tras cualquiera de estas
alternativas, el método eliminar devuelve la raiz del subdarbol en la linea 25.

Existen dos detalles en esta implementacién que debemos comentar. En pri-
mer lugar, durante las operaciones bdsicas de insertar, buscar, o el iminar,
se hacen dos comparaciones por nodo, con el propésito de distinguir entre los ca-
sos <, = y >. Pero podriamos conseguir lo mismo con una sola comparacién por
nodo. La estrategia es muy similar a la seguida en el algoritmo de biisqueda bina-
ria de la Seccién 5.6. La adecuacion de esta técnica para los drboles binarios de
bisqueda se discute en la Seccién 18.6.2, donde se trata el algoritmo de elimina-
cion de los AA-arboles.

El segundo punto es que no tenemos por qué emplear la recursién para la in-
sercion de elementos. De hecho, una implementacion recursiva es, probablemente,
mas lenta que una no recursiva. En la Seccion 18.5.3 se discute una implementa-
cion iterativa de insertar, en el contexto de los drboles rojinegros.
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18.2 Busqueda por posicion en el orden

El drbol binario de bisqueda nos permite encontrar los elementos minimo o maxi-
mo en tiempo equivalente al de una operacién arbitraria buscar. En algunas oca-
siones es importante poder acceder al K-ésimo menor elemento, para un valor ar-
bitrario K. Esto se consigue ficilmente si mantenemos informacion sobre el
tamano de cada nodo del arbol.

Recuerde, de la Seccién 17.1, que el tamano de un nodo es su nimero de des-
cendientes (incluyéndole a él mismo). Supongamos que se desea encontrar el K-€si-
mo menor elemento y que K es mayor o igual que 1 y menor o igual que la cantidad
de nodos del drbol. La Figura 18.13 muestra que existen tres casos posibles, depen-
diendo de la relacién entre K y el tamafio del subdrbol izquierdo, denotado por S;.
Si K es igual a S; + 1 entonces el K-ésimo menor elemento es la raiz, y hemos termi-
nado. Si K es menor o igual que S; entonces el K-ésimo menor elemento debe estar
en el subdrbol izquierdo, y podemos encontrarlo de forma recursiva. Una vez mas, la
recursion no es obligatoria; se emplea para simplificar la descripcion del algoritmo.
En el caso restante. el K-ésimo menor elemento es el (K — §; — 1)-ésimo elemento
mds pequeiio del subdrbol derecho, y también puede encontrarse de forma recursiva.

El mayor esfuerzo se concentra en mantener el tamafio de los nodos durante
los cambios. Estas modificaciones se producen en las operaciones insertar,
eliminar y eliminarMin. En principio, el mantenimiento de la informacion es
bastante simple. Durante una insercion, cada nodo del camino hasta el punto de
insercién gana un nodo en su subdrbol. Como consecuencia, el tamano de cada uno
de ellos se incrementa en una unidad, y el nuevo nodo insertado tiene tamano 1. En
eliminarMin, cada nodo del camino hasta el minimo pierde un nodo en su subar-
bol, y asi, su tamano decrece en una unidad. Durante una operacion eliminar, to-
dos los nodos del camino hasta el que va a ser eliminado también pierden un nodo
en sus subdrboles. Como consecuencia de todo ello, podemos mantener facilmente
el tamaiio de los nodos con una pequena cantidad adicional de esfuerzo.

Figura 18.13 Empleo del atributo tamanyo para implementar el método
buscarKesimo.

18.2.1 Implementacion en Java

Desde el punto de vista 16gico, los tinicos cambios necesarios son afiadir la opera-
cién buscarKesimo y mantener la informacién del atributo tamanyo en las ruti-
nas insertar, eliminar y eliminarMin. Derivamos una nueva clase a partir
de ArbolBinarioBusqueda, cuyo esqueleto se muestra en la Figura 18.14.

Podemos
implementar la
operacion
buscarKesimo si
actualizamos el
tamano de los nodos
en cada
modificacion del
arbol.

Derivamos una
nueva clase que
permite realizar
busquedas por
posicion en el orden.
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Debemos redefinir

los métodos ocultos.

Los métodos
publicos pueden
permanecer sin
cambios.

buscarKesimo se
implementa
facilmente una vez
gue se cuenta con
los atributos de
tamano.

1 package EstructurasDatos;

2

3 import Soporte.*; import Soporte.Comparable;

4 import Excepciones.*;

5

6 // Clase ABBConRango

7 //

8 // CONSTRUCCION: sin ninguna inicializacidn

9 //

]0 // ********************OPERACIONES PGBLICAS*********‘k**********
11 // void insertar( x ) --> Inserta x

12 // void eliminar( x ) --> Elimina x

13 // void eliminarMin( ) --> Elimina el menor elemento

14 // Comparable buscar( x) --> Devuelve el elemento que ajusta con x
1S // Comparable buscarMin( ) --> Devuelve el menor elemento

16 // Comparable buscarMax( ) --> Devuelve el mayor elemento

17 // Comparable buscarKesimo( int k )

18 // --> Buscar K-ésimo menor elemento

19 // boolean esVacio( ) --> Devuelve true si vacio; si no, false
20 // void wvaciar( ) --> Elimina todos los elementos

21 // void imprimirArbol( ) --> Imprime el arbol ordenadamente
22 // ****************‘k***‘k**ERRORES**********‘k*******************
23 // Muchas rutinas lanzan ElementoNoEncontrado en condiciones

degeneradas
24 // insertar lanza ElementoDuplicado si el elemento estd en el 4rbol
25
26 /**
27 * Implementa un arbol binario de bisqueda sin equilibrar.
28 * Notese que todas las comparaciones se basan en el método compara.
29 *y
30 public class ABBConRango extends ArbolBinarioBusgueda
31 [

32 public Comparable buscarKesimo ( int k ) throws ElementoNoEncontrado
33 { return buscarKesimo( k, raiz ) .dato; }

34

35 // Los métodos internos insertar, eliminar y eliminarMin se
36 // sobrescriben. Se afiade el método interno para buscarKesimo

37

Figura 18.14 Esqueleto de la clase de los drboles binarios de busqueda con bUs-
queda por posiciéon.

Veamos los nuevos métodos piblicos. Como el constructor no se define explicita-
mente, se emplea el constructor generado por defecto; los atributos heredados son ini-
cializados por el constructor de ArbolBinarioBusqueda. El nuevo método ptiblico
buscarKesimo se declara en la linea 32 y llama al método privado correspondiente.
Los métodos piiblicos, como insertar, no necesitan programarse de nuevo, ya
que sus cuerpos son idénticos a las versiones en ArbolBinarioBusqueda.

Los que cambian son los métodos de ayuda privados. Necesitamos que el
insertar publico invoque al correspondiente método de ayuda privado. Observe,
sin embargo, que los métodos privados no deben tener el atributo static, ya que
la decision debe hacerse empleando ligado dindmico, en lugar de ligado estdtico.

La operacion buscarKesimo de la Figura 18.15 se ha escrito de forma recur-
siva, aunque claramente no necesita serlo. Esta rutina sigue la descripcion del al-
goritmo, linea a linea. La comprobacion de la referencia null en la linea 11 es
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2 * MétodointernoparabuscarelK~ésimonenorelemenh}deunsubérbol.
3 * @param k el orden del elemento deseado (1 es el menor elemento) .

4 * @return el nodo que contiene el K-ésimo menor elemento del subarbol .
5 * @exception ElementoNoEncontrado si k es menor que

6 * 1 o mayor que el tamafio del subarbol.

7 * /

8 protected NodoBinario

9 buscarKesimo( int k, NodoBinario t ) throws ElementoNoEncontrado

10 ¢

11 if( &t == null )

12 throw new ElementoNoEncontrado( "buscarKesimo de ABBR" );
13 int tamanyoIzquierdo = ( t.izquierdo 1=null ) ? t.izguierdo.tamanyo :
14

15 if( k <= tamanyolzqguierdo )

16 return buscarKesimo( k, t.izguierdo );

17 if( k == tamanyolzquierdo + 1 )

18 return t;

19 else
20 return buscarKesimo( k - tamanyoIzquierdo - 1, t.derecho );
21 )

Figura 18.15 Operacion buscarKesimo de los arboles binarios de blsqueda con
busqueda por posicion.

necesaria, ya que k puede no ser vilido. En la linea 13 se calcula el tamaifio del
subérbol izquierdo. Si éste existe, el acceso a su atributo tamanyo nos da la res-
puesta pedida. Si no existe, podemos considerar que su tamano es cero. Notese
que este test se realiza después de asegurar que la referencia t no es null.
insertar se muestra en la Figura 18.16. La parte que potencialmente tiene
truco es que cuando la insercion tiene €xito, queremos en efecto incrementar el

1 Jxx

2 * Método interno para insertar en un subarbol, ajustando
3 * el tamafio segun corresponda.

4 * @param x el elemento a insertar.

5 * @param t la raiz del subarbol.

6 * @return la nueva raiz.

7 * @exception ElementoDuplicado si el elemento que ajusta con
8 * x ya estd en el subdrbol de raiz t.

9 * /

10 protected NodoBinario

11 insertar ( Comparable x, NodoBinario t ) throws ElementoDuplicado
12 ¢

13 if( t == null )

14 return new NodoBinario( x, null, null );

15 else if( x.compara( t.dato ) < 0 )

16 t.izquierdo = insertar( x, t.izquierdo );

17 else if( x.compara( t.dato ) > 0 )

18 t.derecho = insertar( x, t.derecho );

19 else

20 throw new ElementoDuplicado( "insertar de ABBR" );
21
22 t.tamanyo++;
23 return t;
24

Figura 18.16 Operacion insertar de los arboles binarios de busqueda con bus-
queda por posicion. '

insertary
eliminar utilizan
un habil fruco para
no actualizar la
informacion del
tamano de los nodos
cuando la
operacion no tiene
éxito.
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/‘k *
* Método interno para eliminar el menor elemento de un subarbol i
* ajustando el tamafio de los nodos cuando corresponda.

* @param t la raiz del subdrbol.
* @return la nueva raiz.
* @exception ElementoNoEncontrado si el subdrbol esta wvacio.
*
protected NodoBinario

eliminarMin( NodoBinario t ) throws ElementoNoEncontrado
{
if( t == null )
throw new ElementoNoEncontrado( "eliminarMin de ABBR" ) ;
if( t.izquierdo == null )
return t.derecho;
t.izguierdo = eliminarMin( t.izquierdo ) ;

t.tamanyo--;
return t;

}

Figura 18.17 Operacion eliminarMin de los arboles binarios de busqueda con
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busgueda por posicion.

/‘k‘k
* Método interno para eliminar de un subdrbol, ajustando
X el tamafio de los nodos cuando corresponda.

* @param x el elemento a eliminar.
* @param t la raiz del subdrbol.
* @return la nueva raiz.
* @exception ElementoNoEncontrado si no hay ningin elemento
* que ajuste con x en el subdrbol de raiz t.
*f
protected NodoBRinario
eliminar ( Comparable x, NodoBinario t ) throws ElementoNoEncontrado

{

if( t == null )

throw new ElementoNoEncontrado( "eliminar de ABBR" ) ;
if( x.compara( t.dato ) < 0 )

t.izquierdo = eliminar( x, t.izguierdo ):
else 1if( x.compara( t.dato ) > 0 )

t.derecho = eliminar( x, t.derecho );

elseif( t.izguierdo !=null && t.derecho !=null ) // Dos hijos
{

t.dato = buscarMin( t.derecho ) .dato;
t.derecho = eliminarMin( t.derecho );
}
else
return ( t.izquierdo !=null ) ? t.izquierdo : t.derecho;

t.tamanyo--;
return t;

—

Figura 18.18 Operacion eliminar de los arboles binarios de busqueda con bus-

queda por posicion.
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atributo tamanyo de t y devolver la nueva raiz del subarbol. Pero si la llamada
recursiva falla, dicho atributo no debe modificarse, debiéndose lanzar una excep-
cién. Ahora bien, ;es posible que en una insercion fallida los tamanos de algunos
nodos cambien? La respuesta es no: tamanyo solo se actualiza si la llamada re-
cursiva termina sin lanzar ninguna excepcion. Notese que cuando se genera un
nuevo nodo mediante la llamada new, el atributo tamanyo se inicializa a 1 en el
constructor de NodoBinario.

La Figura 18.17 muestra que el mismo truco puede utilizarse en eliminarMin.
Si la llamada recursiva finaliza con éxito, el atributo tamanyo se decrementa; si la
llamada recursiva falla, tamanyo permanece invariante. eliminar es parecido, y
se muestra en la Figura 18.18.

18.3 Andlisis de las operaciones de los arboles
binarios de busqueda

Es fdcil comprobar que el coste de cada operacion de los drboles binarios de bus-
queda (insertar, buscar y eliminar) es proporcional al nimero de nodos
consultados durante la operacion. Asi, podemos considerar que el coste del acceso
a cada nodo es 1 mds su profundidad (recordamos que la profundidad mide el nu-
mero de arcos en lugar del nimero de nodos). Todo esto nos da el coste de una
bisqueda con éxito.

La Figura 18.19 muestra dos drboles. El de la izquierda es un arbol bien equili-
brado con 15 nodos. El coste de acceder a cualquier nodo es de a lo sumo, 4 unida-
des, aunque algunos nodos requieren menos accesos. Esto es practicamente analogo
a la situacién que se produce en el algoritmo de buisqueda binaria. En consecuencia,
si el arbol estd bien equilibrado, el coste de los accesos es logaritmico.

Desafortunadamente, no tenemos la garantia de que todo el arbol esté bien
equilibrado. El segundo drbol de la Figura 18.19 es el ejemplo clasico de arbol no
equilibrado. Aqui, los N nodos estdn en el camino a recorrer hasta llegar al nodo
de mayor profundidad, de forma que el coste de la bisqueda en el peor de los
casos es O(N). Debido a que el drbol de bisqueda ha degenerado en una lista

El coste de una
operacion es
proporcional ala
profundidad del
altimo nodo
accedido. Este coste
es logaritmico en un
arbol bien
equilibrado, pero
puede ser lineal en
un arbol
degenerado.

Figura 18.19 El arbol bien equilibrado de la izquierda tiene una profundidad de
| log N |; el arbol no equilibrado de la derecha tiene una profundidad
de N — 1.
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En media, la
profundidad es un 38
por ciento peor que
en el caso mejor.
Este resultado es
idéntico al obtenido
al analizar quicksort.

La longitud del
camino inferno se
emplea para
calcular el coste de
una busqueda con
éxito.

enlazada, el tiempo medio de la bisqueda en esta instancia particular es la mi-
tad del coste en el caso peor, que también e¢s O(N). Asi, se tienen dos extremos:
en el caso mejor, el coste de los accesos es logaritmico, y en el caso peor es
lineal.

Entonces, ;cudl es la media? ;Tienden la mayoria de los arboles binarios de
bisqueda a inclinarse hacia los casos bien o mal equilibrados, o existe algiin punto

medio, como \/N? La respuesta es idéntica a la obtenida en el caso de quicksort:
el caso medio es un 38 por ciento peor que el caso mejor.

En esta seccion demostramos que la profundidad media de los nodos de un
arbol binario de busqueda es logaritmica, asumiendo que cada drbol se genera
como resultado de secuencias aleatorias de insercion (sin operaciones de tipo
eliminar). Para comprender qué significa esto, considere el resultado de insertar
tres elementos en el drbol vacio. Como sé6lo es importante su orden relativo, pode-
mos suponer, sin pérdida de generalidad, que los tres elementos son 1, 2 y 3. En-
tonces, existen seis posibles 6rdenes de insercion: (1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3),
(2,3, 1), (3, 1,2) y (3, 2, 1). En nuestra demostracién asumiremos que cada uno
de estos casos es equiprobable. Los drboles binarios de bisqueda que resultan de
estas inserciones se muestran en la Figura 18.20. Nétese que el drbol de raiz 2 se
genera también por la secuencia (2, 1, 3). Asi que algunos drboles son mas proba-
bles que otros y, tal y como se muestra, los drboles bien equilibrados son mas pro-
bables que los mal equilibrados (aunque esto no es evidente a partir del ejemplo
propuesto por ser €ste demasiado pequeiio).

Comenzamos con la siguiente definicion:

DEFINICION: La longitud del camino interno de un darbol binario es igual a
la suma de las profundidades de sus nodos.

Cuando en un arbol dividimos la longitud de su camino interno por el niimero
de nodos del arbol, obtenemos la profundidad media de un nodo. Incrementando
esta media en una unidad, obtenemos el coste medio de una busqueda con éxito en
el arbol. Por este motivo deseamos calcular la longitud media del camino interno
de un drbol binario de bisqueda, donde la media se calcula considerando equipro-
bables todas las permutaciones de entrada. Esto se hace facilmente considerando
el arbol desde el punto de vista recursivo y empleando las técnicas mostradas en el
analisis del quicksort en la Seccion 8.6. La longitud media del camino interno se
establece en al Teorema 18.1.

WAL S

Figura 18.20 Arboles binarios de busqueda obtenidos de la insercion de la permu-
tacion de 1, 2 y 3: la probabilidad de obtener el arbol bien equilibra-
do del centro es el doble que la de obtener cada uno de los restan-
tes resultados. ’
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La longitud del camino interno de un drbol binario de biisqueda es, apro-
ximadamente en media, 1,38N log N, asumiendo que todas las permutacio-
nes son equiprobables.

Sea D(N) la longitud media del camino interno de los drboles de N nodos.
D(1) = 0. Un drbol T con N nodos estd formado por un subdrbol izquierdo
de i nodos, un subdrbol derecho de (N — i — 1)-nodos, ademds de una raiz
a profundidad O con 0 < i < N. Por hipdtesis, cada valor de i es igual-
mente probable. Para un i dado, D(i) es la longitud media del camino
interno del subdrbol izquierdo respecto a su raiz. En T, todos estos nodos
estan un nivel mds abajo. Asi, la contribucion media de los nodos del
subdrbol izquierdo a la longitud media del camino interno de T es
(1/N) ZfV;O' D(i), mds 1 para cada nodo del subdrbol izquierdo. Lo mismo
se verifica para el subdrbol derecho. Obtenemos asi la recurrencia
D(N) = (2/N)YEN_,] D(i)) + N — 1, que es idéntica a la recurrencia obte-
nida para quicksort, en la Seccion 8.6, y que alli resolvimos. Como con-
secuencia, obtenemos que la longitud media del camino interno es
O(NlogN).

El algoritmo de insercién implica que el coste de una insercion es igual al cos-
te de una busqueda sin éxito, el cual se mide usando la longitud del camino exter-
no. En algunas ocasiones, durante una insercién o en una bisqueda sin éxito, se
alcanza el test t==null. Recordemos que en un arbol de N nodos existen N + 1
referencias null. La longitud del camino externo es el nimero total de nodos a
los que se accede, incluyendo el nodo null para cada una de esas N + 1 referen-
cias null. En ocasiones el nodo null recibe el nombre de nodo externo, lo que
explica el término longitud del camino externo. Como se muestra posteriormente
en este mismo capitulo, a veces es conveniente emplear un sustituto para el nodo
null.

DEFINICION: La longitud del camino externo de un édrbol binario de bus-
queda es la suma de los costes de acceso a todas las referencias null. Para
estos propdsitos, la referencia null de las hojas se considera como un nodo.

Dividiendo la longitud media del camino externo entre N + 1, obtenemos el
coste medio de una insercion o de una busqueda sin éxito. Al igual que en el algo-
ritmo de busqueda binaria, el coste medio de una biisqueda sin éxito es ligera-
mente superior al coste de una bisqueda exitosa. Esta es la conclusion del Teore-
ma 18.2

Teorema 18.1

Demostracion

La longitud del
camino externo se
emplea para medir
el coste de una
busgueda sin éxito.

Para cualquier drbol T, si IPL(T) es la longitud de su camino interno 'y
EPL(T) la longitud de su camino externo, entonces, si T tiene N nodos, se
tiene EPL(T)=1IPL(T) + 2N.

El teorema se demuestra por induccion y se deja como ejercicio al lector
en el Ejercicio 18.8. .

Teorema 18.2

Demostracion
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enlazada, el tiempo medio de la bisqueda en esta instancia particular es la mi-
tad del coste en el caso peor, que también es O(N). Asf, se tienen dos extremos:
en el caso mejor, el coste de los accesos es logaritmico, y en el caso peor es
lineal.

Entonces, ;cudl es la media? ;Tienden la mayoria de los drboles binarios de
busqueda a inclinarse hacia los casos bien o mal equilibrados, o existe algtin punto

medio, como \/N‘7 La respuesta es idéntica a la obtenida en el caso de quicksort:
el caso medio es un 38 por ciento peor que el caso mejor.

En esta seccion demostramos que la profundidad media de los nodos de un
arbol binario de busqueda es logaritmica, asumiendo que cada drbol se genera
como resultado de secuencias aleatorias de insercién (sin operaciones de tipo
eliminar). Para comprender qué significa esto, considere el resultado de insertar
tres elementos en el arbol vacio. Como sélo es importante su orden relativo, pode-
mos suponer, sin pérdida de generalidad, que los tres elementos son 1, 2 y 3. En-
tonces, existen seis posibles érdenes de insercion: (1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3),
(2,3,1), (3, 1,2) y (3, 2, ). En nuestra demostracién asumiremos que cada uno
de estos casos es equiprobable. Los drboles binarios de biisqueda que resultan de
estas inserciones se muestran en la Figura 18.20. Nétese que el darbol de raiz 2 se
genera también por la secuencia (2, 1, 3). Asi que algunos drboles son mds proba-
bles que otros y, tal y como se muestra, los drboles bien equilibrados son mds pro-
bables que los mal equilibrados (aunque esto no es evidente a partir del ejemplo
propuesto por ser éste demasiado pequeno).

Comenzamos con la siguiente definicién:

DEFINICION: La longitud del camino interno de un arbol binario es igual a
la suma de las profundidades de sus nodos.

Cuando en un drbol dividimos la longitud de su camino interno por el nimero
de nodos del arbol, obtenemos la profundidad media de un nodo. Incrementando
esta media en una unidad, obtenemos el coste medio de una biisqueda con éxito en
el drbol. Por este motivo deseamos calcular la longitud media del camino interno
de un drbol binario de bisqueda, donde la media se calcula considerando equipro-
bables todas las permutaciones de entrada. Esto se hace ficilmente considerando
el arbol desde el punto de vista recursivo y empleando las técnicas mostradas en el
andlisis del quicksort en la Seccién 8.6. La longitud media del camino interno se
establece en al Teorema 18.1.

WAL S

Figura 18.20 Arboles binarios de bUsqueda obtenidos de la insercion de la permu-
tacion de 1, 2 y 3: la probabilidad de obtener el arbol bien equilibra-
do del centro es el doble que la de obtener cada uno de los restan-
tes resultados.
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La longitud del camino interno de un drbol binario de biisqueda es, apro-
ximadamente en media, 1,38N log N, asumiendo que todas las permutacio-
nes son equiprobables.

Sea D(N) la longitud media del camino interno de los drboles de N nodos.
D(1) = 0. Un drbol T con N nodos estd formado por un subdrbol izquierdo
de i nodos, un subdrbol derecho de (N — i — 1)-nodos, ademds de una raiz
a profundidad 0 con O < i < N. Por hipdtesis, cada valor de i es igual-
mente probable. Para un i dado, D(i) es la longitud media del camino
interno del subdrbol izquierdo respecto a su raiz. En T, todos estos nodos
estdn un nivel mds abajo. Asi, la contribucion media de los nodos del
subdrbol iz:quierd() a la longitud media del camino interno de T es
(1/N) Z,ﬁ(, D(i), mds 1 para cada nodo del subdrbol izquierdo. Lo mismo
se verifica para el subdrbol derecho. Obtenemos asi la recurrencia
D(N) = (2/N)(EN:0' D) + N — 1, que es idéntica a la recurrencia obte-
nida para quicksort, en la Seccion 8.6, y que alli resolvimos. Como con-
secuencia, obtenemos que la longitud media del camino interno es
O(Nlog N).

El algoritmo de insercién implica que el coste de una insercién es igual al cos-
te de una biisqueda sin éxito, el cual se mide usando la longitud del camino exter-
no. En algunas ocasiones, durante una insercién o en una bisqueda sin €xito, se
alcanza el test t==null. Recordemos que en un drbol de N nodos existen N + 1
referencias null. La longitud del camino externo es el nimero total de nodos a
los que se accede, incluyendo el nodo null para cada una de esas N + 1 referen-
cias null. En ocasiones el nodo null recibe el nombre de nodo externo, lo que
explica el término longitud del camino externo. Como se muestra posteriormente
en este mismo capitulo, a veces es conveniente emplear un sustituto para el nodo
null.

DEFINICION: La longitud del camino externo de un arbol binario de bus-
queda es la suma de los costes de acceso a todas las referencias null. Para
estos propdsitos, la referencia null de las hojas se considera como un nodo.

Dividiendo la longitud media del camino externo entre N + 1, obtenemos el
coste medio de una insercién o de una bisqueda sin éxito. Al igual que en el algo-
ritmo de busqueda binaria, el coste medio de una biisqueda sin éxito es ligera-
mente superior al coste de una busqueda exitosa. Esta es la conclusion del Teore-
ma 18.2

Teorema 18.1

Demostracion

La longitud del
camino externo se
emplea para medir
el coste de una
bdsqueda sin éxito.

Para cualquier drbol T, si IPI(T) es la longitud de su camino interno 'y
EPL(T) la longitud de su camino externo, entonces, si T tiene N nodos, se
tiene EPI(T)=1IPIL(T) + 2N.

El teorema se demuestra por induccion 'y se deja como e]erczczo al lector
en el Ejercicio 18.8.

Teorema 18.2

Demostracion
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Las operaciones
eliminar
aleatorias no
preservan la
aleatoriedad de un
arbol. Los efectos no
son completamente
comprensibles desde
el punto de vista
tedrico, pero parece
que son
relativamente
despreciables en la
practica.

Los arboles binarios
de busqueda bien
equilibrados anaden
una propiedad
estructural gue
garantiza una
profundidad
logaritmica en el
caso peor. Las
modificaciones son
mas lentas, pero los
accesos son mMas
rapidos.

Es tentador concluir sin mds que de estos resultados se sigue que el tiempo
medio de ejecucion de todas las operaciones es O(log N). Esto parece ser cierto en
la practica, pero no ha sido establecido analiticamente debido a que en la demos-
tracion de los resultados anteriores no se ha tenido en cuenta el efecto de las ope-
raciones de eliminacion. De hecho, un examen mas detallado sugiere que nuestro
algoritmo de eliminacion probablemente planteard problemas, ya que eliminar
siempre reemplaza un nodo borrado con dos hijos con un nodo del subdrbol dere-
cho. Podria parecer que el efecto de este reemplazamiento es el desequilibrio del
arbol, inclindndolo hacia la izquierda. De hecho se ha demostrado que si se cons-
truye un drbol binario de biisqueda de forma aleatoria y se hacen sobre él N> pa-
res de combinaciones aleatorias insertar/eliminar (en las que el orden de
insertar y eliminar sea también aleatorio), entonces los arboles de busqueda

binarios resultantes tendran una profundidad de O(\/N). Sin embargo, no se ha
podido demostrar que si nos limitamos a una cantidad razonable de operaciones
insertar y eliminar aleatorias el arbol se desequilibre de forma apreciable. De
hecho, y de forma un tanto sorprendente, para drboles de busqueda pequeiios, el
algoritmo eliminar parece equilibrar el arbol. Como consecuencia, parece razo-
nable asumir que para datos de entrada aleatorios, todas las operaciones tienen, en
media, coste logaritmico, aunque esto no haya sido probado formalmente. En el
Ejercicio 18.26 se describen algunas estrategias alternativas de eliminacion.

El problema mas importante no es el posible desequilibrio causado por el algo-
ritmo eliminar, sino el hecho de que la secuencia de entrada esté ordenada, es
entonces cuando nos encontramos en el caso peor. Cuando esto ocurre, tenemos
un grave problema: el coste de cada operacion es lineal (para secuencias de N ope-
raciones) en lugar de logaritmico. La situacion se corresponde a la diferencia entre
el algoritmo quicksort y el de la ordenacién por insercion. El tiempo de ejecucion
resultante es completamente inaceptable.

Mas ain, no son sélo problemadticas las entradas ordenadas, sino cualquier en-
trada que contenga secuencias largas no aleatorias. Una solucion a este problema
es insistir en una condicién estructural adicional llamada equilibrio: no se permite
que ningtn nodo esté a demasiada profundidad.

Existen numerosos métodos para implementar drboles binarios de biisqueda
bien equilibrados. Muchos de ellos son bastante mds complicados que los drboles
binarios de busqueda estdndar, y en media, consumen mads tiempo en las insercio-
nes y las eliminaciones. Sin embargo, evitan los problemas de los embarazosos ca-
sos simples. Ademds, al generar arboles equilibrados, se consigue que los accesos
sean mas eficientes. Normalmente, las longitudes de sus caminos internos estan
bastante mas cerca del caso 6ptimo N log N que lo que supondria el 1,38N log N
que se alcanzaba en el caso ordinario, de modo que el tiempo de buisqueda medio
viene a ser un 25 por ciento menor que en dicho caso.

18.4 Arboles AVL

El primer tipo de drbol binario de busqueda bien equilibrado fue el drbol AVL (de-
be su nombre a sus autores Adelson-Velskii y Landis). Los drboles AVL ilustran
las ideas bdsicas de una amplia clase de drboles binarios de bisqueda bien equili-
brados. Se tratan de drboles binarios de bisqueda con una condicién adicional de



equilibrio. Dicha condicion debe ser ficil de mantener, asegurando que la profun-
didad del arbol sea siempre O(log N). La idea mds sencilla es exigir que los subar-
boles izquierdo y derecho tengan la misma profundidad. La recursion nos indica
que dicha idea se aplica a todos los nodos del drbol, ya que cada uno de ellos es a
su vez la raiz de algin subdrbol. Esta condicién asegura que la profundidad del
arbol es logaritmica. Sin embargo, es demasiado restrictiva ya que es complicado
mantener la condicién de equilibrio al insertar nuevos elementos. Asi, los arboles
AVL emplean una nocién de equilibrio que es algo mas débil, pero lo suficiente-
mente fuerte para garantizar la profundidad logaritmica.

18.4.1 Propiedades

DEFINICION: Un drbol AVL es un arbol binario de bisqueda con una pro-
piedad adicional de equilibrio, segiin la cual, las alturas de los hijos derecho e
izquierdo s6lo pueden diferir, a lo sumo, en una unidad. Como es usual, toma-
mos — | como la altura del arbol vacio.

La Figura 18.21 muestra dos drboles binarios de biisqueda. El drbol de la iz-
quierda satisface la condicién de los drboles AVL y por tanto es un drbol AVL. El
arbol de la derecha, que se obtiene al insertar 1 empleando el algoritmo ordinario,
no es un darbol AVL, ya que los hijos izquierdos de los nodos mds oscuros son dos
unidades mds profundos que los correspondientes hijos derechos. Si se inserta el
elemento 13 empleando el algoritmo ordinario de insercién en un drbol binario de
biisqueda, el nodo 16 tampoco cumplirfa la condicion. Esto es debido a que
la altura del subdrbol izquierdo seria 1, mientras que la del subdrbol derecho se-
ria — 1.

La condicion de equilibrio AVL implica que el drbol tiene siempre una pro-
fundidad logaritmica. Para demostrarlo, basta mostrar que un édrbol de altura A de-
be tener, por lo menos, C'" nodos, donde C es una constante mayor que 1. En otras
palabras, el nimero minimo de nodos de un drbol crece exponencialmente con la
altura. Asi, la profundidad maxima de un drbol con N elementos es logcN. El
Teorema 18.3 muestra que todo darbol AVL de altura H tiene muchos nodos.

Figura 18.21 Dos arboles binarios de busqueda: el arbol de la izquierda es un arbol

AVL, mientras que el de la derecha no lo es (los nodos no equiliorados

aparecen en un fono Mdads oscuro).
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El arbol AVL fue el
primer tipo de arbol
binario de bdsqueda
bien equilibrado.
Tiene una gran
importancia histérica
y muestra muchas
de las ideas basicas
empleadas en ofros
esguemas.

Cada nodo de un
arbol AVL tiene
subdarboles cuyas
alturas difieren en,
como mucho, una
unidad. La altura del
arbol vacio es — 1

La altura de un arpol
AVL es, como
mucho, un 44 por
ciento mayor que la
minima posible.
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Teorema 18.3

Demostracion

La profundidad de
un nodo fipico de un
arbol AVL estd muy
proxima a la éptima,
log N.

Una modificacion en
un arbol AVL puede
destruir el equilibrio.
Debemos
restablecer el
equilibrio del arbol
antes de dar por
concluida la
operacion.

Sélo los nodos del
camino desde el
punto de insercion
hasta la raiz pueden
ver alterado su
equilibrio.

Un darbol AVL de altura H tiene por lo menos I, , ; — 1 nodos, donde F;
es el i-ésimo numero de Fibonacci (véase la Seccion 7.3.4).

Sea Sy el tamario del menor drbol AVL de altura H. Claramente Sy = 1 y
S| = 2. La Figura 18.22 muestra que el menor drbol AVL de altura H de-
be tener subdrboles de tamaiio H — 1 y H — 2. Esto es debido a que al
menos un subdrbol tiene altura H — 1 y la condicion de equilibrio implica
que las alturas de los subdrboles pueden diferir a lo sumo en una unidad.
Dichos subdrboles deben tener el menor nimero de nodos posible para su
altura, luego Sy, = Sy, | + Sy, 5, + 1. Es sencillo completar la demostra-
cion empleando induccion.

Del Ejercicio 7.8, tenemos F; ~ ¢'/./5 donde ¢ = (1 + /5)/2 ~ 1,618. Co-
mo consecuencia, un drbol AVL de altura H tiene, aproximadamente, ¢H+3/J5
nodos. Asi, su profundidad es, a lo sumo, logaritmica. Mds exactamente, la altura
de un arbol AVL satisface

H < 1441log(N + 2) — 1,328 (18.1)
luego la altura en el caso peor es a lo sumo un 44 por ciento mayor que la minima
posible en los arboles binarios.

La profundidad media de un nodo en un darbol AVL construido aleatoria-
mente, tiende a acercarse a log N. El valor exacto aun no ha sido establecido
analiticamente. Todavia no se sabe si es de la forma log N + C o de la forma
(1 + e)log N + C, para algun &, que podria ser aproximadamente 0,01. Las simu-
laciones no han sido capaces de demostrar de modo convincente que una forma
sea mas plausible que la otra.

Una consecuencia de estas argumentaciones es que todas las operaciones de
bisqueda en un drbol AVL tienen cota logaritmica en el caso peor. La dificul-
tad estriba en que las operaciones que modifican el darbol, como insertar y
eliminar, no son tan simples como antes. Esto es debido a que una insercién (o
una eliminacién) puede destruir el equilibrio de varios nodos del drbol, tal y como
se muestra en la Figura 18.21. Se debe recuperar el equilibrio del darbol antes de
considerar finalizada la operacién. El algoritmo de insercion se describe aqui, de-
Jjandose como ejercicio en el Ejercicio 18.10 el algoritmo de eliminacién.

Una observacion clave es que tras una insercion, sélo los nodos que se en-
cuentran en el camino desde el punto de insercion hasta la raiz pueden ver alterado
su equilibrio, ya que sélo se modifican subdrboles de dichos nodos. Esto mismo

Figura 18.22 Arbol minimo e altura H.



sucede en muchos de los algoritmos de los drboles de biisqueda equilibrados. Al ir
recorriendo el camino hacia la raiz y actualizando la informacién del equilibrio,
podemos encontrar un nodo cuyo nuevo equilibrio incumpla la condicion AVL.
Esta seccién muestra cémo recuperar el equilibrio del drbol desde el primer nodo
(es decir, el mas profundo) que incumple la condicién AVL, demostrando que el
mecanismo propuesto garantiza que el drbol completo obtenido satisface la pro-
.piedad AVL.

Supongamos que el nodo cuyo equilibrio debemos ajustar es X. Como cual-
quier nodo tiene a lo sumo dos hijos, y la diferencia de las profundidades de los
subdrboles de X es 2, el incumplimiento de la propiedad puede darse en uno de los
cuatro casos siguientes:

Una insercién en el subdrbol izquierdo del hijo izquierdo de X.
Una insercién en el subarbol derecho del hijo izquierdo de X.
Una insercion en el subdrbol izquierdo del hijo derecho de X.
Una insercion en el subarbol derecho del hijo derecho de X.

e =

Los casos 1 y 4 son simétricos respecto de X, al igual que los casos 2y 3. Co-
mo consecuencia, sélo existen dos casos bdsicos, aunque desde la perspectiva de
la programacién, debamos seguir distinguiendo cuatro casos (y bastantes subcasos
especiales).

El primer caso, en el que la insercion se produce en los «mdrgenes» (es decir,
a la izquierda de la izquierda o a la derecha de la derecha), se recupera con una
rotacion simple del drbol. Una rotacion simple intéscambia los papeles de los pa-
dres y de los hijos, manteniendo la ordenaciémrdel arbol. El segundo caso, en el
que la insercién se produce «dentro» (es decir; a'fa izquierda de la derecha o a la
derecha de la izquierda), se resuelve de forma mds compleja mediante una rota-
cion doble. Estas son las operaciones bdsicas sobre drboles, empleadas en numero-
sas ocasiones en los algoritmos de equilibraderdedrboles. El resto de.esta seccion
describe estas rotaciones y demuestra que ambas son suficientes para mantener la
condicion de equilibrio.

18.4.2 Rotacién simple

La Figura 18.23 muestra la rotacién simple que resuelve el caso 1. El gréfico que
muestra el arbol antes del ajuste es el de la izquierda; a la derecha se muestra el
arbol después de dicho ajuste. Veamos lo que vamos a hacer. El nodo &, incumple
la propiedad de equilibrio AVL ya que su subdrbol izquierdo es dos niveles mas
profundo que su subdrbol derecho (en esta seccion empleamos las lineas puntea-
das para marcar los niveles). La situacion descrita es la dnica posible dentro del
caso | que permite al nodo k, satisfacer la propiedad AVL antes de la insercion e
incumplirla después. El subdrbol A ha crecido en un nivel, provocando que sea,
exactamente, dos niveles mds profundo que C. B no puede estar al mismo nivel
que el nuevo A, ya que si no k> no estarfa bien equilibrado antes de la insercién. B
tampoco puede estar al mismo nivel que C, ya que, de estarlo, k; serfa el primer
nodo en el camino que incumpliria la condicion de equilibrio AVL (y estamos su-
poniendo que lo es k»).

Arboles AVL
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Si arreglamos
adecuadamente el
equilibrio del nodo
desequilibrado mas
profundo,
recuperaremos el
equilibrio correcto
de todo el arol.
Existen cuatro casos
que debemos
considerar; dos de
ellos son simétricos a
los ofros dos.

El equilibrierse
recuperé@mediante
rotacionestdel arbol.
Una rotacién simple
intercambia los
papeles de los
padres y los hijos
manteniendo la
ordenacion del
arbol.

La rotacion simple
resuelve los casos
extremos (casos 1y
4). Realizamos la
rotacion entfre un
nodo vy su hijo. El
resulfado es un arbol
binario de busqueda
que satisface la
propiedad AVL.
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Una rotacion es
suficiente para
resolver los casos 1y
4 en los arboles AVL.

Figura 18.23 Rotacion simple para tratar el caso 1.

Para reequilibrar de forma correcta el drbol, queremos subir A un nivel y bajar
C otro tanto. Nétese que de hecho esto es algo mds de lo que requiere la propiedad
AVL. Para hacerlo, debemos reorganizar los nodos en un arbol de bisqueda equi-
valente, tal y como se muestra en la Figura 18.23. Ello queda ilustrado por el si-
guiente razonamiento abstracto: consideramos el drbol como una estructura flexi-
ble, ponemos un peso en el nodo k,, cerramos los ojos, y dejamos que actie la
gravedad reequilibrando la balanza. El resultado es que k; serd la nueva raiz.

La propiedad de los drboles binarios de biisqueda indica que en el drbol inicial,
ko > ki, asi que en el nuevo arbol 'k, se convierte en el hijo derecho de k;. Ay C
contintian como hijo izquierdo de Igl_.e hijo derecho de k,, respectivamente. El su-
birbol B, que contiene los elementos entre k; y ko, puede colocarse en el nuevo
arbol como hijo izquierdo de k2, satlsfac1endose asi todos los requerimientos de la
ordenacion.

Para hacer todo esto sélo se prec1san los cambios de las referencias de los hi-
jos mostrados en la Figura 18.24, que producen un nuevo drbol binario que ahora
es un AVL. Esto es debido a que A sube un nivel, B permanece en el mismo y C
desciende un nivel. k; y k; no sélo satisfacen la propiedad AVL, sino que ademas
sus subdrboles son de la misma altura. Mds adn, la nueva altura del subédrbol com-
pleto es exactamente la misma que la altura del subdrbol previo a la insercion, que
ha provocado el crecimiento de A. Asi, no es necesario realizar ninguna actualiza-
ci6n mas de las alturas de los nodos que se encuentran en el camino hacia la raiz,
y como consecuencia, no se necesitan mds rotaciones. Esta rotacion simple se uti-

/**
* Rotacidén de un nodo de un arbol binario con hijo izquierdo.
* En los &rboles AVL, es la rotacidén simple para el caso 1.
*J
static NodoBinario conHijoIzquierdo( NodoBinario k2 )
{
NodoBinario k1l = k2.izguierdo;
k2.izquierdo = kl.derecho;
kl.derecho = k2;
return kl;

—O0OVONOCOLAWN—=

— —

}

Figura 18.24 Coddigo para la rotaciéon simple (caso 1).



liza mucho en otros algoritmos de equilibrado presentados en este capitulo. Debi-
do a ello, la hacemos formar parte del paquete Rotaciones.

La Figura 18.25 muestra que después de la insercion de 1 en el arbol AVL, el
nodo 8 estd desequilibrado. Claramente estamos en el primer caso, ya que 1 esta
en el subdrbol izquierdo del hijo izquierdo de 8. En consecuencia, realizamos una
rotacion simple entre 8 y 4, obteniéndose el arbol de la derecha. Como ya hemos
mencionado anteriormente en esta seccion, el caso 4 es simétrico a €ste. La ro-
taciéon adecuada se ilustra en la Figura 18.26, y el cédigo que la implementa
se muestra en la Figura 18.27. Este método también forma parte del paquete
Rotaciones.

Figura 18.26 Rotacion simple simétrica para resolver el caso 4.

1
2
3
4
5
6
7
8
9
0
1

/**
* Rotacidén de un nodo de un arbol binario con hijo derecho.
* En los arboles AVL, es la rotacidn simple para el caso 4.
LV
static NodoBinario conHijoDerecho( NodoBinario k1 )
{
NodoBinario k2 = kl.derecho;
k1l.derecho = k2.izguierdo;
k2.izgquierdo = kl;
return k2;

—

}

Figura 18.27 Cobdigo para la rotacion simple (caso 4).
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La rotaciéon simple
no resuelve los casos
interiores (2 y 3). Estos
Casos requieren una
rofacion doble, que
manipula tres nodos
y cuatro subdarboles.

18.4.3 Rotacioén doble

La rotacion simple tiene un problema. Tal y como muestra la Figura 18.28, no fun-
ciona en el caso 2 (ni, por simetria, en el caso 3). El problema estriba en que el sub-
arbol Q es demasiado profundo; una rotacion simple no reduce lo suficiente su pro-
fundidad. La rotacion doble que resuelve el problema se muestra em la Figura 18.29.

El hecho de que en la Figura 18.28 se inserte un elemento en el subédrbol Q
garantiza que no estd vacio. Asumiremos que tiene una raiz y dos subdrboles (po-
siblemente vacios), asi que podemos ver el drbol como cuatre subarboles conecta-
dos por tres nodos. Renombramos dichos subdrboles como A, B, C'y D. Como su-
giere la Figura 18.29, exactamente uno de los arboles B o, € es dos niveles mas
profundo que D, aunque no podemos asegurar cudl de ellos es. Esto carece de im-
portancia por lo que, en la figura, tanto B como C se han dibujado 1,5 niveles por
debajo de D.

Para recuperar el equilibrio, observamos que es impostble dejar k3 como raiz, y
ademads que la rotacion entre k3 y k; no funciona, tal y como se comprueba en la
Figura 18.28. La tnica alternativa es colocar a k, como nueva raiz. Esto fuerza a k,
a ser el hijo izquierdo de k> y a k3 a ser el hijo derecho de k,. Todo ello determina
completamente las posiciones de los cuatro subdrboles. Es fdcil comprobar que el
arbol resultante cumple la propiedad AVL. Ademads, como en el caso de la rotacion
simple, esto restablece la altura que tenia el drbol antes de la insercion, garantizando
que la recuperacién del equilibrio y la modificacion de alturas han sido completadas.

Figura 18.29 Rotacion doble izquierdé"-derecho para arreglar el caso 2.



Como ejemplo, la Figura 18.30 muestra el resultado de insertar 5 en un drbol
AVL. El desequilibrio de las alturas se produce en el nodo 8, por lo que estamos en el
caso 2. Realizamos una rotacion doble en ese nodo, generando el drbol de la derecha.

La Figura 18.31 muestra el caso simétrico 3, que también puede ser arreglado
con una rotaciéon doble. Por ultimo, nétese que aunque la rotacion doble parezca

compleja, es equivalente a hacer lo siguiente:

e Una rotacién simple entre el hijo de X y su nieto, seguida de

e una rotacién simple entre X y su nuevo hijo.

Asi es posible obtener un cédigo muy compacto para implementar la rotacion
doble del caso 2, que se muestra en la Figura 18.32. El c6digo para el caso simétri-
co 3 se encuentra en la Figura 18.33.

Figura 18.31 Rotacion doble izquierda-derecha para arreglar el caso 3.

1
2 * Rotacidén doble de un nodo de un &arbol binario; primero
el hijo izquierdo con su hijo derecho;
3 * después el nodo k3 con su nuevo hijo izguierdo.
g * En los 4rboles AVL, es la rotacidn doble para resolver el caso 2.

L
6 static NodoBinario dobleConHijoIzquierdo( NodoBinario k3 )
7 {
8 k3.izquierdo = conHijoDerecho( k3.izquierdo ) ;
9 return conHijoIzgquierdo( k3 );

10

Figura 18.32 Codigo para la rotacidon doble (caso 2).

Arboles AVL m

Una rotacion doble
es equivalente a dos
rotaciones simples.
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Una implementacion
directa del criterio
que gobierna los
arboles AVL resulta
bastante sencilla,
aungue No es
demasiado
eficiente. Han sido
descubiertos otros
fipos de arboles de
basqueda
equilibrados mejores,
por lo que en la
practica no vale la
pena implementar
los arboles AVL.

Los arboles rojinegros
son una buena
alternativa a los
arboles AVL. Los
detalles de la
implementacion
producen un codigo
mas eficiente ya que
las rutinas de
insercion y
eliminacién emplean
un solo recorrido
descendente. No se
permite que haya
nodos consecutivos
de color rojo, y todos
los caminos deben
tener el mismo
ndmero de nodos
negros.

/**
* Rotacidén doble de un nodo de un &rbol binario;
* el hijo derecho con su hijo izquierdo;
* con su nuevo hijo derecho.

* En los drboles AVL, es la rotacidén doble para resolver el caso 3.
*

static NodoBinario dobleConHijoDerecho (

{

primero
después el nodo k1

NodoBinario k1 )

kl.derecho = conHijoIzgquierdo( kl.derecho ) ;

return conHijoDerecho( k1l );

0O VONOCUTBWN =

— —

}

Figura 18.33 Codigo para la rotacién doble (caso 3).

18.4.4 Resumen de la inserciéon en un arbol AVL

Concluiremos con un breve resumen de cémo se implementa la insercién en un
arbol AVL. La forma mas sencilla de hacerlo es emplear un algoritmo recursivo.
Para insertar un nuevo nodo con clave X en un arbol AVL 7, se le inserta recursi-
vamente en el subarbol adecuado de 7 (llamado 7', ). Si la altura de 7, , no cam-
bia, ya hemos acabado. En caso contrario, si se produce en 7 un desequilibrio de
las alturas, realizamos la correspondiente rotacién simple o doble, dependiendo de
X'y de las claves de T'y T, tras lo que habremos terminado (ya que la altura ori-
ginal es la misma que la que se obtiene tras la rotacién). Esta descripcidn recursi-
va se ha explicado cuidadosamente, por resultar mds fécil de entender y contener
todos los elementos esenciales de cualquier implementacion alternativa. Sin em-
bargo, resulta mejorable. Por ejemplo, observamos que en cada nodo comparamos
las alturas de sus dos subarboles. En general, es mas eficiente almacenar directa-
mente en el nodo el resultado de la comparacion en lugar de guardar su altura. Es-
to evita cdlculos repetitivos acerca del equilibrio. Por otra parte, en esta ocasion la
recursion implica una sobrecarga substancial respecto a la version iterativa. Esto
es debido a que, hemos de recorrer el drbol hacia abajo para después volver hasta
la raiz, en lugar de detenernos tan pronto como la rotacién se realice. Como conse-
cuencia, en la prictica, se emplean otros esquemas de equilibrio de drboles.

18.5 Arboles rojinegros

Una alternativa histéricamente popular a los arboles AVL son los drboles rojine-
gros. Al igual que en los drboles AVL, las operaciones sobre los drboles rojine-
gros son logaritmicas en el caso peor. La principal ventaja de los arboles rojine-
gros es que las rutinas de insercion y de eliminacion pueden efectuarse con un
tnico recorrido descendente. Esto contrasta con los drboles AVL, en los que es ne-
cesario un recorrido descendente para establecer el lugar de la insercién y otro re-
corrido ascendente para actualizar las alturas de los nodos y, posiblemente, ajustar
su equilibrio. Como resultado, una cuidadosa implementacién no recursiva de los
arboles rojinegros es mds simple y eficiente que una implementacién de los drbo-
les AVL.

Un arbol rojinegro es un drbol binario de bisqueda que verifica las siguientes
propiedades de orden: ' '

N



Arboles rojinegros 493

Cada nodo esta coloreado con los colores rojo o negro.

La raiz es negra.

Si un nodo es rojo, sus hijos deben ser negros.

Todos los caminos desde un nodo a una referencia null deben contener el
mismo ndmero de nodos negros.

PO

En nuestras representaciones, en blanco y negro, de los drboles rojinegros, los
nodos rojos se mostraran sombreados. En la Figura 18.34 se presenta un arbol roji-
negro. Todo camino desde la raiz a una referencia null contiene tres nodos negros.

Se puede demostrar por induccion que si cualquier camino desde la raiz a una
referencia null contiene B nodos negros, entonces el drbol debe tener, al menos,
2% — 1 nodos negros. Mds ain, como la raiz es negra y no pueden existir dos no-
dos consecutivos de color rojo en un camino, la altura de un drbol rojinegro es a lo
sumo 2log (N + 1). Como consecuencia, estd garantizado que la busqueda es una
operacion logaritmica.

La dificultad, como siempre, es que algunas operaciones pueden modificar el
arbol y destruir asi sus propiedades de coloreado. Esto dificulta la insercién y con-
vierte a la eliminacién en una operacion especialmente complicada. En la proxima
seccion, se implementa la insercion y se estudia el algoritmo de eliminacion.

18.5.1 Insercion ascendente
Recordemos que un nuevo elemento se inserta siempre en el arbol como una hoja.
Si coloreamos el nuevo elemento de negro, estamos seguros de incumplir la cuarta
propiedad, ya que asi generamos un camino con mas nodos negros. Como conse-
cuencia, el nuevo nodo debe ser, en principio, rojo. De esta forma, si el padre es
negro ya hemos acabado; asi, la insercion de 25 en el arbol de la Figura 18.34 es
trivial. Pero si el padre es rojo, estariamos incumpliendo la tercera propiedad, al ha-
ber dos nodos rojos consecutivos. En este caso debemos ajustar el drbol para hacer
que se cumpla la propiedad 3 sin que deje de cumplirse la cuarta propiedad. Las
operaciones basicas que emplearemos son los cambios de color y las rotaciones.
Existen varios casos (cada uno con su correspondiente simétrico) que debemos
considerar cuando el padre es rojo. En primer lugar, supongamos que el hermano
del padre es negro (adoptamos el acuerdo de que las referencias null son negras).

Figura 18.34 Ejemplo de darbol rojinegro; la secuencia de inserciones es 10, 85, 15,
70, 20, 60, 30, 50, 65, 80, 90, 40, 5 y 55. Los nodos sombreados son rojos.

En las
represenftaciones
grdaficas los nodos
rojos se presentan
sombreados.

Tenemos
garantizado que la
profundidad de los
arboles rojinegros es
logaritmica.
Normalmente, la
profundidad es la
misma que para los
arboles AVL.

Los nuevos
elementos deben ser
de color rojo. Si el
padre también es
rojo debemos
colorear de nuevo
y/o realizar
rotaciones para
eliminar los nodos
rojos consecutivos.

Si el hermano del
padre es negro, la
situacion se arregla
con una rotacion
simple o doble, al
igual que en los
arboles AVL.
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Si el hermano del
padre fuese rojo,
después de haber
arreglado las cosas
habriamos
intfroducido nodos
rojos consecutivos
en un nivel superior.
Necesitaremos
recorrer el arbol
hacia arriba para
terminar de resolver
el problema.

Esto se aplicarfa en la insercién de 3 u 8, pero no en la insercion de 99. Sea X la
nueva hoja anadida, P su padre, S el hermano del padre (si existe) y G el abuelo.
En este caso s6lo X y P son rojos. G es negro ya que en caso contrario antes de la
insercion existirian dos nodos rojos consecutivos —un incumplimiento de la pro-
piedad 3—. Adoptando la terminologia de los arboles AVL, decimos que respecto
a G, X es un nodo exterior o interior. Si X es un nieto exterior, la propiedad 3 se
recupera mediante una rotaciéon simple entre su padre y su abuelo, con algunos
cambios de color. Si X es un nieto interior, es suficiente una rotacién doble y algu-
nos cambios de color. La rotacion simple se muestra en la Figura 18.35 y la doble
en la Figura 18.36. Aunque X es una hoja, hemos ilustrado un caso mas general,
que permite que X esté en medio del arbol. Esta rotacién mds general serd emplea-
da mas tarde, en este mismo capitulo.

Antes de continuar, observemos por qué estas rotaciones son correctas. Nece-
sitamos asegurar que no existen dos nodos rojos consecutivos. Por ejemplo, en la
Figura 18.36 es facil ver que las tdnicas posibles instancias de nodos rojos conse-
cutivos se encontrarian entre P y uno de sus hijos, o entre G y C. Sin embargo, las
raices de A, B y C deben ser negras; de lo contrario en el arbol de partida se in-
cumplirfa la propiedad 3. En el arbol inicial, existe un tinico nodo negro en el ca-
mino desde la raiz del arbol hasta A, By C, y dos nodos negros en el camino desde
la raiz hasta D y E. Es facil comprobar que éste es todavia el caso después de la
rotacion y la recoloracion.

Pero, ;qué sucede si S es rojo y se intenta insertar el elemento 79 en el arbol de
la Figura 18.34? Entonces no funcionan ni la rotacion simple ni la rotacion doble,
ya que ambas incluyen en sus resultados nodos rojos consecutivos. De hecho, es

A B

Figura 18.35 Si S es negro y X es un nieto externo, la propiedad 3 se recupera con
una rotaciéon simple entre su padre y su abuelo, con los cambios ade-
cuados de color.

Figura 18.36 Si S es negro y X es un nieto interior, una rotacion doble en la que
intervengan X, su padre.y su abuelo, junto a los cambios de color
apropiados, solucionard el incumplimiento de la tercera propiedad.
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A B D E

Figura 18.37 Si S es rojo, una rotaciéon simple entre el padre y el abuelo, junto a los
cambios de color apropiados, restablece la tercera propiedad entre
Xy P.

facil comprobar que en este caso debe haber tres nodos en los caminos hasta D'y
E, y s6lo uno de ellos puede ser negro. Esto nos indica que tanto S como la nueva
raiz del subdrbol deben ser rojas. Por ejemplo en la Figura 18.37, se muestra el
caso de la rotacién simple que se produce cuando X es un nieto exterior. Aunque,
en este caso parece funcionar, aparece un problema: ;qué sucede si el padre de la
raiz del subdrbol (es decir, el bisabuelo inicial de X) también es rojo? Podemos
filtrar este mecanismo hacia atrds, hasta que lleguemos a la raiz (que se coloreara
en negro) o ya no se tengan nodos rojos consecutivos. Pero entonces deberiamos
realizar un recorrido ascendente hacia la raiz, igual que en los darboles AVL.

18.5.2 Arboles rojinegros descendentes

Para evitar la eventual necesidad de tener que hacer un doble recorrido del arbol,
aplicamos un procedimiento descendente mientras se busca el punto de insercion.
Ma4ds concretamente, se garantiza que cuando llegamos a una hoja e insertamos un
nodo, S no seri rojo. Entonces basta con anadir una hoja roja y, si es necesario,
emplear una sola rotacién (simple o doble). El proceso es conceptualmente sen-
cillo.

En el recorrido hacia abajo, cuando se encuentra un nodo X con dos hijos ro-
jos, convertimos X en rojo y sus dos hijos en negro. La Figura 18.38 muestra este
cambio de color. Es sencillo comprobar que el nimero de nodos negros en los ca-
minos por debajo de X permanece invariante. Sin embargo, si el padre de X es ro-
jo, introducimos dos nodos rojos consecutivos. Pero en este caso, podemos reali-
zar la rotacién simple de la Figura 18.35 o la rotacién doble de la Figura 18.36.
Ahora bien, ;qué sucederia si el hermano del padre de X fuese también rojo? En
realidad, esto no puede suceder. Si en el camino hacia las hojas encontramos un
nodo Y con dos hijos rojos, sabemos que los nietos de Y deben ser negros. Y como
los hijos de Y se colorean en negro, incluso después de la rotacion que puede pro-

Figura 18.38 Cambio de color; sélo si el padre de X es rojo se continta el proceso
con una rotacion. B

Para evitar hacer un
doble recorrido del
arbol, mientras
descendemos por el
arbol nos
aseguramos que el
hermano del padre
correspondiente no
sea rojo. Esto puede
conseguirse con
cambios de color
y/o rotaciones.
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ducirse, no encontraremos otro nodo rojo en dos niveles. Asi, cuando llegamos a
X, si el padre de X es rojo entonces no es posible que el hermano del padre de X
sea rojo también.

Como ejemplo, supongamos que deseamos insertar 45 en el drbol de la Figu-
ra 18.34. En el camino hacia las hojas del darbol, encontramos el nodo 50 que tiene
dos hijos rojos. Entonces hacemos un cambio de color, coloreando 50 en rojo, y
40 y 55 en negro. El resultado se muestra en la Figura 18.39. Sin embargo, ahora
50 y 60 son rojos. En consecuencia, hacemos una rotacion simple (ya que 50 es un
nodo exterior) entre 60 y 70, convirtiendo 60 en la raiz negra del subarbol derecho
de 30 y coloreando 70 en rojo. Todo esto se muestra en la Figura 18.40. Entonces
continuamos el proceso, realizando los mismos cambios si encontramos en el ca-
mino otros nodos con dos hijos rojos. En nuestro ejemplo no hay ninguno mas.

Cuando alcanzamos una hoja, insertamos 45 como un nodo rojo, y como el pa-
dre es negro, ya hemos terminado. En la Figura 18.41 se muestra el darbol que se
obtiene. Si el padre hubiese sido rojo, habriamos necesitado hacer una rotacion.

Tal y como muestra la Figura 18.41, el drbol rojinegro que se obtiene estd, por
lo general, muy bien equilibrado. Las distintas pruebas sugieren que el nimero de
nodos consultados en una bisqueda de un drbol rojinegro medio es casi idéntico al
nimero de nodos consultados en los drboles AVL, aunque estdticamente las pro-
piedades de equilibrio de los drboles rojinegros son ligeramente mas débiles. La

Figura 18.39 El cambio de color de 50 supone una incorreccion; debido a que és-
ta se produce en un nodo exterior, para arreglarla basta una rota-
cion simple.

Figura 18.40 Resultado de la rotacion simple que arregla el fallo producido en el
nodo 50.
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Insercion de 45 como Nodo rojo.

Figura 18.41

ventaja de los drboles rojinegros es la sobrecarga relativamente pequena que se
necesita para realizar una insercion y el hecho de que, en la practica, las rotacio-
nes son bastante infrecuentes.

18.5.3 Implementacion en Java

La implementacién concreta es compleja no sélo por la gran cantidad de rotacio-
nes posibles. También es complicada por la posibilidad de que algunos subdrboles
(como el subdrbol derecho de 10) pueden estar vacios y por el caso especial de la
raiz (la cual, entre otras cosas, no tiene padre). Para eliminar los casos especiales,
empleamos dos testigos o centinelas:

e Se emplea nodoNulo en lugar de la referencia null, nodoNulo es siempre
de color negro.

e Se emplea cabecera como pseudo-raiz. Tendrd un valor clave — oo y un
hijo derecho que apuntard a la verdadera raiz.

A causa de estos elementos, incluso las operaciones bdsicas necesitan ser
modificadas. Como consecuencia, no tiene sentido emplear la herencia de la cla-
se ArbolBinarioBusqueda. De modo que, esta clase estd escrita partiendo de
cero. Su seccién publica se muestra en la Figura 18.42 y la seccion privada en la
Figura 18.43. Recordamos que, por defecto, el constructor de NodoBinario inicia-
liza el atributo color a 1. Por tanto, NEGRO debe ser 1. Las lineas 59 y 60 declaran
los centinelas que han sido explicados anteriormente. En la rutina insertar se
emplean cuatro referencias: actual, padre, abuelo y bisabuelo. Su declara-
cion como atributos estiticos (e fas lfiteas 66 a 69) fitdica que son esancialmente
variables globales. Esto es debido a que, como mostraremos mds tarde, es conve-
niente tenerlos compartidos por las rutinas insertar y reorientacion. El mé-
todo eliminar esta sin implementar.

El resto de rutinas son similares a los métodos correspondientes de
ArbolBinarioBusqueda, excepto en que se tratan adecuadamente los nodos
centinelas. En concreto, el constructor debe codificarse con el valor —oc,y vaciar
y esVacio, mostrados en las lineas 45 a 48, necesitan emplear nodoNulo (en lu-
gar de null) y cabecera.derecho (en lugar de la tipica raiz).

Eliminamos los casos
especiales
empleando un
centinela para la
referencia nula y
una pseudo-radiz. Esto
supone Minimas
modificaciones en Ila
mayoria de todas las
rutinas.

En el camino hacia
las hojas,
mantenemos
referencias al nodo
actual, a su padre, a
su abuelo y a su
bisabuelo.
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1 package EstructurasDatos;

2

3 import Soporte.*; import Soporte.Comparable;

4 import Excepciones.*;

5

6 // Clase ArbolRojoNegro

7 s/

8 // CONSTRUCCION: con un centinela con valor menos infinito

9

]0 ;; 'k***********************OPERACIONES P[jBLICAS**********************
11 // void insertar( x ) --> TInserta x

12 // void eliminar( x ) --> Elimina x

13 // void eliminarMin( ) --> Elimina el elemento mds peguefio

14 // Comparable buscar( x ) --> Devuelve el elemento gue ajusta con x
15 // Comparable buscarMin( ) --> Devuelve el elemento mds pequeiio

16 // Comparable buscarMax( ) --> Devuelve el elemento mds grande

17 // boolean esVacio( ) --> Devuelve true si vacio; si no, false

18 // void vaciar( ) --> Elimina todos los elementos

19 // void imprimirArbol( ) --> Imprime el drbol de forma ordenada
20 // **‘k*********‘k“k‘k**‘k**‘k‘k****‘k***ERRORES*****************************
21 // Muchas rutinas lanzan ElementoNoEncontrado en condiciones degeneradas
22 // insertar lanza ElementoDuplicado si el elemento ya estd en el drbol
23
24 /x>
25 * Implementa los Arboles rojinegros.
26 * Notese que los "encajes" se basan en el método compara.
27 *f
28 public class ArbolRojoNegro implements ArbolBusqueda
29 {
30 public ArbolRojoNegro( Comparable negInf )
31 { /* Figura 18.44 */ }
32
33 public void insertar ( Comparable x ) throws ElementoDuplicado
34 { /* Figura 18.48 */ }
35 public void eliminar( Comparable x ) throws ElementoNoEncontrado
36 { /* No se implementa */ }
37 public void eliminarMin( ) throws ElementoNoEncontrado
38 { /* No se implementa */ }
39 public Comparable buscarMin{( ) throws ElementoNoEncontrado
40 { /* Figura 18.46 */ }
41 public Comparable buscarMax( ) throws ElementoNoEncontrado
42 { /* Similar a buscarMin */ }
43 public Comparable buscar ( Comparable x ) throws ElementoNoEncontrado
44 { /* Figura 18.47 */ }
45 public boolean esVacio( )
46 { return cabecera.derecho == nodoNulo; }
47 public void wvaciar( )
48 { cabecera.derecho = nodoNulo; }
49 public void imprimirArbol ( )

50 { imprimirArbol ( cabecera.derecho ); }

Figura 18.42 Esqueleto de la clase ArbolRojoNegro (parte 1: seccidon publica).

El constructor de ArbolRojoNegro se muestra en la Figura 18.44. Unica-
mente crea los dos centinelas e inicializa las referencias de sus hijos izquierdo y
derecho apuntando a nodoNulo. Es preciso un inicializador estdtico para crear e
inicializar nodoNulo.
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51 private void imprimirArbol( NodoBinario t )

52 { /* Figura 18.45 */ }

53 private void reorientacion( Comparable item )

54 { /* Figura 18.49 */ }

55 private NodoBinario rotar( Comparable item,

56 NodoBinario padre )

57 { /* Figura 18.50 */ }

58

59 private NodoBinario cabecera;

60 private static NodoBinario nodoNulo;

61

62 private static final int NEGRO = 1; // NEGRO debe ser 1
63 private static final int ROJO = 0;

64

65 // Empleados en la rutina de insercién y las auxiliares
66 private static NodoBinario actual;

67 private static NodoBinario padre;

68 private static NodoBinario abuelo;

69 private static NodoBinario bisabuelo;

70

Figura 18.43 Esqueleto de la clase ArbolRojoNegro (parte 2: seccion privada).

‘| ) x*

2 * Construye el drbol.

3 * @param negInf un valor menor o igual que todos los demas..
4 * /

5 public ArbolRojoNegro( Comparable negInf )

6 ({

7 cabecera = new NodoBinario( negInf );

8 cabecera.izquierdo = cabecera.derecho = nodoNulo;

9 3

10

11 static // Inicializador estatico de nodoNulo
12 ¢

13 nodoNulo = new NodoBinario( null );

14 nodoNulo.izquierdo = nodoNulo.derecho = nodoNulo;

15 3}

Figura 18.44 Constructor de ArbolRojoNegro e inicializador estatico.

La Figura 18.45 muestra el sencillo cambio que supone el uso de los centine-  Elfest sobre null se
las. El test sobre null es reemplazado por el test sobre nodoNulo. El método sustituye por el test

buscarMin se muestra en la Figura 18.46. SeilEita mamEsiEC, S
objeto de evitar

comprobaciones

1 e adicionales, cuandce
2 * Método interno para imprimir un subdrbol en orden. s redhouao
3 * @param t la raiz del subdrbol =
4+ p B ¢ busgueda,
; A . . 1 |
5 private void imprimirArbol({ NodoBinario t ) cdo;onmm;cene
6 ¢ centinela
7 if( t != nodoNulo ) ol
8 {
9 imprimirArbol( t.izquierdo );
10 System.out.println( t.dato.toString( ) );
11 imprimirArbol( t.derecho );
12 }
13 1}

Figura 18.45 imprimirArbol de laclase ArbolRojoNegro.
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11
12
13
14
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16 1}

*

*

*

*

public Comparable buscarMin( )

/**

Busca el elemento mas peguefio del &rbol.
@return el menor elemento.
@exception ElementoNoEncontrado si el darbol es vacio.

/
throws ElementoNoEncontrado

if( esVacio( ) ) )
throwImmzElementoNoEncontrado("buscarMin<k3ArbolRojoNegro“);

NodoBinario itr cabecera.derecho;
while( itr.izquierdo nodoNulo )
ditae itr.izquierdo;

return itr.dato;

Figura 18.46 Método buscarMin de ArbolRojoNegro; observe el uso de ca-

becera ynodoNulo.

La rutina buscar, mostrada en la Figura 18.47, emplea otro truco muy comun.
Antes de iniciar la bisqueda, colocamos x en el centinela nodoNulo. Hemos ga-
rantizado asf el ajuste con x, incluso si x no es encontrado. Si el ajuste se produce
en nodoNulo, concluimos que el elemento no ha sido encontrado. Emplearemos
este truco en el método insertar.

*
*

*

{

S
OVONOCOHEWN—

NNNNN = ol ot ot ot et i
BWN—-0VOVONOCUBWN —

¥

/

/**

Buscar un elemento en el &arbol.

@param x el elemento a buscar.

@return el elemento buscado.

@exception ElementoNoEncontrado si en el &rbol
no hay ningun elemento que ajuste con x.

no

public Comparable buscar ( Comparable x ) throws ElementoNoEncontrado

nodoNulo.dato
actual cabecera.derecho;

X7

foxrd{ ; )
{
1if( x.menorQue( actual.dato ) )
actual actual .izquierdo;
else 1f( actual.dato.menorQue (
actual actual .derecho;
else if( actual nodoNulo )
return actual.dato;
else
throw new ElementoNoEncontrado ( "buscar de ArbolRojoNegro" ) ;

x ) )

Figura 18.47 Método buscar de ArbolRojoNegro; obsérvese el uso de cabe-

cera y nodoNulo.
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El método insertar, se muestra en la Figura 18.48, se obtiene directamen-
te de nuestra descripcion. El bucle while, codificado en las lineas 12 a 21, des-
ciende por el drbol y «repara» los nodos con dos hijos rojos llamando al método
reorientacion, tal y como se muestra en la Figura 18.49. Para hacerlo, no soélo
mantenemos informacién acerca del nodo actual, sino también de su padre, abuelo
y bisabuelo. Nétese que después de la rotacién, los valores almacenados en el
abuelo y el bisabuelo no son correctos. Sin embargo, nos hemos asegurado que se-
ran correctamente colocados la proxima vez que se necesiten.

Cuando el bucle termina, x es encontrado (indicado por actual ! = nodoNulo)
o no. Si lo encontramos. se lanza una excepcion en la linea 25. En caso contrario, x
no estd en el drbol y es preciso hacerle hijo de padre. Creamos un nuevo nodo (co-
mo el nuevo nodo actual), lo unimos al padre e invocamos a reorientacion,
todo ello en las lineas 26 a 33.

El c6digo empleado para realizar una rotacion simple se muestra en el método
rotar de la Figura 18.50. Debido a que el drbol obtenido debe unirse al padre,
rotar tiene como parametro el nodo padre. En lugar de guardar la informacion de
qué tipo de rotacion realizamos (esto es, si es hacia la derecha o hacia la izquier-

El codigo es
relativamente
reducido, si se
consideran la gran
cantidad de casos y
el hecho de que la
implementacion no
es recursiva. Esta es
la razdn por la cual
los arboles rojinegros
funcionan
satisfactoriacmente
en la practica,

rotar considera
cuatro posibilidades.
El uso del operador
? : reduce el
codigo, pero es
|bgicamente
equivalente al test

ROJO )

'| /** i
if else.

2 * Tnserta en el arbol.

3 * @param x el elemento a insertar.

4 * @exception ElementoDuplicado si un elemento que

5 * ajusta con x ya estéd en el &rbol.

6 */

7 public void insertar( Comparable x ) throws ElementoDuplicado

8 (

9 actual = padre = abuelo = cabecera;

10 nodoNulo.dato = X;

11

12 while( actual.dato.compara( x ) != 0 )

13 {

14 bisabuelo = abuelo; abuelo = padre; padre = actual;

15 actual = x.menorQue( actual.dato ) ?

16 actual.izquierdo actual .derecho;

17

18 // Comprueba si hay dos hijos ROJOs; resolviéndolo en su caso

19 if( actual.izgquierdo.color == ROJO && actual .derecho.color ==

20 reorientacion( x );

21 }

22

23 // La insercidén falla si el elemento ya estd en el arbol

24 if( actual != nodoNulo )

25 throw new ElementoDuplicado( "insertar de ArbolRojoNegro" ) ;

26 actual = new NodoBinario( x, nodoNulo, nodoNulo ) ;

27

28 // Enlace al padre

29 if( x.menorQue( padre.dato ) )

30 padre.izquierdo = actual;

31 else

32 padre.derecho = actual;

33 reorientacion( x );

34 )

Figura 18.48 Rutina insertar de la clase ArbolRojoNegro.



WArboles binarios de busqueda

VONOCUTAE WN —

N—=0VONOCURAMWN=—=O

23

/**

* Rutina invocada durante una insercidén si un nodo tiene dos
* hijos ROJOs. Realiza cambios de color y rotaciones.

* @param item el elemento a insertar.
Y

private void reorientacion( Comparable item

{

// Cambio de color
actual.color = ROJO;
actual.izquierdo.color = NEGRO;
actual.derecho.color = NEGRO;

)

if( padre.color == ROJO ) // Tiene que rotar

{
abuelo.color = ROJO;

if( item.menorQue( abuelo.dato ) !=

item.menorQue( padre.dato ) )
padre = rotar( item, abuelo ); // Comenzar rotacidén doble

actual = rotar( item, bisabuelo );
actual.color = NEGRO;
}

cabecera.derecho.color = NEGRO; // Colorea la raiz en NEGRO

}

Figura 18.49 Rutina reorientacion: invocada cuando un nodo tiene dos hijos

NVNONOCOGHAWN—

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

rojos o cuando se inserta un nuevo nodo.

* Rutina interna que realiza una rotacidén simple o doble.

* Invocada por reorientacion.

* @param item el elemento de reorientacion.

* @param padre el padre de la raiz del subdrbol que debe rotarse.

* @return la raiz del subdrbol rotado.
LV
private NodoBinario
rotar ( Comparable item, NodoBinario padre )

{

if( item.menorQue( padre.dato ) )

return padre.izqguierdo = item.menorQue (
padre.izquierdo.dato ) ?
Rotaciones.conHijoIzquierdo ( padre.izquierdo ) : // II
Rotaciones.conHijoDerecho( padre.izguierdo ) ; // ID
else
return padre.derecho = item.menorQue (
padre.derecho.dato ) ?

Rotaciones.conHijoIzguierdo ( padre.derecho ) : // DI
Rotaciones.conHijoDerecho( padre.derecho ) ; // DD

}

Figura 18.50 Rutina para realizar la rotacién apropiada.

da) mientras descendemos por el drbol, pasamos x como parametro. Como se es-
pera un nimero reducido de rotaciones a lo largo de la insercion, hacerlo de este
modo es, ademds de simple, rapido.

reorientacion llama a rotar cuando es necesario, para efectuar una rota-

cion simple o doble. Como una rotacion doble no es mds que la combinacién de
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dos rotaciones simples, podemos preguntar si estamos en un caso interior y si es
asi, realizar una rotacién extra entre el nodo actual y su padre (pasando su abuelo
a la rutina rotar). En cualquier caso, hacemos una rotacién entre el padre y el
abuelo (pasando el bisabuelo a rotar). Esto es codificado, de forma sutil, en las
lineas 16 a 19 de la Figura 18.49.

18.5.4 Eliminacion descendente

La eliminacion en los arboles rojinegros también puede implementarse de modo
descendente. No es necesario decir que en este caso una implementacion concreta
es bastante complicada, ya que el mismo algoritmo eliminar de los arboles no
equilibrados no es trivial. El algoritmo usual de eliminacion en los drboles bina-
rios de bisqueda elimina nodos que son hojas o tienen un tnico hijo. Recuerde
que nunca se borran nodos con dos hijos; solo se reemplaza su contenido.

Si el nodo que vamos a borrar es rojo no hay ningtin problema. Sin embargo,
si es negro su eliminacién hard que se incumpla la cuarta propiedad. La solucion
al problema consiste en asegurar que cualquier nodo que eliminemos serd rojo.

A lo largo de esta discusion, X serd el nodo actual, T su hermano y P su padre.
Comenzamos por colorear la raiz centinela en rojo. Segin descendemos por el ar-
bol, intentamos asegurar que X sea rojo. Cuando llegamos a un nuevo nodo, esta-
mos seguros de que P es rojo (de forma inductiva, gracias al invariante que trata-
mos de mantener) y de que X y 7 son negros (ya que no podemos tener dos nodos
rojos consecutivos).

Existen dos casos principales, ademds de las variantes simétricas usuales (que
son omitidas).

En primer lugar supongamos que X tiene dos hijos rojos. Existen tres subcasos,
los cuales dependen de los hijos de 7

1. T tiene dos hijos negros: cambio de color (Figura 18.51).
2. T tiene un hijo exterior rojo: realizar una rotacion simple (Figura 18.52).
3. T tiene un hijo interior rojo: realizar una rotacioén doble (Figura 18.53).

Una observacién detenida de las rotaciones nos conduce a la conclusion de
que si 7 tiene dos hijos rojos, tanto una rotacion simple como una rotacién doble
funcionarian correctamente, de forma que es mas légico decantarse por la rotacion
simple. Observe que si X es una hoja entonces sus dos hijos son negros, asi que
siempre podemos emplear alguno de estos tres mecanismos para conseguir que su
color sea rojo.

Figura 18.51 X tiene dos hijos negros cuyos hermanos son también negros; debe-
mos hacer un cambio de color. #

La eliminacion es
bastante compleja.
La idea basica
consiste en asegurar
que el nodo
eliminado es siempre
rojo.
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Figura 18.52 X tiene dos hijos negros y el hijo exterior de su hermano es rojo; debe-
mos hacer una rotacion simple.

Figura 18.53 X tiene dos hijos negros y el hijo inferior de su hermano es rojo; debe-
mMos hacer una rotacion doble.

El segundo caso es que alguno de los hijos de X sea rojo. Ndtese que debido a
que las rotaciones del primer caso siempre colorean X de rojo, si X tiene un hijo de
su mismo color, introduciriamos nodos rojos consecutivos. Por tanto, necesitamos
una solucion alternativa. En este caso, descendemos al siguiente nivel, obteniendo
nuevos X, T'y P. Si tenemos suerte, estaremos en un nodo rojo (esto puede suceder
el 50 por ciento de las veces), y arreglamos el problema convirtiendo el nodo ac-
tual nuevo en rojo. En caso contrario, estamos en la situacion mostrada en la Figu-
ra 18.54. Esto es, el X actual es negro, T es rojo y P es negro. Podemos realizar
una rotacion entre 7'y P, haciendo que el nuevo padre de X sea rojo y su nuevo
abuelo sea negro. Ahora X ya no es rojo, pero estamos de nuevo en el punto de
partida (aunque en un nivel inferior). Esto es suficientemente bueno, ya que prue-
ba que podemos descender de modo iterativo por el arbol. Asi, siempre que alcan-
cemos un nodo rojo o un nodo con dos hijos negros hemos ganado. Esto esta ga-
rantizado en el algoritmo de eliminacién, ya que se alcanza una de las dos
situaciones siguientes:

e X es una hoja. Esta situacion ya fue considerada por el caso principal ya que
X tiene dos hijos negros.

Figura 18.54 Xes negro y al menos un hijo suyo es rojo; si descendemos al siguiente
nivel y caemos en un nodo rojo, todo estd bien; en caso contrario,
realizamos una rotacion entre su padre y un hermano.



e X tiene un solo hijo. Si éste es negro, se aplica el caso principal y si es rojo,
eliminamos X, si es necesario, y coloreamos su hijo en negro.

En algunas ocasiones se utiliza como alternativa la eliminacion perezosa, en
la que los elementos eliminados se marcan simplemente como tales. Sin embar-
go, consume espacio de forma innecesaria y complica otras rutinas (véase el Ejer-
cicio 18.24).

18.6 AA-Arboles

Debido a la gran cantidad de rotaciones necesarias, los drboles rojinegros necesi-
tan de algunos trucos para su codificacion, con el subsiguiente peligro de come-
ter errores. En particular, la operacién eliminar es bastante complicada. Esta
seccion describe un tipo de arbol de bisqueda bastante simple pero con un equi-
librado bastante competitivo, conocido como AA-drbol. Los AA-arboles son el
método elegido cuando se necesitan drboles equilibrados, se permite una imple-
mentacién mas inmediata (con el subsiguiente coste) y se requieren eliminaciones.
Los AA-drboles afiaden una condicién adicional a las impuestas por los drboles
rojinegros: los hijos izquierdos no pueden ser rojos.

Esta restriccién adicional simplifica en gran medida los algoritmos de los ar-
boles rojinegros, por dos razones. En primer lugar, elimina aproximadamente la
mitad de los casos de reestructuracién. En segundo lugar, simplifica el algoritmo
eliminar, al no tener que considerar uno de sus casos mds complicados. Mas
exactamente, si un nodo interno tiene un tnico hijo, éste debe ser un hijo derecho
rojo, ya que los hijos izquierdos rojos estan ahora prohibidos y un hijo tnico negro
incumplirfa la cuarta propiedad de los drboles rojinegros. De este modo, siempre
podemos reemplazar un nodo interno por el nodo mas pequefio de su subarbol de-
recho. Este nodo més pequefio serd una hoja o tendrd un hijo rojo, que puede ser
facilmente eliminado.

Para simplificar ain mas la implementacion, representamos la informacion del
equilibrado de un modo mas directo. En lugar de guardar un color en cada nodo,
almacenamos el nivel de dicho nodo. El nivel de un nodo se define como sigue:

e El nivel es 1 si el nodo es una hoja.
e El nivel es el mismo que el de su padre si el nodo es rojo.
e El nivel es una unidad menor que el nivel de su padre si el nodo es negro.

El nivel representa el nimero de enlaces izquierdos que se encuentran en el
camino hacia el centinela nodoNulo.

El resultado es un AA-drbol. Si traducimos las condiciones estructurales de co-
lores a niveles, sabemos que el nivel del hijo izquierdo debe ser una unidad menor
que su padre y el del hijo derecho debe ser cero o una unidad menor que el de su
padre (pero no mds). Llamaremos enlaces horizontales a las conexiones entre un
nodo y un hijo suyo del mismo nivel. Entonces, las propiedades de color implican
lo siguiente:

1. Los enlaces horizontales son referencias de lados derechos (ya que sélo
los hijos derechos son rojos).

2. No existen dos enlaces horizontales consecutivos (ya que no pueden exis-
tir dos nodos rojos consecutivos).

AA-Arboles

Los AA-arboles son el
método elegido
cuando se necesitan
arboles equilibrados,
se permite una
implementacion mas
inmediata y se
requieren
eliminaciones.

El nivel de un nodo
de un AA-arbol es el
numero de enlaces
izquierdos que hay
en el camino hasta
el centinela
nodoNulo.

En un AA-arbol, un
enlace horizontal es
un enlace entre un
nodo y un hijo suyo
del mismo nivel. Un
enlace horizontal
debe dirigirse
siempre a la
derecha y no
pueden existir
enlaces horizontales
consecutivos.



La insercion se
redliza empleando el
algoritmo recursivo
usual mas dos
llamadas a métodos.

Los enlaces
horizontales
izquierdos se
eliminan mediante
un giro (rotacién
entfre un nodo y su
hijo izquierdo). Los
enlaces horizontales
derechos
consecutivos se
eliminan con un
reparto (rotacién
entre un nodo y su
hijo derecho). giro
precede a
reparto.
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3. Los nodos del nivel 2, o superiores, deben tener dos hijos.
4. Si un nodo no tiene un enlace horizontal derecho entonces sus dos hijos
estan al mismo nivel.

La Figura 18.55 muestra un ejemplo de AA-drbol. La raiz de dicho arbol es el
nodo de clave 30. La busqueda se realiza aplicando el algoritmo usual. Como ya
es habitual, insertar y eliminar son mds complejos, ya que los algoritmos na-
turales de los drboles de busqueda pueden incumplir las propiedades de los enla-
ces horizontales. Sin embargo, y no sorprendentemente, las rotaciones pueden so-
lucionar todos los problemas planteados por estas rutinas.

18.6.1 Insercion

La insercion de un nuevo elemento siempre se hace en el nivel mas bajo. Como es
habitual, esto puede causar problemas. En la Figura 18.55 la insercién de 2 podria
crear un enlace horizontal izquierdo, mientras que la insercién de 45 generaria dos
enlaces horizontales derechos consecutivos. Como consecuencia, después de in-
sertar un nodo en el nivel mas profundo, pueden necesitarse algunas rotaciones pa-
ra restablecer las propiedades de los enlaces horizontales.

En ambos casos, unatnica rotacién simple arregla el problema. Eliminamos los
enlaces horizontales izquierdos haciendo una rotacién entre el nodo y su hijo iz-
quierdo y eliminamos los enlaces horizontales derechos consecutivos realizando una
rotacion entre el primero 'y el segundo de los (tres) nodos conectados mediante los
dos enlaces. Estos procedimientos se llaman giro y reparto, respectivamente.

giro se muestra en la Figura 18.56 y reparto en la Figura 18.57. Un giro
elimina un enlace horizontal izquierdo. Sin embargo, puede generar enlaces hori-
zontales derechos consecutivos, ya que el hijo derecho de X puede ser también hori-
zontal. En este caso, invocaremos primero a giro y después a reparto. Después
de reparto se incrementa el nivel del nodo del centro. Esto puede causar proble-

30

Figura 18.55 AA-arbol obtenido de la insercién de 10, 85, 15, 70, 20, 60, 30, 50, 65,
80, 90, 40, 5, 55 y 35.

Figura 18.56 giro es una rotacién simple entre Xy P.
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Figura 18.57 reparto es una rotacion simple enfre Xy R obsérvese que el nivel
de R aumenta.

mas al padre inicial de X, al crear un enlace horizontal izquierdo o enlaces hori-
zontales derechos consecutivos: ambos problemas pueden solucionarse aplican-
do la estrategia giro/reparto en el camino de regreso a la raiz. Esto se hace
automdticamente si se usa recursion, asi que una implementacién recursiva de
insertar es solo dos llamadas mds larga que la correspondiente rutina de los ar-
boles de bisqueda no equilibrados..

Para ver el algoritmo en accién, mostramos el resultado de insertar el ele- Este es un algoritmo
mento 45 en el AA-drbol de la Figura 18.55. En la Figura 18.58, cuando afadimos ~ un fanfo exirano,
45 en el Gltimo nivel, se forman dos enlaces horizontales consecutivos. Los pares =~ P18 € PR _

) ; . i p complicado seguirlo
giro/reparto se aplican en el camino de vuelta a la raiz, siempre que sea necesa- ¢ of papel que
rio. En particular, se necesita up reparto en el nodo 35 a causa de los enlaces hori-  implementarlo en un
zontales derechos consecutivos. El resultado se muestra en la Figura 18.59. Cuando  computador.
la recursién vuelve al nodo 50, encontramos un enlace horizontal izquierdo. Reali-
zamos entonces un giro en 50 para eliminar el enlace horizontal (el resultado
puede verse en la Figura 18.60) y un reparto en 40 para eliminar los enlaces
horizontales derechos consecutivos. En la Figura 18.61 se muestra el resultado

30

(15)
G @

Figura 18.58 Situacion después de inserfar 45 en nuestro arbol ejemplo; aparecen
dos enlaces horizontales derechos consecutivos tras el nodo 35.

P s

Figura 18.59 Situacion después del reparto en 35; éste genera un enlace hori-
zontal izquierdo en 50. ~
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Figura 18.60 Situacion después del giro en 50; éste genera dos nodos horizonta-
les consecutivos comenzando en 40.

/@ 0
O~ @ & @ » © @

Figura 18.61 Situacion después del reparto en 40; 50 estd ahora al mismo nivel
que 70, infroduciéndose asi un enlace horizontal izquierdo prohibido.

después del reparto: ahora el nodo 50 estd en el nivel 3 y es el hijo horizontal
izquierdo de 70. Necesitamos ejecutar ahora un nuevo par giro/reparto. El
giro en 70 elimina el enlace horizontal izquierdo en el nivel superior, pero genera
enlaces horizontales derechos consecutivos, tal y como se ilustra en la Figura 18.62.
Cuando se aplica el dltimo intercambio, los nodos horizontales consecutivos desa-
parecen y 50 se convierte en la nueva raiz del drbol. El resultado se muestra en la
Figura 18.63.

K

Figura 18.62 Situacion después del giro en 70; éste crea dos enlaces horizontales

consecutivos tras 30.
(70
.
5 © D

Figura 18.63 Situacion después del reparto en 30; la insercion se ha comple-
tado. 2




18.6.2 Eliminacion

En los drboles binarios de bisqueda ordinarios, el algoritmo eliminar se divide
en tres casos: el elemento a eliminar puede ser una hoja, tener un solo hijo o tener
dos hijos. En los AA-drboles tratamos el caso de un anico hijo igual que el caso de
dos hijos, ya que el primero de ellos solo puede aparecer en el nivel 1. Mds adn, el
caso de dos hijos también es sencillo, si se garantiza que el nodo empleado como
valor de reemplazamiento estd en el nivel 1 y tiene, en el peor de los casos, un
solo enlace horizontal derecho. De este modo, todo gira entorno a eliminar un
nodo del nivel 1. Claramente, esto puede afectar al equilibrio del drbol (considere,
por ejemplo, la eliminacién de 10 en la Figura 18.63).

Sea T el nodo actual y considere que estamos empleando recursion. Si la eli-
minacién ha reducido el nivel de uno de los hijos de T hasta dos unidades menos
que el nivel de 7, entonces €ste también ha de ser reducido (sélo el hijo introduci-
do en la llamada recursiva puede haber sido afectado, pero por simplicidad, no
guardamos informacién de ello). Ademds, si 7" tiene un enlace horizontal derecho,
entonces éste también debe descender de nivel. En este punto podemos tener hasta
seis nodos en el mismo nivel: 7, el hijo derecho horizontal de 7, llamado R, los
dos hijos de R, y sus hijos derechos horizontales. La Figura 18.64 muestra la situa-
cién posible mds sencilla.

Después de eliminar el elemento 1, los nodos 2y 5 se convierten en nodos del
nivel-1. En primer lugar, arreglamos el enlace horizontal izquierdo que se encuen-
tra ahora entre los nodos 5 y 3. Esto requiere esencialmente dos rotaciones: una
entre los nodos 5 y 3 y otra entre los nodos 5 y 4. En este caso, el nodo actual 7 no
interviene. Por otro lado, si la eliminacion procede del lado derecho, entonces el
nodo izquierdo de 7 puede convertirse en horizontal; esto requeriria una rotacion
doble similar (comenzando en 7). Para evitar distinguir todos los casos, invocare-
mos siempre a giro tres veces. Una vez hecho esto, son suficientes dos llamadas
a reparto para recolocar los arcos horizontales.

©,
O OO0

Figura 18.64 Cuando se elimina el elemento 1, todos los nodos estdn en el nivel 1,
apareciendo asi enlaces horizontales izquierdos.

18.6.3 Implementacion en Java

El esqueleto de la clase de los AA-drboles se muestra en las Figuras 18.65 y 18.66.
Gran parte de ella duplica implementaciones de drboles anteriores. Una vez mas,
empleamos el centinela nodoNulo; sin embargo, ahora no necesitamos una pseu-
do-raiz. El constructor, que no mostramos, genera el nodoNulo, igual que en el
caso de los drboles rojinegros, y hace que raiz le apunte. nodoNulo esta en el
nivel 0. Las rutinas emplean diversos métodos privados auxiliares.

insertar se muestra en la Figura 18.67. Como hemos mencionado anterior-
mente en este capitulo, este método es idéntico al insertar recursivo de los ar-
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La eliminacion se
simplifica, ya que el
caso de un unico
hijo sdlo puede
producirse en el nivel
1 y ademas
deseamos emplear
recursion.

Después de una
eliminacion
recursiva, fres giros
y dos repartos
garantizaran el
equilibrio del arbol.

Las rutinas de los
AA-arboles son
relativamente
sencillas
(comparadas con
las de los arboles
rojinegros).
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VO NOCOBARWN-—=

package EstructurasDatos;

import Soporte.*; import Soporte.Comparable;
import Excepciones.*;

// Clase AA—Arbol

//
// CONSTRUCCION: sin ninguna inicializacién

//
// *****‘k****‘k************OPERACIONES P[’]BLICAS**********************

// Las mismas que en ArbolBinarioBusqueda; se omiten por brevedad
// ******‘k**********************ERRORES*************‘k***************

// Muchas rutinas lanzan ElementoNoEncontrado en condiciones degeneradas
// Insertar lanza ElementoDuplicado si el elemento yva estd en el drbol

/**

* Implementa los AA-Arboles.

* Notese que todas las comparaciones se basan en el método compara.
*
public class AA Arbol implements ArbolBusqueda

{ &

public AA Arbol( )
{ raiz = nodoNulo; }

public void insertar ( Comparable x ) throws ElementoDuplicado

{ raiz = insertar( x, raiz ); }
public void eliminar ( Comparable x ) throws ElementoNoEncontrado
{ raiz = eliminar( x, raiz ); }
public void eliminarMin( ) throws ElementoNoEncontrado
{ eliminar ( buscarMin( ) .); }
public Comparable buscarMin( ) throws ElementoNoEncontrado
{ /* ITmplementacidén habitual; ver el cédigo en Internet */ }
public Comparable buscarMax( ) throws ElementoNoEncontrado

{ /* Implementacidn habitual; ver el cddigo en Internet */ }
public Comparable buscar ( Comparable x ) throws ElementoNoEncontrado
{ /* Implementacidn habitual; ver el cédigo en Internet */ }
public boolean esVacio( )
{ return raiz == nodoNulo; }
public void wvaciar( )
{ raiz = nodoNulo; }
public void imprimirArbol ( )
{ imprimirArbol( raiz ); }

Figura 18.65 Esqueleto de la clase de los AA_darboles (parte 1).

boles binarios de busqueda, excepto por el hecho de que incluye una llamada a
giro seguida de una llamada a reparto. En las Figuras 18.68 y 18.69, giro y
reparto se implementan de una forma sencilla empleando las rotaciones de drbo-
les de las que disponemos. Por dltimo, eliminar se encuentra en la Figura 18.70.

Para ayudarnos en la tarea, mantenemos dos variables, nodoBorrado vy
ultimoNodo, que son permanentes ya que se declaran como estaticas. Cuando re-
corremos un hijo derecho, ajustamos nodoBorrado. Debido a que invocamos re-
cursivamente a el iminar hasta que llegamos al final (no preguntamos acerca de la
igualdad en el recorrido descendente), tenemos garantizado que si el elemento que
debemos eliminar esta en el arbol, nodoBorrado apuntard al nodo que lo contiene.
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AA-Arboles

private NodoBinario
insertar ( Comparable x, NodoBinario t ) throws ElementoDuplicado
{ /* Figura 18.67 */ }
private NodoBinario
eliminar ( Comparable x, NodoBinario t ) throws ElementoNoEncontrado
{ /* Figura 18.70 */ }
private void imprimirArbol( NodoBinario t )
{ /* Implementacidén habitual; ver el cédigo en Internet */ }
private NodoBinario giro( NodoBinario t )
{ /* Figura 18.68 */ }
private NodoBinario reparto( NodoBinario t )
{ /* Figura 18.69 */ }

private NodoBinario raiz;
private static NodoBinario nodoNulo;

static // Inicializador estdtico de nodoNulo

{
nodoNulo = new NodoBinario( null );
nodoNulo.izquierdo = nodoNulo.derecho = nodoNulo;
nodoNulo.nivel = 0;

private static NodoBinario nodoBorrado;
private static NodoBinario ultimoNodo;

Figura 18.66 Esqueleto de la clase de los AA_arboles (parte 2).
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* Método interno para insertar en un subdrbol.

* @param x el elemento a insertar.

* @param t la raiz del arbol.

* @return la nueva raiz.

* @exception ElementoDuplicado si el elemento que ajusta
* con x ya estd en el subarbol de raiz t.

*/

private NodoBinario
insertar ( Comparable x, NodoBinario t ) throws ElementoDuplicado

{

}

if( t == nodoNulo )

t = new NodoBinario( x, nodoNulo, nodoNulo ) ;
else if( x.compara( t.dato ) < 0 )

t.izguierdo = insertar( x, t.izgquierdo );
else if( x.compara( t.dato ) > 0 )

t.derecho = insertar( x, t.derecho );
else

throw new ElementoDuplicado( "insertar de AA_Arbol" );

t = gireod © );
t = reparto( t );
return t;

Figura 18.67 Meétodo insertar de la clase AA_Arbol.
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nodoBorrado
referenciard el nodo
que contiene el
elemento x (si x esta
en el arbol) o
nodoNulo si x NO
estd en el arbol.
ultimoNodo
apuntarda al nodo de
sustitucion.
Empleamos
comparaciones
entre dos en lugar
de comparaciones
entre tfres.

return t;

'| Jx*

2 * Giro primitivo para AA-Arboles.

3 * @param t la raiz del &rbol.

4 * @return la nueva raiz tras la rotacidn.
5 */

6 private NodoBinario giro( NodoBinario t )
7 {

8 if( t.izquierdo.nivel == t.nivel )

9 t = Rotaciones.conHijoIzquierdo( t );
0

1

P -

}

Figura 18.68 Método giro de la clase AA_Arbol.

t.nivel++;
}

return kt;

1 J**

2 * Reparto primitivo para los AA-arboles.

3 * @param t la raiz del &rbol.

4 * @return la nueva raiz después de la rotacidn.
5 */

6 private NodoBinario reparto( NodoBinario t )
7 {

8 if( t.derecho.derecho.nivel == t.nivel )
9 {

10 t = Rotaciones.conHijoDerecho( t );
11

12

13

14

}

Figura 18.69 Meétodo reparto de la clase AA_Arbol.

Notese que esta misma técnica puede emplearse en la rutina buscar para sustituir
las comparaciones entre tres realizadas en cada nodo por comparaciones entre dos
en cada nodo, mas un test de igualdad adicional al final. ultimoNodo referencia el
nodo del nivel-1 en el que finaliza la busqueda. Como no nos detenemos hasta que
llegamos al final, si el elemento se encuentra en el arbol, ultimoNodo apunta al
nodo del nivel-1 que contiene el valor de reemplazamiento que debe ser eliminado.

Cuando termina una llamada recursiva, si estamos en el nivel 1, colocamos el
valor del nodo en el nodo interno que debe ser sustituido, tras lo que podemos so-
brepasar el nodo del nivel-1. En caso contrario, estamos en un nivel superior y ne-
cesitamos comprobar si se incumple la condicién de equilibrio. Si es asf, restable-
cemos el equilibrio y hacemos tres llamadas a giro y dos llamadas a reparto.
Como hemos comentado anteriormente, esto garantiza que se recuperan las pro-
piedades de los AA-drboles.

18.7 B-Arboles

Hasta este momento hemos supuesto que podemos almacenar las estructuras de
datos completas en la memoria principal del computador. Supongamos ahora que
tenemos mas datos de los que podemos guardar en memoria principal, por lo que
debemos almacenar los datos en disco. Cuando esto sucede las reglas del juego
cambian, ya que a la hora de evaluar la complejidad de los algoritmos la notacion
O resulta insuficiente.
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/ * %
* Método interno para eliminar elementos de un subarbol.
* @param x el elemento a eliminar.
* @param t la raiz del &rbol.
* @return la nueva raiz.
* @exception ElementoNoEncontrado si ningun elemento del arbol
* de raiz t ajusta con x.
B )
private NodoBinario
eliminar ( Comparable x, NodoBinario t ) throws ElementoNoEncontrado
{
if( t '= nodoNulo )
{
// Paso 1: Busca descendiendo por el &rbol y actualiza
// ultimoNodo y nodoBorrado
ultimoNodo = t;
if( x.menorQue( t.dato ) )
t.izgquierdo = eliminar( x, t.izguierdo );
else
{
nodoBorrado = t;
t.derecho = eliminar( x, t.derecho );
}
// Paso 2: Si x estd al final del &rbol,
i lo eliminamos
if( t == ultimoNodo )
{
if ( nodoBorrado == nodoNulo ||
x.compara ( nodoBorrado.dato ) != 0 )
throw new ElementoNoEncontrado ( "de AA_Arbol eliminar" ) ;
nodoBorrado.dato = t.dato;
nodoBorrado = nodoNulo;

}

t = t.derecho;
}
// Paso 3: En otro caso, no estamos al final;
// debemos restablecer el equilibrio
else
if( t.izquierdo.nivel < t.nivel - 1 ||
t.derecho.nivel < t.nivel - 1 )

if( t.derecho.nivel > --t.nivel )
t.derecho.nivel = t.nivel;

t = glirei( £ )3

t.derecho = giro( t.derecho );

t .derecho.derecho = giro( t.derecho.derecho );

t = reparto( t );

t .derecho = reparto( t.derecho );

}

return t;

Figura 18.70 Eliminacion en un AA-arbol.

El problema es que el andlisis en notacion O asume que el coste de todas las

operaciones es similar. Pero, esto en particular deja de ser cierto cuando interviene
la E/S de disco. Por ejemplo, una maquina 25-MIPS supuestamente ejecuta 25 mi-
llones de instrucciones por segundo. Esto supone ir muy deprisa, principalmente
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Cuando los datos
son demasiado
grandes para
almacenarlos en
memoria, el nuUmero
de accesos a disco
adquiere
importancia. Un
acceso a disco es
increiblemente
costoso en
comparacion con
una instruccion
habitual del
computador.

Cualquier
comportamiento
logaritmico es
inaceptable.
Necesitamos realizar
buUsquedas con sdlo
fres o cuatro
accesos a disco. En
las modificaciones
nos podriamos

permitir algunos mas,

Los arboles de
busqueda M-arios
permiten
ramificaciones de M
hijos. En tanto
aumenta el numero
de hijos disminuye su
profundidad.

por que la velocidad depende en gran medida de las propiedades eléctricas. Por
contra, un disco es, en buena parte, un dispositivo mecdanico. Por ello, su veloci-
dad depende sobre todo del tiempo de giro y del tiempo que tarda en mover su
cabeza lectora. La mayoria de discos giran a 3.600 RPM (discos mas rapidos giran
a 5.400 RPM). Asi, en un minuto se realizan 3.600 revoluciones, o lo que es lo
mismo, se produce una revolucién cada 1/60 de segundo o 16.7 ms. En media, de-
bemos esperar que, para encontrar lo que estamos buscando, el disco girard media
vuelta, luego, si ignoramos otros factores, se tiene un tiempo de acceso de 8.3 ms.
Esta es una estimacién generosa, pues los tiempos de acceso habituales varian en-
tre 9y 11 ms. Como consecuencia, podemos realizar unos 120 accesos a disco por
segundo. Esto suena muy bien, hasta que lo comparamos con la velocidad del pro-
cesador. Lo que nos encontramos entonces es que 25 millones de instrucciones
equivalen a 120 accesos a disco. O visto de otro modo, que un acceso a disco tiene
el coste de 200.000 instrucciones. Desde luego, todos son célculos aproximados,
pero las velocidades relativas estin muy claras: los accesos a disco son increible-
mente costosos. Mds atin, las velocidades de los procesadores estan creciendo mu-
cho mads rapido que las velocidades de los discos (son sus tamaiios los que si estan
creciendo también deprisa), asi que podemos permitirnos hacer un montén de cal-
culos si con ellos conseguimos ahorrarnos un acceso a disco. En la mayoria de los
casos, es el nimero de accesos a disco el que gobierna el tiempo de ejecucion. Asi
que si dividimos por dos el nimero de accesos a disco dividimos también por dos
el tiempo de ejecucion.

Veamos como se comporta normalmente un arbol de bisqueda sobre un disco.
Supongamos que se desea tener acceso a los registros de conduccién de los ciuda-
danos de Madrid. Asumimos que se tienen 2.000.000 elementos, que cada clave
ocupa 32 bytes (es un nombre), y que cada registro supone 256 bytes. Asumimos
que todo esto no cabe en la memoria principal y que somos 1 de los 20 usuarios de
un sistema (luego disponemos de 1/20 de los recursos). Asi, en un segundo, pode-
mos ejecutar un millén de instrucciones o realizar seis accesos a disco.

Entonees el uso de un drbol binario de bisqueda no equilibrado puede suponer
un desastre. En el peor de los casos, puede llegar a tener profundidad lineal, lo que
nos llevaria a 2.000.000 accesos a disco. En media, una bisqueda exitosa requeri-
ria .38 log N accesos a disco, y como log 2.000.000 ~ 22, una bisqueda media
mecesitaria 31 accesos a disco o 5 segundos. El comportamiento de un drbol roji-
negro es algo mejor. El caso peor de 2 log N es poco probable y el caso habitual
esta muy cercano a log N. Como consecuencia, un arbol rojinegro emplearia, en
media, 23 accesos a disco, requiriendo 4 segundos.

Deseamos reducir el nimero de accesos a disco hasta una constante muy pe-
quena, como tres o cuatro. Estamos abiertos a escribir un cédigo bastante compli-
cado ya que las instrucciones mdquina son, en este contexto, esencialmente gratis,
a menos que abusemos de ellas de una forma ridiculamente irrazonable. Debe
quedar claro que un drbol binario de bisqueda no resolvera nunca el problema, ya
que la profundidad habitual del drbol rojinegro estd muy proxima a la altura opti-
ma. No podemos ir mas alla de log N empleando un drbol de biisqueda binario. La
solucion es intuitivamente sencilla: si tenemos mayor grado de ramificacién, tene-
mos menor altura. Asi, mientras un drbol binario perfecto de 31 nodos tiene 5 ni-
veles, un drbol 5-ario de 31 nodos tiene sélo tres niveles, tal y como se muestra en
la Figura 18.71. Un drbol de biisqueda M-ario permite ramificaciones de M hijos.
A medida que el grado de ramificacién’aumenta, la profundidad disminuye. Cuando



Figura 18.71 Un arbol 5-ario de 31 nodos tiene sdlo tres niveles.

la altura de un drbol binario completo es, aproximadamente, log, N, la altura de un
arbol M-ario completo es, mas o menos, logy, N.

Podemos definir los arboles de bisqueda M-arios de forma similar a como de-
finimos los arboles de busqueda binarios. En este tdltimo caso, necesitamos una
clave para decidir cuél de las dos ramas tomar. En un arbol de busqueda M-ario,
son necesarias M — 1 claves para decidir cudl de las ramas debemos utilizar. Para
conseguir que este esquema sea eficiente en el peor de los casos, es preciso asegu-
rarnos que el drbol M-ario esté equilibrado de alguna forma. En caso contrario, y
al igual que los drboles binarios de bisqueda, podria degenerar en una lista enlaza-
da. Ahora necesitamos una condicién de equilibrio ain mds restrictiva, ya que
tampoco podemos permitirnos que nuestro arbol M-ario degenere en un drbol bi-
nario, ya que en tal caso volveriamos a los log NV accesos.

Una forma de implementar todo esto es emplear B-drboles. En esta seccion
describimos el concepto basico de B-drbol'. Se conocen muchas variaciones y
mejoras, y su implementacion es ligeramente complicada, ya que es necesario dis-
tinguir bastantes casos. Sin embargo, es sencillo comprobar que, en principio, el
uso de un B-drbol garantiza tener que realizar pocos accesos a disco.

Un B-arbol de orden M es un arbol M-ario que verifica las siguientes propieda-

des?:
1. Los datos se almacenan en las hojas.
2. Los nodos internos contienen M — 1 claves para guiar la bisqueda: la cla-
ve i representa la menor clave en el subarbol i + 1.
3. La raiz es una hoja o tiene entre 2 y M hijos.
4. Todos los nodos internos, excepto la raiz, tienen entre [ M/2 ]y M hijos.
5. Todas las hojas se encuentran a la misma profundidad y tienen entre [ /2 ]

y L hijos para un cierto valor fijo L (la discusién sobre como elegir L se
realizara a continuacion).

En la Figura 18.72 se muestra un ejemplo de B-arbol de orden 5. Nétese que
todos los nodos internos tienen entre tres y cinco hijos (y por tanto, entre dos y
cuatro claves); la raiz podria tener sélo dos hijos. Aqui tenemos L=5. En este
ejemplo L y M tienen los mismos valores, pero esto no es necesario, en general.
Como L es 5, cada hoja guarda entre tres y cinco datos. Es necesario que los nodos
estén medio llenos para poder garantizar que el B-drbol no degenerard en un sim-
ple arbol binario o ternario. Aunque existen varias definiciones de B-arboles en las
que cambia esta estructura, en muchas de ellas en un grado muy pequeno, esta de-
finicién es una de las mds extendidas.

! Lo que describimos aqui se conoce popularmente como B *-drbol.
2 Las reglas 3 y 5 deben relajarse durante las primeras L inserciones.

B-Arboles m

El B-arbol es la
estructura de datos
mdads popular para
realizar la basqueda
en disco.

Los B-arboles
satisfacen cinco
propiedades
fundamentales.

Los nodos deben
estar, al menos,
medio llenos. Esto
garantiza que el
arbol no degenerard
en un simple arbol
binario o ternario.
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Escogemos los
valores maximos de
My L que permiten
almacenar un nodo
en un bloque de
disco.

Sila hoja tiene
espacio libre para un
nuevo elemento, lo
insertamos en ella y
hemos terminado.

Si la hoja estd llena,
podemos insertar un
nuevo elemento,
dividiendo dicha
hoja y generando
dos nuevos nodos
medio llenos.

| 41 66 87 |
1| )|
v ¥ R v
I 8]]8'26 35| |48 51 54| l72|78|83 92,97|
2 8 18 35 41 48 51 54 66 72 78 83 87 92 97
4 10 20 36| (42| 149|152 |56 68 73 79 84 89 93 98
6 12 221130137144 |50 53| |58 691741181 85 90| 1951199
14 241 |31 38 46 59 70 76
16 32 39

Figura 18.72 Un B-arbol de orden 5.

Cada nodo representa un bloque de disco, asi que escogemos M y L basdndo-
nos en el tamano de los elementos que deben guardarse. Como ejemplo, suponga-
mos que un bloque almacena 8.192 bytes. En nuestro ejemplo cada clave ocupa 32
bytes. En un B-drbol de orden M, tendriamos M — | claves para un total de
32M — 32 bytes, ademas de M ramas. Como cada rama es, esencialmente, el nd-
mero de otro bloque de disco, podemos suponer que cada una de ellas ocupa 4 by-
tes. Es decir, las ramas ocupan 4M bytes. La memoria total necesaria para un nodo
interno es 36 M — 32. El mayor valor de M para el que esta cifra no supera 8.192
es 228. Asi que elegiremos M = 228. Como cada registro de datos es de 256 by-
tes, seriamos capaces de almacenar 32 de ellos en un bloque, por lo que L = 32.
De este modo hemos garantizado que cada hoja tiene entre 16 y 32 registros de
datos y que cada nodo interno (excepto la raiz) puede ramificarse en al menos 114
hijos. Como tenemos 2.000.000 registros, existen a lo sumo 62.500 hojas. Como
consecuencia, en el caso peor, las hojas estardn en el nivel 4. Mds concretamente,
el nimero de accesos en el caso peor viene dado aproximadamente por log,,» N,
mads o menos 1. (Por ejemplo, la raiz y el primer nivel pueden almacenarse en la
memoria principal, por lo que los accesos a disco solo serian necesarios para el
nivel 3 e inferiores.)

La cuestion pendiente es como insertar y eliminar elementos en un B-drbol.
Las ideas bdsicas se esbozan a continuacion. Observe que vuelven a aparecer mu-
chos de los aspectos ya estudiados.

Comenzamos estudiando la insercion. Supongamos que se desea insertar el
elemento 57 en el B-arbol de la Figura 18.72. Una busqueda descendente por el
arbol muestra que dicho elemento atn no estd en el arbol y que podemos afiadirlo
en el nivel de las hojas como quinto hijo. Nétese que es posible que para hacerlo
debamos reorganizar la informacién en la correspondiente hoja. Sin embargo, el
coste de dicha reorganizacion es despreciable, si lo comparamos con el tiempo de
los accesos a disco, en los que, en este caso, se incluye una escritura en disco.

Desde luego, esto es bastante sencillo ya que la hoja atn no esta llena. Supon-
gamos ahora que se desea insertar el elemento 55. La Figura 18.73 muestra el pro-
blema: la hoja donde queremos guardar 55 ya estd llena. La solucién es sencilla:
como tenemos L + 1 elementos, los repartimos en dos hojas, en las que queda ga-
rantizado que podemos almacenar el menor nimero posible de elementos. En este
caso, creamos dos nuevas hojas con tres elementos cada una. Se necesitan dos ac-
cesos a disco para escribir dichas hojas y un tercero para actualizar el padre. Note
que en el padre cambian las dos claves y las dos ramas, pero lo hacen de una



I 411, 66 |,| 87 |
| — —— |

l8|]8|26|35| |48|5]|54I |72|78 83 192197
2 8 18| [26] [35] [41] |48 |51 |54 66| (721178 871192197
4 10|20 (28] |36] [42] |49 |52 |56 68| 731179 891 193]]98
6 12 (22] [30(|37] |44 |50 ]|53] |57 691174 |81 901 | 95| 199

14(|24] [31|]38] |46 58 701176

16 321139 59

Figura 18.73 El B-arbol resultante fras de la insercion de 57 en el arbol de la Figu-

ra 18.72.

forma controlada, que puede calcularse facilmente. El B-drbol obtenido se muestra
en la Figura 18.74. Aunque la divisién de nodos consume tiempo, ya que necesita
dos escrituras en disco adicionales, es una situacién relativamente rara. Por ejem-
plo, si L es 32, cuando dividimos un nodo se crean dos hojas con 16 y 17 elemen-
tos, respectivamente. Para la hoja con 17 elementos, podemos realizar 15 insercio-
nes més sin que sea necesario ningtn desdoblamiento adicional. Visto de otro
modo, por cada divisién de un nodo hay, aproximadamente, /2 inserciones sin
desdoblamiento.

La divisién en el ejemplo anterior del nodo resuelve el problema, ya que el pa-
dre no tiene completo su conjunto de hijos. Pero, ;qué ocurriria en caso contrario?
Supongamos que, por ejemplo, insertamos el elemento 40 en el B-arbol de la Fi-
gura 18.74. Debemos dividir la hoja que contiene las claves entre 35y 39,y ahora
40, en dos nuevas hojas. Pero al hacerlo, el padre tendria seis hijos, y s6lo se per-
mite un mé4ximo de cinco. La solucién es dividir también el padre. El resultado se
muestra en la Figura 18.75. Cuando el padre se divide, debemos actualizar los va-
lores de las claves y también el padre del padre, empleando dos escrituras en disco
adicionales (asi que esta insercién cuesta cinco escrituras en disco). Sin embargo,
una vez mads, las claves cambian de una forma controlada, aunque ciertamente, de-
bido a la gran cantidad de casos el cédigo no es nada sencillo.

Cuando se divide un nodo interno, como sucede en este caso, su padre gana un
hijo. ;Qué ocurre si el padre ha llegado al limite permitido de hijos? En tal caso
continuamos la divisién de nodos hasta que encontremos un padre que no necesite

| 41(,] 66 || 87 |
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v y ¥ ¥
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La insercion de 55 en el B-arbol de la Figura 18.73 provoca la division
en dos nuevas hojas.

Figura 18.74
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La division de nodos
genera un hijo extra
para el padre de la
hoja. Si el padre ya
ha completado su
ndumero de hijos,
también le dividimos.



Arboles binarios de blusqueda

Debemos continuar
dividiendo nodos en
el camino hacia la
raiz (aunque esto
sucede raramente).
En el peor de los
casos, dividimos la
raiz, creando una
nueva raiz con dos
hijos.

La eliminaciéon
funciona al revés. Si
una hoja pierde un
hijo, es posible que
necesitemos
combinarla con otra
hoja. La
combinaciéon de
nodos puede
continuar a lo largo
del camino hasta la
raiz, aunque esto es
improbable. En el
caso peor, la raiz
pierde uno de sus
dos hijos. En tal caso
la eliminamos y
empleamos el otro
hijo como nueva
raiz.
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Figura 18.75 La insercion de 40 en el B-arbol de |la Figura 18.74 provoca la divisién
en dos nuevas hojas y la division del padre.

ser dividido o bien la raiz del drbol. Observe que esta idea ya ha sido utilizada en
los arboles ascendentes rojinegros y en los AA-arboles. Si dividimos la raiz, obte-
nemos dos raices. Obviamente, esto es inaceptable, pero en lugar de ello podemos
generar una nueva raiz que ahora tenga como hijos las dos raices previamente ob-
tenidas. Esta es la razén por la que se permite que la raiz pueda tener sélo dos hi-
jos. Esta es también la dnica manera en la que un B-arbol puede ganar altura. No
es necesario comentar que la divisién de todos los nodos hasta llegar a la raiz es
una situacion excepcional. Esto es debido a que, por ejemplo, en un arbol con cua-
tro niveles la raiz tendrd que haber sido dividida tres veces a lo largo de toda la
secuencia de inserciones (suponiendo que no se ha producido ninguna elimina-
cion). De hecho, tener que dividir un nodo que no sea una hoja es una situacion
bastante rara.

Existen otras formas de manejar el desbordamiento en el nimero de hijos. Una
técnica alternativa es dar un hijo en adopcién a un vecino que tenga sitio para él.
Por ejemplo, para insertar 29 en el B-arbol de la Figura 18.75, podemos hacer sitio
moviendo el elemento 32 a la siguiente hoja. Esta técnica requiere una modifica-
cion del padre, ya que las claves se ven afectadas. Sin embargo, tiende a mantener
llenos los nodos, ahorrando espacio a largo plazo.

Podemos realizar una eliminacién buscando el elemento que debemos borrar y
después elimindndolo. El problema es que si la hoja en la que se encuentra sélo
tiene el minimo nimero de elementos permitido, ahora nos quedamos por debajo
de dicho minimo. Podemos arreglar esta situacion adoptando el hijo de un vecino,
si es que el vecino no tiene también el minimo nimero de hijos. Si no es asi, pode-
mos combinar la hoja con dicho vecino para obtener una hoja completa. Desafor-
tunadamente, esto significa que el padre ha perdido un hijo. Si esto causa que el
padre también esté bajo minimos, reiteramos el mismo procedimiento. Este proce-
so puede repetirse a lo largo del camino hacia la raiz. La raiz no puede tener un
tnico hijo (permitir tal cosa seria claramente una tonteria), asi que si, como resul-
tado de la adopcién, se queda con un solo hijo, lo que haremos sera eliminarle,
convirtiendo a su hijo en la nueva raiz del drbol. Esta es la tinica manera de que un
B-arbol pierda altura. Por ejemplo, supongamos que se desea eliminar el elemento
99 en el B-drbol de la Figura 18.75. Como la hoja tiene sélo dos elementos y el
vecino tiene también el minimo de tres, combinamos los elementos en una nueva
hoja de cinco elementos. Como resultado, el padre tiene ahora dos hijos. Sin em-
bargo, puede adoptar otro de un vecino, ya que éste tiene cuatro hijos. Asi, ambos
tendran tres hijos. El resultado se muestra en la Figura 18.76.



Figura 18.76 B-arbol resultante tras la insercion de 99 en el B-arbol de la Figura 18.75.

Resumen

Los drboles binarios de bisqueda son muy importantes dentro del disefio de algo-
ritmos. Soportan casi todas las operaciones mds ttiles, y su coste logaritmico en
media es muy reducido. Las implementaciones no recursivas de los drboles son al-
go mds rapidas que las correspondientes versiones recursivas, pero estas dltimas
son mis elegantes y mas faciles de entender y depurar. El problema que plantean
los drboles de biisqueda es que su eficiencia depende en gran medida de la aleato-
riedad de la entrada. Si no se da el caso, el tiempo de ejecucidon puede crecer
extraordinariamente, hasta el punto de que los drboles de biisqueda se hacen mas
costosos que las listas enlazadas.

Hemos visto varias maneras de solucionar este problema. Todas ellas incluyen
la reestructuracién del drbol para asegurar que en cada nodo se da algin tipo de
equilibrio. La reestructuracion se realiza a través de rotaciones que preservan la
propiedad de los drboles binarios de bisqueda. Para estos drboles, habitualmente
el coste de una biisqueda es menor que el coste en un drbol binario de busqueda no
equilibrado, ya que el nodo central tiende a estar cerca de la raiz. Sin embargo, los
costes de la insercion y la eliminacion suelen ser algo mayores. Las variaciones en
el equilibrio de los drboles se distinguen en la cantidad de esfuerzo necesario para
implementar las operaciones que los modifican.

El esquema cldsico es el arbol AVL, en el que para cada nodo, las alturas de
sus hijos derecho e izquierdo deben diferir, a lo sumo, en una unidad. El problema
que presentan en la préictica los arboles AVL es que exigen considerar gran canti-
dad de casos diferentes, haciendo que el coste de cada insercion o eliminacion sea
relativamente alto. En este capitulo se han estudiado dos alternativas. La primera
son los arboles rojinegros descendentes.. Su principal ventaja es que la recupera-
cion de la condicién de equilibrio puede implementarse en un tnico paso, descen-
diendo por el drbol, en sustitucion de la solucion tradicional, que desciende por el
arbol para regresar después al punto de partida.

Esto conduce a un c6digo mas simple y a una ejecucion mds rapida de la que
permiten los drboles AVL. La segunda alternativa son los AA-drboles, que son si-
milares a los drboles rojinegros ascendentes. Su ventaja principal es una imple-
mentacién recursiva relativamente sencilla de las rutinas de insercion y elimina-
cién. Ambas emplean nodos centinelas para eliminar los casos especiales un tanto
fastidiosos.

Se deben emplear drboles binarios de busqueda no equilibrados cuando se esta
seguro de que los datos son razonablemente aleatorios y que la cantidad de los
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mismos es relativamente pequefna. Se deben emplear los drboles rojinegros si la
eficiencia es importante (y no necesitamos eliminar elementos). Los AA-drboles
deben utilizarse si se quiere una implementaciéon mds sencilla que tenga una mas
que aceptable eficiencia. Los B-drboles se emplean cuando la cantidad de datos es
demasiado grande como para almacenarlos juntos en la memoria principal.

El Capitulo 21 examina otra alternativa: el drbol de ensanchamiento. Esta es
una opcién muy interesante frente a los arboles de busqueda equilibrados que tie-
ne ademas una codificacion sencilla y resulta muy competitiva en la practica. EIl
capitulo siguiente estudia las tablas hash, que son un método completamente dife-
rente de implementar las operaciones de busqueda.

Elementos del juego

AA-arbol Arbol de biisqueda equilibrado empleado cuando se necesita un caso
peor O(log N), se aceptan implementaciones poco elaboradas y se requiere po-
der eliminar elementos.

drbol AVL Arbol binario de biisqueda con la propiedad adicional de equilibrio
que consiste en que, en cada nodo del arbol, las alturas de sus subdrboles iz-
quierdo y derecho difieren a lo sumo en una unidad. Como primer tipo de ar-
bol equilibrado de biisqueda, tiene una gran importancia histérica. Ademads,
ilustra muchas de las ideas que se emplean en otros esquemas.

arbol binario de bisqueda equilibrado Arbol que afade una propiedad estructu-
ral para garantizar profundidad logaritmica en el caso peor. Las actualizacio-
nes son mas lentas que en los arboles binarios de busqueda, pero los accesos
son mas rapidos.

arbol binario de bisqueda Estructura de datos que permite la insercion, busque-
da y eliminacién en un tiempo medio de O(log N). Para cualquier nodo del
arbol, todos los nodos con una clave menor que €l estin en el subarbol izquier-
do y todos los nodos con una clave mayor estdan el subarbol derecho. No se
permite la existencia de duplicados.

arbol M-ario Arbol que permite ramificaciones en M hijos. A medida que el gra-
do de ramificacién crece, la profundidad disminuye.

arbol rojinegro Arbol de bisqueda equilibrado que es una buena alternativa al 4r-
bol AVL, ya que puede emplearse un tnico paso descendente durante las ruti-
nas de insercion y de eliminacion. Los nodos se colorean como rojos 0 negros
de un modo restrictivo que garantiza la profundidad logaritmica. Una detalla-
da codificacion genera una implementacién mds rapida.

B-arbol La estructura de datos mas popular para la bisqueda de datos en disco.
Existen diversas variantes de la misma idea.

eliminacion perezosa Método de eliminacién que marca los elementos como bo-
rrados, pero no los elimina realmente.

enlace horizontal En un AA-arbol, es una conexion entre un nodo y un hijo suyo
del mismo nivel. Un enlace horizontal debe ir siempre hacia la derecha y no
pueden existir dos enlaces horizontales consecutivos.

giro y reparto Un giro elimina los enlaces horizontales izquierdos, realizando
una rotacion entre un nodo y su hijo izquierdo. Un reparto elimina enlaces ho-
rizontales consecutivos, realizando una rotacién entre un nodo y su hijo derecho.



longitud del camino externo Suma del coste de acceso a todos los nodos externos
del drbol de un drbol binario. Mide el coste de una biisqueda no exitosa.

longitud del camino interno Suma de las profundidades de los nodos de un drbol
binario. Mide el coste de una bisqueda exitosa.

nivel de un nodo En un AA-arbol, es el nimero de enlaces izquierdos que hay en
el camino desde el nodo hasta el centinela nodoNulo.

nodo externo Es el nodo null.

rotacion doble Equivale a dos rotaciones simples.

rotacién simple Intercambia los papeles de un padre y un hijo manteniendo la or-
denacién del darbol. Se emplea para recuperar el equilibrio de un drbol.

Errores comunes

1. Si se emplea un arbol de buisqueda no equilibrado cuando la secuencia de
datos de entrada no es aleatoria se obtendrd una eficiencia pobre.

2. La implementacién correcta de la operacién eliminar presenta algunos
trucos ingeniosos, especialmente en el caso de los drboles de busqueda
equilibrados.

3. La eliminacion perezosa es una buena alternativa a la rutina eliminar es-
tandar, pero entonces debemos modificar otros métodos, como buscarMin.

4. El cédigo de los drboles de bisqueda equilibrados tiende casi siempre a
presentar errores.

5. Si olvidamos devolver una referencia a la nueva raiz del subarbol en los
métodos privados auxiliares insertar y eliminar, estaremos cometien-
do un error. El valor de retorno debe ser asignado a raiz.

6. El empleo de centinelas con un cédigo que no saque partido de ellos pue-
de conducir a bucles infinitos. Un caso muy comtn es hacer un test acerca
de null cuando se emplea el centinela nodoNulo.

En Internet

Todo el cédigo de este capitulo forma parte del directorio DataStructures. Aqui
estan los nombres de los ficheros:

AATree.java Contiene la implementacién de los
AA-arboles. Es la version inglesa de
la clase AA_arbol.

BinaryNode.java Contiene la implementacion de la cla-
se NodoBinario.
BinarySearchTree.java Contiene la implementacion de los ar-

boles binarios de busqueda no equili-
brados. Es la version inglesa de la cla-
se ArbolBinarioBusgqueda.

BinarySearchTreeWithRank.java Contiene los darboles binarios de bus-
queda no equilibrados con busqueda
por posicion. Es la version inglesa de
la clase ABBConRango.

En Internet
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mismos es relativamente pequeiia. Se deben emplear los arboles rojinegros si la
eficiencia es importante (y no necesitamos eliminar elementos). Los AA-arboles
deben utilizarse si se quiere una implementaciéon mas sencilla que tenga una mas
que aceptable eficiencia. Los B-drboles se emplean cuando la cantidad de datos es
demasiado grande como para almacenarlos juntos en la memoria principal.

El Capitulo 21 examina otra alternativa: el drbol de ensanchamiento. Esta es
una opcion muy interesante frente a los darboles de bisqueda equilibrados que tie-
ne ademads una codificacion sencilla y resulta muy competitiva en la practica. El
capitulo siguiente estudia las tablas hash, que son un método completamente dife-
rente de implementar las operaciones de busqueda.

Elementos del juego

AA-irbol Arbol de busqueda equilibrado empleado cuando se necesita un caso
peor O(log N), se aceptan implementaciones poco elaboradas y se requiere po-
der eliminar elementos.

arbol AVL Arbol binario de busqueda con la propiedad adicional de equilibrio
que consiste en que, en cada nodo del arbol, las alturas de sus subarboles iz-
quierdo y derecho difieren a lo sumo en una unidad. Como primer tipo de ar-
bol equilibrado de busqueda, tiene una gran importancia historica. Ademas,
ilustra muchas de las ideas que se emplean en otros esquemas.

arbol binario de biisqueda equilibrado Arbol que anade una propiedad estructu-
ral para garantizar profundidad logaritmica en el caso peor. Las actualizacio-
nes son mds lentas que en los drboles binarios de busqueda, pero los accesos
son mds rapidos.

arbol binario de bisqueda Estructura de datos que permite la insercién, bisque-
da y eliminaciéon en un tiempo medio de O(log N). Para cualquier nodo del
arbol, todos los nodos con una clave menor que €l estdn en el subdrbol izquier-
do y todos los nodos con una clave mayor estdn el subarbol derecho. No se
permite la existencia de duplicados.

arbol M-ario Arbol que permite ramificaciones en M hijos. A medida que el gra-
do de ramificacion crece, la profundidad disminuye.

arbol rojinegro Arbol de busqueda equilibrado que es una buena alternativa al ar-
bol AVL, ya que puede emplearse un unico paso descendente durante las ruti-
nas de insercion y de eliminacion. Los nodos se colorean como rojos o negros
de un modo restrictivo que garantiza la profundidad logaritmica. Una detalla-
da codificacién genera una implementacién mas rapida.

B-arbol La estructura de datos mas popular para la busqueda de datos en disco.
Existen diversas variantes de la misma idea.

eliminacion perezosa Método de eliminacién que marca los elementos como bo-
rrados, pero no los elimina realmente.

enlace horizontal En un AA-irbol, es una conexién entre un nodo y un hijo suyo
del mismo nivel. Un enlace horizontal debe ir siempre hacia la derecha y no
pueden existir dos enlaces horizontales consecutivos.

giro y reparto Un giro elimina los enlaces horizontales izquierdos, realizando
una rotacion entre un nodo y su hijo izquierdo. Un reparto elimina enlaces ho-
rizontales consecutivos, realizando una rotacion entre un nodo y su hijo derecho.



longitud del camino externo Suma del coste de acceso a todos los nodos externos
del arbol de un drbol binario. Mide el coste de una biisqueda no exitosa.

longitud del camino interno Suma de las profundidades de los nodos de un drbol
binario. Mide el coste de una bisqueda exitosa.

nivel de un nodo En un AA-arbol, es el nimero de enlaces izquierdos que hay en
el camino desde el nodo hasta el centinela nodoNulo.

nodo externo Es el nodo null.

rotacion doble Equivale a dos rotaciones simples.

rotacién simple Intercambia los papeles de un padre y un hijo manteniendo la or-
denacién del arbol. Se emplea para recuperar el equilibrio de un drbol.

Errores comunes

1. Si se emplea un arbol de bisqueda no equilibrado cuando la secuencia de
datos de entrada no es aleatoria se obtendrd una eficiencia pobre.

2. La implementacién correcta de la operacion eliminar presenta algunos
trucos ingeniosos, especialmente en el caso de los drboles de busqueda
equilibrados.

3. La eliminacién perezosa es una buena alternativa a la rutina eliminar es-
tandar, pero entonces debemos modificar otros métodos, como buscarMin.

4. El codigo de los drboles de biisqueda equilibrados tiende casi siempre a
presentar errores.

5. Si olvidamos devolver una referencia a la nueva raiz del subérbol en los
métodos privados auxiliares insertar y eliminar, estaremos cometien-
do un error. El valor de retorno debe ser asignado a raiz.

6. El empleo de centinelas con un c6digo que no saque partido de ellos pue-
de conducir a bucles infinitos. Un caso muy comun es hacer un test acerca
de null cuando se emplea el centinela nodoNulo.

En Internet

Todo el cédigo de este capitulo forma parte del directorio DataStructures. Aqui
estdn los nombres de los ficheros:

AATree.java Contiene la implementacién de los
AA-drboles. Es la version inglesa de
la clase AA_arbol.

BinaryNode.java Contiene la implementacion de la cla-
se NodoBinario.
BinarySearchTree.java Contiene la implementacion de los ar-

boles binarios de busqueda no equili-
brados. Es la version inglesa de la cla-
se ArbolBinarioBusgqueda.

BinarySearchTreeWithRank.java Contiene los darboles binarios de bus-
queda no equilibrados con busqueda
por posicion. Es la version inglesa de
la clase ABBConRango.
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RedBackTree.java Contiene la implementacién de los ar-

boles rojinegros. Es la version inglesa
de la clase ArbolRojoNegro.

Rotations.java Contiene las cuatro rotaciones basicas.
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18.14.

1845.

Ejercicios

Cuestiones breves

Muestre el resultado de insertar los elementos 3, 1,4, 6,9,2,5y 7 en un
arbol binario de bisqueda inicialmente vacio. Muestre después el resulta-
do de borrar la raiz.

Dibuje todos los drboles binarios de busqueda que pueden obtenerse a
partir de la insercion de las permutaciones de 1, 2, 3 y 4. ;Cudntos arbo-
les son? ;Cudl es la probabilidad de obtener cada uno de ellos si todas las
permutaciones son igualmente probables?

Dibuje todos los drboles AVL que pueden obtenerse a partir de la inser-
cion de las permutaciones de 1, 2 y 3. ;Cudntos drboles son? ;Cudl es la
probabilidad de obtener cada uno de ellos si todas las permutaciones son
igualmente probables?

Repita el ejercicio 18.3 para cuatro elementos.

Muestre el resultado de insertar 2, 1, 4, 5, 9, 3, 6 y 7 en un arbol AVL
inicialmente vacio. Mostrar después el resultado si se hace en un arbol ro-

“jinegro descendente.

Repita los Ejercicios 18.3 y 18.4 para un arbol rojinegro.
Discuta las ventajas, y los inconvenientes, de evitar todas las excepciones
y emplear null para indicar los errores.

Problemas tedricos

Demuestre el Teorema 18.2.

Muestre el resultado de insertar ordenadamente los elementos del 1 al 15
en un arbol AVL inicialmente vacio. Generalizar esto (con una demostra-
cion) para indicar qué es lo que ocurre cuando se insertan los elementos
del 1 al 2 — 1 en un drbol AVL inicialmente vacio.

Disefe un algoritmo para eliminar elementos en un arbol AVL.
Demuestre que la altura de un arbol rojinegro es a lo sumo 2 log N (apro-
ximadamente) y mostrar una secuencia de inserciones que alcance esta cota.
Muestre que cualquier arbol AVL puede colorearse como un arbol rojinegro.
( Todos los drboles rojinegros satisfacen la propiedad de los arboles AVL?
Demuestre la correccion del algoritmo de eliminacion de un AA-drbol.
Supongamos que el atributo nivel de un AA-drbol estd representado por
un byte 8-bit. ;Cudl es el menor AA-arbol que podria desbordar el atri-
buto nivel en la raiz?

Un B*-drbol de orden M es un B-arbol en el que cada nodo interior tiene
entre 2M/3 y M hijos. Las hojas se llenan en la misma medida. Describa
un método para realizar la insercion en un B*-arbol.
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18.18.

18.19.
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18.23.

18.24.

18.25.

18.26.

Problemas practicos

Implemente de forma recursiva buscar, buscarMin y buscarMax.
Implemente iterativamente buscarKesimo empleando la misma técnica
que en la rutina buscar no recursiva.

Una representacién alternativa que permite realizar la operacion
buscarKesimo es almacenar en cada nodo el tamafio de su subdrbol iz-
quierdo mds 1. ;jPor qué representa esto una ventaja? Rescriba la clase de
los 4rboles de biisqueda para emplear esta representacion.

Escriba un método sobre drboles binarios de bisqueda que tenga como
pardmetros dos claves, inferior y superior, y escriba todos los ele-
mentos X que se encuentren dentro del rango especificado por dichas cla-
ves. El programa debe ejecutarse en un tiempo medio O(K + log N),
donde K es el nimero de claves mostradas. Si K es pequeiio, slo deberia
examinarse una pequefa parte del drbol. Tiene que emplear un método
recursivo oculto en lugar de iterar la bisqueda ordenada. También se pide
acotar el tiempo de ejecucion del algoritmo.

Escriba un método sobre drboles binarios de buisqueda que tenga como
pardmetros dos enteros, inferior y superior, y construya de forma
6ptima un ABBConRango equilibrado, que contenga todos los enteros en-
tre inferior y superior, ambos inclusive. Todas las hojas deben estar
en el mismo nivel (si el tamafo del arbol es una unidad menor que una
potencia de 2) o en dos niveles consecutivos. La rutina debe ejecutarse
en tiempo lineal. Pruebe el método resolviendo el problema Josephus
(Seccion 13.1).

Las rutinas para realizar las rotaciones dobles son ligeramente ineficien-
tes ya que hacen cambios innecesarios sobre las referencias de los hijos.
Rescriba dichas rutinas para evitar las llamadas a la rutina de la rotacion
simple.

Disefie una implementacion iterativa descendente de los AA-arboles.
Comparar esta implementacion con la del texto, discutiendo la simplici-
dad y eficiencia de ambas.

Escriba recursivamente los métodos giro y reparto de modo que en
cada eliminar sOlo se necesite una llamada a las mismas.

Problemas de programacion

Rehaga la clase de los drboles binarios de bisqueda para implementar la
eliminacién perezosa. Nétese que esto afecta al resto de rutinas, especial-
mente a buscarMin y buscarMax, que ahora deben implementarse re-
cursivamente.

Implemente los drboles binarios de biisqueda de modo que sélo se emplee
una comparacion por nivel en las rutinas buscar, insertar y eliminar.
Escriba un programa para evaluar empiricamente las siguientes estrate-
gias de eliminacién de nodos con dos hijos.

a) Sustituirlo por el nodo mayor, X, de 7, y eliminar recursivamente X.
b) Reemplazarlo alternativamente con el mayor nodo de 7} y el menor
nodo de Tk, y eliminar recursivamente el nodo correspondiente.

Ejercicios
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¢) Sustituirlo por el mayor nodo de 7; o el menor nodo de Ty, eliminan-
do recursivamente el nodo adecuado, realizando la eleccion de forma
aleatoria.

(Qué estrategia obtiene los mejores resultados? ;Cual de ellas tarda
menos tiempo de CPU en procesar una secuencia entera de operaciones?
18.27. Implemente el método eliminar para arboles rojinegros.
18.28. Implemente las operaciones de los arboles de busqueda con bisqueda por
posicion para los darboles de bisqueda equilibrados que prefiera el lector.
18.29. Implemente los B-drboles sobre la memoria principal.
18.30. Implemente los B-arboles sobre ficheros en disco.
18.31. Disene un applet que ilustre las operaciones principales de los arboles bi-
narios de bisqueda, tanto equilibrados como no equilibrados.
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