APITULO

C
] Tablas hash

n el Capitulo 18 hemos discutido los drboles binarios de busqueda, los cua-

les permiten varias operaciones sobre un conjunto de elementos. Este capi-

tulo discute las tablas hash o tablas de localizacion, que permiten dnica-
mente un subconjunto de las operaciones permitidas por los arboles binarios de
bisqueda. La implementacién de las tablas hash se conoce usualmente como has-
hing o localizacién. La localizacion es la técnica empleada para realizar insercio-
nes, eliminaciones y bisquedas con coste medio constante.

A diferencia de los drboles binarios de bisqueda, el tiempo medio de ejecu-
ci6én de las operaciones de las tablas hash se basa en propiedades estadisticas en
lugar de en la espera de entradas aleatorias. Esta mejora se consigue perdiendo
gran cantidad de informacion sobre el orden de los elementos; asi, ciertas opera-
ciones, como buscarMin 0 buscarMax y la impresiéon ordenada de la tabla, no
pueden realizarse en tiempo lineal. Como consecuencia, la tabla hash y el arbol
binario de bisqueda tienen aplicaciones diferentes y eficiencia distinta.

En este capitulo veremos:

Varios métodos para implementar las tablas de localizacion.

Algunas comparaciones analiticas entre dichos métodos.

Diversas aplicaciones del hashing.

Una comparacién entre las tablas hash y los drboles binarios de busqueda.

19.1 Ideas bdsicas

Las tablas de localizacion permiten consultar o eliminar cualquier elemento cono-
ciendo su nombre, de modo que lo que estamos implementando es un diccionario.
Deseariamos ser capaces de ejecutar las operaciones bdsicas en tiempo constante,
tal y como se ha conseguido en los casos de las pilas y de las colas. Debido a que el
tipo de accesos estd ahora mucho menos restringido, esto parece un objetivo imposi-
ble. Parece razonable que cuando el diccionario aumenta de tamafio, las busquedas
tardardn mds tiempo, sin embargo, esto no tiene por qué ser necesariamente asi.

La tabla hash se
emplea para
implementar un
diccionario en el que
cada operacion se
ejecuta en tiempo
constante.
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Una funcion hash
convierte un
elemento en un
entero adecuado
para indexar el
vector en el que el
elemento es
almacenado. Si la
funciéon hash fuese
inyectiva, podriamos
acceder al
elemento mediante
su indice.

Como la funcion
hash no es inyectiva,
se producird la
colisibn de muchos
elementos
potenciales en el
mismo indice.

Tablas hash

Supongamos, por ejemplo, que todos los elementos son enteros no negativos
pequenos, entre 0 y 65.535. Entonces podemos emplear un vector, indexado entre
0y 65.535, para implementar las operaciones como sigue. En primer lugar, inicia-
lizamos todas las casillas del vector a con 0. Para realizar insertar (i) ejecuta-
mos a[i]++. Observe que a[i] representa el nimero de veces que ha sido inser-
tado i. Para ejecutar buscar (i) comprobamos que a[i] no sea (. Para realizar
eliminar (i), nos aseguramos de haber encontrado i, y si es asi, ejecutamos
a[i]--. Claramente, el tiempo de ejecucion de cada operacion es constante. Te-
nemos ademas el coste de la inicializacion del vector, pero ésta supone una canti-
dad de trabajo constante (65.536 asignaciones), pues sélo se ejecuta una vez.

Esta solucion tiene dos problemas. En primer lugar, supongamos que mane-
jamos enteros de 32 bits en lugar de enteros de 16 bits. En tal caso, el vector a
deberia almacenar 4 billones de elementos, lo que es impracticable. En segundo
lugar, si los elementos no son enteros sino cadenas de caracteres (o cualquier
otra cosa mas general), no podriamos emplear directamente enteros para indexar
el vector.

El segundo problema no lo es realmente. Igual que el nimero 1234 es una
secuencia de digitos (1, 2, 3, 4), la cadena "hola" es la secuencia formada por
los caracteres 'h', 'o', '1' y 'a'. Tenemos que el nimero 1234 se puede re-
cuperar mediante el valor de 1-10°+2-10°+3 - 10" + 4 - 10°. Recuerde, de la Sec-
cion 12.1, que un caracter puede ser representado con 7 bits como un niimero en-
tre 0 y 127. Como un caracter es basicamente un entero pequefio, podemos
interpretar una cadena como un entero. Una representaciéon posible es
'h - 128%+ 0 - 1287+ 111 - 128"+ 'a - 128°. Esto permitirfa una implementa-
cion mediante un vector bdsico, como la que hemos visto anteriormente.

El problema que conlleva esta estrategia es que la representacion entera des-
crita genera enteros muy grandes: la representacion de 'hola' es 224.229.227 y
cadenas mads largas generan representaciones mucho mayores. Esto nos conduce
de nuevo al primer problema: ;Cémo evitamos el uso de un vector absurdamente
grande?

Esto se consigue usando una funcién que asocia a nimeros grandes (o ca-
denas interpretadas como ndmeros) otros mas pequefios y manejables. La fun-
cion que asocia a un elemento un indice pequefo se conoce como funcion hash o

Juncion de localizacion. Si x es un entero (no negativo) arbitrario entonces

x%tamanyoTabla genera un nimero entre 0 y tamanyoTabla-1, adecuado para
indexar una posicién de un vector de tamaifo tamanyoTabla. Si s es una cadena,
podemos convertir s en un entero grande x, empleando el método sugerido ante-
riormente y después aplicar el operador ¢ para obtener un indice adecuado. Asi, si
tamanyoTabla es 10.000, "hola" se indexaria por 9.227. La Seccion 19.2 discu-
te con detalle la implementacion de funciones de localizacion para cadenas de ca-
racteres.

El empleo de la funcién de localizacién introduce una complicacion: es posi-
ble que a dos elementos distintos les corresponda la misma posicién. Esto no po-
demos evitarlo, ya que existen muchos mds elementos potenciales que posiciones.
Cuando esto sucede, se produce una colision. Existen muchos métodos para resol-
ver con rapidez una colisién. Estudiaremos tres de los mads simples: exploracion
lineal, exploracion cuadrdtica y encadenamiento separado. Todos ellos son senci-
llos de implementar, pero tienen una eficiencia distinta, dependiendo del grado de
ocupacion del vector.

PN
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19.2 Funcion de localizacion

Calcular la funcién de localizacion para cadenas tiene una sutil complicacion: la
conversion de s a x genera un entero que es casi mds grande de lo que puede al-
macenar convenientemente la maquina. Esto es debido a que 128% = 22%, que solo
se diferencia del mayor entero de una maquina 32-bit en un factor de 8. Como
consecuencia, no podemos calcular la funcién de localizacién manejando directa-
mente potencias de 128. En su lugar, nos basaremos en la siguiente observacion.
Un polinomio cualquiera

A3X3 +A,X%2+ A X+ 4,x° (19.1)
puede evaluarse como

((ADX + ADX + ADX + Ay (19.2)

Observe que en la Ecuacion 19.2 evitamos el cdlculo directo de X ‘. Esto es
conveniente por tres razones. En primer lugar, se evita un resultado intermedio de-
masiado grande, el cual, como veremos mas tarde, provocaria en general, un des-
bordamiento. En segundo lugar, el computo en la ecuacién sélo contiene tres pro-
ductos y tres sumas; un polinomio de grado N se calcula con N productos y N
sumas. Esto resulta mds econémico que el célculo directo en la Ecuacién 19.1. En
tercer lugar, el cdlculo se realiza de izquierda a derecha (A3 corresponde a 'h', Ap
a 'o' y asi sucesivamente, y X es 128).

Permanece atin el problema de desbordamiento: como el resultado de los cal-
culos es el mismo, probablemente es demasiado grande. Sin embargo, s6lo necesi-
tamos el resultado médulo tamanyoTabla. Aplicando el operador % después de
cada producto (o suma), conseguimos que los resultados intermedios sean peque-
fios!. La funcion de localizacién resultante se muestra en la Figura 19.1. Una ca-
racteristica algo incomoda de esta funcién es que el cédlculo de modulo es costoso.
Como el desbordamiento estd permitido (y sus resultados son consistentes en una
misma plataforma), podemos hacer que el célculo de la funcion de localizacion
sea algo mds rdpido realizando una sola operacion moédulo, justo antes del
return. Desgraciadamente, la repeticién del producto por 128 tiende a desplazar
los caracteres del principio hacia la izquierda, no influyendo en el resultado. Para
remediar esta situacién, multiplicaremos por 37 en lugar de hacerlo por 128. Esto
reduce el desplazamiento de los caracteres iniciales.

1 // Funcidén de localizacidén aceptable

2 public final static int hash( String clave, int tamanyoTabla )
3 {

4 int wvalorHash = 0;

5

6 for ( int 1 = 0; i < clave.length( ); i++ )

7 valorHash = wvalorHash * 128 + clave.charAt( i ) )

8 % tamanyoTabla;
9 return valorHash;

10 3

Figura 19.1 Primer intento de implementacién de una funcion de localizacion.

' En la Seccién 7.4 se estudian las propiedades de la operacién médulo.

Usando un pequeno
truco podemos
evaluar
eficientemente la
funcién de
localizacion sin
producir
desbordamientos.
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Toda funcion de
localizacion debe
ser sencilla de
computar, pero
también ha de
distribuir
uniformemente las
claves. Si existen
demasiadas
colisiones, la
eficiencia de la
tabla se reduce
drasticamente,

La tabla se indexa
desde 0 hasta
tamanyoTabla-1.

El resultado se muestra en la Figura 19.2. Esta no es necesariamente la mejor
funcién posible. Es cierto ademas que en algunas aplicaciones (por ejemplo, cuan-
do intervienen cadenas largas), podemos querer jugar con ella. Sin embargo, en la
mayoria de los casos la funcién es bastante buena. Observe que el desbordamiento
podria generar nimeros negativos. Por ello, si el operador de médulo genera un
valor negativo, lo convertimos en positivo (lineas 15 y 16). Nétese también que el
resultado obtenido al permitir el desbordamiento y haciendo una sola operacion de
modulo final no es el mismo que el que se obtendria haciendo dicha operacion tras
cada paso. De modo que hemos alterado ligeramente la funcién original, pero esto
no representa ningin problema, pues no se trataba de algo a mantener a ultranza.

Vale la pena insistir en que, aunque la eficiencia es una consideracién impor-
tante durante el disefio de la funcidn, perseguimos que ésta distribuya las claves
de forma equitativa, a fin de reducir al mdaximo las colisiones. Como consecuen-
cia, debemos ser cuidadosos en no llevar las optimizaciones demasiado lejos. Un
ejemplo de ello es la funcién de localizacion de la Figura 19.3. En ella nos limi-
tamos a anadir los caracteres a las claves y devolvemos el resultado mdédulo
tamanyoTabla. ;Qué podria ser mas sencillo? La funcion es facil de implemen-
tar y calcula el valor hash rapidamente. Sin embargo, si tamanyoTabla es muy
grande, la funcién no distribuye bien las claves. Por ejemplo, supongamos que
tamanyoTabla es 10.000. Supongamos también que las claves tienen, a lo sumo,
8 caracteres. Entonces, como un elemento ASCII del tipo char es un entero entre
0y 127, la funcién sélo podria tomar valores entre 0 y 1.016 (127*8). Indudable-
mente, €sta no es una distribucién uniforme. Toda la eficiencia ganada por la velo-
cidad del cdlculo de la funcién serd mds que contrarrestada por el esfuerzo que re-
quiere resolver una gran cantidad de colisiones.

Por ultimo, observe que O es un resultado posible de la funcién, por lo que las
tablas se indexan comenzando en el O.

1 VA

2 * Rutina de localizacidédn para objetos de la clase String.
3 * @param clave la cadena a procesar.

4 * @param tamanyoTabla el tamafio de la tabla hash.

5 * @return el wvalor hash.

6 *r

7 public final static int hash( String clave, int tamanyoTabla )
8 ¢

9 int valorHash = 0;

10

11 for ( int i = 0; i < clave.length( ); i++ )

12 valorHash = 37 * valorHash + clave.charAt( i );
13

14 valorHash % = tamanyoTabla;

15 if ( valorHash < 0 )

16 valorHash + = tamanyoTabla;

17

18 return valorHash;

19

Figura 19.2 Funcion de localizacion mas rdpida que saca provecho del desborda-
miento.

M
.
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1 // Funcién de localizacidén pobre cuando tamanyoTabla es grande
2 public final static int hash( String clave, int tamanyoTabla)
3 {

4 int valorHash = 0;

5

6 for ( int i = 0; i < clave.length( ); i++ )

7 valorHash + = clave.charAt( 1 );

8

9 return valorHash % tamanyoTabla;

10

Figura 19.3 Funcién de localizacion inadecuada cuando tamanyoTabla es
grande.

19.3 Exploracion lineal

Ahora que disponemos de una funcion de localizacion, necesitamos decidir lo que  Enla exploracion
hacer cuando se produzca una colision. Mas concretamente, si a X le corresponde  /ineallas colisiones se
una posicién que ya estd ocupada, ;dénde lo colocamos? La estrategia mds simple ;S;i'i‘r’z;do
posible es la exploracion lineal, que consiste en buscar secuencialmente en €l vec- .. ,.encialmente el
tor hasta que encontremos una posicion vacfa. La biisqueda rota desde la dltima  vector (con
posicién hasta la primera, si ello es necesario. La Figura 19.4 muestra el resultado  circularidad) hasta
de insertar las claves 89, 18, 49, 58 y 9 en una tabla hash cuando se emplea explo- Cjus SNSoniemos
racién lineal. Suponemos que la funcién de localizacion devuelve la clave X mg-  Unepesicionvaca.
dulo el tamafio de la tabla. La Figura 19.4 incluye los valores de la funcién de lo-

calizacion.

hash( 89, 10) =9
hash( 18, 10) =8
hash( 49, 10 ) =9
hash( 58, 10 ) =8
hash( 9, 10) =9
Después de Después de Después de Después de Después de
insertar 89 insertar 18 insertar 49 insertar 58 insertar 9
0 49 49 49
1 58 58
2 9
4
5
6
7
8 18 18 18 18
9 89 89 89 89 89

Figura 19.4 Tabla hash con exploracion lineal tras cada insercion.
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La rutina buscar
sigue la misma
secuencia de
pruebas que
insertar.

Debemos emplear Ia
eliminacion
perezosa.

El andilisis
simplificado de la
exploracion lineal
supone que las
pruebas sucesivas
son independientes.
Esto no es cierto en
la practica, por lo
que el andilisis estima
a la baja los costes
de busquedas e
inserciones.

Tablas hash

La primera colisién se produce cuando se inserta 49; este elemento se coloca
en la siguiente posicion vacia, que es la posicion 0. Después, 58 colisiona con 18,
89 y 49 antes de encontrar una casilla vacia tres posiciones mds alld, que es la po-
sicion 1. La colision del elemento 9 se resuelve de modo similar. Siempre que la
tabla sea suficientemente grande, podremos encontrar una casilla vacia. Sin em-
bargo, el tiempo que se emplea en buscarla puede ser bastante elevado. Por ejem-
plo, si existe una sola casilla vacfa en el vector, es posible que tengamos que exa-
minar la tabla entera hasta llegar a ella. En media, podemos esperar tener que
buscar en la mitad de la tabla hasta encontrar una casilla vacfa. Esto estd muy le-
Jjos del tiempo constante por acceso que deseamos. En contraposicion, si supone-
mos que la tabla se va a mantener relativamente vacia, entonces las inserciones no
seran tan costosas. Todo esto se discutira en breve.

El algoritmo buscar sigue exactamente el mismo camino que el algoritmo
insertar. Si llega a una casilla vacia , el elemento que estamos buscando no se
encuentra en la tabla; en caso contrario, lo encontraremos. Por ejemplo, para en-
contrar 58, empezamos en la casilla 8 (tal y como indica la funcién hash). Aqui
encontramos un elemento, pero como no es el buscado, pasamos a examinar la po-
sicion O y después la 1, hasta que lo encontramos. Si realizamos buscar con 19,
se examinarian las casillas 9, 0, 1 y 2 antes de encontrar una celda vacia en la po-
sicion 3. Concluimos que no hemos encontrado 19.

La eliminacion estdndar no puede aplicarse, ya que al igual que sucede en los
arboles binarios de bisqueda, un elemento de la tabla hash no sélo se representa a
si mismo, sino que conecta otros elementos haciendo de posicion ocupada durante
la resolucion de conflictos. Asi, si eliminamos 89 de la tabla hash, practicamente
todas las operaciones buscar posteriores fallaran. Como consecuencia, se imple-
menta la eliminacion perezosa, marcando los elementos como borrados de la ta-
bla. Esta informacién se almacena en un atributo adicional. Cada elemento estd
activo o borrado.

19.3.1 Andlisis de la exploracion lineal

Para estimar la eficiencia de la exploracion lineal, hacemos dos suposiciones:

1. La tabla hash es grande.
2. Cada intento en la tabla hash es independiente de los intentos anteriores.

La primera suposicién es perfectamente razonable, ya que en otro caso no es-
tarfamos manejando una tabla hash. La segunda suposicion indica que si la frac-
cion ocupada de la tabla es 4, entonces cada vez que examinamos una celda, la
probabilidad de que esté ocupada es también 4, independientemente de los inten-
tos anteriores. La independencia es una propiedad estadistica importante que sim-
plifica en un grado muy importante el andlisis de sucesos aleatorios. Desgraciada-
mente, tal y como se discute en la Seccion 19.3.2, dicha suposicion de
independencia no es solo injustificada sino también errénea. A pesar de ello, nos
es de ayuda pues nos indica hasta donde podemos llegar si somos mas cuidadosos
en la resolucion de conflictos. Como ya hemos dicho antes, la eficiencia de una
tabla hash depende en gran medida de lo llena que esta la tabla. Su ocupacién se
indica mediante el factor de carga.
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DEFINICION: El factor de carga de una tabla hash es la fraccién ocupada
de 1a tabla. Denotamos el factor de carga mediante A. Estd entre O (vacia) y 1
(llena).

Ahora podemos realizar, en el Teorema 19.1, un analisis simple de la explora-
ci6n lineal, aunque parcialmente incorrecto como consecuencia de nuestras obser-
vaciones sobre la independencia.

El factor de carga
de una tabla hash es
la fraccion ocupada
de la tabla. Esta
entre 0 (vacia) y 1
(llena).

Si se supone independencia entre intentos, el nimero medio de celdas que
se examinan en una insercion con exploracion lineal es 1/l — 4}

En una tabla con factor de carga 1, la probabilidad de que una celda esté
vacia es 1 — A. Como consecuencia, el niimero esperado de intentos inde-
pendientes hasta encontrar una celda vacia es 1/(1 — A).

La demostracion del Teorema 19.1 usa el hecho de que, si la probabilidad de
que un suceso se produzca es p, se necesitan en media 1/p intentos para que dicho
suceso se produzca, suponiendo que los intentos son independientes. Por ejemplo,
el nimero esperado de lanzamientos de una moneda hasta que salga cara es dos, y
la cantidad de tiros de un dado hasta que salga un 4 es seis. En ambos casos se
asume independencia.

19.3.2 Lo que sucede realmente: la agrupacion primaria

Desgraciadamente, la independencia asumida no se cumple. Esto se muestra en la
Figura 19.5. En la parte superior tenemos el resultado de llenar la tabla hasta el 70
por ciento de su capacidad, cuando los intentos sucesivos son independientes. En
el centro el correspondiente al uso de la exploracion lineal. Observe los conjuntos
de agrupaciones; éste es el fendmeno conocido como agrupacion primaria.

i Ne clustering 0.7 e S =

ine-ax Pmbing l}?

Quadiatic pmﬁing 0.7

Figura 19.5 llustracion de la agrupacion primaria en la exploracion lineal (en el cen-
tro) respecto a la no agrupacion (arriba) y a la menos importante agru-
pacién secundaria en la exploracion cuadratica (abajo): las lineas mas
largas representan celdas ocupadas; el factor de carga es 0.7.

Teorema 19.1

Demostracion
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El efecto de la
agrupacion primaria
es la formacion de
grandes grupos de
celdas ocupadas,
haciendo que las
inserciones dentro
las agrupaciones
sean mds costosas.
Ademas, las
inserciones hacen
que dichos grupos
crezcan.

Tablas hash

En la agrupacién primaria se tienen bloques de celdas ocupadas. Como conse-
cuencia, muchas claves requerirdn un nimero excesivo de intentos para resolver el
conflicto, para terminar anadiéndose a uno de los bloques. En la agrupacién pri-
maria, la falta de eficiencia no estd sélo provocada por los elementos que colisio-
nan por tener el mismo valor hash, sino también por aquéllos que colisionan en las
posiciones alternativas de otros. El anilisis matematico que se precisa para tener
todo esto correctamente en cuenta es bastante complicado, pero ha sido realizado
ya, obteniéndose el resultado del Teorema 19.2.

Teorema 19.2

Demostracion

La agrupacion
primaria presenta
problemas con
factores de carga
elevados, aungue
para tablas medio
vacias su efecto no
es desastroso.

Una operacion
buscar no exitosa
fiene el mismo coste
que una insercion.

El coste de una
operacion buscar
exitosa es la media
de los costes de las
inserciones en tablas
con factores de
carga mas
pequenos.

El niimero medio de celdas examinadas en una insercion con exploracion
lineal es cercano a (1 + 1/(1 — /1)2)/2.

La demostracion queda fuera de los objetivos del texto. Véase [6].

Para una tabla medio llena, tenemos que 2,5 es la cantidad media de celdas
examinadas durante una insercién. Esto es muy similar a lo que el andlisis anterior
ha indicado. Las diferencias se hacen mayores cuando A se acerca a 1. Por ejem-
plo, si la tabla estd ocupada en un 90 por ciento, entonces 4 = 0,9. El anilisis su-
giere que deberfan ser examinadas diez celdas. Esto es bastante, aunque podria re-
sultar asumible. Sin embargo, segiin el Teorema 19.2, la respuesta real es que
necesitarfamos examinar unas 50 celdas. Esto es ciertamente excesivo, particular-
mente porque se trata s6lo de un valor medio, por lo que pueden existir insercio-
nes todavia peores.

19.3.3 Andlisis de la operacién buscar

El coste de una insercién puede emplearse para acotar el coste de buscar. Existen
dos tipos de operaciones buscar: exitosas y no exitosas. Una operacién buscar
no exitosa es sencilla de analizar. La secuencia de celdas que son examinadas du-
rante una busqueda sin éxito de X es exactamente la misma que las que serian con-
sultadas en insertar X. De este modo obtenemos una respuesta inmediata para
el coste de las busquedas no exitosas.

Para operaciones buscar exitosas, las cosas son ligeramente mds complica-
das. La Figura 19.4 muestra una tabla con /4 = 0,5. En tal caso, el coste medio de
una insercion es 2,5. El coste medio de buscar un elemento recién insertado seria
entonces 2,5, sin importar cudntas inserciones le sigan. En contrapartida, el coste
de buscar el primer elemento insertado en la tabla es siempre el de 1,0 intentos.
Asi, en una tabla con 4 = 0,5, algunas busquedas son simples y otras mas compli-
cadas. En concreto, el coste de una biisqueda exitosa de X es igual al coste de bus-
car X en el mismo momento en el que X es insertado. Para encontrar el coste me-
dio de una bisqueda exitosa en una tabla con factor de carga A, debemos calcular
el coste medio de una insercion haciendo la media sobre todos los factores de car-
ga que nos llevan a A. Con esta base, podemos calcular el tiempo medio de una
busqueda con exploracion lineal.
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La exploracion
cuadratica examina
las celdas 1,4,9y
sucesivas a partir de
la posicion inicial.

Recordemos que los
puntos siguientes de
prueba distan de la
posicion original un
numero cuadrdatico
de posiciones,

Para reducir el nimero de intentos, necesitamos un esquema de resolucién de
conflictos que evite la agrupacion primaria. Observe que si la tabla estd medio va-
cia, eliminar los efectos de la agrupacion primaria podria evitar, en media, la mi-
tad de los intentos en el caso de una insercién o de una biisqueda sin éxito y una
décima parte en el caso de una bisqueda exitosa. A pesar de que resulte razonable
intentar reducir la probabilidad de las secuencias mas largas, la exploracion lineal
es una estrategia bastante itil. Como es tan ficil de implementar, cualquier otro
método que se utilice para eliminar la agrupacion primaria deberia tener una com-
plejidad similar. En caso contrario, invertirfamos demasiado tiempo intentando
evitar una pequeiia fraccién del nimero de pruebas. Una alternativa razonable es
la exploracion cuadrdtica.

19.4 Exploracion cuadrdatica

La exploracion cuadrdtica es un método de resolucién de conflictos que elimina
el problema de la agrupacién primaria provocado por la exploracién lineal. Su
nombre se debe al uso de la férmula F(i) = i” en la eliminacién de los conflictos.
Mas concretamente, si la funcién de localizacién devuelve como resultado H y la
busqueda en la celda indexada por A no nos conduce a ninguna conclusién, enton-
ces se consultan sucesivamente las celdas H + ]2, H + 22, H + 32, e, H+ i2,
(empleando circularidad). Esto es claramente diferente a la exploracion lineal que
consultaria las celdas H + 1, H + 2, H+ 3, ..., H + i.

La Figura 19.6 muestra la tabla que se obtiene al emplear exploracién cuadri-
tica en lugar de exploracién lineal, durante la insercién de la secuencia de la Figu-
ra 19.4. Cuando 49 colisiona con 89, la primera alternativa es visitar la celda si-
guiente. Dicha casilla estd vacia, asi que podemos colocar en ella el 49. A
continuacion, 58 colisiona con 8. Se examina la celda en la novena posicion (la
siguiente), pero se produce otra colisién. En la siguiente casilla examinada, que
estd 22 = 4 posiciones mds alld de la posicion hash original, se encuentra una po-
sicion vacante. Asi colocamos, en el segundo intento, el elemento 58. Lo mismo
sucede para el 9. Observe que los lugares alternativos para los elementos cuyo va-
lor hash es 8 y los lugares alternativos para los elementos cuyo valor hash es 9 no
son los mismos. La larga secuencia de intentos realizada para insertar el elemento
58 no afecta a la insercién posterior de 9. Esto contrasta con lo que sucedfa cuan-
do empledbamos exploracion lineal.

Antes de codificar los algoritmos debemos considerar algunos detalles:

* En la exploracién lineal, cada intento examina una celda diferente. ;Garanti-
za la exploracion cuadritica que cuando se examina una celda, ésta no ha
sido consultada previamente en el proceso actual? ;Garantiza la exploracién
cuadratica que durante la insercion de X, X es siempre insertado si la tabla
no estd aun completa?

® La exploracion lineal se implementa ficilmente. La exploracién cuadratica
parece precisar de las operaciones multiplicacién y médulo. ;Esta aparente
complejidad adicional hace que la exploracién cuadritica sea ineficiente?

* ;Qué sucede (en ambas exploraciones, lineal y cuadritica) si el factor de car-
ga es demasiado elevado? ;Podemos expandir dindmicamente la tabla, de mo-
do similar a cémo se hace con las estructuras de datos basadas en vectores?
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hash( 89, 10 ) =9
hash( 18, 10) =8
hash( 49, 10) =9
hash( 58, 10) =8
hash( 9, 10) =9
Después de Después de Después de Después de Después de
insertar 89 insertar 18 insertar 49 insertar 58 insertar 9
0 49 49 49
1
2 58 58
3 9
4
5
6
7
8 18 18 18 18
9 89 89 89 89 89

Figura 19.6 Tabla hash con exploracion cuadrdtica tras cada insercion (nétese

que el tamano de la tabla ha sido elegido inadecuadamente ya que
Nno es un nUmero primo).

Afortunadamente, las noticias son relativamente buenas en todos los puntos. Si  Si el tamano de la

el tamafo de la tabla es primo y el factor de carga no excede nunca 0,5, sabemos tabla es primo y el

que siempre insertaremos el nuevo elemento X y que ninguna celda sera consulta-
da dos veces durante un acceso. Sin embargo, para garantizar que se cumplen es-

factor de carga no
excede nunca 0,5,
entonces todos los

tas propiedades, debemos asegurar que el tamafio de la tabla es un nimero primo, intentos se realizaran
tal y como muestra el Teorema 19.4. Por completitud, la Figura 19.7 muestra una  sobre celdas distintas
rutina que genera ndimeros primos. Dicha rutina emplea el algoritmo de la Figu- Y siempre podremos

insertar un elemento.

ra 9.8.

'I Jxx

2 * Método interno para generar un numero pPrimo
3 * mayor o igual gque n. Véase la Figura 9.8 para encontrar esPrimo.
4 */

5 private final static int siguientePrimo( int n )
6 {

7 if(n % 2 == 0 )

8 his e o 7

9

10 for ( ; esPrimo( n ); n += 2 )

11 H

12

13 return n;

14

Figura 19.7 Rutina empleada en la exploracion cuadrdtica para encontrar un pri-

mo mayor o igual que N.



m Tablas hash

Teorema 19.4

Demostracion

La exploracion
cuadratica puede
implementarse sin
multiplicaciones ni
operaciones
modulo. Debido a
que no sufre
agrupacion primaria,
en la practica es
mas adecuada.

Si se emplea exploracion cuadrdtica y el tama#io de la tabla es un niimero
primo, siempre podemos insertar un nuevo elemento en la tabla si ésta se
encuentra medio vacia. Ademads, durante una operacion de insercion no se
examina ninguna celda dos veces.

Sea M el tamaiio de la tabla. Supongamos que M es un nimero primo
mayor que 3. Mostraremos en primer lugar, que las primeras | M/2 | posi-
ciones alternativas son distintas. Dos de estas posiciones son
H + i’ (modM) y H +j2 (mod M), donde 0 < i, j <| M/2]. Supongamos
que ambas son iguales, pero que i # j. Entonces

H + i = H + j*(mod M)
i* = j* (mod M)
i* = j? = 0(mod M)
(i = j)(i +j) = 0(mod M).

Como M es primo, se sigue que i + j o i — j es divisible por M. Como i y j
son distintos y su suma es menor que M, no puede darse ninguna de estas
alternativas, de modo que se llega a una contradiccion. Como consecuen-
cia, las primeras | M/2 | posiciones alternativas son todas distintas, de modo
que una insercion siempre tendrd éxito si la tabla estd al menos medio vacia.

Si la tabla estd algo mas que medio llena, la insercion puede fallar (aunque es-
to es extremadamente improbable). En la prictica, no nos planteamos la posibili-
dad de errores durante las inserciones, ya que ello implicaria que hemos realizado
demasiados intentos. Recordemos que en cada insercién esperamos realizar cerca
de 2 o 2,5 intentos, mientras que para fallar en una de ellas con una tabla de tama-
fio 100.000 se necesitarfan 50.000 intentos. Ademads, si el tamafio de la tabla es
siempre un nimero primo y el factor de carga permanece por debajo de 0,5, he-
mos garantizado absolutamente el éxito de la insercion. Si el tamafio de la tabla no
es primo, el nimero de posiciones alternativas puede verse reducido dramadtica-
mente. Por ejemplo, si el tamafio de la tabla es 16, entonces las Gnicas posiciones
alternativas estdn a 1, 4 y 9 casillas de la inicial. Una vez mds esto no es conside-
rable: aunque no hemos garantizado | M/2 | intentos, en la mayoria de las ocasio-
nes tendremos muchos mas de las que esperdbamos necesitar. A pesar de todo, es
mejor jugar sobre seguro y emplear la teoria como guia para escoger los pardme-
tros. Mds atn, se ha demostrado empiricamente que los tamafos primos son los
ideales para las tablas hash, ya que eliminan algo de la no aleatoriedad ocasional-
mente introducida por las funciones de localizacion.

El segundo aspecto importante es la eficiencia. Recordemos que para un factor
de carga de 0,5, la eliminacién de la agrupacion primaria evita en media sélo 0,5
de las pruebas en una insercién y 0,1 en una bidsqueda con éxito. Tenemos otro be-
neficio adicional: encontrar una secuencia de pruebas larga es significativamente
menos probable. Sin embargo, si realizar una prueba en la exploracion cuadrdtica es
dos veces mas costoso, el esfuerzo no valdrd la pena. La exploracién lineal se im-
plementa mediante una sencilla suma (de 1), un test para comprobar si necesitamos
circularidad, y una sustraccion (en el caso de que se precise circularidad). La formula
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para la exploracion cuadritica indica que se necesita sumar 1 (para pasardei — 1 a
i), una multiplicacion (para calcular i%), otra suma y una operacion moédulo. Cier-
tamente, estos cdlculos parecen demasiado costosos para ser empleados en la prac-
tica. Sin embargo, disponemos del truco siguiente, explicado en el Teorema 19.5.

La exploracion cuadrdtica puede implementarse sin costosas multiplicacio-
nes ni divisiones.

Sea H. _ | la posicion computada mds reciente (Hy es la posicion hash ini-
cial), y H; la posicion que estamos intentado calcular. Entonces se tiene

H; = Hy + i*(mod M)

" (19.3)
H,;f] = H() + (l - 1) (modM)
Si restamos ambas ecuaciones en la Ecuacion 19.3, obtenemos
H —H, _,=i>—(i— 1)*(modM)
(19.4)

H,‘:Hifl + 2i — l(modl\l).

La Ecuacion 19.4 nos indica que podemos calcular el nuevo valor H; a par-
tir del valor previo H; _ | sin elevar i al cuadrado. Aunque aiin tenemos una
multiplicacion, ésta es por 2, implementada trivialmente en la mayoria de
los computadores mediante el intercambio de bits. La operacion maodulo no
es realmente necesaria, ya que el valor de 2i — 1 debe ser menor que M.
Asi, si la afiadimos a H; _ |, el resultado seguird siendo menor que M (en
cuyo caso no necesitamos el modulo) o ligeramente mayor (en cuyo caso,
podemos calcular el médulo restdandole M).

El Teorema 19.5 muestra que podemos calcular la siguiente posicion que debe-
mos examinar empleando una suma (para incrementar i), un cambio de bits (para
evaluar 2i), una sustraccion por 1 (para evaluar 2i — 1), otra suma (para incrementar
la posicion inicial con 2i — 1), un test para comprobar si es necesaria la circulari-
dad, y una poco probable sustraccién para implementar la operacion médulo. Como
consecuencia, la diferencia entre la exploracién lineal y la exploracién cuadratica es,
por cada prueba, un cambio de bits, una sustraccion por 1 y una suma. Esto parece
ser menor que el coste de realizar una prueba adicional cuando se manejan claves
complicadas (como cadenas de caracteres).

El dltimo detalle a considerar es la expansion dindmica. Si el factor de carga es
superior a 0,5, duplicaremos el tamafio de la tabla hash. Esto nos lleva a considerar
varios puntos. En primer lugar, jcudnto nos costard encontrar otro nimero primo?
La respuesta es que es facil encontrarlos. Solo tenemos que examinar O(log N)
nimeros antes de encontrar uno que sea primo. Como consecuencia, la rutina de la
Figura 19.7 es muy eficiente. Como el test de primalidad tiene un cos-
te maximo de O(N l/2), la bisqueda de un nimero primo tiene un coste maximo de
O(N e log N)?2. Esto es mucho menos que el coste O(N) de copiar los contenidos
de la tabla vieja en la nueva.

Teorema 19.5

Demostracion

Debe expandirse la
tabla siempre que el
factor de carga sea
superior a 0,5. Este
proceso se conoce
como rehashing.
Siempre debe
incrementarse el
tamano de la tabla
hasta llegar a un
ndmero primo.
Dichos numeros
primos son faciles de
enconfrar.

Cuando expandimos
la tabla hash,
reinserfamos los
elementos de la
tabla antigua en la
nueva empleando
una nueva funcion
hash.

2 Esta rutina también es necesaria si incluimos un constructor que permita al usuario especificar el tamano inicial aproximado de
la tabla hash. La implementacién de la tabla hash es la responsable de asegurar que se emplea un niimero primo.
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Una vez que se ha asignado memoria al vector de mayor tamaiio, ;debemos co-
piar en €l toda la informacién? La respuesta es no. Un nuevo vector implica una
nueva funcion hash, de modo que no podemos emplear las posiciones antiguas. De-
bemos buscar cada elemento en la tabla vieja, calcular su nuevo valor hash e inser-
tarlo en la nueva tabla. Este proceso recibe el nombre de rehashing. La seccion si-
guiente muestra que es sencillo implementar el rehashing en Java.

package EstructurasDatos;

import Soporte.*;
import Excepciones. *;

Clase abstracta ExploracionTablaHash
CONSTRUCCION: sin ninguna inicializacién

***7\'*7\'*****************OPERACIONES PI’]BLICAS***********************

void insertar( x ) --> Inserta x

void eliminar( x ) --> Elimina x

Hashable buscar( x ) --> Devuelve el elemento que ajusta con x
void wvaciar( ) --> Elimina todos los elementos

int hash( String str, int tamanyoTabla )

--> Método para indexar cadenas en una tabla hash
******‘k***********************ERRORES**************‘k***‘k**********
buscar y eliminar lanzan ElementoNoEncontrado
insertar sobreescribe el valor anterior en caso de repeticidn; no error

Implementacidén de las tablas hash mediante tablas con exploracidn.
Es una clase abstracta que debe ser extendida para

implementar un algoritmo de exploracidén concreto, como

la exploracidn cuadrdtica.

Nétese que todos los "ajustes" se basan en el método equals.

/
public abstract-class ExploracionTablaHash implements TablaHash

/**
* Método abstracto para la resolucidén de conflictos.
* Es el uUnico método que debe ser rescrito en cada clase.
* @param x el elemento a insertar.
* @return la posicidn donde finaliza la busqueda.
*/
protected abstract int buscarPos( Hashable x ) ;

public final static int hash( String clave, int tamanyoTabla )
{ /* Figura 19.2 */ }

public ExploracionTablaHash( )
{ /* Figura 19.10 */ }

public final wvaciar( )
{ /* Figura 19.10 */ }

public final Hashable buscar ( Hashable x ) throws ElementoNoEncontrado
{ /* Figura 19.11 */ }

public final void eliminar ( Hashable x ) throws ElementoNoEncontrado
{ /* Figura 19.12 */ }

public final void insertar ( Hashable x )
{ /* Figura 19.13 */ }

Figura 19.8 Esqueleto de la clase de las tablas:hash con exploracion (parte 1).
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19.4.1 Implementacion en Java

Ahora ya estamos preparados para presentar una implementacion completa en Java
de las tablas hash con exploracién cuadrdtica. Emplearemos herencia y definiremos
en primer lugar una clase abstracta que implemente las tablas hash. Después exten-
deremos dicha clase codificando un método de resolucion de conflictos mediante
exploracion cuadritica. Recordemos que el interfaz Hashable necesita la imple-
mentacién de una funcién hash adecuada. El esqueleto de la clase se muestra en las
Figuras 19.8 y 19.9. A continuacién se describe detalladamente cada rutina de la
misma.

La tabla hash consiste en un vector de referencias EntradaHash; cada referen-
cia es null o apunta a un objeto que almacena un elemento y un atributo que indica
si esa entrada estd activa o se ha eliminado. El vector se declara en la linea 53 como
protected, de modo que el método de resolucién de conflictos, implementado en
las clases derivadas, pueda acceder a él. Necesitamos conocer el nimero de elemen-
tos insertados en la tabla hash (incluyendo los elementos marcados como elimina-
dos). Dicho nimero se almacena en tamanyoActual, declarado en la linea 54.

El resto de la clase contiene las declaraciones de las rutinas de la tabla hash. La
operacién buscar devuelve el elemento encontrado en la bisqueda de x. Si x no se
encuentra en la tabla, se lanza una excepcién. El método de insercion afiade un nue-
vo elemento a la tabla; si dicho elemento ya esta en ella, el valor anterior se sobres-
cribe con el nuevo.

Las rutinas de inicializacion de la tabla hash se muestran en la Figura 19.10. En
ellas no hay ningiin detalle notable. Observe que inicialmente todas las referencias
de vector son null. Las rutinas de bisqueda se muestran en la Figura 19.11.

50 private static final int TAMANYO_TABLA_POR_DEFECTO = 11;

51

52 /** El vector de elementos. */

53 protected EntradaHash [ ] vector; // El vector de elementos
54 private int tamanyoActual; // E1 numero de celdas ocupadas
55

56 private final void crearVector( int tamanyoVector )

57 { /* Figura 19.10 */ }

58 private final void confirmaBuscar( int posicionActual,

59 String mensaje ) throws ElementoNoEncontrado
60 { /* Figura 19.11 */ }

61

62

63 // La entrada bdsica almacenada en ExploracionTablaHash
64 class EntradaHash

65 ¢

66 Hashable elemento; // El elemento

67 boolean estaActivo; // false si se elimina
68

69 public EntradaHash( Hashable e )

70 { this( e, true ); }

71

72 public EntradaHash( Hashable e, boolean 1 )
73 { elemento = e; estaActivo = i; }

74

Figura 19.9 Esqueleto de la clase de las tablas hash con exploracion (parte 2).

El usuario debe
implementar una
funcion de
localizacion
adecuada y un
método equals
para los objetos
almacenados en la
tabla hash.
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Tablas hash

1 J**

2 * Método interno para asignar memoria a vector.
3 * @param tamanyoVector el tamafio del wvector.
4 */

5 private final void crearVector ( int tamanyoVector )
6 {

7 vector = new EntradaHash|[ tamanyoVector ];
8

9

10 /==

11 * Construye la tabla hash.

12 *y/

13 public ExploracionTablaHash( )

14 ¢

15 crearVector ( TAMANYO_TABLA_POR_DEFECTO ) ;
16 vaciar( );

17

18

19 VAR
20 * Vacia de forma ldégica la tabla hash.
21 */
22 public final void vaciar( )
23 ¢
24 tamanyoActual = 0;
25 for( int i = 0; i < vector.length; i++ )
26 vector[ i ] = null;
27

Figura 19.10 Inicializacion de la tabla hash.

1 /**

2 * Busca un elemento en una tabla hash.

3 * @param x el elemento a buscar.

4 * @return el elemento gue ajusta con el buscado.

5 * @exception ElementoNoEncontrado si no hay en la tabla

6 * ningin elemento que ajuste con x.

7 */

8 public final Hashable

9 buscar( Hashable x ) throws ElementoNoEncontrado

10 ¢

11 int posicionActual = buscarPos( x );

12 confirmaBuscar ( posicionActual, "buscar de ExploracionTablaHash" ) ;
13 return vector|[ posicionActual ].elemento;

14

15

16 /**

17 * No hace nada si posicionActual existe y estd activa.

18 * En caso contrario, lanza una excepcidn.

19 * @param posicionActual el resultado de la 1lamada a buscarPos.
20 * @param mensaje la cadena para construir la excepcidn.
21 * @exception ElementoNoEncontrado si la celda estd& inactiva.
22 */
23 private final void confirmaBuscar( int posicionActual,
24 String mensaje ) throws ElementoNoEncontrado
25 ¢
26 if( vector[ posicionActual ] == null ||
27 vector|[ posicionActual ].estaActivo == false )
28 throw new ElementoNoEncontrado( mensaje ) ;
29

Figura 19.11 Método buscar de la clase de las tablas hash con exploracion.
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Todas ellas emplean el método abstracto buscarPos. Debemos extender la clase
abstracta ExploracionTablaHash implementando dicho método. Las rutinas
buscar son sencillas de codificar. Un elemento es encontrado si el resultado de
buscarPos es una celda activa (esto es, no es null y tampoco estd marcada como
eliminada). De este modo, si buscarPos se detiene en una celda activa debe existir
un elemento que ajuste con el buscado. Esta comprobacién se hace en el método pri-
vado confirmaBuscar. De modo similar, la rutina eliminar de la Figura 19.12 es
sencilla. Comprobamos si buscarPos nos conduce a una celda activa. Si es asi, la
celda se marca como eliminada; en caso contrario, hemos acabado.

La rutina de insercion se muestra en la Figura 19.13. En la linea 9 invocamos
al método buscarPos. buscarPos nos devuelve la posicion en la que insertar x.

/**
* Elimina elementos de la tabla hash.
* @param x el elemento a eliminar.
* @exception ElementoNoEncontrado si no se encuentra
* en la tabla hash ningin elemento que ajuste con X.
3V 4
publicfinalvoideliminar(Hashablex:)throwsElementoNoEncontrado
{
int posicionActual = buscarPos( X );
confirmaBuscar ( posicionActual, "eliminar de
ExploracionTablaHash" ) ;
11 vector [ posicionActual ].estaActivo = false;

12

Figura 19.12 Rutina eliminar para las tablas hash con exploracion.

OVENOUAWN=—

La mayoria de las
rutinas se reducen a
unas pocas lineas de
cddigo, ya que para
realizar la
exploracion
cuadrdtica invocan
a buscarPos.

La mayor parte de
insertar se refiere
al rehashing, que se
realiza cuando la
tabla estd (medio)
llena.

1 Jx*

2 * Tnsercidn en la tabla hash. Si el elemento ya estd en
3 * en la tabla, lo reemplaza por el nuevo elemento.

4 * @param x el elemento a insertar.

5 */

6 public final void insertar( Hashable x )

7 {

8 // Inserta x como activo

9 int posicionActual = buscarPos( X );

10 vector|[ posicionActual ] = new EntradaHash( x, true );
11 if( ++tamanyocActual < vector.length / 2 )

12 return;

13

14 // CODIGO DE REHASHING

15 EntradaHash [ ] vectorAntiguo = vector;

16

17 // Crea una nueva tabla vacia con tamafio doble

18 crearVector ( siguientePrimo( 2 * vectorAntiguo.length ) ):
19 tamanyoActual = 0;
20
21 // Copia la tabla
22 for( int i = 0; i < vectorAntiguo.length; i++ )
23 if ( vectorAntiguo[ i ] !=null && vectorAntiguo[ i ]1.estaActivo )
24 insertar( vectorAntiguo[ i ].elemento );

25

Figura 19.13 Rufina de insercion de la clase de las tablas hash con exploracion,
que incluye el codigo de rehashing.
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La exploracion
cuadrdtica se
implementa en
buscarPos. Esta
rutina emplea el
truco descrito
anteriormente para
evitar el cdalculo de
las multiplicaciones y
de las operaciones
de modulo.

Tablas hash

// Implementacidn de las tablas hash con exploracidn cuadratica.
public class TablaExploracionCuadratica extends ExploracionTablaHash

{

protected final int buscarPos( Hashable x )

{
int colision = 0;

int posicionActual = x.hash( vector.length );

] 1= null &&
] .elemento.equals( x ) )

posicionActual
posicionActual

while( vector|[
!vector(
{
posicionActual += 2 * ++colision - 1;
if( posicionActual >= wvector.length )
posicionActual -= wvector.length;

return posicionActual;

VONOCUARAWN—=0OOVOENOCNRAEWN—~

}

Figura 19.14 Clase que implementa la exploracion cuadrdtica.

La insercion se realiza en la linea 10, en la que construimos una nueva
EntradaHash y la anadimos al vector. Observe que esto sobrescribe cualquier valor
que ajuste con x almacenado previamente. En la linea 11 ajustamos tamanyoAc-
tual y terminamos, a menos que sea necesario realizar una reevaluacion de la fun-
cion de localizacion (rehashing). Asi, el codigo restante implementa el rehashing.

En la linea 15 se guarda una referencia a la tabla original. Después creamos
una nueva tabla vacia de tamafo doble, en las lineas 18 y 19. Por ultimo, recorre-
mos el vector antiguo insertando sus elementos activos en la nueva tabla. La rutina
insertar emplea una nueva funcion de localizacién (ya que el vector tiene un
tamano diferente) y resuelve de forma automatica todas las colisiones. Podemos
estar seguros de que la llamada recursiva a insertar (en la linea 24) no fuerza
un nuevo rehash. Como alternativa, podemos reemplazar la linea 24 con dos lineas
de codigo entre sus correspondientes llaves (véase el Ejercicio 19.14).

De momento, nada de lo que hemos hecho depende de la exploracion cuadrati-
ca. La Figura 19.14 implementa dicha estrategia de resolucion de conflictos exten-
diendo ExploracionTablaHash y codificando el método buscarpPos mediante
el algoritmo de exploracion cuadritica. La bisqueda en la tabla continta hasta que
se encuentra una celda vacia o un elemento que ajuste. La metodologia descrita en
el Teorema 19.5 se implementa en las lineas 12 a 14. Observe que si x estd marca-
do como eliminado, su posicién serd devuelta por buscarPos. confirmaBuscar
lanzara una excepcion siempre que determine que x no es un elemento activo.

19.4.2 Andlisis de la exploracion cuadrdtica

El andlisis matematico riguroso de la exploracion cuadrdtica todavia no ha podido
ser realizado, debido a su complejidad. Aunque esta estrategia elimina la agrupa-
cion primaria, los elementos indexados en la misma posicién probardn las mismas
celdas alternativas. Esto se conoce con el nombre de agrupacion secundaria. De-
bido a ello, de nuevo, no podemos suponer la independencia de intentos sucesivos.



Hashing enlazado W

Sin embargo, la agrupacién secundaria produce una separacion mucho menor de
los resultados teéricos. Los resultados de las simulaciones sugieren que, por lo ge-
neral, sé6lo se incrementa en 1/2 el nimero de intentos por biisqueda, y esto s6lo
llega a suceder en tablas con factores de carga elevados. La Figura 19.5 muestra la
diferencia entre la exploracion lineal y la cuadritica, poniendo de manifiesto que
el grado de agrupacion es menor en la exploracion cuadratica que en la lineal.

Existen varias técnicas para eliminar la agrupacion secundaria. La mds conoci-
da es el doble hashing, que emplea una segunda funcién de localizacion para la
resoluciéon de conflictos. Mds concretamente, realizamos intentos a distancia
Hash>(X), 2Hash»(X) y asi sucesivamente. Esta segunda funcién de localizacion
debe reunir ciertas propiedades (por ejemplo, no puede devolver 0), y debemos
asegurar que puede llegar a examinar todas las celdas. Una funcién como
Hash>(X) = R — (Xmod R), donde R es un primo menor que M, generalmente
funcionara bien. El doble hashing es muy interesante teéricamente hablando, ya
que puede demostrarse que realiza el mismo nimero de intentos que se obtienen
en el andlisis aleatorio tedrico de la exploracion lineal. Sin embargo, es algo mas
complicado de implementar que la exploracion cuadratica, y como veremos, algu-
nos de sus detalles requieren especial atencion.

Aparentemente no existe ninglin argumento de peso para no emplear en la
prictica la estrategia de exploracion cuadratica, salvo el gasto que supone mante-
ner la tabla medio vacia. Ademads, éste s6lo serfa relevante en otros lenguajes de
programacion, distintos a Java, en los que es posible que los elementos que alma-
cenemos sean de gran tamano.

19.5 Hashing enlazado

Una alternativa a la exploracién cuadrética muy conocida es el hashing enlazado o
hashing abierto. En el hashing enlazado, se maneja un vector de listas enlazadas:
Lo, Ly, ..., Lp — 1. La funcion de localizacién indica en qué lista debemos insertar
el elemento X y después, durante la ejecucion de una operacién buscar, nos dice
en qué lista se encuentra el elemento X. La idea subyacente es que, aunque la bus-
queda en una lista enlazada es una operacion lineal, si las listas son lo suficiente-
mente cortas, el tiempo de bisqueda serd reducido. En particular, supongamos que
el factor de carga, que ahora se define como N/M, es 1. Nétese que en el hashing
enlazado, el factor de carga no estd acotado por 1,0. La longitud media de cada
lista es A, lo que hace que el nimero medio de intentos durante una insercion o
una busqueda sin éxito sea A. El nimero de intentos correspondiente a una bus-
queda exitosa es 1 + 4/2. Esto es debido a que una bisqueda exitosa siempre se
realizard en una lista no vacia, y es de esperar que tengamos que recorrer la mitad
de sus elementos. El coste relativo de una biisqueda exitosa respecto a una no exi-
tosa puede parecer anémalo cuando 4 < 2, ya que la primera de ellas es mas cos-
tosa que la segunda. Sin embargo, esto tiene sentido ya que muchas de las bisque-
das sin éxito toparian con una lista vacia.

Un factor de carga muy corriente es 1,0; un factor de carga menor no aumenta
de modo significativo la eficiencia, y ademds necesita de un espacio extra. El
atractivo del hashing enlazado es que la eficiencia no se ve afectada por un mode-
rado incremento del factor de carga, ademds de que podemos evitar el rehashing.

En la agrupacion
secundaria, 1os
elementos
indexados en la
misma posicion
examinaran las
mismas celdas
alternativas. La
agrupacion
secundaria supone
una separacion
menor de los
resultados tedricos.

El hashing doble es
una técnica de
hashing que elimina
la agrupacion
secundaria. Dicha
técnica emplea una
segunda funcion de
localizacion para la
resolucion de
conflictos.

El hashing enlazado
es una altermativa
eficiente, hablando
en términos de
espacio, ala
exploracion
cuadrdtica, en la
qgue se maneja un
vector de listas
enlazadas. Es menos
sensible a factores
de carga elevados.
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En el hashing
enlazado, un factor
razonable de carga
es 1,0. Un factor de
carga menor No
mejora su eficiencia
de forma sensible,
mientras que ofro
moderadamente
elevado es
aceptable y puede
suponer un ahorro
de espacio.

Debe usarse una
tabla hash en lugar
de un arbol binario
de busqueda
siempre que no se
necesite acceso por
posicion y puedan
aparecer entradas
ordenadas.

Este es un detalle importante en los lenguajes en los que no se puede realizar la
expansion dindmica de los vectores. Ademads, el nimero de pruebas de una bus-
queda es menor que en la exploracion cuadrdtica, en particular en las bisquedas
no exitosas.

Podemos implementar el hashing enlazado empleando las clases de listas enla-
zadas existentes. Sin embargo, como en esta ocasién el nodo cabecera representa
un gasto inutil de espacio, pues no se necesita para nada, podemos optar por no
reutilizar componentes, implementando las listas como si fuesen pilas. El esfuerzo
realizado en la codificacion resulta gratamente clarificador. Ademds, el gasto de
memoria se reduce a una referencia por nodo, ademas de una referencia adicional
por lista; por ejemplo, cuando el factor de carga es 1,0 tenemos dos referencias
por elemento. Este hecho puede ser importante en otros lenguajes de programa-
cion si los elementos a guardar son de gran tamafo. En nuestro caso, tenemos las
mismas dificultades que en las implementaciones de las pilas basadas en vectores
y en listas enlazadas.

Resumen

Las tablas hash pueden emplearse para que el coste medio de las operaciones
insertar y buscar sea constante. Cuando utilizamos tablas hash, es especial-
mente importante prestar atencion a detalles como el factor de carga; en caso con-
trario, las cotas constantes de tiempo no son de aplicacién. También es importante
elegir cuidadosamente la funcidén de localizacién, sobre todo cuando las claves
que se manejan no son enteros ni cadenas cortas. Debe elegirse una funcion fAcil-
mente calculable con una buena distribucion de sus valores.

Normalmente, en el hashing enlazado el factor de carga estd muy cercano a I,
aunque la eficiencia no empeora sensiblemente cuando este factor crece mucho.
En la exploracién cuadritica, el tamafio de la tabla debe ser un nimero primo y el
factor de carga no deberia exceder 0,5. El rehashing debe emplearse para permitir
que la tabla crezca manteniendo el factor de carga adecuadamente. Esto es impor-
tante si hay escasez de espacio y no es posible declarar inicialmente una tabla hash
de gran tamaiio.

A pesar de los resultados obtenidos para las tablas hash, podemos seguir em-
pleando arboles binarios de biisqueda para implementar las operaciones insertar
y buscar. Aunque las cotas del tiempo medio obtenidas son O(log N), los drboles
binarios de busqueda permiten disponer adicionalmente de diversas rutinas que
precisan de un cierto orden y son, por tanto, mds potentes. Si empleamos una tabla
hash no podemos buscar de forma eficiente el menor de los elementos almacena-
dos ni extender la tabla para permitir computaciones sobre el i-ésimo elemento de
la tabla respecto del orden. Ademas, no podemos buscar eficientemente una cade-
na a menos que la conozcamos de forma exacta. Un arbol binario de busqueda
puede encontrar rdpidamente todos los elementos que se encuentran en un rango
determinado, mientras que esto no lo puede hacer una tabla hash. Por otra parte,
en la préctica la cota O(log N) no resulta mucho mayor que O(1), especialmente
porque los drboles binarios no necesitan ni de multiplicaciones ni de divisiones.

Por otra parte, el caso peor para el hashing suele provenir de una incorrecta
eleccion de los mecanismos que intervienen, mientras que una entrada ordenada
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puede provocar el mal comportamiento de los drboles binarios. Los drboles bina-
rios de biisqueda son algo costosos de implementar. Asi que, si no necesitamos
ninguna informacion de orden y existe alguna posibilidad de que aparezcan entra-
das ordenadas, la tabla hash es la estructura de datos que debemos emplear.

Las aplicaciones del hashing son muy numerosas. Los compiladores emplean
tablas hash para tratar las variables declaradas en el cédigo. Dicha estructura de
datos se llama tabla de simbolos. Las tablas hash son las mds adecuadas en este
caso ya que sélo se necesitan operaciones de insertar y buscar. Normalmente,
los identificadores son cortos, de modo que la funcién hash puede computarse ra-
pidamente. Observe que en esta aplicacion, la mayoria de las buisquedas tienen
éxito.

Otro uso muy comun de las tablas hash son los juegos de computador. A medi-
da que el programa busca entre las distintas lineas de juego, lleva la cuenta de las
posiciones que ha visto mediante la computacion de una funcion hash basada en la
posicién (y almacenando el movimiento hecho para esa posicion). Si una de di-
chas posiciones se repite, el programa puede evitar la repeticion de (costosos) cél-
culos haciendo una transposicién de movimientos. Esta estructura comtn a todos
los juegos de computador se llama tabla de transposicion. Esto ya se vio en la
Seccién 10.2, cuando se implemento el juego de las tres en raya.

Un tercer uso del hashing son los correctores ortograficos. Si la deteccion de
los errores prima sobre su correccion, se puede hacer un hashing previo sobre un
diccionario completo, pudiéndose comprobar la correcciéon de las palabras en
tiempo constante. Las tablas hash son adecuadas para ello ya que no es importante
mantener ordenadas las palabras. Basta con imprimir los errores en el mismo or-
den en el que se producen.

Esto completa la discusién de los mecanismos bdsicos de bisqueda. El si-
guiente capitulo estudia los monticulos binarios, los cuales implementan las colas
de prioridad, permitiendo asi el acceso eficiente a los elementos mas pequenos de
una coleccion.

Elementos del juego

agrupacion primaria Problema de la exploracion lineal que afecta a la eficiencia.
Aparecen grandes grupos de celdas ocupadas, haciendo que las inserciones en
ellos sean mds costosas. Ademads, dichas inserciones provocan que los grupos
de celdas ocupadas crezcan ain mas.

agrupacién secundaria Agrupacion que se produce cuando los elementos indexa-
dos en la misma posicién examinan las mismas celdas alternativas. Supone
una desviacion menor de los resultados tedricos.

colision Se produce cuando a dos o mds elementos de una tabla hash les corres-
ponde en ella la misma posicién. Este problema es inevitable ya que habitual-
mente hay mds elementos que posiciones.

eliminacién perezosa Técnica de marcar los elementos como eliminados en lugar
de borrarlos fisicamente. Es necesaria en las tablas hash con exploracion.

exploracién cuadratica Resolucién de conflictos que examina las celdas 1,4, 9y
asf sucesivamente, a partir de la posicién inicial.

exploracion lineal Técnica para evitar los conflictos, que examina secuencial-
mente el vector hasta que se encuentra una celda vacia.

Las aplicaciones del
hashing son muy
NUMErosas.
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factor de carga Numero de elementos de la tabla hash dividido por el tamaio del
vector de la tabla hash. En una tabla hash con exploracion, el factor de carga
toma valores entre O (vacia) y 1 (llena). En el hashing enlazado puede ser
mayor que 1.

funcion hash Funcion que convierte un elemento en un entero adecuado para in-
dexar la posicion del vector en el que se almacena dicho elemento. Si la fun-
cion hash es inyectiva, podemos acceder al elemento a través de su indice en
el vector. Normalmente no son inyectivas, por lo que varios elementos pueden
colisionar en el mismo indice.

hashing Implementacion de las tablas hash para realizar inserciones, eliminacio-
nes y busquedas.

hashing doble Técnica de hashing que no sufre de agrupacion secundaria. Para la
resolucion de conflictos emplea una segunda funcion hash.

hashing enlazado Alternativa eficiente, hablando en términos de espacio, a la ex-
ploracién cuadritica, en la que se mantiene un vector de listas enlazadas. Es
menos sensible a factores de carga elevados. Presenta algunos de los inconve-
nientes de las implementaciones de las pilas basadas en vectores y en listas en-
lazadas.

tabla hash Tabla empleada para implementar un diccionario cuyas operaciones se
realizan en tiempo constante.

Errores comunes

1. La funcién de localizacién devuelve un elemento de tipo int. Debido a
que los calculos intermedios pueden provocar un desbordamiento, la va-
riable local debe comprobar que el resultado de la operacién de mdédulo
no es negativo, evitando asi la devolucion de un valor fuera de rango.

2. La eficiencia de una tabla hash con exploracion empeora sensiblemente a
medida que el factor de carga se aproxima a 1,0. No debe permitirse que
esto suceda, haciendo un rehashing cuando el factor de carga se aproxime
a 0,5.

3. La eficiencia de todos los métodos de hashing depende del uso de una
buena funcion de localizacién. Un error muy usual es emplear una funcion
inadecuada.

En Internet

La tabla hash con exploraciéon cuadritica se encuentra en el directorio
DataStructures. En el directorio Chapter19 podemos encontrar una coleccion de
ficheros para generar la Figura 19.5.

HashEntry.java Contiene la implementacion de
EntradaHash.
ProbingHashTable.java Contiene la implementacion de la

clase abstracta de las tablas hash con
exploracion. Es la version inglesa de
la clase ExploracionTablaHash.



QuadraticProbingTable.java Contiene la implementacion de las

tablas hash con exploracioén cuadra-
tica. Es la version inglesa de la clase
TablaExploracionCuadratica.

Ejercicios

19.1.
19.2.

19.3.

19.4.

19.5.

19.6.

19.7.

19.8.

19.9.

Cuestiones breves

;Cuiles son los indices del vector de una tabla hash de tamafio 117

(Cudl es el tamafio apropiado de una tabla hash si el nimero de elementos
que hay en ella es 10?

Explique c6mo se realizaria la eliminacién en las tablas con exploracion y
con hashing enlazado.

. Cuil es el nimero esperado de pruebas en una biisqueda con y sin éxito
en una tabla hash con exploracién lineal y factor de carga 0,257

Dada la entrada (4.371, 1.323, 6.173, 4.199, 4.344, 9.679, 1.989), una tabla
de tamaifio fijo 10 y la funcién hash H(X) = X mod 10, muestre

a) la tabla hash con exploracion lineal resultante.
b) la tabla hash con exploracién cuadritica resultante.
¢) la tabla con hashing enlazado resultante.

Muestre el resultado de hacer un rehashing en cada una de las tablas del
Ejercicio 19.5. El tamaifio de la nueva tabla debe ser un nimero primo.

La rutina esvacia ain no ha sido implementada. Impleméntela de modo
que devuelva la expresion tamanyoActual ==

Problemas tedricos

Una estrategia alternativa de resolucion de conflictos consiste en definir
una secuencia, F(i) = R;, donde R, = 0y R, R,, ..., Ry, | es una secuen-
cia aleatoria de los M — 1 primeros enteros (recuerde que el tamano de la
tabla es M).

a) Demuestre que bajo esta estrategia, las colisiones pueden resolverse
siempre que la tabla no esté llena.

b) ;Podria eliminar esta estrategia la agrupacion primaria?

¢) (Podria eliminar esta estrategia la agrupacién secundaria?

d) Si el factor de carga de la tabla es 4, jcudl es el coste en tiempo de una
insercion?

¢) La generacion de una permutacion aleatoria mediante el algoritmo de
la Seccién 9.4 implica un gran nimero de (costosas) llamadas al gene-
rador de nimeros aleatorios. Dé un algoritmo eficiente para la genera-
cién de permutaciones aleatorias que evite las llamadas al generador
de nimeros aleatorios.

Si el rehashing se produce tan pronto como el factor de carga se aproxima
a 0,5, en adelante cuando se inserte un nuevo elemento, el factor de carga
estard entre 0,25 y 0,5. ;Cudl es el factor de carga esperado en esta situa-
cién? En concreto, jes o no cierto que el factor de carga medio es 0,3757

EjerciciosW
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19.10.

19.11.

19.12.

19.13.
19.14.

19.15.

19.16.

19.17.

19.18.

Cuando se ejecuta el proceso del rehashing, se hacen O(/NV) intentos para
insertar N elementos. Dé una estimacion del nimero de intentos (es decir,
N o 2N o algo similar) necesario. Indicacion: Calcule el coste medio de
una insercion en la nueva tabla. En dichas inserciones el factor de carga
varia desde O a 0,25.

Bajo ciertas hipétesis, el coste esperado de una insercién en una tabla hash
con agrupacién secundaria viene dado por 1/(1 —4) — A —In(l — A).
Desgraciadamente, esta formula no es ajustada para la exploracion cua-
drética. Pese a ello, asumiendo que lo fuera, determine lo siguiente:

a) El coste esperado de una busqueda sin éxito.
b) El coste esperado de una busqueda exitosa.

Empleamos una tabla hash con exploracién cuadrdtica para almacenar
10.000 objetos de tipo String. Supongamos que el factor de carga es 0,4
y que la longitud media de las cadenas es 8. Determine lo siguiente:

a) El tamafno de la tabla hash.

b) La cantidad de memoria empleada para almacenar los 10.000 objetos
de tipo string.

¢) La cantidad de memoria adicional empleada por la tabla hash.

d) La memoria total que necesita la tabla hash.

¢) El coste en espacio.

Problemas practicos

Implemente la exploracion lineal.

Implemente en la clase de las tablas hash con exploracion, el cédigo del
rehashing sin realizar ninguna llamada recursiva a insertar.
Experimente con la tabla hash que examina un cardcter aleatorio en una
cadena. ;Es ésta una opciéon mejor que la adoptada en el texto?
Modifique la clase de las tablas hash de modo que la operacion esvacia
se ejecute en tiempo constante.

Modifique el algoritmo de eliminacién de modo que el factor de carga
siempre se encuentre por debajo de 1/8, y se ejecute el rehashing para
mantener la tabla medio llena. Debe mantenerse un campo de datos adi-
cional. ;Por qué?

Practicas de programacion

Elija un diccionario de gran tamafo. Cree una tabla hash dos veces mas
grande que el diccionario. Aplique a cada palabra la funcién de localiza-
cion descrita en el texto, almacénela y cuente el nimero de veces que se
indexa cada posicion. De este modo se obtendrd una distribucién. Cierto
porcentaje de las posiciones no se indexard nunca, algunas lo serin una
vez, otras dos veces y asi sucesivamente. Compare esta distribucion con
la que se obtiene con valores aleatorios, uniformemente distribuidos, uti-
lizando la discusion sobre ellos de la Seccion 9.3.



19.19. Realice simulaciones para comparar la eficiencia del hashing con los re-
sultados teéricos. Declare una tabla hash con exploracién. Inserte en ella
10.000 enteros generados aleatoriamente y calcule el nimero medio de
pruebas realizadas. Este es el coste medio de una busqueda exitosa. Repi-
ta el test varias veces para obtener una media ajustada y realice las prue-
bas para las exploraciones lineal y cuadrdtica, con factores de carga 0,1,
0.2, ..., 0,9. Debe declararse la tabla de modo que nunca sea necesario el
rehashing. Por ejemplo, en el test con factor de carga 0.4 deberia decla-
rarse una tabla de tamafio aproximado 25.000 (ajustese para que sea un
nimero primo).

19.20. Compare el tiempo necesario para las bisquedas exitosas y las insercio-
nes en una tabla hash con hashing enlazado y factor de carga 1 y una ta-
bla hash con exploracién cuadrética y factor de carga 0,5. Realice las
pruebas con enteros, cadenas y registros complicados en los que la clave
sea una cadena.

19.21. Un programa en BASIC consiste en una serie de instrucciones, numera-
das todas ellas en orden ascendente. El control se transmite empleando
una instruccién goto o gosub y un nimero de instruccion. Escriba un pro-
grama que lea un programa correcto en BASIC y numere de nuevo sus
instrucciones de modo que la primera empiece en el nimero F'y cada ins-
truccién tenga un nimero D mayor que la anterior. Debe asumirse un li-
mite maximo de N instrucciones, pero los nimeros de las mismas en la
entrada podrian ser tan grandes como un entero de 32 bits. Su programa
debe ejecutarse en tiempo lineal.

19.22. Diseiie un applet que ilustre el funcionamiento de la exploracion cua-
dratica.
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mal funcionamiento del método de hashing.

Un articulo pionero sobre rehashing es [11]. En [6] puede encontrarse valiosa
informacién acerca de este tema, incluyendo un andlisis del hashing cerrado con
exploracion lineal. El hashing doble se analiza en [5] y [7]. Otro esquema de reso-
lucién de conflictos es el hashing coalescente, descrito en [12]. Un excelente resu-
men sobre el tema puede encontrarse en [8]; [9] realiza sugerencias y advertencias
sobre la eleccion de las funciones de localizacion. En [4] pueden encontrarse pre-
cisos resultados analiticos y de simulacion acerca de todos los métodos descritos
en este capitulo. Yao [13] muestra que el hashing uniforme, en el que no existe
ningtin tipo de agrupacion, es éptimo respecto al coste de una busqueda exitosa.

Si se conocen con antelacién las claves de entrada, entonces existe una fun-
cién hash perfecta que evita cualquier colision [1]. Otros esquemas de hashing al-
go mds complicados, en los que el caso peor no solo depende de la entrada sino
también de ciertos nimeros aleatorios elegidos, aparecen en [2] y [3]. Estos esque-
mas garantizan que en el caso peor se produce un nimero constante de colisiones
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(aunque la elaboracion de la funcién hash puede necesitar gran cantidad de tiempo
en el improbable caso de que se utilicen niimeros aleatorios inadecuados). Son
muy utiles en la implementacion en hardware de las tablas hash.

En [10] puede encontrarse otro método para resolver el Ejercicio 19.8.
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