.

CAPITULO

Una cola de prioridad:
el monticulo binario

a cola de prioridad es una estructura de datos fundamental que sélo permite
el acceso al elemento minimo. En este capitulo se estudia una implementa-
cién de la cola de prioridad, el elegante monticulo binario. E1 monticulo bi-
nario soporta la insercién de nuevos elementos y la eliminacién del elemento mi-
nimo en tiempo logaritmico en el caso peor. Solamente usa un vector y es muy
simple de implementar.
En este capitulo estudiaremos:

e Las propiedades bdsicas de los monticulos binarios.

e Cémo se pueden codificar las operaciones insertar y eliminarMin para
que se ejecuten en tiempo logaritmico.

e Un algoritmo lineal de construccion de monticulos.

e Una implementacion en Java.
Un algoritmo de ordenacion facilmente implementable: el método del monti-
culo (heapsort), que se ejecuta en un tiempo O(N log N) sin requerir ningu-
na memoria adicional.

e Cémo se pueden utilizar los monticulos para implementar la ordenacion ex-
terna.

20.1 Ideas bdsicas

Como ya se indic6 en la Seccion 6.8, la cola de prioridad soporta acceso y elimina-
cion del elemento minimo, usando, respectivamente, buscarMin y eliminarMin.
Podriamos usar una lista enlazada, llevando a cabo las inserciones por delante de
la lista en tiempo constante, pero entonces encontrar y/o eliminar el elemento mi-
nimo requeriria un recorrido lineal de la lista. Alternativamente, podriamos obli-
gar a que la lista estuviera siempre ordenada, lo cual harfa que el acceso y la eli-
minacién del elemento minimo fueran mds baratos, pero entonces las inserciones
serian lineales.

Otra forma de implementar las colas de prioridad consiste en usar un drbol bi-
nario de bisqueda, en el que las dos operaciones mencionadas requieren, en me-
dia, un tiempo O(N log N). Sin embargo, ésta es habitualmente una mala eleccion,

Usando listas
enlazadas ©
vectores, siempre
hay alguna de las
operaciones que
exije tiempo lineal.
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Los arboles binarios
de busqueda no
equilibrados no
tienen un buen caso
peor. Los arboles de
busqueda
equilibrados exigen
mucho trabagjo.

La cola de prioridad
tiene propiedades
infermedias entre las
de las colas y las de
los arboles binarios
de busqueda.

El monticulo binario
es el método clasico
utilizado para
implementar las
colas de prioridad.

El monticulo es un
arbol binario
completo, lo cual
permite
implementarlo
usando un vector, y
garantiza que su
profundidad es
logaritmica.

pues normalmente la entrada no es lo suficientemente aleatoria. Podriamos usar un
arbol binario de busqueda equilibrado, pero las estructuras estudiadas en el Capi-
tulo 18 son tediosas de implementar y en la practica resultan poco eficientes. (Sin
embargo, en el Capitulo 21 se estudia una estructura de datos, el arbol de ensan-
chamiento, que ha demostrado ser una buena alternativa en algunas situaciones.)

Puesto que la cola de prioridad soporta solamente algunas de las operaciones
de los arboles de bisqueda, no deberia resultar mas costosa de implementar que
éstos. Por otra parte, la cola de prioridad es mds potente que una simple cola, por-
que podemos implementar una cola usando una cola de prioridad de la siguiente
manera: insertamos cada elemento junto con una indicacién del momento de in-
sercion, con lo que una operacion eliminarMin en base al momento de inser-
cion, implementa en realidad una operacion quitarPrimero. En consecuencia,
es razonable esperar que la implementacion tenga propiedades intermedias entre
las de las colas y las de los arboles de busqueda. Esto dltimo se consigue con el
monticulo binario, el cual:

® se puede implementar usando un simple vector (al igual que la cola),
® goporta insertar y eliminarMin en tiempo O(log N) en el caso peor (un
término medio entre el rendimiento de la cola y el del arbol binario de bus-
queda), y
~® goporta insertar en tiempo constante en el caso medio y buscarMin en
tiempo constante en el caso peor (como la cola).

Al igual que los drboles de bisqueda equilibrados del Capitulo 18, el monticu-
lo binario tiene dos propiedades, una relacionada con su estructura y otra relacio-
nada con la ordenacién. Y al igual que los drboles de bisqueda equilibrados, una
operacion sobre un monticulo binario puede destruir alguna de estas propiedades,
por lo que la aplicacién de una operacion sobre un monticulo binario no debe ter-
minar hasta que ambas propiedades se restablezcan, lo cual, afortunadamente, re-
sulta facil de conseguir. (En este capitulo, el término monticulo se refiere siempre
al monticulo binario.)

20.1.1 Propiedad estructural

La unica estructura que proporciona cotas de tiempo logaritmicas es el arbol, por
lo que parece natural que el monticulo organice sus datos como tal. Como quere-
mos que la cota logaritmica se mantenga en el caso peor, el arbol deberia estar
equilibrado.

Un drbol binario completo es un arbol completamente lleno, con la excepcion
del nivel inferior, que debe llenarse de izquierda a derecha. La caracteristica distinti-
va del arbol binario completo es que no faltan nodos en el arbol. En la Figura 20.1
se muestra un ejemplo de arbol binario completo con diez elementos. Si el nodo J
fuera hijo derecho de E, el arbol ya no seria completo, pues faltaria un nodo.

Los arboles completos tienen algunas propiedades que son muy utiles. En pri-
mer lugar, su altura (longitud del camino mas largo) es a lo sumo | log N |. Esto es
asf, porque un 4rbol completo de altura H tiene entre 27 y 2/ ' — 1 nodos. Esto
significa que podemos esperar un comportamiento logaritmico en el caso peor, si
restringimos los cambios en la estructura a los caminos de la raiz a una hoja.
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Figura 20.1 Arbol binario completo y su representacion mediante un vector.

En segundo lugar, pero no por ello menos importante, en un drbol binario  Elpadre se
completo no se necesitan referencias a los hijos izquierdo y derecho, ya que, eneuentraen la.
como se muestra en la Figura 20.1, podemos representarlo sin ambigiiedad alma- sgﬂgf’gol—g illéilf:“gl
cenando su recorrido por niveles en un vector. Colocamos la raiz en la posicion 1 4o ccho enia 2i+ 1.
(la posicién O se deja libre por una razén que se explicard mds adelante). Necesita-
mos también mantener un entero que nos dice cudntos nodos hay actualmente en
el 4arbol. Entonces, dado un elemento situado en la posicion i del vector, sabemos
que su hijo izquierdo se encuentra en la posicién 2i, aunque si dicha cantidad so-
brepasa el nimero de nodos en el drbol, entonces sabemos que no existe tal hijo
izquierdo. Andlogamente, el hijo derecho se encuentra inmediatamente a conti-
nuacion del hijo izquierdo, es decir, en la posicién 2i + 1, de nuevo comprobando-
se su existencia mediante una comparacion con el nimero de nodos del drbol. Fi-
nalmente, su padre se encuentra en la posicion i/2]. Observemos que todos los
nodos, excepto la raiz, tienen un padre. Si la raiz tuviera un padre, el cdlculo lo si-
tuaria en la posicién 0. Por eso reservamos dicha posicién para colocar un elemento
falso que sirva como padre de la raiz, lo que simplificara algunas operaciones.

El uso de un vector para almacenar un arbol recibe el nombre de representa-  Eluso de un vector
cion implicita. Como resultado de usar esta implementacion, no solamente no son  Pdrd almacenar un
necesarias las referencias a los hijos, sino que ademads las operaciones de recorrido :robn?lbrrzc(;t;e &
de los drboles son muy simples y muy probablemente lo bastante rdpidas en la representacion
mayoria de los computadores. El monticulo consistird en un vector de objetos y un  impiicita.
entero que representa el tamafio actual del monticulo.

En este capitulo, para hacer los algoritmos mds sencillos de visualizar, los
monticulos se dibujan como drboles, aunque la implementacién de estos drboles
utilizara un vector. No usamos la representacién implicita para todos los arboles
de busqueda, ya que esto supondria algunos problemas adicionales, que se esbo-
zan en el Ejercicio 20.8.

20.1.2 Propiedad de ordenacidn de los monticulos

La propiedad que permite realizar rdpidamente operaciones sobre los monticulos
es la propiedad de ordenacion de los monticulos. Puesto que queremos encontrar
rapidamente el elemento minimo, tendria sentido que el elemento mas pequeno se
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La propiedad de
ordenacion de los
monticulos
establece que el
elemento
almacenado en el
padre de un nodo
nunca es mayor gue
el elemento
almacenado en
dicho nodo.

El padre de la raiz
puede almacenarse
en la posicion 0y
podemos darle un
valor de menos
infinito.
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Figura 20.2 Propiedad de ordenacién de los monticulos.

P<X

/
7

Figura 20.3 Dos arboles completos (sélo el de la izquierda es un monticulo).

encontrara situado en la raiz. Si consideramos que cualquier subdrbol también de-
beria ser un monticulo (recursivamente), entonces cada nodo debe ser menor que
todos sus descendientes. Aplicando este razonamiento obtenemos la propiedad de
ordenacion de los monticulos.

PROPIEDAD DE ORDENACION DE UN MONTICULO
En un monticulo, para cada nodo X con padre P, se cumple que el
dato en P es menor o igual que el dato en X.

En la Figura 20.2 se ilustra la propiedad de ordenacién de los monticulos. En
la Figura 20.3, el drbol de la izquierda es un monticulo, pero el de la derecha no lo
es (la linea punteada muestra el lugar en el que se viola la propiedad). Observe
que la raiz no tiene padre. En la representacion implicita, podemos colocar el va-
lor —co en la posicion O para eliminar este caso especial cuando implementa-
mos los monticulos. Por la propiedad de ordenacién, vemos que el menor ele-
mento siempre se puede encontrar en la raiz, de modo que buscarMin se puede
ejecutar en tiempo constante. Los monticulos maximales soportan acceso al ma-
ximo en lugar de al minimo. Para implementarlos basta con hacer unos minimos
cambios.

20.1.3 Operaciones permitidas

Ahora que hemos fijado la representacion, podemos empezar a escribir cédigo.
Ya sabemos que nuestro monticulo soporta las operaciones bdsicas insertar,
buscarMin y eliminarMin, y también las habituales esvacio y vaciar. Ana-
diremos ademds algunas operaciones mas. La Figura 20.4 muestra la seccién pu-
blica de la clase e ilustra algunos de estos métodos adicionales. La Figura 20.5
contiene la parte privada de la clase. .
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1 package EstructurasDatos;

2

3 import Soporte.*; import Soporte.Comparable;

4 import Excepciones.*;

5

6 // Clase MonticuloBinario

7 //

8 // CONSTRUCCION: con un centinela con un valor mencs infinito
9

]0 ;i *********‘k****‘k*****OPERACIONES PL’]’BLICAS**********‘k******‘k**
11 // void insertar( x ) --> Inserta x

12 // Comparable eliminarMin( ) --> Elimina y devuelve el menor
13 // Comparable buscarMin( ) --> Devuelve el mencr elemento
14 // boolean esVacia( ) --> Devuelve true si estd vacio
15 // void vaciar( ) --> Elimina todos los elementos
16 // void introducir( x ) --> Inserta x (perezosamente)

]7 // ‘k**************************ERRORES******************‘k‘k******

18 // buscarMin y eliminarMin lanzan DesbordamientoInferior si vacio

20 J**

21 * Implementa un monticulo binario.

22 * Permite insercidén perezosa y proporciona un método lineal de
23 * construccidén de monticulos.

24 * Observe que todas las comparaciones estdn basadas en compara.
25 */

26 public class MonticuloBinario implements ColaPrioridad

27 {

28 public MonticuloBinario( Comparable infNeg )

29 { /* Figura 20.7 */ }

30 public void insertar ( Comparable x )

31 { /* Figura 20.12 */ }

32 public void introducir( Comparable x )

33 { /* Figura 20.12 */ }

34 public Comparable buscarMin( ) throws DesbordamientoInferior
35 { /* Figura 20.6 */ }

36 public Comparable eliminarMin( ) throws DesbordamientoInferior
37 { /* Figura 20.16 */ }

38 public boolean esVacia( )

39 { return tamActual == 0; }

40 public void vaciar( )

41 { tamActual = 0; }

Figura 20.4 Esqueleto de la clase MonticuloBinario (parte 1: seccion publica).

42 private int tamActual; // Nuimero de elementos del monticulo
43 privatebooleanordenado;//Truesicumplepropiedadordenacién
44 private Comparable [ ] vector; // El vector del monticulo
45 private static final int CAPACIDAD = 11;

46

47 private void obtenerVector ( int nuevoTamMax )

48 { /* Figura 20.8 */ }

49 private void comprobarTam( )

50 { /* Figura 20.11 */ }

51 private void hundir( int hueco )

52 { /* Figura 20.17 */ }

53 private void arreglarMonticulo( )

54 { /* Figura 20.19 */ }

55

Figura 20.5 Esqueleto de la clase MonticuloBinario (parte 2: seccion privada).
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El método
introducir
anade un elemento,
pero al contrario que
insertar, no
garantiza que se
mantenga la
propiedad de
ordenacion del
monticulo. Es atil
cuando gueremaos
anadir muchos
elementos antes de
acceder al
elemento minimo.

El método
arreglarMonticulo
restablece el orden
en el monticulo.
Debido a que
arreglarMonticulo
es costoso, su uso
solamente estd
justificado si se
realizan muchas
operaciones
introducir entre
dos accesos al
elemento minimo.

Una cola de prioridad: el monticulo binario

Comenzamos examinando los métodos publicos. El constructor se declara en la
linea 28, mientras que el método insertar aparece en la 30. Afade un nuevo elemen-
to x al monticulo, realizando las operaciones necesarias para mantener la propiedad de
ordenacion del monticulo. En la linea 32 se afiade un método nuevo, introducir, el
cual afiade un nuevo elemento x al monticulo, pero no garantiza que se mantenga la
propiedad de ordenacién del monticulo. ;Para qué querriamos introducir un elemen-
to en el monticulo? La respuesta es que introducir es un método mucho mas
sencillo de implementar que insertar. Por supuesto, tan pronto como realizamos
una operacion introducir , ya no tenemos un monticulo, por lo que no debemos
esperar que funcionen correctamente las operaciones buscarMin 0 eliminarMin.
Por ejemplo, si queremos introducir un nuevo minimo, no tenemos garantias de
que se situard en la raiz (de hecho es de esperar que no lo haga).

En consecuencia, usar introducir parece una idea tonta. Pero no lo es, por-
que hay muchas aplicaciones en las que podemos tener que introducir muchos
elementos antes de que se produzca la siguiente llamada a eliminarMin. En tal
caso, no necesitamos mantener el monticulo ordenado hasta que se produzca la
llamada a eliminarMin. La operaciéon arreglarMonticulo, declarada en la li-
nea 53, reestablece el orden en el monticulo en tiempo lineal, sin importar lo desor-
denado que se encuentre. Luego, por ejemplo, si queremos colocar N elementos en
el monticulo antes de ejecutar la primera operacion el iminarMin, es mas eficiente
ejecutar N operaciones introducir y una arreglarMonticulo que N operacio-
nes insertar. Sin embargo, no usaremos introducir en sustitucion de sélo unos
pocos insertar. El método arreglarMonticulo es privado, y su uso es trans-
parente. 8

El resto de las operaciones son como esperamos. En la linea 34 se declara
buscarMin, que devuelve el elemento minimo. El método eliminarMin, en la
linea 36, devuelve y elimina el elemento minimo. También se proporcionan, en las
lineas 38 a 41, los habituales esvacio y vaciar.

Una vez procesamos una operacion introducir, el usuario no puede realizar
una operacion buscarMin ni eliminarMin sin realizar antes una operacion
arreglarMonticulo. En lugar de confiar en que el usuario haga esta llamada,
mantenemos un atributo ordenado, que toma el valor false cuando una aplica-
cion de introducir produce una violacion del orden en el monticulo. La Figura
20.6 muestra que buscarMin comprueba si se satisface la propiedad de ordena-
cion de monticulo, y en caso de no ser asi, produce automaticamente una llamada
a arreglarMonticulo para restablecer la propiedad.

'[ Jx*

2 * Busca el elemento mas pequefio en la cola de prioridad.

3 * @return el elemento mads pequefio.

4 * @exception DesbordamientoInferior si la cola esta vacia.
S */

6 public Comparable buscarMin( ) throws DesbordamientoInferior
7 {

8 if( esvVacial( ) )

4 throw new DesbordamientoInferior ( "Monticulo vacio" );
10 if( !ordenado )

11 arreglarMonticulo( ) ;

12 return vector[ 1 ];

13 3}

Figura 20.6 Rufina buscarMin.
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'| Jxx

2 * Construye el monticulo binario.

3 * @param infNeg un valor menor o igual gue todos los demas.
4 * /

5 public MonticuloBinario( Comparable infNeg )
6 {

7 tamActual = 0;

8 ordenado = true;

9 obtenervVector ( CAPACIDAD ) ;

0 vector[ 0 ] = infNeg;

1

}

Figura 20.7 Constructor para MonticuloBinario.

/**
* Método privado para reservar memoria para el vector.
* Tncluye una posicidn extra para el centinela.

* @param nuevoTamMax la capacidad del monticulo.

*

private void obtenerVector (

{

int nuevoTamMax )

vector = new Comparable[ nuevoTamMax + 1 1;

NVONOCGEARWN—

}

Figura 20.8 Reserva de memoria para el vector (método llamado por el construc-
tor y durante la duplicacion del tamano del vecton).

El resto de atributos son los que ya sospechdbamos: un vector al que se asigna
memoria dindmicamente y un entero que almacena el tamafio actual del monticu-
lo. El constructor, mostrado en la Figura 20.7, inicializa los atributos, asignando
true a ordenado y reservando después memoria para el vector mediante una lla-
mada a obtenervVector, en la linea 9. Después, en la linea 10, se coloca el centi-
nela en la posicion 0. El usuario debe proporcionar al constructor infNeg como
un pardmetro. El cuerpo de obtenervector, mostrado en la Figura 20.8, consta
de una sola linea.

20.2 Implementacion de las operaciones basicas

La propiedad de ordenacién parece buena hasta el momento, puesto que permite
un rapido acceso al elemento minimo. Ahora debemos mostrar que podemos so-
portar eficientemente las operaciones insertar y eliminarMin, haciéndolo en
un tiempo logaritmico. Es fdcil, conceptual y practicamente, realizar las dos ope-
raciones requeridas. Todo el trabajo implicado se encuentra en mantener la propie-
dad de ordenacién del monticulo.

20.2.1 insertar

Para insertar un elemento X en el monticulo, primero debemos afiadir un nodo al
arbol. La tnica opcién es crear un hueco en la siguiente posicion disponible; en
caso contrario, el drbol no serfa completo y violariamos la propiedad estructural.
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La insercion se
implementa
creando un hueco
en la siguiente
posicion disponible,
para reflotarlo
después hasta que el
nuevo elemento se
pueda colocar en él
sin producir una
violacion de la
ordenacion del
monticulo con
respecto a su padre.
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El método
insertar usa el
centinela para evitar
el caso especial de
la raiz.

La insercion requiere
un fiempo constante
en el caso medio y
logaritmico en el
Caso peor.

Si X se puede colocar en ese hueco sin violar la propiedad de ordenacién del mon-
ticulo, lo colocamos ahi y hemos terminado. Si no, desplazamos el elemento situa-
do en el padre del nodo a dicho nodo, moviendo asi el hueco hacia la raiz. Conti-
nuamos con este proceso hasta que se pueda colocar X en el hueco. La Figura 20.9
muestra que para insertar 14, creamos un hueco en la siguiente posicion disponi-
ble. Como insertar 14 en el hueco, produciria una violacion del orden, colocamos
31 en el hueco. En la Figura 20.10 se contintia con esta estrategia hasta encontrar
la posicion correcta para 14.

Llamamos a esta estrategia general reflotamiento, porque el nuevo elemento es
reflotado hasta encontrar la posicion adecuada. La rutina, comprobarTam, mos-
trada en la Figura 20.11, duplicard el tamano del vector cuando ello sea necesario.
La Figura 20.12 muestra las rutinas que anaden elementos al monticulo. La rutina
introducir es bien corta; simplemente anade el nuevo elemento x en la siguien-
te posicion disponible. Si se produce una violacién del orden, se le asigna false a
ordenado. El método insertar implementa el reflotamiento usando un bucle.
La instruccion de la linea 30 incrementa el tamaiio actual y coloca el hueco en el
nodo que acabamos de afiadir. Ejecutamos el bucle de la linea 31 mientras el ele-
mento del nodo padre sea mayor que x. La linea 32 mueve el elemento del padre
al hueco tras lo cual la tercera componente del bucle for reflota el hueco hacia el
padre. Cuando el bucle termina, la linea 33 coloca x en el hueco. El centinela si-
tuado en la posicion O garantiza la terminacion del bucle for.

El tiempo necesario para realizar la insercion podria ser O(log N) si el elemen-
to a insertar fuera el nuevo minimo, porque en tal caso se reflotaria hasta la raiz.
En media, el reflotamiento termina pronto: se ha demostrado que en media se re-
quieren 2,6 comparaciones para llevar a cabo una insercién, de modo que en me-
dia insertar mueve un elemento 1,6 niveles.

Figura 20.9 Intento de insercion de 14, creando el hueco y flotdndolo hacia arriba.

Figura 20.10 Los dos pasos que faltan para insertar 14 en el monticulo de la figura
anterior.
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/**
* Método privado que duplica el vector cuando estd lleno.
*if
private void comprobarTam( )
{
if( tamActual == wvector.length - 1 )
{
Comparable [ ] vectorAnt = wvector;
obtenerVector ( tamActual * 2 );
for( int i = 0; i < vectorAnt.length; i++ )
vector[ i 1 = vectorAnt[ i 1;

}

Figura 20.11 Método privado comprobarTam que dobla el tamano del vector si

VoONOCCUTBARWN—

es necesario.

/**
* Tnserta en la cola de prioridad, sin mantener
* el orden del monticulo. Se permiten elementos duplicados.
* @param x el elemento a insertar.
w7
public void introducir( Comparable x )

{

comprobarTam( ) ;

vector [ ++tamActual 1 = x;

if( x.menorQue( vector[ tamActual / 2 1 ) )
ordenado = false;

* Tnserta en la cola de prioridad, manteniendo el orden.
* Se permiten elementos duplicados.
* @param X el elemento a insertar.
*y
public void insertar( Comparable x )
{
if ( !ordenado )
{
intreoducir{ 3 );
return;

comprobarTam( ) ;

// Reflotamiento
int hueco = ++tamActual;
for( ; x.menorQue( vector[ hueco / 2 ] ); hueco /= 2 )
vector[ hueco ] = vector[ hueco / 2 ];
vector[ hueco ] = x;

}

Figura 20.12 Métodos introducir e insertar.
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La eliminacion del
minimo implica
colocar el dltimo
elemento en un
hueco que se crea
en la raiz. El hueco se
hunde en el arbol a
fravés de los hijos
menores hasta que
el elemento se
pueda colocar sin
violar la propiedad
de ordenacion del
monticulo.

El método
eliminarMin es
logaritmico, tanto en
el caso peor como
en el caso medio.

Una cola de prioridad: el monticulo binario

20.2.2 eliminarMin

La operacion eliminarMin se realiza de forma similar a las inserciones. Como
ya hemos visto, encontrar el minimo es facil; la parte dificil es eliminarlo. Cuando
se elimina el minimo, se crea un hueco en la raiz. Puesto que el monticulo tiene
ahora un elemento menos, la propiedad estructural nos dice que se debe eliminar
el altimo nodo. La Figura 20.13 muestra la situacién: el elemento minimo es 13,
la raiz tiene un hueco y el dltimo elemento debe colocarse en algin lugar del
monticulo.

Si el dltimo elemento se pudiera colocar en el hueco, ya habriamos terminado.
Pero esto es imposible, a menos que el tamaio del darbol sea 2 o 3, porque los ele-
mentos de la parte inferior son mds grandes que los del segundo nivel. Debemos
hacer lo mismo que en la insercién: poner algin elemento en el hueco y después
mover el hueco. La tnica diferencia esta en que en el iminarMin, nos movemos
hacia abajo. Para hacer esto, buscamos el hijo del hueco con el elemento mas pe-
queno. Si ese elemento es menor que el que estamos intentando colocar, movemos
el hijo al hueco, empujando asi el hueco un nivel hacia abajo. En la Figura 20.14,
colocamos el hijo mas pequeno (14) en el hueco, moviendo el hueco un nivel ha-
cia abajo. Repetimos esto de nuevo, colocando 19 en el hueco y creando un nuevo
hueco un nivel mas abajo. Entonces colocamos 26 en el hueco y creamos un nue-
vo hueco en el dltimo nivel. Finalmente, podemos colocar 31 en el hueco, como se
muestra en la Figura 20.15. Es facil ver que ésta es una operacion logaritmica en
el caso peor. Llamamos a este proceso hundimiento. No es sorprendente que el
hundimiento raramente termine antes de bajar uno o dos niveles, por lo que la
operacion es también logaritmica en el caso medio.

La Figura 20.16 muestra el método eliminarMin. Las comprobaciones de
monticulo vacio y de ordenacién se realizan automaticamente a través de la llamada

Figura 20.13 Creacién del hueco en la raiz cuando se elimina el elemento minimo.

P

Figura 20.14 Los dos pasos siguientes de eliminarMin.
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AL

Figura 20.15 Ultimos dos pasos de el iminarMin.

'| JE*

2 * Elimina el elemento minimo de la cola de prioridad.

3 * @exception DesbordamientoInferior si la cola estd vacia.
4 * /

5 public Comparable eliminarMin( ) throws DesbordamientoInferior
6 {

7 Comparable elemMin = buscarMin( );

8 vector[ 1 ] = vector[ tamActual-- 1;

9 hundir( 1 );

10

11 return elemMin;

12

Figura 20.16 Método eliminarMin.

a buscarMin en la linea 7. El verdadero trabajo lo lleva a cabo hundir, que se
muestra en la Figura 20.17. El cédigo aqui mostrado es similar en espiritu al del
reflotamiento en el método insertar. Debido a que hay dos hijos en lugar de un
padre, el cédigo se complica un poco més. El método hundir toma un tnico ar-
gumento que nos dice dénde se va a colocar el hueco. Entonces el elemento situa-
do en el hueco se elimina y comienza el hundimiento.

1 /x*

2 * Método interno para hundir en el monticulo.

3 * @param hueco el indice donde comienza el hundimiento.
4 */

5 private void hundir( int hueco )

6 [

7 int hijo;

8 Comparable tmp = vector[ hueco ];

9

10 for( ; hueco * 2 <= tamActual; hueco = hijo )

11 {

12 hijo = hueco * 2;

13 if( hijo != tamActual && vector[ hijo + 1 ].
14 menorQue ( vector[ hijo ] ) )
15 hijo++; :
16 if( vector[ hijo ].menorQue( tmp ) )

17 vector[ hueco 1 = vector[ hijo 1;

18 else

19 break;
20 }
21 vector[ hueco ] = tmp;
22

Figura 20.17 Método hundir usado en eliminarMiny arreglarMonticulo.
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Se puede ejecutar
arreglarMontic
ulo en tiempo lineal
aplicando una rutina
de hundimiento de
los nodos en orden
inverso al recorrido
por niveles.

En el caso de eliminarMin, hueco estard en la posicion 1. El bucle for de
la linea 10 termina cuando no hay hijo izquierdo. La tercera componente mueve el
hueco al hijo. En las lineas 13 a 15 se busca el hijo con el elemento mas pequeio.
Notese que hemos de ser cuidadosos porque el ultimo nodo de un monticulo de
tamano par es hijo Unico, por lo que no siempre podemos asumir que hay dos hi-
jos. En base a ello realizamos el test de la linea 13.

20.3 arreglarMonticulo: construccion
en tiempo lineal del monticulo

La operacioén arreglarMonticulo toma un darbol completo sin orden y restable-
ce el mismo. Queremos que sea una operacion lineal, pues en tal caso se podrian
hacer N inserciones en tiempo O(N log N). Esperamos poder alcanzar un tiempo
O(N) porque N inserciones sucesivas requieren un tiempo total O(N) en media,
basdandonos en el resultado del final de la Seccion 20.2.1. N inserciones sucesivas
llevan a cabo mas trabajo de lo que necesitamos, ya que tras cada insercion se
mantiene el orden, mientras que ahora esto es solamente necesario en un instante
concreto.

La solucion abstracta mas sencilla se obtiene viendo el monticulo como una
estructura definida recursivamente, como se muestra en la Figura 20.18. Comen-
zaremos por llamar recursivamente a arreglarMonticulo sobre los submon-
ticulos izquierdo y derecho. Tras ello, tenemos garantizado que la propiedad de
ordenacién del monticulo se mantiene en todas partes excepto, quizds, en la raiz.
Podemos establecer el orden completamente llamando a hundir con la raiz co-
mo argumento. La rutina recursiva trabaja garantizando que cuando aplicamos
hundir (i), todos los descendientes del nodo i han sido procesados por la corres-
pondiente llamada recursiva a hundir. Sin embargo, la recursién no es necesaria,
como se hace evidente a partir del comentario siguiente: si llamamos a hundir
sobre cada nodo en sentido inverso al recorrido por niveles, cuando realicemos la
llamada con i se habran procesado todos los descendientes del nodo i con una
llamada a hundir. Esto nos conduce a un algoritmo increiblemente simple para
arreglarMonticulo, que se muestra en la Figura 20.19. Observemos que no
hace falta ejecutar hundir sobre las hojas, por lo que comenzamos por el nodo de
mayor indice que no sea una hoja.

El primer arbol de la Figura 20.20 es el arbol sin ordenar. Los otros siete darbo-
les en las Figuras 20.20 a 20.23 muestran el resultado de cada una de las siete lla-

Figura 20.18 Vision recursiva del monticulo.
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1 Jx*

2 * Restablece la propiedad de ordenacidén del monticulo tras una
3 * serie de operaciones introducir. Se ejecuta en tiempo lineal.

4 *f

5 private void arreglarMonticulo ( )

6 ¢

7 for( int i = tamActual / 2; 1 > 0; i-- )

8 hundir( i );

9 ordenado = true;

10

Figura 20.19 Implementacion del método lineal arreglarMonticulo.

Figura 20.20 Monticulo inicial (a la izquierda); y tras la llamada a hundir (7) (ala
derecha).

Figura 20.21 Monticulo tras la llamada a hundir (6) (alaizquierda); y tras la lla-
mada a hundir (5) (ala derecha).

Figura 20.22 Monticulo fras la llamada a hundir (4) (alaizquierda); y tras la lla-
mada a hundir (3) (ala derecha).
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La cota lineal se
puede demostrar
calculando la suma
de las alturas de
todos los nodos en el
monticulo.

Demostramos la
cota para los arboles
perfectos usando un
argumento de
marcado.
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Figura 20.23 Monticulo tras la llamada a hundir (2) (a la izquierda); y tras la lla-
mada a hundir (1) (ala derecha), terminando asi la ejecucion de
arreglarMonticulo.

madas a hundir. Cada linea punteada se corresponde con dos comparaciones: una
para buscar el hijo menor y la otra para comparar el hijo menor con el nodo. Ob-
servemos que hay solamente diez lineas punteadas en el algoritmo completo (po-
dria haber habido sélo una mds), lo que se corresponde con 20 comparaciones.

Para acotar el tiempo de ejecuciéon de arreglarMonticulo, debemos acotar
el nimero de lineas punteadas, lo cual se puede conseguir calculando la suma de
las alturas de todos los nodos del monticulo, que es igual al mdximo nimero de
lineas punteadas. Es de esperar que este nimero sea pequefio porque la mitad de
los nodos son hojas, las cuales tienen altura 0, y una cuarta parte tiene altura 1.
Luego, solamente una cuarta parte de los nodos (los que no estdn incluidos en los
dos casos anteriores) pueden contribuir en mds de 1 unidad de altura. En particu-
lar, hay solamente un nodo que contribuye con la maxima altura, | log N .

Para obtener una cota de tiempo lineal para arreglarMonticulo, necesita-
mos demostrar que la suma de las alturas de los nodos de un drbol binario comple-
to es O(N). Esto se demuestra en el Teorema 20.1. Demostramos la cota para ar-
boles perfectos usando un argumento de marcado.

Teorema 20.1

Demostracion

Dado un drbol binario perfecto de altura H que contiene N =271 — 1

nodos, se cumple que la suma de alturas de sus nodos es N — H — 1.

Usamos un argumento de marcado del drbol. (También se podria hacer un
cdlculo mas directo usando la fuerza bruta, como en el Ejercicio 20.10.)
Para cada nodo en el drbol con altura h, marcamos h aristas del drbol en
la siguiente forma: bajamos por la arista izquierda y después solamente
por aristas derechas, marcando cada arista por la que pasamos. Un ejem-
plo nos lo da un drbol perfecto de altura 4. Los nodos de altura 1 tienen su
arista izquierda marcada, como se muestra en la Figura 20.24. Después,
los nodos de altura 2 tienen marcada una arista izquierda y luego una de-
recha hacia abajo en el darbol, lo cual se muestra en la Figura 20.25. En la
Figura 20.26, se marcan tres aristas para cada nodo de altura 3: la prime-
ra es la arista izquierda que sale del nodo, y después las aristas derechas
en el camino hacia abajo en el drbol. Finalmente, en la Figura 20.27 ve-
mos que se han marcado 4 aristas: la izquierda que sale del nodo v des-
pués las tres derechas siguientes en el camino hacia abajo en el drbol.
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Observe que una arista nunca se marca dos veces y que se marcan todas
las aristas excepto las del camino de la derecha. Puesto que hay N—1
aristas (a cada nodo excepto a la raiz le llega una arista) y H aristas en el
camino de la derecha, el nimero de aristas marcadas es N — 1 — H, lo
que concluye la demostracion del teorema.

Figura 20.24 Marcado de las aristas izquierdas para los hodos de altura 1.

Figura 20.25 Marcado de la primera arista izquierda y de la derecha situada a
continuacion, para los nodos de altura 2.

Figura 20.26 Marcado de la primera arista izquierda y de las dos aristas dere-
chas situadas a continuacién, para los nodos dg altura 3.
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Se puede usar una
cola de prioridad
para ordenar
elementos en
tiempo O(N log N).
Un algoritmo basado
en esta idea es el
método del
monticulo.

Figura 20.27 Marcado de la primera arista izquierda y de las tres aristas derechas
situadas a continuaciéon, para los nodos de altura 4.

Un arbol binario completo no es un drbol perfecto, pero el resultado que he-
mos obtenido es una cota superior de la suma de las alturas de los nodos de un
arbol binario completo. Puesto que un drbol completo tiene entre 27 y 2771 — |
nodos, este teorema implica que la suma es O(N). Un argumento mas cuidadoso
establece que la suma de las alturas es N — v(N), donde v(N) es el nimero de
unos en la representacion binaria de N. Se deja como Ejercicio 20.12 la demostra-
cion de este resultado.

20.4 Operaciones avanzadas: reducirClave
Yy mezclar

En el Capitulo 22 se estudian unas colas de prioridad que soportan dos operacio-
nes adicionales. La operacion reducircClavereduce el valor de un elemento en la
cola de prioridad. Se supone conocida la posicién del elemento. En un monticu-
lo binario, esto se puede conseguir facilmente reflotando hasta restablecer el or-
den en el monticulo. Sin embargo, debemos tener cuidado, ya que hemos supuesto
que la posicion de cada elemento se almacena de forma separada. Todos los ele-
mentos implicados en el reflotamiento ven sus posiciones modificadas. El método
reducirClavees util en la implementacion de algoritmos sobre grafos (por ejem-
plo el algoritmo de Dijkstra, visto en la Seccién 14.3).

El algoritmo mezclar combina dos colas de prioridad. Debido a que el monti-
culo estd basado en un vector, lo mejor que podemos esperar conseguir con una
mezcla es copiar los elementos del monticulo mas pequenio en el grande y realizar
después algunos arreglos. Aun asi, esto llevara un tiempo al menos lineal por ope-
racion. Si usaramos arboles generales con nodos conectados mediante referencias
a los hijos, podriamos reducir la cota a coste logaritmico por operacion. La opera-
cion de mezcla se usa en el disefio avanzado de algoritmos.

20.5 Ordenacioén interna: método del monticulo

Se puede usar una cola de prioridad para ordenar N elementos de la siguiente
forma:
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1. Insertar cada elemento en un monticulo binario.
2. Extraer cada elemento llamando a eliminarMin N veces. El resultado
esta ordenado.

Usando las observaciones de la seccién anterior, podemos implementar este
proceso de forma mas eficiente:

introducir cada elemento en un monticulo binario.

Aplicar arreglarMonticulo.

Llamar a eliminarMin N veces: los elementos saldran del monticulo en
orden.

ol o

El paso 1 requiere un tiempo total lineal y el paso 2 también requiere un tiem-
po lineal. En el paso 3, cada llamada a eliminarMin exige un tiempo logaritmi-
co, con lo que N llamadas tardan un tiempo O(N log N). En consecuencia, tene-
mos un algoritmo de ordenacién O(N log N) en el caso peor, lo que es al menos
igual de bueno que un algoritmo basado en comparaciones, como se vié en la Sec-
ci6n 8.8. Un problema del algoritmo tal y como lo hemos presentado es que la or-
denacién de un vector requiere la construccién de una estructura de datos monti-
culo, que ya conlleva en si misma la sobrecarga de implementarse como un
vector. Serfa preferible emular el monticulo, en lugar de usar toda la parafernalia
de la clase de los monticulos. Supondremos para el resto de esta discusion que va-
mos a hacer esto.

Pero, incluso aunque no usemos directamente la clase de los monticulos, tene-

mos el problema de tener que utilizar un segundo vector, ya que tenemos que al-
macenar en ese segundo vector el orden en el que los elementos van saliendo del
equivalente al monticulo, para después copiarlo en el original. Se ha doblado la
cantidad de memoria utilizada, lo cual puede ser critico en algunas aplicaciones.
Observemos que el tiempo extra utilizado en copiar el segundo vector en el prime-
ro, es solamente O(N), por lo que a diferencia de lo que sucedia en la ordenacion
por mezcla, el vector adicional no afecta de forma significativa al tiempo de eje-
cucion. El problema es el espacio.

Una forma inteligente de evitar el uso de un segundo vector hace uso del he-  Usando las partes
cho de que después de cada operacion eliminarMin, el monticulo tiene un ele- vacias del vector
mento menos. En consecuencia, la tdltima celda del vector estd disponible para al- Eggirl‘;o;r'f;’:;gén
macenar el elemento eliminado. Por ejemplo, supongamos que tenemos un . ..,
monticulo de 6 elementos. La primera operacién eliminarMin produce A;. Aho-
ra el monticulo tiene 5 elementos, por lo que podemos colocar A; en la posicion 6.

La siguiente operacién eliminarMin produce A,. Puesto que el monticulo tiene
ahora solamente 4 elementos, podemos colocar A, en la posicion 5.

Bajo esta estrategia, el vector contendrd, después de la dltima operacién  Siusamos un

eliminarMin, los elementos en orden decreciente. Si queremos el vector en or- ~ monficulo maximal,
den creciente, podemos cambiar la propiedad de ordenacion de forma que cada OIbTenemOS los
elemento padre sea mayor que sus hijos. En tal caso tendriamos un monticulo ma- ZZEZEIZ% R
ximal. Por ejemplo, supongamos que queremos ordenar la secuencia 59, 36, 58,
21,41, 97, 31, 16, 26, 53. Después de haber introducido los elementos en el mon-
ticulo y de haber aplicado arreglarMonticulo, obtenemos lo reflejado en la Fi-
gura 20.28. (Observemos que en este caso no hay centinela: asumimos que los da-
tos comienzan en la posicion 0, como es habitual en otros algoritmos de
ordenacién del Capitulo 8.)
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Se requieren pocos
cambios para el
algoritmo heapsort
porque la raiz esta
situada en la
posicion 0.

97 | 53 |1 59 [ 26 | 41 | 58 | 31 | 16 | 21 36|
0 | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Figura 20.28 Monticulos maximal fras la aplicacion de arreglarMonticulo.

La Figura 20.29 muestra el monticulo resultante tras la primera aplicacion de
eliminarMax. El dltimo elemento del monticulo es 21; 97 se ha colocado en una
parte del vector que técnicamente ya no forma parte del monticulo.

La Figura 20.30 muestra que tras la segunda aplicacion de eliminarMax, 16
se convierte en el ultimo elemento. Ahora quedan solamente ocho elementos en el
monticulo. El maximo elemento, 59, que ha sido eliminado, se coloca en una posi-
cion del vector que ya no pertenece al monticulo. Después de ejecutar otras siete
operaciones eliminarMax mads, el monticulo contendra sélo un elemento, pero
los elementos que aparecen en el vector se encuentran ordenados de forma cre-
ciente.

La implementacién del método del monticulo (ordenaviaMonticulo) es sim-
ple porque las operaciones bdsicas se corresponden con las operaciones sobre los
monticulos. Hay tres pequefias diferencias. En primer lugar, puesto que estamos
usando un monticulo maximal, necesitamos invertir todas las comparaciones, pa-
sando de > a <. En segundo lugar, ya no podemos asumir que hay un centinela en
la posicion 0, porque todos los demds algoritmos de ordenacion almacenan datos
en la posicién 0 y ordenviaMonticulo no deberia ser diferente en este sentido.
Aunque ya no se necesita el centinela (porque no hay operaciones de reflotamien-
to), su ausencia afecta a los cdlculos de las posiciones de los hijos y del padre. En

59| 53 [ 58
0 1 2 3 4 s} 6 7 8 9 10 11 12 13

Figura 20.29 Monticulo después de la primera aplicacion de eliminarMax.
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58 | 53 | 36

0 ! 2

Figura 20.30 Monticulo después de la segunda aplicacion de eliminarMax.

1 Jxx

2 * Método estdndar de ordenacidén mediante un monticulo

3 * @param v un vector de objetos de la clase Comparable

4 x5

5 public static void ordenaviaMonticulo( Comparable [ ] v )

6 {

7 for( int i = v.length / 2; 1 >= 0; i-- ) // Construccidn
8 hundir2( v, i, v.length );

9 for( int i = v.length - 1; i > 0; i--) // eliminarMax
10 {

11 intercambiarReferencias( v, 0, i ):

12 hundir2( v, 0, 1 );

13 }

14

Figura 20.31 Rutina ordenaviaMonticulo.

concreto, dado un nodo en la posicién i, su padre estd en la posicién (i — 1)/2, su
hijo izquierdo en la 2i + 1,y el derecho en la siguiente al hijo izquierdo. En tercer
lugar, hundir2 necesita ser informado del tamafo actual del monticulo (que se
reduce en 1 en cada iteracion de eliminarMax). La implementacién de hundir2
se deja como Ejercicio 20.20. Suponiendo que hemos escrito hundir2, entonces
el algoritmo ordenviaMonticulo se puede expresar facilmente, como se mues-
tra en la Figura 20.31.

20.6 Ordenacion externa

Hasta el momento, todos los algoritmos de ordenacién examinados requieren que
la entrada quepa en la memoria principal. Sin embargo, hay aplicaciones para las
que la entrada es demasiado grande para ser cargarda completa en memoria. Esta
seccion estudia algoritmos de ordenacion externa, disenados para tratar entradas
de gran tamano.

Las ordenaciones
externas se usan
cuando la cantidad
de datos es
demasiado grande
para cargarlos juntos
en memoria
principal.
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Suponemos que las
ordenaciones se
realizan sobre una
cinta, donde sélo
esta permitido el
acceso secuencial a
la entrada.

El algoritmo bdsico
de ordenacion
externa usa
repetidamente
mezclas de dos
direcciones. Cada
grupo ordenado es
una carrera. Como
resultado de una
pasada, se dobla la
longitud de la
carrera hasta que
eventualmente
quede sélo una
carrera.

20.6.1 Por qué necesitamos nuevos algoritmos

La mayor parte de los algoritmos de ordenacién interna toman ventaja del hecho
de que se puede acceder directamente a la memoria. El método Shellsort compara
los elementos v[i] y v[i-desp] en una unidad de tiempo. El método del monti-
culo compara v[i] y v(hijo=i*2] en una unidad de tiempo.

El algoritmo de ordenacion rapida, con seleccién del pivote mediante la media-
na de tres, requiere la comparacion de v[primero], vicentro] y v[ultimo] en
un nimero constante de unidades de tiempo. Si la entrada se encuentra en una cin-
ta, todas esas operaciones pierden la eficiencia requerida, pues solamente pode-
mos acceder a los elementos en una cinta de forma secuencial. Incluso si los datos
estan en un disco, hay una notable pérdida de eficiencia en la prictica debido al
retraso producido por el necesario giro del disco y el movimiento de la cabeza
hasta el lugar adecuado.

Para ver lo lentos que pueden llegar a ser los accesos externos, podriamos
crear un fichero aleatorio grande pero no lo suficiente como para no caber en me-
moria principal. Cuando leemos el fichero y lo ordenamos usando un algoritmo
eficiente, el tiempo para leer la entrada es significativo en comparacién con el
tiempo que se tarda en ordenarla, incluso aunque la operacién de ordenacién re-
quiere un tiempo O(N log N) (o incluso peor para el método Shellsort) y la lectura
de la entrada sea s6lo O(N).

20.6.2 Modelo de ordenacidén externa

La amplia variedad de dispositivos de almacenamiento masivo hacen que la ordena-
cion externa dependa del dispositivo mucho mds que la ordenacién interna. Los al-
goritmos considerados aqui trabajan sobre cintas, que constituyen probablemente el
medio de almacenamiento mas restrictivo. Puesto que el acceso a un elemento en
una cinta se realiza recorriendo toda la cinta hasta la posicién adecuada, sélo se pue-
de acceder de forma eficiente a una cinta de forma secuencial (en cualquier sentido).

Supondremos que disponemos al menos de tres cintas para llevar a cabo la or-
denacion. Necesitamos dos para realizar una ordenacién eficiente, la tercera sim-
plifica las cosas. Si solamente tuviéramos una cinta, tendriamos un grave proble-
ma: cualquier algoritmo requeriria (N ) accesos a la cinta.

20.6.3 El algoritmo sencillo

El algoritmo basico de ordenacion externa usa la rutina de mezcla usada en mer-
gesort. Supongamos que tenemos cuatro cintas, Al, A2, Bl y B2, que son dos cin-
tas de entrada y dos de salida. Dependiendo del punto en el que nos encontremos
en el algoritmo, las cintas A y B son de entrada o de salida. Supondremos que los
datos estdn inicialmente en A1, y ademas que la memoria puede almacenar (y or-
denar) M registros de una vez. El primer paso natural es leer M registros de una
vez de la cinta de entrada, ordenar internamente estos registros y después escribir
los registros ordenados en B1 o en B2 (de forma alternada). Cada conjunto de re-
gistros ordenados se llama una carrera. Cada vez que estd hecho esto, rebobina-
mos todas las cintas. Supongamos que tenemos la misma entrada que en nuestro
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ejemplo del Shellsort. La configuracién inicial se muestra en la Figura 20.32. Si
M = 3, después de construir las carreras, las cintas contendrédn los datos como se
muestra en la Figura 20.33.

Ahora B1 y B2 contienen un grupo de carreras. Tomamos las primeras carreras
de cada cinta, las mezclamos y escribimos el resultado, que es una carrera el doble
de larga, en Al. Después tomamos la siguiente carrera de las dos cintas, las mez-
clamos y escribimos el resultado en A2. Continuamos con este proceso, alternando
la salida sobre Al y A2 hasta que o bien Bl o bien B2 esté vacia. En este punto, o
bien las dos estdn vacfas o hay una (probablemente corta) carrera restante. En este
Gltimo caso, copiamos esta carrera en la cinta apropiada. Rebobinamos todas las
cintas y repetimos los mismos pasos, esta vez usando las cintas A como entrada y
las B como salida. Esto nos conducird a carreras de longitud 4M. Continuamos con
este proceso hasta obtener una carrera de longitud N, en cuyo momento la carrera
representa la entrada ordenada. Las Figuras 20.34 a 20.36 muestran cémo trabaja
este proceso sobre nuestro ejemplo de entrada.

El algoritmo requerird [ log (N/M) | pasadas, mds la primera para la construc-
cién de las carreras iniciales. Por ejemplo, si tenemos 10 millones de registros de
128 bytes cada uno y 4 MB de memoria principal, entonces la primera pasada
creard 320 carreras. Necesitarfamos 9 pasadas mds para completar la ordenacion.
Esta férmula también nos indica que nuestro ejemplo de la Figura 20.33 requiere
[log (13/3) | pasadas mds, es decir 3.

Al 81 94 11 96 12 35 17 99 28 58 41 75 15
A2
Bl

B2

Figura 20.32 Configuracion inicial de la cinta.

Al
A2
Bl 11 81 94|17 28 99|15
B2 12 35 96|41 588 75

Figura 20.33 Distribucion de las carreras de longitud 3 en dos cintas.

Al 11 12 35 81 94 96|15
A2 17 28 41 588 75 99

Bl
B2

Figura 20.34 Cintas después de la primera ronda de mezclas (la longitud de la ca-
rrera es 6).

Necesitamos

[log (N/M) |pasadas
sobre la enfrada
para completar la
ordenacion.
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La mezcla K-aria
reduce el nUmero de
pasadas. La
implementacion
obvia usa 2K cintas.

Al
A2
Bl 1m 12 17 28 35 41 588 75 81 94 96 99
B2 15

Figura 20.35 Cintas después de la segunda ronda de mezclas (la longitud de la
carrera es 12).

Al 1 12 15 17 28 35 41 58 75 81 94 96 99
A2
Bl
B2

Figura 20.36 Cintas después de la tercera ronda de mezclas.

20.6.4 Mezcla multiaria

Si tuviéramos cintas adicionales, entonces podriamos esperar reducir el nimero de
pasadas requeridas para ordenar nuestra entrada. Hacemos esto extendiendo la
mezcla basica de dos cintas a una mezcla K-aria.

Mezclar dos carreras consiste en recorrer cada cinta de entrada hasta el princi-
pio de las carreras a mezclar. Entonces se toma el elemento mds pequefio de los
dos (aquellos sobre los que nos encontramos en cada una de las cintas) y se coloca
en una cinta de salida avanzando la correspondiente cinta de entrada. Si hay K cin-
tas de entrada, la estrategia trabaja de la misma forma; la tinica diferencia estd en
que es ligeramente mas complicado encontrar el elemento méds pequeiio entre K
clementos. Podemos encontrar el mas pequefio usando una cola de prioridad. Para
obtener el siguiente elemento a escribir en la cinta de salida, llevamos a cabo una
operacion eliminarMin. Se avanza la correspondiente cinta de entrada, y si ain
no se ha completado la carrera de esa cinta de entrada, insertamos el nuevo ele-
mento en la cola de prioridad. La Figura 20.37 muestra como se distribuye la en-
trada del ejemplo anterior en tres cintas. Las Figuras 20.38 y 20.39 muestran las
dos pasadas de la mezcla 3-aria que completan la ordenacién.

Al
A2
A3
Bl 11 81 94 |41 88 75
B2 12 35 96| 15

B3 17 28 99

Figura 20.37 Distribucion inicial de carreras de longitud 3 en fres cintas.
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Al 11 12 17 28 35 8]
A2 15 41 588 75

A3
B1
B2
B3

94 96 99

Figura 20.38 Situacion después de una ronda de mezcla 3-aria (la longitud de |la
carrera es 9).

Al
A2
A3
B1 112 16 17
B2
B3

28 35 41 58 75 81 94 96 99

Figura 20.39 Situacion después de dos rondas de mezclas 3-arias.

Después de la fase de construccién de las carreras iniciales, el nimero de pasa-
das requeridas usando una mezcla K-aria es [ logg (N/M)], porque la longitud de
las carreras se hace K veces mas grande cada vez. Para nuestro ejemplo, se tiene
[logs 13/3] = 2. Si tuviéramos 10 cintas, entonces K = 5, y en tal caso, en el
ejemplo grande de la seccién anterior, las 320 carreras requeririan logs 320 = 4
pasadas.

20.6.5 Mezcla multifase

La estrategia de la mezcla K-aria desarrollada en la seccion anterior requiere el
uso de 2K cintas. Esto podria ser prohibitivo en algunas aplicaciones. Es posible
hacerlo con solamente K + 1 cintas, a lo que se llama mezcla multifase. Un ejem-
plo de ello serfa realizar una mezcla 2-aria usando solamente tres cintas.

Supongamos que tenemos tres cintas —7'1, 72 y 73—y un fichero de entrada
en T1 que produce 34 carreras. Una opcion consiste en colocar 17 carreras en cada
una de las cintas 72 y 73. Entonces podriamos mezclar este resultado en T'1, obte-
niendo entonces una cinta con 17 carreras. El problema estd en que puesto que to-
das las carreras estdn en una sola cinta, ahora debemos poner algunas de ellas en
la cinta 72 para poder realizar la siguiente mezcla. La forma l6gica de hacer esto
consiste en copiar las primeras ocho carreras de 71 en 72 y después realizar la
mezcla.

La mezcla multifase
implementa una
mezcla K-aria con
K+ 1 cintas.
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La distribucion de las
carreras afecta a la
eficiencia. La mejor
distribucion estd
relacionada con los
ndmeros de
Fibonacci.

Carrera Después

Const. T3+T2 | T14+T2 | T14+T3 | T24+T3 | T1+T2 | T1+T3 | T2+T3

Tl 0 13 5 0 3 1 0 1
12 2] 8 0 5 ‘ 0 1 0
T3 13 0 8 3 0 2 1 4

Figura 20.40 NUmero de carreras usando la mezcla multifase.

Esto tiene el efecto de anadir media pasada extra por cada pasada realizada. La
cuestion es, ;podemos hacerlo mejor?

Un método alternativo consiste en dividir las 34 carreras de forma no unifor-
me. Supongamos que colocamos 21 carreras en 72 y 13 en 73. Entonces podria-
mos mezclar 13 carreras produciendo el resultado sobre 7'1 antes de que 73 se va-
cie. Entonces podemos rebobinar 71 y 73, y mezclar después 71 con 13 carreras, y
T2 con 8 carreras produciendo el resultado sobre 73. Tras ello mezclariamos 71 y
T3, y asi sucesivamente. La Figura 20.40 muestra el nimero de carreras en cada
cinta después de cada pasada.

La distribucion original de las carreras supone una gran diferencia. Por ejem-
plo, si se colocan 22 carreras en 72 y 12 en 73, después de la primera mezcla, ob-
tenemos 12 carreras en 71 y 10 en 72. Tras una nueva mezcla hay 10 carreras en
Tl y 2 carreras en 73. En este punto, la ejecucion se hace mas lenta porque sola-
mente podemos mezclar dos conjuntos de carreras antes de agotar 73. Entonces 71
tiene 8 carreras y 72 tiene 2 carreras. De nuevo solamente podemos mezclar dos
conjuntos de carreras, obteniendo 7’1 con 6 carreras y 73 con 2 carreras. Después
de tres pasadas mads, 72 tiene dos carreras y las demads cintas estan vacias. Debe-
mos copiar 1 carrera en otra cinta. Después mezclamos y terminamos.

Se observa que la primera distribucion considerada es 6ptima. Si el nimero de
carreras es un nimero de Fibonacci Fy, entonces la mejor forma de distribuirlas
consiste en dividirlas en dos nimeros de Fibonacci, F, |y Fy, 5. En caso con-
trario, la cinta deberia rellenarse con carreras falsas para conseguir un niimero de
carreras igual a un nimero de Fibonacci. Los detalles de como colocar el conjunto
inicial de carreras en las cintas se deja como Ejercicio 20.19. Podemos extender
esto a las mezclas K-arias, en las que necesitarfamos para la distribucion optima
numeros de Fibonacci de orden K. Un nimero de Fibonacci de orden K se define
como la suma de los K nimeros de Fibonacci de orden K anteriores, como indican
las siguientes ecuaciones:

FONY=FON-D+FON-2+ --- + FOW - K)

FRO<SN<KK—2)=0
FOK -1 =1

20.6.6 Seleccion del reemplazo
La dltima cuestiéon que consideramos es la construccion de las carreras. La estrate-

gia usada hasta el momento es sencilla: leemos tantos elementos como sea posible
y los ordenamos, escribiendo el resultado en una cinta. Esta parece la mejor apro-



Ordenacion externa

ximacion posible, hasta que nos damos cuenta de que tan pronto como se escribe
el primer elemento en la cinta de salida, la memoria que estaba utilizando esta dis-
ponible para otro elemento. Si el siguiente elemento de la cinta es mayor que el
que acaba de escribirse en la cinta, entonces se puede incluir en la carrera.
Usando esta observacién, podemos dar un algoritmo para producir carreras,
llamado habitualmente seleccion del reemplazo. Inicialmente se leen M elementos
y se colocan en una cola de prioridad (en la memoria principal), usando operacio-
nes introducir y una operacion arreglarMonticulo al final. Llevamos a
cabo una operacion eliminarMin, escribiendo el elemento menor en la cinta de
salida. Leemos el siguiente elemento de la cinta de entrada. Si es mayor que el
elemento que acabamos de escribir, podemos afadirlo a la cola de prioridad
usando una operacién insertar; en caso contrario, no puede formar parte de la
carrera actual. Puesto que la cola de prioridad tiene un elemento menos, este ele-
mento se almacenard en el espacio que no forma parte del monticulo (espacio
muerto) de la cola de prioridad hasta que se complete la carrera, y se utilizara en
la siguiente. Almacenar un elemento en el espacio muerto es exactamente lo que
se hacfa en heapsort. Continuamos haciendo esto hasta que el tamano de la cola de
prioridad se haga 0, en cuyo momento se acaba la carrera. Comenzamos una nue-
va carrera construyendo una nueva cola de prioridad utilizando una operacion
arreglarMonticulo sobre todos los elementos situados en el espacio muerto.
La Figura 20.41 muestra la construccién de la carrera para el pequeino ejemplo
que hemos estado utilizando, con M = 3. Los elementos reservados para la si-
guiente carrera aparecen sombreados. Los elementos 11, 94 y 81 se colocan usan-
do arreglarMonticulo. Se produce la salida de 11 y entonces se coloca 96 en
el monticulo mediante una insercién, pues es mayor que 11. El elemento 81 sale a

3 elementos del vector Siguiente

del monticulo elemento

vector(l) vector(2) vector(3) Salida Lectura
11 Q4 81 11 Q6
81 Q4 Q6 81 12
Carrera 1 Q4 Q6 12 Q4 35
Q6 35 12 96 17

17 35 12 Final de Recons-

- la carrera  truccion
12 35 17 12 Q9
17 35 Q9 17 28
28 Q0 35 28 58
Carrera 2 35 Q9 58 35 41
41 Q9 58 41 75
58 Q0 75 58 15

75 99 15 75 Final de

la cinta

Q9 15 Q9

15 Final de Recons-

la carrera  fruccion
Carrera 3 15 15

Figura 20.41 Ejemplo de construccion de una carrera.
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Si somos listos,
podemos hacer la
longitud de las
carreras que
construimos
inicialmente de
mayor longitud que
la capacidad de la
memoria principal
disponible.
Llamamos a esta
técnica seleccion
del reemplazo.
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continuacion, y entonces se lee 12. Como 12 es menor que 81, no puede incluirse
I en la carrera actual, por lo que se coloca en el espacio muerto del monticulo. El
monticulo ahora solamente contiene 94 y 96. Después de producirse su salida, s6-
lo tenemos elementos en el espacio muerto, por lo que construimos un nuevo
monticulo comenzando asi con la segunda carrera. En este ejemplo, la seleccion
del reemplazo produce solamente 3 carreras, comparadas con las 5 obtenidas me-
diante ordenacion. Gracias a ello, una mezcla 3-aria acaba en una pasada en lugar
de en dos. Si la entrada estd distribuida aleatoriamente, se puede demostrar que la
seleccion del reemplazo puede producir carreras de longitud media 2M. Para nues-
tro ejemplo grande, tendriamos 160 carreras en lugar de 320, por lo que una mez-
cla 5-aria aun requerirfa cuatro pasadas. En este caso no nos hemos ahorrado nin-
guna pasada, aunque si tuviéramos suerte podriamos ahorrdrnosla de tener 125
carreras 0 menos. Puesto que la ordenacién externa tarda tanto, cada pasada que
nos ahorremos puede tener una gran influencia en el tiempo total de ejecucion.

Como hemos visto, es posible que la seleccion del reemplazo no sea mejor que
el algoritmo estdndar. Pero, la entrada de la que partimos estd con frecuencia casi
ordenada, en cuyo caso la seleccién del reemplazo produce unas pocas carreras,
anormalmente largas. Este tipo de entrada es habitual en las ordenaciones externas
y hace que la seleccién del reemplazo sea extremadamente valiosa.

Resumen

En este capitulo hemos presentado una implementacién elegante de la cola de
prioridad. El monticulo binario usa solamente un vector, y soporta las operaciones
basicas en tiempo logaritmico, en el caso peor. El monticulo nos facilita un algo-
ritmo de ordenacién conocido, el método del monticulo o heapsort. Los Ejercicios
20.22 y 20.23 le piden comparar la eficiencia del heapsort con la del quicksort.
Generalmente hablando, heapsort es mas lento que el quicksort, pero es mds senci-
llo de implementar. Finalmente, hemos visto que las colas de prioridad son estruc-
turas de datos importantes en la ordenacion externa.

Esto completa la implementacién de las estructuras de datos fundamentales
clasicas. En la Parte V se examinan estructuras de datos mas sofisticadas, comen-
zando con el drbol de ensanchamiento, un drbol binario de bisqueda con algunas
propiedades especiales.

Elementos del juego

arbol binario completo Arbol completamente lleno, sin que falte ningtin nodo.
Un monticulo es un drbol binario completo, lo que permite su representacion
mediante un vector y garantiza una profundidad logaritmica.

carrera Grupo ordenado en la ordenacion externa. Al final de la ordenacién tene-
mos solamente una carrera.

heapsort Algoritmo basado en la idea de que se puede usar una cola de prioridad
para ordenar elementos en un tiempo O( N log N).

hundimiento La eliminacién del elemento minimo implica colocar el tltimo ele-
mento en un hueco creado en la raiz. El hueco se va hundiendo en el drbol a



través de los hijos menores hasta que se pueda colocar el elemento sin violar
la propiedad de ordenacién del monticulo.

mezcla multiaria Mezcla K-aria que reduce el nimero de pasadas. La implemen-
tacion obvia usa 2K cintas.

mezcla multifase Implementa una mezcla K-aria usando K + 1 cintas.

monticulo binario Estructura cldsica usada para implementar las colas de priori-
dad. Tiene dos propiedades: una estructural y otra de ordenacion.

monticulo maximal Monticulo que soporta accesos al maximo en lugar de al mi-
nimo.

operacién arreglarMonticulo Proceso de restablecer la propiedad de ordena-
cién de un monticulo. Se puede hacer en tiempo lineal aplicando una rutina de
hundimiento a todos los nodos en sentido inverso al recorrido por niveles.

operacion introducir Operacién que afiade un elemento, pero que al contrario
que insertar, no garantiza que se mantenga la ordenacién del monticulo. Es
Gtil si pretendemos afiadir muchos elementos antes de acceder al minimo.

ordenacién externa Método de ordenacién usado cuando la cantidad de datos es
demasiado grande para caber en la memoria principal.

propiedad de ordenacién del monticulo Propiedad que se cumple en un monti-
culo (minimal), que consiste en que el elemento del padre de un nodo nunca es
mayor que el elemento del propio nodo.

reflotamiento La insercién se implementa creando un hueco en la primera posi-
cién disponible, flotdndolo después hasta que se pueda colocar en €l el nuevo
elemento sin que ello suponga una violacién del orden respecto a su padre.

representaciéon implicita Uso de un vector para almacenar un monticulo.

seleccion del reemplazo La longitud de las carreras construidas inicialmente pue-
de ser mayor que la cantidad de memoria principal disponible. Si podemos al-
macenar M elementos en la memoria principal, con esta técnica podemos es-
perar carreras de longitud 2M.

Errores comunes

1. El monticulo binario requiere un centinela en la posicién 0. Un error co-
mun es utilizar un centinela inapropiado.

2. La parte mds dificil del monticulo binario es el caso del hundimiento
cuando solamente existe uno de los hijos. Ya que es una situacion rara, es
dificil descubrir una implementacién incorrecta.

3. Si se ha ejecutado una operacién introducir, la propiedad de ordenacion
del monticulo debe restablecerse antes de acceder al elemento minimo.

4. Para heapsort, los datos comienzan en la posicién 0, por lo que los hijos
del nodo i se encuentran en las posiciones 2i + 1y 2i + 2.

En Internet

El monticulo binario esta disponible en el directorio DataStructures. El nombre
del fichero es el siguiente:

BinaryHeap.java Contiene la implementaciéon del monticulo binario.

En Infeme’rw
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Ejercicios

Cuestiones breves

Describa las propiedades estructural y de ordenacién de los monticulos
binarios.

En un monticulo binario, para un elemento en la posicion i, jdénde se en-
cuentran su padre y sus hijos izquierdo y derecho?

Muestre los resultados de insertar los elementos 10, 12, 1, 14, 6, 5, 8, 15,
3,9,7,4, 11, 13 y 2, uno a uno, en un monticulo inicialmente vacio.
Después muestre el resultado de usar en su lugar el algoritmo lineal
arreglarMonticulo.

(Donde podria haber estado la undécima linea punteada en las Figuras
20.20 a 20.237

Un monticulo maximal soporta las operaciones insertar, eliminarMax
y buscarMax (pero no eliminarMin o0 buscarMin). Describa en deta-
lle como se pueden implementar los monticulos maximales.

Muestre el resultado del algoritmo de ordenacién heapsort sobre la entra-
da del Ejercicio 20.3 después de la construccién inicial y de dos operacio-
nes posteriores eliminarMax.

(Es heapsort un algoritmo de ordenacién estable? Es decir, si hay ele-
mentos duplicados, ;retienen dichos elementos duplicados la ordenacion
inicial entre ellos?

Problemas tedricos

Un arbol binario completo con N elementos usa las posiciones 1 a N de
un vector. Determine lo largo que puede llegar a ser el vector en los si-
guientes casos:

a) Un arbol binario con dos niveles adicionales (es decir, esta ligera-
mente desequilibrado).

b) Un arbol binario con el nodo mas profundo a profundidad 2 log N.

¢) Un arbol binario con el nodo mas profundo a profundidad 4,1 log N.

d) El peor caso de arbol binario.

Demuestre las siguientes afirmaciones con respecto al elemento maximo
en un monticulo:

a) Debe ser una de las hojas.
b) Hay exactamente [ N/2 ] hojas.
¢) Se debe examinar cada hoja para encontrarlo.

Demuestre el Teorema 20.1 usando directamente una suma. Haga lo si-
guiente:

a) Demuestre que hay 2’ nodos de altura H — i.
b) Escriba la ecuacion que define la suma de las alturas usando la parte (a).
c¢) Evalde la suma de la parte (b).
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20.12.
20.13.

20.14.

20.15.

20.16.

20.17.

Verifique que la suma de las alturas de un drbol binario perfecto es
N — v(N), donde v(N) es el nimero de unos en la representacion binaria
de N.

Demuestre la cota del Ejercicio 20.11 usando un argumento de induccion.
En el heapsort se usan, en el caso peor, O(N log N) comparaciones. Deri-
ve la constante multiplicativa (es decir, decida si son N log N, 2N log N o
3N log N, etc.).

Demuestre que hay entradas que fuerzan al método hundir2 de heapsort
a bajar todo el camino hasta una hoja. Pista: trabaje hacia atras.

Un d-monticulo es una estructura de datos implicita similar al monticulo
binario, con la diferencia de que los nodos tienen d hijos. Un d-monticulo
es, por tanto, menos profundo que un monticulo binario, pero encontrar el
hijo menor requiere examinar d hijos en lugar de dos. Con esto en mente
determine el tiempo de ejecucién (en términos de d y de N) de las opera-
ciones insertar y eliminarMin para un d-monticulo.

Un monticulo mini-max es una estructura de datos que soporta
eliminarMin y eliminarMax con coste logaritmico. La estructura es
idéntica a la del monticulo binario. La propiedad de ordenacién del mon-
ticulo mini-max es que para cada nodo X a profundidad par, el dato alma-
cenado en X es el menor de su subdrbol, mientras que para cada nodo X a
profundidad impar, el dato almacenado en X es el mayor de su subarbol.
La raiz se encuentra a profundidad par. Haga lo siguiente:

a) Dibuje un posible monticulo mini-max para los elementos 1, 2, 3, 4,
5,6, 7, 8,9y 10. Observe que hay muchos monticulos posibles.

h) Determine cémo encontrar los elementos maximo y minimo.

¢) Proporcione un algoritmo para insertar un nuevo nodo en un monti-
culo mini- max.

d) Proporcione un algoritmo para ejecutar eliminarMin y eliminarMax.

¢) Proporcione un algoritmo para ejecutar arreglarMonticulo en
tiempo lineal.

Un 2-D-monticulo es una estructura de datos que permite que cada nodo
tenga dos claves individuales. Se puede ejecutar eliminarMin con respec-
to a cualquiera de dichas claves. La propiedad de ordenacién de un 2-D-
monticulo consiste en que para cada nodo X a profundidad par, el elemento
almacenado en X tiene la clave #1 mds pequefia de su subdrbol, mientras
que para cada nodo X a profundidad impar, el elemento almacenado en X
tiene la clave #2 mas pequeiia de su subdrbol. Haga lo siguiente:

a) Dibuje un posible 2-D-monticulo para los elementos (1, 10), (2, 9),
(3,8), (4, 7)y (5,6).

b) Explique cémo encontrar el elemento con minima clave # 1.

¢) Explique cémo encontrar el elemento con minima clave #2.

d) Proporcione un algoritmo para insertar un nuevo elemento en el 2-D-
monticulo.

¢) Proporcione un algoritmo para ejecutar eliminarMin con respecto
a cualquiera de las claves.

f) Proporcione un algoritmo para ejecutar arreglarMonticulo en

tiempo lineal.

Ejerciciosw
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20.19.

20.20.

20.21.

20.22.

20.23.

Un montdrbol es un arbol binario de bisqueda en el que cada nodo alma-
cena un elemento, dos hijos y una prioridad aleatoria generada en la cons-
truccion del nodo. Los nodos del arbol obedecen el orden habitual de los
arboles binarios de busqueda, pero también deben mantener la ordenacion
de tipo monticulo con respecto a las prioridades. El montarbol es una
buena alternativa a los arboles binarios equilibrados porque el equilibrio
se basa en prioridades aleatorias en lugar de en los valores de sus elemen-
tos. En consecuencia los resultados de los arboles binarios de busqueda
para el caso medio se aplican también aqui. Haga lo siguiente:

a) Muestre que una coleccion de elementos distintos, cada uno de los
cuales tiene una prioridad distinta, se puede representar mediante un
unico montarbol.

b) Muestre como llevar a cabo una insercion en un montarbol usando
un algoritmo ascendente.

¢) Muestre coémo llevar a cabo una insercion en un montarbol usando
un algoritmo descendente.

d) Muestre como llevar a cabo una eliminacién en un montarbol.

Explique como colocar el conjunto inicial de carreras en dos cintas cuan-
do el nimero de cintas no es un numero de Fibonacci.

Problemas practicos

Escriba la rutina hundir2 con la siguiente declaracion. (Recuerde que el
monticulo maximal comienza en la posicién 0, no en la 1):

private static void hundir2 ( Comparable [ ] v,
int indice, int tamanyo ) ;

Practicas de programacion

Escriba un programa para comparar el tiempo de ejecucion de N opera-
ciones introducir seguidas por una operaciéon arreglarMonticulo
con el de N operaciones insertar separadas. Ejecute su programa para
entradas ordenadas, ordenadas de forma inversa y aleatorias.

Implemente tanto heapsort como quicksort y compare su eficiencia so-
bre entradas ordenadas y aleatorias. Use en las pruebas distintos tipos de
datos.

Supongamos que tenemos un hueco en el nodo X. La rutina hundir2
compara con el hijo de X y después mueve el hijo hacia arriba si es mayor
(en el caso de un monticulo maximal) que el elemento a colocar, empu-
jando por tanto el hueco hacia abajo. La rutina termina cuando es seguro
colocar el elemento a insertar en el hueco. Consideremos la siguiente es-
trategia alternativa para hundir2. Movemos los elementos hacia arriba y
el hueco hacia abajo lo mads lejos posible, sin comprobar que se puede in-
sertar el nuevo elemento. Esto colocaria la nueva celda en una de las ho-
jas y probablemente violaria el orden. Para arreglar el orden, reflote la
nueva celda en la forma habitual. Se espera que el reflotamiento se repe-



20.24.
20.25.

tird en media solamente uno o dos niveles. Escriba una rutina para intro-
ducir esta idea. Compare el tiempo de ejecucién con el de la implementa-
cion estandar de heapsort.

Implemente una ordenacién externa.

Disefie un applet que ilustre el funcionamiento del monticulo binario.
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