Parte V

Estructuras de dafos
avanzadas



CAPITULO

21 Arboles
de ensanchamienfo

ste capitulo describe una notoria estructura de datos denominada drbol de

ensanchamiento'. Los drboles de ensanchamiento soportan todas las opera-

ciones de los drboles de bisqueda binarios, pero no garantizan un rendi-
miento O(log N) en el caso peor. En cambio, sus cotas son amortizadas, 10 que
significa que aunque las operaciones individuales pueden ser costosas, se garanti-
za que cualquier secuencia de operaciones se comportard como si cada operacion
en la secuencia exhibiera un comportamiento logaritmico. Como quiera que ésta
es una garantia mds débil que la proporcionada por los drboles de buisqueda equili-
brados, para soportar cada elemento en el arbol sélo necesitaremos el dato y dos
referencias por nodo. Ademads, las operaciones son algo mds sencillas de imple-
mentar. Como veremos a lo largo de este capitulo, los drboles de ensanchamiento
tienen algunas otras propiedades interesantes.

En este capitulo veremos:

e La descripcion de los conceptos de amortizacion y auto-ajustamiento.

e El algoritmo del drbol bdsico ensanchado de forma ascendente y la demos-
tracién del coste amortizado logaritmico por operacion.

e Cémo pueden implementarse los arboles de ensanchamiento utilizando un
algoritmo descendente, con una implementacién completa de los drboles de
ensanchamiento (incluyendo el algoritmo de eliminacion).

e Comparaciones entre los drboles de ensanchamiento y otras estructuras de
datos.

21.1 Auto-ajustamiento y andlisis amortizado

Aunque los drboles de biisqueda equilibrados proporcionan un tiempo de ejecu-
cién por operacién logaritmico en el caso peor, tienen varias limitaciones:

e [os drboles de bisqueda equilibrados necesitan almacenar un atributo extra
por nodo con informacién de equilibrio.

' N.del T.: En inglés, splay tree.
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El problema real es
que los atributos
extra anaden
complicaciones de
las que podemos
prescindir.

La regla del 90-10
afirma que el 90 por
ciento de los
accesos
corresponden al 10
por ciento de los
datos. Los arlboles de
busqueda
equilibrados no
sacan partido de
esta regla.

e Son complicados de implementar; como resultado, las inserciones y elimina-
ciones son costosas y propensas a errores.
® No ganamos nada cuando trabajamos con entradas sencillas.

Examinemos las consecuencias de cada una de estas deficiencias. En primer
lugar, los arboles de busqueda equilibrados requieren almacenar un atributo extra.
Aunque en teorfa éste puede ser tan pequefio como un dnico bit (como en los drbo-
les rojinegros), en la practica, para satisfacer las restricciones hardware, el atributo
utilizara un entero completo. A pesar de todo, en una época en la que las memo-
rias de los computadores son ya enormes uno puede preguntarse si debe preocu-
parse demasiado de la memoria. La respuesta en la mayoria de los casos es proba-
blemente no, si no fuera porque el mantenimiento del atributo extra requiere un
codigo mas complicado y tiende a llevarnos a tiempos mayores de ejecucion y a
un numero mayor de errores. De hecho, es dificil comprobar si la informacion de
equilibrio de los arboles de busqueda es correcta, ya que los errores solo nos con-
ducen a un arbol desequilibrado. Si s6lo de forma muy esporadica cometiésemos
tales errores leves, puede ser muy dificil encontrarlos. Por tanto, como cuestion
practica, los algoritmos que nos permitan eliminar dichas complicaciones, sin con
ello sacrificar el rendimiento, se merecen una consideracion seria.

Hay una segunda razén por la cual podemos sospechar que el rendimiento de
la busqueda equilibrada podria mejorarse. Tenemos que su rendimiento en el caso
peor, en promedio y en el caso mejor son esencialmente idénticos. Un ejemplo es
la operacion buscar sobre algtiin elemento X. Es razonable esperar que el coste de
una primera ejecucion de buscar sea logaritmico; pero un segundo acceso inme-
diato a X deberia ser menos costoso que el primero. En un arbol rojinegro esto no
es cierto. También esperariamos que si realizamos accesos a X, Yy Z, entonces un
nuevo acceso a la misma terna de elementos deberia ser mas rapido. Esto es im-
portante debido a la regla del 90-10. Esta regla, sugerida por estudios empiricos,
afirma que, en la practica, el 90 por ciento de los accesos que se requieren corres-
ponden solo al 10 por ciento de los datos. En consecuencia, queremos un acceso
rapido para dicho 90 por ciento.

La regla del 90-10 se ha utilizado durante muchos anos en sistemas de discos
de entrada salida. Una memoria de respaldo (caché) almacena en memoria princi-
pal el contenido de algunos bloques de disco. Nuestra esperanza es que cuando se
haga una peticién de acceso a disco, el bloque pueda encontrarse en la cache de
memoria principal y asi se ahorre el coste de un acceso a disco. Por supuesto, sélo
unos pocos bloques de disco pueden almacenarse en memoria. Aun asi, almacenar
los bloques de disco mds recientemente accedidos permite una mejora considera-
ble en el rendimiento, pues frecuentemente los mismos bloques son accedidos una
y otra vez. Los navegadores de Internet utilizan la misma idea: una caché almace-
na localmente las paginas Web visitadas ultimamente.

21.1.1 Cotas de tiempo amortizadas

Estamos pidiendo mucho: queremos evitar la informacion de equilibrio y ser capa-
ces de sacar partido de la regla del 90-10. Ello nos conduce a pensar que podria-
mos tener que renunciar a alguna de las propiedades de los darboles de busqueda
equilibrados.
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Elegimos sacrificar el rendimiento logaritmico en el caso peor. Ya que no que-
remos mantener informacién sobre el equilibrio, este sacrificio parece inevitable.
Sin embargo, no podemos admitir el rendimiento tipico de un drbol de busqueda
desequilibrado. Hay, en cambio, un compromiso razonable: un tiempo O(N) para
un acceso aislado puede ser aceptable, siempre y cuando no ocurra muy a menudo.
En particular, si M operaciones (empezando con la primera operacion) tardan un
tiempo total O(M log N) en el caso peor, entonces el hecho de que algunas opera-
ciones sean costosas no tiene graves consecuencias. Cuando para una secuencia de
operaciones podemos demostrar una cota, en el caso peor, mejor que la correspon-
diente cota obtenida considerando cada operacion por separado, el tiempo de eje-
cucion se denomina amortizado. En el ejemplo anterior, tenemos un coste amorti-
zado logaritmico. Es decir, algunas operaciones pueden tardar mds que un tiempo
logaritmico, pero estamos seguros de que se compensan con otras operaciones me-
nos costosas que ocurrieron anteriormente en la secuencia.

Sin embargo, una cota amortizada no es siempre aceptable. En concreto, si una
operacién mala consume demasiado tiempo, realmente necesitamos una cota en el ca-
so peor en vez de una cota amortizada. Atn asi, en muchos casos las estructuras de
datos se utilizan como parte de un algoritmo y sélo es importante la cantidad total de
tiempo consumida por la estructura en el transcurso de la ejecucion del algoritmo.

Ya hemos visto un ejemplo de cota amortizada. Cuando implementamos la du-
plicacién del vector en una pila o cola, el coste de una sola operacion es constante
cuando no es necesaria la duplicacion, pero es O(N) cuando si lo es. Sin embargo,
cualquier secuencia de M operaciones sobre la cola o pila garantiza un coste total
O(M), lo que significa un coste amortizado constante por operacién. El hecho de
que la duplicacién del vector sea costosa no tiene consecuencias, porque su coste
puede distribuirse entre muchas operaciones anteriores que no fueron costosas.

21.1.2 Una estrategia simple de auto-ajustamiento
(que no funcionaq)

En un drbol binario de busqueda, no podemos limitarnos a almacenar los elemen-
tos frecuentemente accedidos en una tabla. Esto sélo funcionaba en el caso del ac-
ceso a memoria externa debido a que la técnica del uso de la-memoria de respaldo
se beneficia de la gran diferencia entre el tiempo de un acceso a memoria y de un
acceso a disco. Ya que el coste de un acceso en un drbol binario de bisqueda es
proporcional a la profundidad del nodo accedido, podemos intentar reestructurar
el arbol moviendo hacia la raiz los elementos mds frecuentemente accedidos. Aun-
que esto supone un tiempo extra en la primera operacion buscar, a la larga podria
merecer la pena.

La forma mads ficil de desplazar un elemento hacia la raiz consiste en inter-
cambiarlo continuamente con su padre hasta que llegue a la raiz. Entonces, si ac-
cedemos al elemento por segunda vez, el segundo acceso es muy barato. Incluso si
se realizaran otras operaciones antes del siguiente acceso, este elemento seguird
estando cerca de la raiz y por tanto, serd encontrado rapidamente. Esta estrategia
se denomina estrategia de rotacion hacia la raiz. En la Figura 21.1 se muestra la
aplicacion de esta estrategia al nodo 3 Z.

El andlisis amortizado
acota el coste de
una secuencia de
operaciones y
distribuye
equitativamente
este coste entre las
operaciones de la
secuencia.

La estrategia de
rotacion hacia la raiz
reorganiza un arbol
de bUsqueda binario
después de cada
acceso, de forma
que los elementos
frecuentemente
accedidos se
acercan a de la raiz.

2 Una insercién cuenta como un acceso. Por tanto, un elemento siempre se insertaria como una hoja e inmediatamente seria des-

plazado hacia la raiz. Una bisqueda sin éxito cuenta como un acceso a la hoja donde termina su bisqueda.
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La estrategia de
rotacion hacia la raiz
es buena si se puede
aplicar la regla del
@0-10. Puede ser muy
mala cuando no se
puede aplicar.

Figura 21.1 Estrategia de rotaciéon hacia la raiz aplicada cuando se accede al
nodo 3.

El resultado de la rotacion es que un futuro acceso (durante algin tiempo) al
nodo 3 sera barato. Desgraciadamente, en el proceso de mover el nodo 3 hacia
arriba dos niveles, los nodos 4 y 5 se mueven hacia abajo un nivel. Esto significa
que si los patrones de acceso no siguen la regla del 90-10, es posible que se pro-
duzca una larga secuencia de accesos malos. Como resultado, la estrategia de rota-
cion hacia la raiz no tendria un comportamiento amortizado logaritmico; lo cual es
dificilmente aceptable. Un caso malo se presenta en el Teorema 21.1.

Teorema 21.1

Demostracion

Existen secuencias arbitrariamente largas para las cuales M accesos con
rotacion hacia la raiz utilizan un tiempo @(MN).

Consideremos el drbol formado al insertar las claves 1, 2, 3, ..., N, en un
arbol inicialmente vacio. Esto produce un drbol formado exclusivamente
por hijos izquierdos. Esto no es de momento malo, ya que el tiempo de
construccion del drbol es O(N). Como ilustra la Figura 21.2, cada nuevo
nodo anadido se convierte en un hijo de la raiz, tras lo cual solo se necesi-
ta una rotacion para colocar el nuevo elemento en la raiz. La parte nega-
tiva, como ilustra la Figura 21.3, es que el acceso al nodo con clave 1
consume N unidades de tiempo. Una vez que las rotaciones han termina-
do, el acceso al nodo con clave 2 consume N unidades de tiempo, y el ac-

ceso al nodo 3 consume N — 1 unidades de tiempo. Acceder a las N claves
N

en orden requiere un total N + Z i= ®(N2). Después de acceder a to-
i=2

dos los nodos, el drbol ha vuelto a su estado inicial, y podemos repetir la

secuencia. Por ello tenemos un coste amortizado O(N), lo cual, cierta-

mente, no es una gran cosd.

Figura 21.2 Insercion de 4 ufilizando la rotacion hacia la raiz.
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Figura 21.3 Ciertos accesos secuenciales a los elementos requieren un tiempo to-
tal cuadrdatico.

21.2 Arboles bdsicos de ensanchamiento
ascendente

Lograr un coste amortizado logaritmico parece imposible, porque cuando move-  Enlos drboles de
mos un elemento hacia la raiz via rotaciones, otros elementos pasan a estar mds ~ ensanchamiento
profundos. Parece que si no se guarda informacién sobre el equilibrio siempre po- Esencoe: 108
elementos se rotan
dria haber algunos nodos muy profundos. Sorprendentemente, podemos armeglat 46  iniy raizde una
forma sencilla la estrategia de rotacion hacia la raiz, para conseguir una cota amorti-  forma algo mas
zada logaritmica. La estrategia de rotacién hacia la raiz se denomina ensanchamien-  complicada que
to. Su implementacién nos lleva a los drboles de ensanchamiento ascendente. conlarotacion

La estrategia de ensanchamiento es parecida a la de rotacién hacia la raiz, con SR BEREEICLI FEns
una sutil diferencia. Ahora seguimos rotando de forma ascendente a lo largo del
camino de acceso (mds adelante presentaremos una estrategia descendente). Sea X
un nodo, distinto de la raiz, en el camino de acceso en el que estamos rotando. Si
el padre de X es la raiz del arbol, simplemente rotamos X'y la raiz, como muestra
la Figura 21.4. Esta es la ultima rotacion, y coloca X en la raiz. Observe que esto
es exactamente lo que se harfa en la rotacién hacia la raiz. Este es el caso zig.

En otro caso, X tiene un padre P y un abuelo G, y entonces hay dos casos a  Loscasoszigy
considerar, junto con sus simétricos. El primer caso es el denominado zig-zag, que  2ig-zag son idénticos
corresponde al caso interior en los drboles AVL. Aqui X es un hijo derecho y P es ELZ?S?OC:ZLOTGC'W
un hijo izquierdo (o viceversa). Realizamos una doble rotacion, exactamente ana- '
loga a la doble rotacién de los darboles AVL, como muestra la Figura 21.5. Obser-
vemos que ya que una doble rotacién equivale a dos rotaciones ascendentes, este
caso no se diferencia de lo que harfamos en la rotacion hacia la raiz. En la Figura
21.1 el ensanchamiento en el nodo 3 corresponde a una simple rotacion zig-zag. Bl caso Zig-2ig e

El dltimo caso es el caso zig-zig, que corresponde al caso externo de los darbo- | sivo de los
les AVL. Aqui, X y P son ambos hijos izquierdos o hijos derechos. En este caso,  grboles de
transformamos el drbol de la izquierda de la Figura 21.6 en el drbol de la derecha.  ensanchamiento.

(7)
(x) ¢

A B

Figura 21.4 Caso zig (rotacion simplé normal).
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El ensanchamiento
tiene el efecto de
dividir
aproximadamente
por la mitad la
profundidad de la
mayoria de los
nodos en el camino
de acceso, mientras
que incrementa
como mucho en dos
la profundidad de
unos Pocos Nodos,

B C

A B c D

Figura 21.6 Caso zig-zig (exclusivo de los érboles de ensanchamiento); se omite el
caso simétrico.

Observemos que esto difiere de lo que se hace en la rotacién hacia la raiz. La rota-
cion hacia la raiz rota entre X y P y después entre X y G. La rotacién de ensancha-
miento zig-zig rota entre Py G y después entre X y P.

El cambio en el caso zig-zig parece bastante pequefio; sorprende un tanto que
tenga tanta repercusion. Para ver la diferencia entre el ensanchamiento y la rota-
cion hacia la raiz, consideremos la secuencia que provocaba el mal resultado del
Teorema 21.1. De nuevo, insertamos las claves 1, 2, 3, ..., N en un arbol inicial-
mente vacio en un tiempo total lineal y obtenemos un arbol desequilibrado, sélo
con hijos izquierdos. Sin embargo, como muestra la Figura 21.7, el resultado de

Figura 21.7 Resultado del ensanchamiento en el nodo 1 (tres zig-zig y un ziQ).
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un ensanchamiento es algo mejor. Después del ensanchamiento en el nodo 1, que
requiere N accesos a nodos, un ensanchamiento del nodo 2 consistira aproximada-
mente en N/2 accesos, en vez de en N — 1 accesos. El ensanchamiento no solo
mueve el nodo accedido a la raiz, también divide aproximadamente por 2 la pro-
fundidad de la mayoria de los nodos en el camino de acceso. En contrapartida, so-
lo algunos nodos sombreados se profundizan, y como mucho dos niveles. Un en-
sanchamiento posterior en el nodo 2 llevard a los nodos del camino a N/4 de la
rafz. Esto se repite, hasta que la profundidad llega a ser, aproximadamente, log N.
De hecho, un complicado andlisis demuestra que lo que era un caso malo para el
algoritmo de rotacién hacia la raiz, es ahora un caso bueno para el ensanchamien-
to: el acceso secuencial de los N elementos en el drbol ensanchado precisa un
tiempo total que es s6lo O(N). Por tanto, ganamos bastante, al menos con entradas
sencillas. La Seccién 11.4 demuestra, mediante cuentas sutiles, que ahora ya no
hay secuencias de accesos malas.

21.3 Operaciones bdsicas de los arboles
de ensanchamiento

Como se menciond anteriormente, después de cada acceso se realiza una opera-
cion de ensanchamiento. Cuando se realiza una insercion, realizamos un ensan-
chamiento. Como resultado, el nuevo elemento insertado se convierte en la raiz
del arbol. De no hacerlo, podriamos gastar un tiempo cuadrdtico en la insercién de
N elementos en el drbol.

En la operacién buscar, hacemos en ensanchamiento desde el dltimo nodo ac-
cedido durante la bisqueda. Si la busqueda tiene €xito, entonces el elemento encon-
trado serd ensanchado y se convertird en la nueva raiz. Si la biisqueda no tiene éxito,
serd ensanchado el dltimo nodo accedido antes de alcanzar una referencia null y se
convertird en la nueva raiz. Este proceso es necesario; de otra forma, si reiterdse-
mos la biisqueda del elemento O en el drbol inicial de la Figura 21.7 utilizarfamos
un tiempo lineal por operacion. De igual manera, las operaciones buscarMin y
buscarMax realizardn un ensanchamiento después de acceder al drbol.

Las operaciones interesantes son las eliminaciones. Recordemos que
eliminarMin y eliminarMax son operaciones importantes de las colas de prio-
ridad. Con drboles de ensanchamiento, estas operaciones son sencillas. Implemen-
tamos eliminarMin de la siguiente manera. Primero realizamos buscarMin, lo
que hace que el menor elemento se coloque en la raiz, con lo que por las propieda-
des de los drboles de busqueda, no habrd ningin hijo izquierdo. Podemos utilizar
el hijo derecho como nueva raiz. De forma similar, eliminarMax puede imple-
mentarse llamando a buscarMax y haciendo que la nueva raiz sea el hijo izquier-
do después del ensanchamiento.

Hasta la operacion eliminar es sencilla. Para realizar la eliminacion, accede-
mos al elemento que queremos eliminar. Esto lo coloca en la raiz. Si es borrado,
obtenemos dos subdrboles 7'y D (izquierdo y derecho). Si buscamos el mayor
elemento en /, utilizando la operacion buscarMax, entonces el mayor elemento
se colocard en la raiz de I y no tendra hijo derecho. Terminamos la operacion
eliminar haciendo que D sea el hijo derecho de la raiz de /. Un ejemplo de esta
operacion se muestra en la Figura 21.8.

Después de insertar
un elemento como
una hoja, éste es
ensanchado hacia
la raiz.

Todas las
operaciones de
busqueda
incorporan un
ensanchamiento.

Las operaciones de
eliminacion son mas
simples de lo
habitual. También
incorporan un paso
de ensanchamiento
(a veces dos).
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El andilisis de los
arboles de
ensanchamiento es
muy complicado y
forma parte de una
teoria mas amplia
de andlisis
amortizados.

La funcion de
potencial es un
mecanismo de
contabilidad
utilizado para
establecer la cota
de tiempo
requerida.

Figura 21.8 La operacion eliminar aplicada al nodo 6; primero el 6 se ensan-
cha hacia la raiz; la eliminacién deja dos subdrboles; se realiza un
buscarMax en el subdrbol izquierdo, elevando el 5 a la raiz de un drbol
izquierdo; entonces se puede anadir el hijo derecho (no mostrado).

El coste de la operaciéon eliminar es el de dos ensanchamientos. Todas las
demads operaciones tienen el coste de un ensanchamiento. Por tanto, necesitamos
analizar el coste de una serie de pasos de ensanchamiento. La préxima seccion
muestra que el coste amortizado de un ensanchamiento es, como mucho, el de
3 log N + 1 rotaciones. Entre otras cosas, esto significa que no debemos preocu-
parnos de que el algoritmo de eliminacion descrito anteriormente pueda dar lugar
a comportamientos sesgados. La cota amortizada de los arboles de ensanchamien-
to asegura que cualquier secuencia de M ensanchamientos necesitard, como mu-
cho, 3 M log N + M rotaciones. En consecuencia, una secuencia de M operaciones
que empiece con un drbol vacio exigird, como mucho, un tiempo O(M log N).

21.4 Andilisis del ensanchamiento ascendente

El andlisis de los drboles de ensanchamiento es complicado porque cada ensan-
chamiento puede necesitar desde unas pocas hasta O(N) rotaciones. Es mds, al
contrario de lo que sucede con los drboles de busqueda equilibrados, cada ensan-
chamiento cambia la estructura del darbol. Esta seccion prueba que el coste amorti-
zado de un ensanchamiento es, como mucho, el de 3 log N + 1 rotaciones. La cota
amortizada de los arboles de ensanchamiento asegura que cualquier secuencia de
M ensanchamientos necesitard, como mucho, 3 M log N + M rotaciones. En conse-
cuencia, una secuencia de M operaciones que empiece con un arbol vacio exigira,
como mucho, un tiempo O(M log N).

Para probar esta cota, introducimos una funciéon de contabilidad denominada

funcion de potencial. La funcién de potencial no se calcula en absoluto por el al-

goritmo. Es s6lo un mecanismo de contabilidad virtual para establecer la cota de
tiempo requerida. Su eleccién no es obvia, obteniéndose generalmente tras una
gran cantidad de pruebas y errores.

Para cada nodo i en el darbol de ensanchamiento, sea S(i) el numero de descen-
dientes de i (incluyendo al propio /). Nuestra funcién de potencial serd la suma,
sobre todos los nodos i en el arbol 7, del logaritmo de S(i). Mds exactamente,

»(T) =Y log S(i)

el
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Para simplificar la notacién, tomaremos R(i)=1og S(i). Esto nos conduce a

™(T) =Y R().

ieT

R(i) representa el rango del nodo i. Recordemos que ni los rangos ni los tama-
fios son computados por los algoritmos de los drboles de ensanchamiento (a me-
nos, por supuesto, que se necesiten estadisticas). Observemos que el rango de la
raiz es log N. Ademds, cuando se realiza una rotacion zig, solo se modifican los
rangos de los dos nodos involucrados en la rotacion. Cuando se realiza una rota-
cién zig-zig o zig-zag, s6lo cambia el rango de tres nodos. Y finalmente, cada en-
sanchamiento simple estd formado por una serie de rotaciones zig-zig o zig-zag,
seguidas, eventualmente, por una rotacion zig. Cada rotacion zig-zig o zig-zag
puede contarse como dos rotaciones simples.

Sea X el nodo desde donde se ensancha el drbol y r el nimero total de rotacio-
nes realizadas durante el ensanchamiento. Sea ®; la funcién de potencial del arbol
inmediatamente después del i-ésimo ensanchamiento. En particular, ®( es el po-
tencial antes del primer ensanchamiento.
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El rango de un nodo
es el logaritmo de su
tamano. Los rangos
y los tamanos no se
computan; son sélo
herramientas de
contabilidad para la
demostracion. Solo
el rango de los
nodos cambia en el
camino de
ensanchamiento.

Si el i-ésimo ensanchamiento utiliza r; rotaciones, se tiene

q),'_(D,'fl +I",<3]OgN+ 1.

Antes de probar el Teorema 21.2, veamos lo que significa. El coste de M en-
sanchamientos puede tomarse como £ r; rotaciones. Si los M ensanchamientos
son consecutivos (es decir, no se entremezclan inserciones o eliminaciones), en-
tonces el potencial del drbol después del i-ésimo ensanchamiento es el mismo que
antes del (/ + 1)-ésimo ensanchamiento. Por tanto, podemos utilizar M veces el
Teorema 21.2 para obtener la secuencia de ecuaciones en la Ecuacion 21.1

(I)l—(D()-l-rl<310gN+l
(Dz—(l)1+r2<310gN+l

Dy — Dy + 3 <3logN + 1 (21.1)

Dy — Oy + 1y s.B..logN—i- 1
Estas ecuaciones se solapan, de modo que si sumamos todas ellas, obtenemos
Gy — @y + ZM 1, < Blog N+ M, (21.2)
lo que acota el nimero total de rotaciones de la siguiente manera
IM i <@logN+ DM — (Dy — Do).
Considel‘eﬁos ahora lo que ocurre cuando se entremezclan las inserciones con
las buisquedas. Merece la pena observar que el potencial de un arbol vacio es 0.

Cuando se inserta un nodo en el drbol como una hoja, antes del ensanchamiento el
potencial del drbol se ve incrementado en como mucho log N (esto se demostrard

Teorema 21.2

Todas las
demostraciones de
esta seccion utilizan
el concepto de
sumas solapadas.
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en breve). Supongamos que se utilizan r; rotaciones en la insercién y que el poten-
cial antes de la insercion es ®@; . Después de la insercién el potencial valdri co-
mo mucho ®; ; + log N. Después del ensanchamiento que mueve el nodo inser-
tado a la raiz, el nuevo potencial satisfara

log N + 1

D, — (P;— tlogN)+r; <
(21.3)
<

3
(I),'*(Di7!+i",' 4l0gN+l
Supongamos que se realizan F bisquedas e / inserciones, y que @; representa el
potencial después de la i-sima operacion. Entonces, ya que cada buisqueda esta
gobernada por el Teorema 21.2 y cada insercién estd gobernada por la Ecuacién
21.3, el proceso de suma por solapamientos nos conduce a

M r<@logN+ DF + (dlog N + 1)1 — (B, — D). (21.4)

Por otra parte, antes de la primera operacién el potencial es 0 y, ya que nunca pue-
de ser negativo, tenemos ®,, — @, = 0. En consecuencia, obtenemos

M 5 <BlogN+ 1)F + (dlog N + DI, (21.5)

lo que muestra que el coste por operacién de cualquier secuencia de busquedas e
inserciones es, como mucho, logaritmico. Ya que una eliminacién equivale a dos
ensanchamientos, ella también es logaritmica. Con todo ello podemos probar las
dos afirmaciones pendientes, a saber, el Teorema 21.2 y el hecho de que una inser-
cion de un nodo afiade como mucho log N al potencial. Ambos teoremas se prue-
ban utilizando argumentos de despliegue. Nos ocupamos primero en el Teorema
21.3 de la afirmacion sobre la insercion.

Teorema 21.3

Demostracion

La insercion como una hoja del N-ésimo nodo en un drbol agrega, como
mucho, log N al potencial del drbol.

Los unicos nodos cuyos rangos se ven afectados son aquéllos en el camino

desde la hoja insertada a la raiz. Sean S|, S», ..., Sy sus tamarios antes de
la insercion y observemos que Sy = N — 1y S} < 8> < --- < 8;.. Tomamos
como Sy, S, ..., S}, los tamaios después de la insercion. Claramente,

S; < 8,4 para i <k, ya que S; = 8; + 1. En consecuencia, R, < R, |.
Por tanto, el cambio en el potencial es

< LA ¥ ey ki l — —
(R —R)<R, — R, +Z¢_ (R, —R)<logN— R <logN.

Para probar el Teorema 21.2, descomponemos cada paso de ensanchamiento
en sus componentes zig, zig-zag y zig-zig, y establecemos una cota del coste de
cada tipo de rotacion. Por despliegue de estas cotas, obtenemos una cota para el
ensanchamiento. Antes de continuar, necesitamos un resultado técnico, el Teore-
ma 21.4.



Andlisis del ensanchamiento ascendente 597

Sia+ b <cyayb son ambos enteros positivos, entonces

loga+logh <2logc — 2.

En virtud de la desigualdad aritmético-geométrica, tendremos

Jab < (a+ b)72.

Por tanto \/ ab < ¢/2. Elevando al cuadrado ambos lados obtenemos
ab < ¢ /4 y tomando logaritmos a ambos lados queda demostrado el teo-
rema.

Ahora estamos listos para probar el Teorema 21.2.

21.4.1 Demostracién de la cota de ensanchamiento

En primer lugar, si el nodo a ensanchar es la raiz, no se produciran rotaciones y no
hay ningtin cambio de potencial. De modo que el resultado del teorema se tendria
trivialmente, por lo que podemos asumir que hay al menos una rotacion. Sea X el
nodo involucrado en el ensanchamiento. Necesitamos probar que si se realizan r
rotaciones (un ziz-zig o zig-zag cuenta como dos rotaciones), entonces r mas el
cambio de potencial es, como mucho, 3 log N + 1. Sea A el cambio de potencial
causado por cualquiera de los pasos del ensanchamiento, zig, zig-zag, o0 zig-zig.
Sean R;(X) y S;(X) el rango y el tamaifio de cada nodo X inmediatamente antes de
un paso del ensanchamiento y sean Ri(X)y Sp(X) el rango y el tamano de cada
nodo X inmediatamente después del paso del ensanchamiento. A continuacion se
presentan las cotas que seran probadas.

En el caso de un paso zig que asciende al nodo X, A < 3 (Rp(X) — R;(X)), mien-
tras que para los otros dos pasos, A <3(R;(X)— Ri(X)) — 2. Cuando sumamos
estas cotas sobre todos los pasos que comprenden un ensanchamiento, la suma da
lugar a la cota descada. Estas cotas se prueban de forma separada en los Teoremas
del 21.5 al 21.7. Entonces, la demostracién del Teorema 21.2 se completa aplican-
do un razonamiento de sumas solapadas.

Teorema 21.4

Demostracion

Para un paso zig, A < 3 (R(X) — R;(X)).

Como se ha mencionado antes en esta seccion, los unicos nodos cuyos
rangos cambian en un paso zig son X y P. En consecuencia, el cambio de
potencial es Re(X) — Ri(X) + Re(P) — R;(P). De la Figura 21.4 dedu-
cimos Sp(P) < S;(P); por lo que se sigue que Ry(P) — R;(P) < 0. En
consecuencia, el cambio de potencial satisface A < Rp(X) — R;(X). Ya
que Sp(X) > S;(X), se sigue que Rp(X) — Ri(X) > 0, por lo que
A < 3 (Rp(X) — Ri(X)).

Los pasos zig-zag y zig-zig son mas complicados, porque se ven afectados los
rangos de tres nodos. Probamos primero el caso zig-zag.

Teorema 21.5

Demostracion
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Teorema 21.6

Demostracion

Para un paso zig-zag, A < 3 (Rp(X) — Ri(X)) — 2.

Como antes, tenemos tres cambios, por lo que el cambio de potencial vie-
ne dado por

A = Rp(X) = Ri(X) + Re(P) — Ri(P) + Ri(G) — R/(G).

A partir de la Figura 21.5 deducimos Sy(X) = 5;(G), por lo que los ran-
gos de ambos nodos deben ser iguales. Entonces obtenemos

A= —Ri(X) + Ry(P) — Ri(P) + Re(G).

Ademds S;(P) = S;(X), por lo que, R;(P) = R;(X). Realizando esta susti-
tucion y reorganizando términos obtenemos

A < R{P) + R/(G) — 2R;(X). (21.6)

A partir de la Figura 21.5, Sp(P) + Sy(G) < Sp(X). Aplicando el teorema
21.4, obtenemos log Sp(P) + log S;(G) < 2 log Sp(X) — 2, y por la defi-
nicion del rango, esto se convierte en

R/(P) + Ri(G) < 2R;(X) — 2. (21.7)

Sustituyendo la Ecuacion 21.7 en la Ecuacion 21.6 obtenemos
A <2Ry(X) — 2R;(X) — 2. (21.8)
Como en el caso de la rotacion zig, Ry(X) — R;(X) > 0, por lo que pode-

mos sumarlo al lado derecho de la Ecuacion 21.8, y factorizar, para obte-
ner la desigualdad deseada

A < 3(Rp(X) — Ri(X)) — 2.

Finalmente, probamos la cota para el caso zig-zig.

Teorema 21.7

Demostracion

Para cada paso zig-zig se tiene A < 3(Ry(X) — R;(X)) — 2.

Como antes, tenemos tres cambios, por lo que el cambio de potencial vie-
ne dado por

A = Re(X) = Ri(X) + Ry(P) = Ri(P) + R{(G) — R(G).

De la Figura 21.6 deducimos Sg(X) = S;(G), por lo que los rangos de am-
bos nodos son iguales. Obtenemos entonces

A= —Ri(X) + Ry(P) — Ri(P) + Rp(G).

De forma andloga obtenemos R;(P) > R;(X) y Ry(P) < Ry(X). Realizan-
do esta sustitucion y reorganizando términos obtenemos

A < Ry(X) + Ry(G) — 2Ri(X). (21.9)
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De la Figura 21.6, S;(X) + Sy(G) < S¢(X), por lo que al aplicar el Teore-
ma 21.4 nos queda

Ri(X) + R(G) < 2Rp(X) — 2. (21.10)
Reorganizando la Ecuacion 21.10, obtenemos
Ri(G) < 2Rp(X) — Ri(X) — 2. (21.11)

Cuando sustituimos en la Ecuacion 21.11 obtenemos

A < 3Rp(X) — Ri(X)) — 2.

Una vez que hemos obtenido cotas para cada uno de los pasos del ensancha-
miento, podemos finalmente completar la demostracion del Teorema 21.2.

Sea Ro(X) el rango de X antes del ensanchamiento, y R;(X) el rango de X Demostracion (del
después del i-ésimo paso del ensanchamiento. Antes del ultimo paso del Teorema 21.2)
ensanchamiento, todos los pasos han sido zig-zag o zig-zig. Supongamos

que hay k de estos pasos. Entonces el niimero total de rotaciones realiza-

das en este punto es 2k. El cambio total del potencial es

A BR(X) — R, (X)) —2).

Esta suma nos conduce a 3(R(X) — Ro(X)) — 2k. En este punto, el niime-
ro total de rotaciones mds el cambio total de potencial estd acotado por
3R, (X)), va que 2k términos se cancelan y el rango inicial de X es no nega-
tivo. Si la ultima rotacion es un zig-zig o un zig-zag, entonces un nuevo
proceso de sumas solapadas nos conduce a un total de 3R(raiz). Observe-
mos que aqui, el —2 en el incremento de potencial cancela dos rotacio-
nes. Por su parte, esto no ocurre en el caso zig, por lo que obtendriamos
3R(raiz) + 1. Ya que, en el peor caso, el rango de la raiz es log N, el nii-
mero total de rotaciones mds el cambio de potencial durante el ensancha-
miento es, como mucho, 31log N + 1.

La demostracion de la cota de los drboles de ensanchamiento, aunque comple-
ja, ilustra algunos puntos interesantes. Primero, el caso zig-zig es aparentemente el
mds costoso, ya que contribuye con la constante dominante tres, mientras que el
caso zig-zag lo hace con dos. La demostracién no funcionarfa si intentaramos apli-
carla al caso de la rotacién hacia la raiz. Esto se debe a que, en el caso zig, el ni-
mero de rotaciones mds el cambio de potencial es R(X) — R;(X) + L. El 1 final
no se elimina al realizar sumas solapadas, por lo que no podriamos probar una co-
ta logaritmica. Esto es correcto, pues ya sabiamos que en este caso no era posible
obtener una cota logaritmica.

La técnica de andlisis amortizado es muy interesante, y se han desarrollado al-
gunos principios generales para formalizar el marco. En la bibliografia se pueden
encontrar mas detalles al respecto.
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Como con los
arboles rojinegros, los
arboles de
ensanchamiento
descendente son
mas eficientes en la
practica que sus
contrapartidas
ascendentes.

Se mantienen tres
arboles durante la
pasada
descendente.

21.5 Arboles de ensanchamiento descendente

Una implementacion directa de la estrategia de ensanchamiento ascendente re-
quiere una pasada hacia abajo para realizar el acceso seguida de una segunda pa-
sada hacia arriba. Esto puede hacerse, bien manteniendo referencias al padre, al-
macenando el camino de acceso en una pila, o utilizando un truco mas inteligente
para almacenar el camino, utilizando referencias disponibles en los nodos accedi-
dos. Desgraciadamente, todos estos métodos requieren una sustancial sobrecarga,
siendo necesario tratar muchos casos especiales. Recuerde, de la Seccién 18.5, que
es mejor implementar los drboles de bisqueda utili¥ando una dnica pasada de arri-
ba abajo. Para evitar casos especiales podemos utilizar nodos fantasma. Esta sec-
cion describe una estructura de drbol de ensanchamiento descendente que preser-
va la cota amortizada logaritmica. El procedimiento descendente es mas ripido en
la préctica y utiliza s6lo un espacio extra constante. Es el método recomendado
por los creadores de los arboles de ensanchamiento.

La idea bdsica en la que se basan los drboles de ensanchamiento descendente
es que al descender en el arbol durante la bisqueda de un nodo X, debemos tomar
los nodos que encontramos en el camino de acceso y moverlos a ellos y a sus sub-
arboles del camino. Ademas, para garantizar la cota amortizada debemos realizar
algunas rotaciones.

En cualquier instante en medio del ensanchamiento, hay un nodo actual X que
es la raiz de su subdrbol; éste se representa en los diagramas como el drbol central.
El arbol L almacena los nodos menores que X, mientras que el arbol D almacena
los nodos que son mayores que X. Inicialmente, X es la raiz del d4rbol 7,y Ly R
son vacios. Descendiendo por el drbol dos niveles cada vez, encontramos un par
de nodos. Dependiendo de si esos dos nodos son menores o mayores que X, se co-
locan en L o R, junto con los subdrboles que no estdn en el camino de acceso. Asf,
el nodo actual en el camino de bisqueda es siempre la raiz del drbol central. Cuan-
do finalmente alcanzamos X, podemos unir L y R al fondo del arbol central. Como
resultado, X se habrd movido a la raiz. Entonces. la cuestion es como se colocan
los nodos en L'y R, y como se realiza la concatenacion final. Esto es lo que ilus-
tran los drboles de la Figura 21.9. Como de costumbre, se omiten los casos simé-
tricos.

En todos los dibujos, X es el nodo actual, ¥ su hijo y Z su nieto (en caso de que
exista un nodo aplicable; el significado preciso de «aplicable» se hard mds claro
en la discusion del caso zig.)

Si la rotacion debiera ser un zig, entonces el drbol cuya raiz es Y se convertiria
en la nueva raiz del arbol central. X y el subdrbol B se enlazan dando lugar al hijo
izquierdo del menor elemento de R; y el hijo izquierdo de X se hace nu11 *. Como
resultado, X es el nuevo menor elemento de R, lo que hace que nuevas adiciones
sean mas faciles.

Observemos que no es necesario que Y sea una hoja para que se aplique el ca-
so zig. Si el nodo solicitado se encuentra en Y, el caso zig se aplicard, incluso si ¥
tiene hijos. El caso zig también se aplica si el elemento solicitado es menor que ¥
e Y no tiene hijo izquierdo, aunque Y tenga hijo derecho, y también en los casos
simétricos.

4 En el cédigo presentado aqui, el nodo mas pequeiio de R no tiene una referencia izquierda null porque no es necesaria.
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Figura 21.9 Rotaciones del ensanchamiento descendente: zig (arriba), zig-zig (en
el centro) y zig-zag (abajo).

Algo similar ocurre en el caso zig-zig. El punto crucial es que se realiza una
rotacion entre X e Y. El caso zig-zag lleva el elemento Z del fondo arriba en el
arbol central y enlaza los subdrboles X e Ya Ry L, respectivamente. Observemos
que Y se convierte en el elemento mayor de L.

El caso zig-zag puede simplificarse algo porque no se realizan rotaciones. En
vez de hacer que Z pase a ser la raiz del drbol central, tomaremos Y como raiz. Esto
se muestra en la Figura 21.10. Esto simplifica el c6digo, pues la accion en el caso
zig-zag se hace idéntica al caso zig. Esto puede parecer ventajoso, ya que compro-
bar en qué estado estamos consume tiempo. La desventaja es que descender s6lo un
nodo da lugar a mds iteraciones en el procedimiento de ensanchamiento.

Una vez hemos realizado el dltimo paso del ensanchamiento, L, R y el drbol
central se combinan para formar un tnico drbol, como muestra la Figura 21.11. Ob-
serve que el resultado es diferente al obtenido por el ensanchamiento ascendente.
Sin embargo, las cotas amortizadas O(log N) se conservan (véase el Ejercicio 21.3).

Al final, los tres
arboles se combinan
en uno solo.
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AA%A

Figura 21.10 Zig-zag descendente simplificado.

Aoy A=

A A

Figura 21.11 Montaje final del ensanchamiento descendente.

Un ejemplo del algoritmo de ensanchamiento descendente simplificado se
muestra en la Figura 21.12. Intentamos acceder al 19 en el drbol. El primer paso es
un zig-zag. De acuerdo con una versién simétrica de la Figura 21.20, traemos el
subarbol con raiz 25 a la raiz del arbol central y enlazamos el 12 y su subdrbol
izquierdo a L.

A continuacion, hacemos un zig-zig: el 15 se eleva a la raiz del drbol central y
se realiza una rotacién entre el 20 y el 25, enlazdandose el drbol resultado a R. La
busqueda del 19 acaba con un zig. La nueva raiz del arbol central es 18,y 15 y su
subarbol izquierdo se enlazan como hijo derecho del nodo mayor de L. El monta-
Je, de acuerdo con la Figura 21.11, concluye el proceso de ensanchamiento.

21.6 Implementacion de los arboles
con ensanchamiento descendente

El esqueleto de la clase de los drboles con ensanchamiento se muestra en la Fi-
gura 21.13. Para eliminar molestos casos especiales, mantenemos un centinela es-
tatico nodoNulo. El centinela se coloca en memoria y se inicializa durante la car-
ga de la clase, como muestra la Figura 21.14.

La Figura 21.15 muestra el método de insercién de un elemento x. Un nuevo
nodo (nodoNuevo) se coloca en memoria y si el arbol es vacio se crea un arbol
con un nodo. En otro caso, ensanchamos desde x. Si el elemento en la nueva raiz
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Vacio

Vacio

Zig-zag simplificado Vacio

Montaje

%

Figura 21.12 Pasos de un ensanchamiento descendente (accediendo al 19 del
primer arbol).

del drbol es igual a x, tenemos un duplicado. En este caso, no queremos insertar x
por lo que se lanza una excepcion. Si la nueva raiz contiene un valor que es mayor
que x, entonces la nueva raiz y su subdrbol derecho se convierten en el un subar-
bol derecho de nodoNuevo y el subdrbol izquierdo de la raiz se convierte en el
subdrbol izquierdo de nodoNuevo. Se aplica un razonamiento similar si la nueva
raiz contiene un valor menor que x. En cualquier caso, nodoNuevo se asigna a
raiz para indicar que es la nueva raiz.
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1 package EstructurasDatos;

2

3 import Soporte.*; import Soporte.Comparable;

4 import Excepciones.?*;

5

6 // Clase ArbolEnsanchamiento

7 //

8 // CONSTRUCCION: sin inicializador

9 //

]0 // ******************OPERACIONES PGBLICAS***‘k********************
11 // void insertar( x ) --> Inserta x

12 // void eliminar( x ) --> Elimina x

13 // void eliminarMin( ) --> Elimina el menor elemento

14 // Comparable buscar( x ) --> Devuelve el elemento gque casa con x
15 // Comparable buscarMin( ) --> Devuelve el menor elemento

16 // Comparable buscarMax( ) --> Devuelve el mayor elemento

17 // boolean esVaciol( ) --> Devuelve true si vacio; si no, false
18 // void wvaciar( ) --> Elimina todos los elementos

19 // void imprimirArbol ( ) --> Imprimir el arbol en orden
20 // *************************ERRORES************************‘k*****
21 // Muchas rutinas lanzan ElementoNoEncontrado en casos degenerados
22 // insertar lanza ElementoDuplicado si el elemento ya esté
23
24 VAl
25 * ITmplementa un arbol con ensanchamiento descendente.
26 * Las comparaciones se basan en el método compara.
27 */
28 public class ArbolEnsanchamiento implements ArbolBusgqueda
29 {
30 public ArbolEnsanchamiento ( )
31 { /* Figura 21.14 */ }
32 public void insertar ( Comparable x ) throws ElementoDuplicado
33 { /* Figura 21.15 */ }
34 public void eliminar ( Comparable x ) throws ElementoNoEncontrado
35 { /* Figura 21.16 */ }
36 protected NodoBinario ensanchamiento ( Comparable x, NodoBinario t )
37 { /* Figura 21.18 */ }
38 public Comparable buscar ( Comparable x ) throws ElementoNoEncontrado
39 { /* Figura 21.17 */ }
40 public void eliminarMin( ) throws ElementoNoEncontrado
41 { eliminar( buscarMin{( ) ); }
42 public boolean esVacio( )
43 { return raiz == nodoNulo; }
44 public void vaciar( )
45 { raiz = nodoNulo; }
46
47 // buscarMin, buscarMax e imprimirArbol estdn disponibles en Internet
48
49 private NodoBinario raiz;

50 3}

Figura 21.13 Esqueleto de la clase de darboles con ensanchamiento descendente.

La Figura 21.16 muestra el algoritmo de eliminacién de un darbol de ensancha-
miento. Puede resultar chocante que el procedimiento de eliminacién sea mds cor-
to que el correspondiente procedimiento de insercion. El método buscar se
muestra en la Figura 21.17. Después del ensanchamiento, el elemento solicitado o
bien es la raiz o no esta en el arbol, por lo que el método es muy corto. Lo tnico



1 VA

2 * Construye el arbol.

3 * /

4 public ArbolEnsanchamiento( )

5 {

6 raiz = nodoNulo;

7

8 private static NodoBinario nodoNulo;

9 static // Inicializador estatico para nodoNulo
10 {

11 nodoNulo = new NodoBinario( null );

12 nodoNulo.izqguierdo = nodoNulo.derecho = nodoNulo;
13 }
Figura 21.14 Construccion del arbol de ensanchamiento, incluyendo la inicializa-

cion estatica.

1 J* K

2 * Inserta en el arbol.

3 * @param x el elemento a insertar.

4 * @exception ElementoDuplicado si un elemento gue casa
5 * con x.ya estd en el &rbol.

6 *

7 public void insertar( Comparable x ) throws ElementoDuplicado
8 {

9 NodoBinario nodoNuevo = new NodoBinario( x );

10

11 if( raiz == nodoNulo )

12 {

13 nodoNuevo.izquierdo = nodoNuevo.derecho = nodoNulo;
14 raiz = nodoNuevo;

15 }

16 else

17 {

18 raiz = ensanchamiento( x, raiz );

19 if( x.menorQue( raiz.dato ) )

20 {

21 nodoNuevo.izquierdo = raiz.izquierdo;

22 nodoNuevo.derecho = raiz;

23 raiz.izquierdo = nodoNulo;

24 raiz = nodoNuevo;

25 }

26 else

27 if( raiz.dato.menorQue( x ) )

28 {

29 nodoNuevo .derecho = raiz.derecho;

30 nodoNuevo . izquierdo = raiz;
31 raiz.derecho = nodoNulo;
32 raiz = nodoNuevo;
33 }
34 else
35 throw new ElementoDuplicado( "Insertar en el arbol"
36 }
37 )

Implementacion de los arboles con ensanchamiento descendente

Figura 21.15 Insercion en el arbol con ensanchamiento descendente.

) ;
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1 J**

2 * Eliminacidén del &rbol.

3 * @param x el elemento a eliminar.

4 * @exception ElementoNoEncontrado si no hay un

5 & elemento que case con x en el arbol.

6 */

7 public void eliminar( Comparable x ) throws ElementoNoEncontrado
8 {

9 NodoBinario nuevoArbol;

10

11 // Si x se encuentra, estard en la raiz

12 raiz = ensanchamiento( x, raiz );

13 if( raiz.dato.compara( x ) != 0 )

14 throw new ElementoNoEncontrado( "Eliminar del &rbol" );
15

16 if( raiz.izquierdo == nodoNulo )

17 nuevoArbol = raiz.derecho;

18 else

19 {
20 // Buscar el méximo del subdrbol izquierdo
21 // Ensancharlo hacia la raiz; enlazar hijo derecho
22 nuevoArbol = raiz.izquierdo;
23 nuevoArbol = ensanchamiento( x, nuevoArbol );
24 nuevoArbol .derecho = raiz.derecho;
25 }
26 raiz = nuevoArbol;
27

Figura 21.16 Eliminaciéon en el arbol de ensanchamiento descendente.

1 J**

2 * Buscar un elemento en el Aarbol.

3 * @param x el elemento a buscar.

4 * @return el elemento encontrado.

5 * @exception ElementoNoEncontrado si no hay un

6 % elemento que case con x en el arbol.

7 ¥

8 public Comparable buscar ( Comparable x ) throws ElementoNoEncontrado
9 {

10 raiz = ensanchamiento( x, raiz );

11

12 if( esvVacio( ) || raiz.dato.compara( x ) != 0 )

13 throw new ElementoNoEncontrado( "Buscar en el &rbol" );
14

15 return raiz.dato;

16 3

Figura 21.17 Método buscar de los drboles de ensanchamiento.

que nos falta es la rutina de ensanchamiento descendente. Se implementa como
método protegido para que, si se desea, nuestra clase pueda ser extendida con un
algoritmo de ensanchamiento diferente.

Nuestra implementacion, mostrada en la Figura 21.18, utiliza una cabecera con
referencias izquierda y derecha que a la postre contendra las raices de los darboles
izquierdo y derecho. cabecera es un atributo estatico, ya que queremos colocarlo
en memoria solo una vez durante la secuencia de ensanchamientos. Estos drboles



Implementacion de los arboles con ensanchamiento descendente

1 private static NodoBinario cabecera = new NodoBinario( null );
2

3 /x*

4 * Método interno para realizar el ensanchamiento.

5 * E1 Ultimo nodo accedido se convierte en la raiz.

6 * @param x el elemento al que se refiere el ensanchamiento.
7 * @param t la raiz del subdrbol que hay gque ensanchar.
8 * @return el subdrbol después del ensanchamiento.

9 * /

10 protected NodoBinario ensanchamiento ( Comparable x, NodoBinario t )
11 {

12 NodoBinario maxArbolIzg, minArbolDer;

13

14 cabecera.izquierdo = cabecera.derecho = nodoNulo;
15 maxArbolIzg = minArbolDer = cabecera;

16

17 nodoNulo.dato = x; // Garantiza un emparejamiento
18

19 foxrt ; 5 )

20 if( x.menorQue( t.dato ) )

21 {

22 if( x.menorQue( t.izguierdo.dato ) )

23 t = Rotaciones.conHijoIzagquierdo( t );
24 if( t.izquierdo == nodoNulo )

25 break;
26 // Enlazar derecho
27 minArbolDer.izquierdo = t;
28 minArbolDer = t;
29 t = t.izquierdo;
30 }
31 else if( t.dato.menorQue( x ) )
32 {
33 if( t.derecho.dato.menorQue( x ) )
34 t = Rotaciones.conHijoDerecho( t );
35 if( t.derecho == nodoNulo )
36 break;
37 // Enlazar izguierdo
38 maxArbolIzg.derecho = t;
39 maxArbollzg = t;
40 t = t.derecho;
41 }
42 else
43 break;
44
45 maxArbolIzg.derecho = t.izgquierdo;
46 minArbolDer.izguierdo = t.derecho;
47 t.izgquierdo = cabecera.derecho;
48 t.derecho = cabecera.izguierdo;
49 return t;

50

Figura 21.18 Algoritmo de ensanchamiento descendente.

son inicialmente vacios, por lo que la cabecera se utiliza para sefialar al minimo y
maximo nodo del arbol izquierdo y derecho, respectivamente, en este estado ini-
cial. De esta manera, el c6digo puede evitar comprobaciones de drboles vacios. La
primera vez que el drbol izquierdo deja de ser vacio, la referencia derecha de la
cabecera se inicializard y no cambiara en el futuro. Por tanto, contendra la raiz
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del hijo izquierdo al final de la bisqueda descendente. De forma similar, la refe-
rencia izquierda de la cabecera contendra a la postre la raiz del arbol derecho.

Antes del montaje al final del ensanchamiento, cabecera.izquierdo y
cabecera.derecho referenciardn a R y L, respectivamente (esto no es un error
tipografico, siga los enlaces). Tenga en cuenta que estamos utilizando el ensan-
chamiento simplificado.

21.7 Comparaciones de los arboles
de ensanchamiento con otros arboles
de busqueda

La implementacion en la seccion anterior sugiere que los drboles de ensancha-
miento no son tan complicados como los arboles rojinegros y son casi tan simples
como los AA-arboles. ;Merece la pena utilizarlos? La respuesta definitiva esta
aun por obtener, pero parece que si los accesos no son aleatorios, los drboles de
ensanchamiento tienen en efecto muy buen rendimiento en la practica. Es mas, al-
gunas propiedades relativas a su buen rendimiento pueden probarse analitica-
mente. Los accesos no aleatorios incluyen aquéllos que siguen la regla del 90-10,
asi como diversos casos especiales como accesos secuenciales, accesos por los dos
extremos y patrones de accesos que son tipicos de las colas de prioridad durante
ciertos tipos de simulacion de eventos. Los ejercicios le piden estudiar esto con
mas detalle.

Sin embargo, los drboles de ensanchamiento no son perfectos. Un problema es
que, debido al ensanchamiento, la operacion buscar es costosa. En consecuencia,
cuando las secuencias de accesos son aleatorias y uniformes, los drboles de ensan-
chamiento no son tan buenos como otros drboles equilibrados.

Resumen

Este capitulo describe los arboles de ensanchamiento, los cuales son una reciente
alternativa a los drboles de bisqueda equilibrados. Los drboles de ensanchamiento
tienen algunas propiedades notables que pueden ser demostradas, incluyendo un
coste amortizado logaritmico por operacion. Otras propiedades se indican en los
ejercicios. Algunos estudios han sugerido que los drboles de ensanchamiento pue-
den utilizarse en un amplio rango de aplicaciones debido a su aparente habilidad
de adaptarse a las secuencias de accesos sencillas.

El proximo capitulo describe dos estructuras de colas de prioridad que, como
los arboles de ensanchamiento, tienen rendimientos pobres en el caso peor, pero
buenos rendimientos amortizados. Una de éstas, el monticulo de emparejamientos,
parece ser una eleccion excelente en algunas aplicaciones.

Elementos del juego

analisis amortizado Método de andlisis que acota el coste de una secuencia de
operaciones y distribuye equitativamente el coste entre las operaciones de la
secuencia.



arbol de ensanchamiento ascendente Arbol en el cual los elementos son rotados
hacia la raiz utilizando un método algo mas complicado que el utilizado en la
rotacion sencilla hacia la raiz.

arbol de ensanchamiento descendente Tipo de drbol de ensanchamiento mads efi-
ciente en la practica que su contrapartida ascendente, como ocurri6 en el caso
de los arboles rojinegros.

ensanchamiento Estrategia de rotacion hacia la raiz que permite obtener una cota
amortizada logaritmica.

estrategia de rotacién hacia la raiz Estrategia que reorganiza un arbol binario de
bisqueda después de cada acceso de forma que desplaza los elementos mas
frecuentemente accedidos cerca de la raiz.

funcion de potencial Herramienta de contabilidad utilizada para probar una cota
amortizada.

rango En el anilisis de un arbol de ensanchamiento, el logaritmo del tamano de
un nodo.

regla del 90-10 Regla que afirma que el 90 por ciento de los accesos correspon-
den al 10 por ciento de los datos. Los arboles de biisqueda equilibrados no sa-
can partido de esta regla.

zig y zig-zag Los casos zig y zig-zag son idénticos a los casos de la rotacion hacia
la raiz. El caso zig se utiliza cuando X es un hijo de la raiz, y el zig-zag cuando
X es un nodo mds interno.

zig-zig El caso zig-zig es exclusivo de los arboles de ensanchamiento. Se utiliza
cuando X es un nodo externo.

Errores comunes

1. Después de cada acceso se tiene que realizar un ensanchamiento, aun en el
caso de los que no tengan éxito, pues si no, no son validas las cotas de
rendimiento.

2. El ¢6digo es un tanto rebuscado. Sea cuidadoso.

En Internet
La clase de arboles de ensanchamiento esta disponible en Internet en el directorio
DataStructures. El nombre del fichero es el siguiente:

SplayTree.java Traducido como ArbolEnsanchamiento.java, contiene
la implementacion de la clase de los drboles de ensancha-
miento.

Ejercicios
Cuestiones breves

21.1. Muestre el resultado de insertar los valores 3, 1,4,5,2,9,6y 8 en un

a) arbol de ensanchamiento ascendente.
b) arbol de ensanchamiento descendente.

Ejercicios m




m__Arboles de ensanchcmiento

21.2.

21.3.

21.4.

21.5.

21.6.

21.7.

21.8.

21.9.

21.10.

21.11.

Muestre el resultado de eliminar el 3 del arbol del Ejercicio 21.1 en am-
bos casos.

Problemas tedricos

Demuestre que el coste amortizado de los drboles de ensanchamiento des-
cendente es O(log N).

Demuestre que si todos los nodos de un arbol de ensanchamiento son ac-
cedidos en orden secuencial, el arbol resultante estard formado por una
cadena de hijos izquierdos.

Supongamos que, en un intento de ahorrar tiempo, ensanchamos sélo en
una de cada dos operaciones. ;Sigue siendo logaritmico el coste amorti-
zado?

Los nodos del 1 al N = 1.024 forman un arbol de ensanchamiento de hi-
jos izquierdos.

a) ¢Cual es la longitud exacta del camino interno del arbol?

b) Calcule la longitud del camino interno después de las operaciones
buscar (1), buscar(2), buscar (3), cuando se utiliza un ensan-
chamiento ascendente.

Cambiando la funcién de potencial, se pueden obtener diferentes cotas
para el ensanchamiento. Sea P(i) una funcién peso asignada a cada nodo
del arbol y S(i) la suma de los pesos de todos los nodos en el drbol cuya
raiz es i, incluyendo a i. El caso especial P(i) = 1 para todos los nodos
corresponde a la funcién utilizada en la demostracion de la cota del en-
sanchamiento. Demuestre los siguientes teoremas:

a) El tiempo total de acceso es O(M + (M + N)logN).
b) Si g; es el niimero total de veces que se accede al nodo i y ¢; > 0 pa-
ra todo i, el tiempo de acceso total es O(M + Zf": 1qilog (M/qg;) ).

Problemas practicos

Implemente la clase de las colas de prioridad utilizando un drbol de en-
sanchamiento.

Modifique los drboles de ensanchamiento para que soporten accesos inde-
xados segtin el orden de los elementos en el drbol.

Practicas de programacion

Compare empiricamente los arboles de ensanchamiento descendente que
se implementan en la Seccion 21.6 con los drboles originales de ensan-
chamiento ascendente discutidos en la Seccién 21.5.

Al contrario que los arboles de busqueda equilibrados, los drboles de en-
sanchamiento incurren en una sobrecarga durante la operacion buscar
que es indeseable si la secuencia de acceso es suficientemente aleatoria.
Experimente con una estrategia que ensanche en la operaciéon buscar s6-
lo después de rebasar cierta profundidad d en la biisqueda descendente. El
ensanchamiento no mueve el elemento buscado a la raiz, sino al punto de
profundidad d donde empezd el ensanchamiento.



21.12.

21.13.

Compare empiricamente una implementacion de las colas de prioridad
utilizando un drbol de ensanchamiento con un monticulo binario. Utilice
los siguientes modelos de entrada:

a) Inserciones y operaciones eliminarMin aleatorias.

b) Operaciones de insertar y eliminarMin correspondientes a una
simulacion dirigida por eventos.

¢) Operaciones de insertar y eliminarMin correspondientes al al-
goritmo de Dijkstra.

Disefie un applet que ilustre las operaciones de los drboles de ensancha-
miento. Puede utilizar el ensanchamiento ascendente o descendente.
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