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CAPITULO

3 Andlisis de algoritmos

n la Parte | hemos visto cémo la programacién orientada a objetos puede
ayudar en el disenio e implementacion de grandes sistemas. Esta es, sin em-
bargo, la mitad de la historia.

Generalmente utilizamos un ordenador porque necesitamos procesar gran can-
tidad de datos. Cuando ejecutamos un programa sobre una gran cantidad de datos
debemos estar seguros de que el programa termina dentro de un plazo razonable.
Esto es independiente, en la mayoria de los casos, del lenguaje de programacion uti-
lizado, e incluso de la metodologia empleada (tales como procedimental u orientada
a objetos).

- Un algoritmo es un conjunto de instrucciones claramente especificadas que el
ordenador debe seguir para resolver un problema. Una vez que se ha dado un algo-
ritmo para resolver un problema y se ha probado que es correcto, el siguiente paso
es determinar la cantidad de recursos, tales como tiempo y espacio, que el algorit-
mo requerird para su aplicacion. Este paso se llama andlisis de algoritmos. Un al-
goritmo que necesita varios gigabytes de memoria principal no es util en la mayo-
ria de las maquinas actuales, aunque sea completamente correcto.

En este capitulo veremos:

¢ Como estimar el tiempo necesario para ejecutar un algoritmo.

e Diversas técnicas que reducen radicalmente el tiempo de ejecucién de un al-
goritmo.

¢ Un marco matemdtico que describe de forma rigurosa el tiempo de ejecu-
cién de un algoritmo.

e C6mo escribir una rutina simple de biisqueda binaria.

5.1 ;Qué es el andlisis de algoritmos?

El tiempo necesario para ejecutar un algoritmo depende casi siempre de la canti-
dad de datos que el mismo debe procesar. Es de esperar, por ejemplo, que ordenar
diez mil elementos requiera mas tiempo que ordenar diez. El tiempo de ejecucion
de un algoritmo es, por tanto, funcién del tamaiio de la entrada. El valor exacto de
esta funcién depende de muchos factores, tales como la velocidad de la méquina,
la calidad del compilador, y en algunos casos, de la calidad del programa. Para un
programa fijo ejecutindose sobre un ordenador dado podemos dibujar la gréfica
que representa la funcién del tiempo de ejecucién. La Figura 5.1 ilustra una de
estas grificas sobre cuatro programas. Las curvas representan cuatro funciones ti-
picas en el andlisis de algoritmos: lineal, O(N log N), cuadritica y cibica. El ta-
maiio de la entrada N varia de 1 a 100 elementos, y los tiempos de ejecucion

Mas datos significa
mas tiempo de
ejecucion.
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asociados varian de 0 a 10 milisegundos. Un simple vistazo a las Figuras 5.1 y 5.2
sugiere que las curvas lineal, O(N log N), cuadrdtica y ciibica representan tiempos
de ejecucion en orden decreciente de preferencia.
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Figura 5.1 Tiempos de ejecucion para tamanos de entrada pequenos.
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Figura 5.2 Tiempos de ejecucion para tamanos de entrada mayores.
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El problema de descargar un fichero de Internet nos sirve como ejemplo. Su-
pongamos que hay un retraso inicial de 2 segundos (para establecer la conexidn),
después del cual la descarga se lleva a cabo a 1,6 K/seg. Entonces, si el tamano
del fichero es de N kilobytes, el tiempo de descarga viene descrito por la formula
T(N)=N/1,6+2. Esta es una funcion lineal. Podemos ver que la descarga de un
fichero de 80K tardaria aproximadamente 52 segundos, mientras que descargar un
fichero el doble de grande (160K) consumiria alrededor de 102 segundos, es decir
casi el doble. Esta propiedad, por la cual el tiempo de ejecucion es esencialmente
proporcional al tamaiio de la entrada, caracteriza a un algoritmo lineal, y es el es-
cenario mds favorable.

Como puede verse en las gréficas, algunas de las curvas no lineales conducen
a tiempos de ejecucion mayores. Esto indica, en particular, que un algoritmo lineal
es mucho mejor que uno cubico.

Este capitulo trata varias cuestiones importantes:

. Es importante estar siempre sobre la curva mas favorable?

.Cudnto mejor es una curva que otra?

,Cémo decidimos sobre qué curva se encuentra un algoritmo particular?
. Cémo disefiamos algoritmos que eviten estar sobre las curvas malas?

Una funcion ciibica es una funcién cuyo término dominante es N 3 multiplica-
do por alguna constante. Por ejemplo, 10N> + N2 + 40N + 80 es una funcién cibi-
ca. De igual manera, una funcién cuadritica tiene como término dominante N?
por alguna constante, y una funcién lineal tiene como término dominante N por
una constante. O(N log N) representa una funcién cuyo término dominante es N
veces el logaritmo de N. El logaritmo es una funcién que crece lentamente; por
ejemplo, el logaritmo de 1.000.000 (en base 2) es solo 20. La funci6én logaritmo
crece més lentamente que la raiz cuadrada, la raiz cibica, o cualquier raiz. El lo-
garitmo se estudia en mayor profundidad en la Seccion 5.5.

Dadas dos funciones, una cualquiera puede ser menor que la otra en un punto
dado, por lo que en general no tiene sentido afirmar, por ejemplo, que F(N) < G(N).
No obstante, nosotros medimos el indice de crecimiento de las funciones. Esto viene
justificado por tres razones. Primero, para funciones cubicas, como la mostrada en
la Figura 5.2, cuando N es 1.000 el valor de la funcién estd determinado casi com-
pletamente por el término ciibico. En la funcion 10N> + N? + 40N + 80, para
N=1.000. el valor es 10.001.040.080, del cual 10.000.000.000 es debido al término
10N 3. Si utilizdramos solo el término cibico para estimar el valor total de la fun-
cién, obtendriamos un error de, aproximadamente, el 0,01 por ciento. Para un N su-
ficientemente grande, el valor de la funcion estd completamente determinado por su
término dominante (el significado del término suficientemente grande varia para
cada funcion).

La segunda razén por la cual medimos la tasa de crecimiento de las funciones
es que el valor exacto del coeficiente del término dominante no se conserva al
cambiar de maquina (aunque los valores relativos de este coeficiente para funcio-
nes de crecimiento idéntico pueden serlo). Por ejemplo, la calidad del compilador
podria tener gran influencia sobre esta constante. Y tercero, los valores pequefos
de N generalmente no son importantes. Para N =20, la Figura 5.1 muestra que to-
dos los algoritmos terminan antes de 5 ms. La diferencia entre el mejor y el peor
algoritmo es menor que un parpadeo de 0jos.

De las funciones
comunes que
aparecen en el
andlisis de
algoritmos. la lineal
representa el
algoritrno mas
eficiente.

La tasa de
crecimiento de una
funcion se revela
especialmente
importante cuando
N es suficientermente
grande.
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La notacion O se
utiliza para capturar
el término mdas
dominante de una
funcion.

Los algoritmos
cuadraticos son
impracticables para
tamanos de la
entrada que superen
unos pocos miles.

Los algoritmos
cubicos son
impracticables para
tarmmanos de la
entrada tan
pequenos como
unos pocos cientos.

Utilizaremos la notaciéon O para representar el indice de crecimiento. Por
ejemplo, el tiempo de ejecuciéon de un algoritmo cuadritico se describe como
O(N 2) (pronunciado «del orden de N al cuadrado»). La notaciéon O nos permite
establecer un orden relativo entre funciones, comparando los términos dominan-
tes. La notacién O se discute mds formalmente en la Seccion 5.4,

Para valores pequenos de N (por ejemplo, aquellos menores que 30), la Figu-
ra 5.1 muestra que hay puntos para los cuales una curva es inicialmente mejor
que otra, aunque a la postre esto deja de ser cierto. Por ejemplo, la curva cuadra-
tica es mejor inicialmente que la curva O(N log N), pero cuando N se hace sufi-
cientemente grande el algoritmo cuadratico pierde esta ventaja. Para valores pe-
quenos del tamano de la entrada, es dificil comparar las funciones porque las
constantes multiplicativas llegan a ser muy significativas. La funcién N+ 2.500
es mayor que N? cuando N es menor que 50. A partir de un punto, la funcién
lineal serd siempre menor que la funcién cuadritica. Lo que es mads importante,
para tamanos pequenos de la entrada los tiempos de ejecucidén son insignifican-
tes, por lo que no tenemos que preocuparnos de ellos. Por ejemplo, la Figura 5.1
muestra que cuando N es menor que 25, todos los algoritmos descritos para este
problema se ejecutan en menos de 10 ms. Por lo tanto, cuando los tamanos de
la entrada son muy pequeiios una regla préctica es utilizar el algoritmo mds sen-
cillo.

La Figura 5.2 muestra claramente las diferencias entre las diferentes curvas
cuando el tamano de la entrada es grande. Un algoritmo lineal resuelve un problema
de tamano 10.000 en una pequefa fraccion de segundo. El algoritmo O(N log N)
utiliza aproximadamente diez veces este tiempo. Nétese que las diferencias de
tiempo dependen de las constantes involucradas y, por tanto, podrian ser mayores
o menores. Al depender de estas constantes, un algoritmo O(N log N) podria ser
mas rapido que uno lineal para tamanos de la entrada bastante grandes. Sin embar-
g0, en la prictica, para algoritmos de complejidad 16gica similar, los algoritmos
lineales suelen ser mejores que los algoritmos O(N log N).

Esto no es cierto, sin embargo, para los algoritmos cuadraticos y cubicos.
Los algoritmos cuadriticos son casi siempre impracticables cuando el tamano de
la entrada es mayor que unos pocos miles, y los algoritmos cibicos son impracti-
cables para tamanos de la entrada tan pequenos como unos pocos cientos. Para
ver esto, intente ejecutar el algoritmo ordenacionPorInsercion de la Sec-
cion 4.6 con 100.000 elementos. Esté preparado para esperar un largo rato porque
la ordenacion por insercion es un algoritmo cuadratico. Los algoritmos de ordena-
cion que se discuten en el Capitulo 8 se ejecutan en un tiempo subcuadrdtico (es
decir, mejor que O(N?)), lo que hace que la ordenacion de grandes vectores sea
practicable.

La caracteristica mds notoria de estas curvas es que los algoritmos cuadriticos
y cubicos no pueden competir con los restantes para tamafios de la entrada razona-
blemente grandes. Podemos implementar un algoritmo cuadritico en un lenguaje
maquina altamente eficiente e implementar de forma simple un algoritmo lineal, y
el algoritmo cuadratico seguirad perdiendo. Incluso los trucos de programacion mas
inteligentes no pueden hacer que sea riapido un algoritmo ineficiente. Por tanto,
antes de perder tiempo intentando optimizar un cédigo, debemos tratar de optimi-
zar el algoritmo. La Figura 5.3 ordena en orden creciente de tasa de crecimiento
distintas funciones que describen cominmente el tiempo de ejecucion de los algo-
ritmos.




Ejemplos de tiempo de ejecucion de algoritmaos 107

Funcioén Nombre

i Constante
log N Logaritmica

log2 N Logaritmica al cuadrado
N Lineal

N log N N log N
N? Cuadratica
N? Cubica
"l Exponencial

Figura 5.3 Funciones en orden creciente de indice de crecimiento.

5.2 Ejemplos de tiempo de ejecucion
de algoritmos

Esta seccién examina tres problemas. También esboza posibles soluciones y deter-
mina qué clase de tiempo de ejecucién tendrin los correspondientes algoritmos,
sin dar programas detallados. El objetivo de la seccion es proporcionar al lector
cierta intuicién sobre el andlisis de algoritmos. La préxima seccién proporciona
mas detalles de este proceso, mientras que la Seccién 5.4 da un enfoque formal al
problema del andlisis de algoritmos.

Los problemas que examinamos en esta seccion son:

ELEMENTO MINIMO DE UN VECTOR
Dado un vector de N elementos, encontrar el elemento mas pequeno.

PUNTOS MAS CERCANOS EN EL PLANO

Dados N puntos en un plano (es decir, un conjuntfo de pares de coor-
denadas x-y), encontrar el par de puntfos que se encuenfran mas cer-
canos.

PUNTOS COLINEALES EN EL PLANO
Dados N puntos en un plano (es decir, en un sistema de coordenadas
x-y). determinar si existen tres que se encuentren en linea recta.

El problema del elemento minimo es fundamental en computacion. Puede ser
resuelto de la siguiente manera:

1. Mantener una variable min que almacene el elemento minimo.

2. Inicializar min al primer elemento.

3. Hacer un recorrido secuencial del vector, actualizando min de forma ade-
cuada.

El tiempo de ejecucion de este algoritmo serd lineal, es decir O(N ), pues repe-
timos una cantidad fija de trabajo por cada elemento del vector. Un algoritmo li-
neal es todo lo bueno que podemos esperar. Esto es debido a que tenemos que
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examinar cada elemento del vector, un proceso que inexorablemente requiere un
tiempo lineal.

El problema del par de puntos mds cercano es un problema fundamental en las
artes grificas que podemos resolver de la siguiente manera:

1. Calcular la distancia entre cada par de puntos.
2. Conservar la minima distancia.

Sin embargo éste es un cdlculo costoso, ya que hay NN — 1)/2 pares de pun-
tos'. Por tanto, hay aproximadamente N . pares de puntos. Examinar todos estos
pares y calcular la distancia minima entre ellos supondrd un tiempo cuadratico.
Existe un algoritmo mejorado que se ejecuta en tiempo O(N log N) que trabaja
evitando el cdlculo de todas las distancias. Existe ademds un algoritmo del que se
supone que tarda un tiempo O(N ). Estos dos ultimos algoritmos utilizan sutiles
observaciones para proporcionar resultados de forma mas rdapida, y estin mas alld
del alcance de este texto.

El problema de los puntos colineales es importante en muchos algoritmos gra-
ficos. Esto se debe a que la existencia de puntos colineales introduce un caso de-
generado que requiere un tratamiento especializado. Puede ser resuelto directa-
mente enumerando todos los grupos de tres puntos. Esta solucién es aun mas
costosa computacionalmente que la del problema del par de puntos mds cercano,
ya que el nimero de grupos diferentes de tres puntos es N(N — 1) (N — 2)/6 (utili-
zando un razonamiento similar al usado para el problema del par de puntos mas
cercano). Esto nos indica que el enfoque directo nos llevaria a un algoritmo cubi-
co. Existe también una estrategia mas inteligente (también mas alld del alcance de
este texto) que resuelve el problema en un tiempo cuadritico (y mejoras adiciona-
les del mismo son un drea de continua investigacion).

La siguiente seccién trata un problema que ilustra la diferencia entre algorit-
mos lineales, cuadriticos y ctlibicos. Muestra también cémo el rendimiento de es-
tos algoritmos se compara con una prediccion matematica. Por dltimo, después de
discutir las ideas bdsicas, se estudia la notacion O de manera mds formal.

5.3 El problema de la subsecuencia de suma
maxima

En esta seccién consideramos el siguiente problema:

PROBLEMA DE LA SUBSECUENCIA DE SUMA MAXIMA

Dada la secuencia de enteros (posiblemente negativos) Ay, Az, ... An.
encontrar (e identificar la subsecuencia correspondiente) el valor
maximo de %/ _;A.. Cuando todos los enteros son negativos entende-
mos que la subsecuencia de suma maxima es la vacia, siendo su su-
ma cero.

Por ejemplo, para la entrada { —2, 11, -4, 13, — 5, 2}, la respuesta es 20. La mis-
ma corresponde a la subsecuencia que abarca los elementos del segundo al cuarto

' Para ver esto, ndtese que cada uno de los N puntos puede ser emparejado con N — | puntos, lo que nos lleva a un total de
N(N — 1) pares. Sin embargo, asi se cuentan dos veces los pares A, By B, A, por lo que hay que dividir por dos.
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(mostrados en negrita). Como un segundo ejemplo, para la entrada {1, —3, 4, -2,
-1, 6}, la respuesta es 7, y en este caso la subsecuencia abarca los dltimos cuatro
elementos.

En Java, los vectores empiezan en el indice cero, por lo que un programa en
Java representaria la entrada como una secuencia desde Ap hasta Ay . Este es un
detalle de programacion por lo que no forma parte del diseio del algoritmo.

Antes de discutir los distintos algoritmos para este problema, merece la pena
comentar el caso degenerado en el cual todos los enteros son negativos. El enun-
ciado del problema establece una suma mixima de cero para este caso. Uno podria
preguntarse por qué lo hacemos asi, en vez de devolver simplemente el mayor (es
decir, el menor en magnitud) entero negativo. La razon es que la subsecuencia va-
cfa, formada por ningin entero, también es una subsecuencia, y su suma es clara-
mente cero. Esto es andlogo al hecho de que el conjunto vacio es subconjunto de
cualquier conjunto. Es importante ser consciente de que el caso vacio es siempre
una posibilidad y que en muchas situaciones no es un caso especial.

El problema de la subsecuencia de suma mdxima es interesante, principal-
mente, porque hay muchos algoritmos para resolverlo; y el rendimiento de estos
algoritmos varfa radicalmente. Esta seccion discute tres de estos algoritmos. El
primero es un algoritmo inmediato de bisqueda exhaustiva. Lamentablemente,
también es muy ineficiente. El segundo es una mejora sobre el primero realizada a
partir de la observacién de un hecho simple. El tercero es un algoritmo muy efi-
ciente, pero nada obvio. Probaremos que su tiempo de ejecucion es lineal.

El Capitulo 7 presenta un cuarto algoritmo, con un tiempo de ejecucion
O(N log N). Dicho algoritmo no es tan eficiente como el algoritmo lineal, pero si
bastante mis eficiente que los otros dos, siendo un ejemplo tipico de la clase de
algoritmos con tiempo de ejecucién O(N log N). Las grificas mostradas en las Fi-
guras 5.1 y 5.2 son representativas de estos cuatro algoritmos.

5.3.1 El algoritmo O(N*) obvio

El algoritmo mds simple consiste en una bisqueda exhaustiva, o un algoritmo de
fuerza bruta como se muestra en la Figura 5.4. Las lineas 9 y 10 controlan dos bu-
cles que iteran sobre todas las posibles subsecuencias. Para cada posible subse-
cuencia, el valor de su suma se calcula en las lineas de la 12 a la 15. Si esa suma
es mejor que la calculada hasta el momento, entonces se actualiza el valor de
sumaMax, que finalmente se devuelve en la linea 25. Dos valores de tipo int
—secTni y secFin (atributos estdticos de la clase)— se actualizan también
cuando se encuentra una subsecuencia mejor.

El algoritmo de busqueda exhaustiva tiene el mérito de ser extremadamente
simple; cuanto menos complejo es un algoritmo, mds probable es que se programe
con correccién. Sin embargo, por lo general, los algoritmos de biisqueda exhausti-
va no son tan eficientes como seria posible. El resto de esta seccion muestra que el
tiempo de ejecucién del algoritmo es ciibico. Contaremos cuantas veces (como
funcién del tamafio de la entrada) se evaldan las expresiones de la Figura 5.4. S6lo
necesitamos un resultado en notacién O, asi que una vez encontrado el término
dominante, podremos ignorar otros términos de menor grado y las constantes mul-

tiplicativas.

Los detalles de
programacion se
consideran tfras
realizar el diseno del
algoritmo.

Siempre hay que
considerar el caso
vacio.

Hay muchos
algoritmos
radicalmente
diferentes (en
términos de
eficiencia) que
pueden ser utilizados
para resolver el
problema de la
subsecuencia de
suma maxima.

Un algoritmo de
fuerza bruta es
habitualmente el
método mas simple
de implementar
pero también el
menos eficiente.
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Se utiliza un
razonamiento
matemdatico para
contar el nUmero de
veces que ciertas
instrucciones son
ejecutadas.

1 J**
2 * Algoritmo cubico para la subsecuencia de suma maxima.
3 * secIni y secFin representan la secuencia mejor actual.
4 */

5 public static int subsecuenciaSumaMaxima( int [ ] a )

6 {

7 int sumaMax = 0;

8

9 for( int i = 0; i < a.length; i++ )

10 for( int j = i; j < a.length; j++ )

11 {

12 int sumalActual = 0;

13

14 for( int k = i; k <= j; k++ )

15 sumaActual += al[ k 1;

16

17 if ( sumaActual > sumaMax )

18 {

19 sumMax = sumaActual;
20 secIni = i;

21 secFin = j;

22 }
23 }
24

25 return sumaMax;

26 )

Figura 5.4 Algoritmo cubico para el problema de la subsecuencia de suma ma-

Ximda.

El tiempo de ejecucién del algoritmo estd dominado completamente por el bu-
cle for mas interno de las lineas 14 y 15. Cuatro expresiones se ejecutan de forma

repetida:

. La inicializacién k = i

La comprobacion k <= j

. La modificacion sumaictual +=al k ]
. El incremento k++

N -

El nimero de veces que se ejecuta la instruccion 3 la hace el término dominante
de entre las cuatro expresiones. Para ver que esto es cierto, observe primero que ca-
da inicializacion estd acompaiada de al menos una comprobacion. Nosotros ignora-
mos las constantes, por lo que podemos descartar el coste de las inicializaciones; és-
tas no pueden ser el coste dominante del algoritmo. Ya que la comprobacién de la
expresion 2 es falsa exactamente una vez por bucle, el nimero de comprobaciones
sin éxito realizadas por la expresion 2 es exactamente el mismo que el de inicializa-
ciones. El nimero de comprobaciones con €éxito, el nimero de modificaciones realiza-
das por la expresion 3 y el nimero de incrementos realizados por la expresion 4 son
todos idénticos. Por tanto, el nimero de modificaciones realizadas por la expresion 3
(es decir, el nimero de veces que se ejecuta la linea 15) es una medida dominante
del trabajo realizado por el bucle mds interno.

El nimero de veces que se ejecuta la linea 15 es exactamente igual al nimero
de ternas ordenadas (i, j, k) que satisfacen 1 <i < k <j < N.? Esto es asi porque

* En Java, los indices varfan de 0 a N - 1. Hemos utilizado el equivalente algoritmico de I a N, para simplificar el andlisis.
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el indice i recorre el vector entero, j varia desde i al final del vector, y k varia des-
de i hasta j. Una estimacion rdpida y burda nos lleva a que el nimero de ternas es
algo menor que N X N X N, o N3, pues i, j y k pueden cada uno tomar uno de los
N valores. La restriccién adicional i < k < j sirve para reducir este valor. Un cal-
culo preciso es algo dificil de obtener y se lleva a cabo en el Teorema 5.1.

La parte mds importante del Teorema 5.1 no es su demostracion, sino mas bien
el resultado. Hay dos formas de calcular el niimero de ternas. Una consiste en eva-

luar la suma ZN_, Zj"':] %) _. 1. Podriamos calcular esta suma de dentro a fuera

(véase Ejercicio 5.8). Utilizaremos, en cambio, una forma alternativa.

El niimero de ternas ordenadas de enteros (i, j, k) que satisfacen
|l <i<k<j<Nes NN+1)N + 2)/6.

Coloque las siguientes N + 2 bolas en una caja: N bolas numeradas desde
1 hasta N, una bola roja sin numerar, y una bola azul sin numerar. Retire
tres bolas de la caja. Si ha extraido una bola roja, numérela con el menor
numero de las bolas extraidas. Si ha extraido una bola azul, numérela con
el niimero mds alto de las bolas extraidas. Observe que si sacamos la bola
roja y la bola azul, el efecto sera que tendremos tres bolas numeradas de
la misma manera. Ordene las tres bolas. Cada posible ordenacion corres-
ponde a una terna solucion de la ecuacion en el Teorema 5.1. El niimero
de ordenaciones posibles es el niimero de formas diferentes de extraer tres
bolas sin reemplazamiento de una coleccion de N + 2 bolas. Esto es simi-
lar al problema de seleccionar tres puntos de un conjunto de N, que cal-
culamos en la Seccion 5.2, por lo que inmediatamente obtenemos el resul-
tado deseado.

La consecuencia del Teorema 5.1 es que el bucle for mds interno justifica un
tiempo de ejecucion cibico. El resto de trabajo del algoritmo no tiene consecuen-
cias ya que se repite, como mucho, una vez por iteracion del bucle mds interno.
Dicho de otra forma, el coste de las lineas 17 a 22 no tiene consecuencias porque
se ejecuta solamente tan a menudo como la inicializacién del bucle for mads inter-
no, en vez de tan a menudo como el cuerpo de este bucle. En consecuencia, el al-
goritmo es O(N?).

El argumento combinatorio previo nos permite obtener un calculo preciso del
nimero de iteraciones del bucle mds interno. Para un cilculo en un orden de creci-
miento O, esto no es realmente necesario; s6lo necesitamos saber que el término
principal es un nimero constante de veces N 3. Mirando el algoritmo, vemos un
bucle de tamano potencial N dentro de un bucle de tamaifio potencial N dentro de
otro bucle de tamafo potencial N. Esto nos dice que el triple bucle genera poten-
cialmente N x N x N iteraciones. Este potencial es sélo alrededor de seis veces
mayor que lo que nuestro célculo preciso mostraba que realmente ocurria. Ya que
de cualquier manera las constantes se ignoran, podemos adoptar la regla general
por la cual cuando tenemos bucles anidados podemos multiplicar el coste de la
instruccion mds interna por el tamaio de cada bucle anidado para obtener una cota
superior. En la mayoria de los casos, esta cota superior no supondrda una gran

Teorema 5.1

Demostracion

No necesitamos
hacer calculos
precisos para
producir una
estimacion O. En
muchos casos,
podemos utilizar la
simple regla de
multiplicar el tamano
de todos los bucles
anidados. Tenga
presente que bucles
consecutivos no se
multiplican.
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Cuando eliminamos
un bucle anidado
interior de un
algoritmo,
generalmente
reducimos el tiempo
de ejecucion.

sobreestimacion®. Por tanto, un programa con tres bucles anidados, cada uno de
los cuales recorre una gran porcion de un vector, es probable que tenga un com-
portamiento O(N ). Obsérvese que tres bucles consecutivos (no anidados) tendrén
un comportamiento lineal; es el anidamiento lo que lleva a una explosion combi-
natoria. Por consiguiente, para mejorar el algoritmo, necesitamos eliminar un bu-
cle. Esto se logra en la préxima seccion.

5.3.2 Un algoritmo mejorado O(N?)

Si podemos eliminar un bucle del algoritmo, generalmente podremos reducir el
tiempo de ejecucion. ;Como podemos eliminar un bucle? Obviamente, no siempre
podemos. Sin embargo, el algoritmo anterior contiene muchos cdlculos innecesarios.
La ineficiencia que el algoritmo mejorado corrige puede verse observando que
como quiera que se tiene X} _ A, =A; + X} _ ! A4, el célculo en el bucle for mds
interno de la Figura 5.4 es exageradamente costoso. Mds concretamente, una vez
que acabamos de calcular la suma de la subsecuencia que se extiende desde 7 hasta
J — 1, calcular la suma de la subsecuencia que se extiende desde / hasta j no debe-
ria llevarnos mucho tiempo, pues s6lo necesitamos una suma adicional. Sin em-
bargo, el algoritmo ctibico no utiliza esta informacién. Si utilizamos esta observa-
cion, obtenemos el algoritmo mejorado mostrado en la Figura 5.5. Tenemos dos
bucles anidados en vez de tres, de modo que el tiempo de ejecucion es O(N?).

'| Vs

2 * Algoritmo cuadréatico para la subsecuencia de suma maxima.
3 * secIni y secFin representan la subsecuencia mejor actual.
4 o

5 public static int subsecuenciaSumaMaxima( int [ ] a )

6 {

7 int sumaMax = 0;

8

9 for( int i = 0; i < a.length; i++ )

10 {

11 int sumaActual = 0;

12

13 for( int j = i; j < a.length; Jj++ )

14 {

15 sumaActual += al j 1;

16

17 if( sumaActual > sumaMax)

18 {

19 sumaMax = sumalActual;
20 secIni = ij;
21 secFin = j;
22 }
23 }
24 }
25
26 return sumaMax;
27
Figura 5.5 Algoritmo cuadratico para la obtencion de la subsecuencia de suma

maxima.

3 El Ejercicio 5.15 ilustra un ejemplo en el cual la multiplicacién del tamaiio de los bucles lleva a sobreestimar el resultado 0.
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5.3.3 Un algoritmo lineal

Para pasar de un algoritmo cuadrdtico a otro lineal, necesitariamos eliminar un bu-
cle anidado mds. Sin embargo, a diferencia de la reduccién ilustrada en las Figuras
5.4 y 5.5, donde la eliminacién de un bucle fue sencilla, no es facil librarse de un
bucle mas. El problema es que el algoritmo cuadritico representa ain una busque-
da exhaustiva; es decir, estamos examinando todas las posibles subsecuencias. La
Gnica diferencia entre los algoritmos ciibico y cuadritico es que el coste de com-
probar cada subsecuencia sucesiva es constante O(1) en vez de lineal O(N). Ya
que el nimero de subsecuencias posibles es cuadratico, la tnica forma de conse-
guir una cota subcuadratica es encontrar un razonamiento astuto que nos permita
dejar de considerar un gran nimero de subsecuencias, sin calcular sus sumas ni
comprobar si esa suma es un nuevo maximo. Esta seccion muestra como hacerlo.
Eliminamos primero un gran nimero de subsecuencias posibles. Denotaremos
por A; ; la subsecuencia que abarca los elementos del i al j, siendo S; ; su suma.

Si eliminamos otro
bucle,
conseguiremos un
algoritmo lineal.

El algoritmo es
delicado. Utiliza una
habil observacion
para saltarse gran
numero de
subsecuencias que
no pueden ser la
mejor.

Sea A, ; una secuencia cualquiera con S; ;< 0. Tenemos que si q > J,
entonces A;_, no es la subsecuencia de suma maxima.

La suma de los elementos de A desde i hasta q es la suma de los elementos
de A desde i hasta j mds la suma de los elementos desde j+ 1 hasta q. Te-
nemos, por tanto, S; ,=S;j+Sji1.4- Ya que S; ;< 0, sabemos que
Si.q < Sj+1.4 Podemos entonces deducir que A; , no es la subsecuencia
de suma mdxima.

La Figura 5.6 muestra una representacion grafica de las sumas generadas por I,
j v q. El Teorema 5.2 demuestra que es posible evitar examinar diversas subse-
cuencias, incorporando una comprobacién adicional: siempre que sumaActual
sea menor que cero, podemos salir del bucle mds interno de la Figura 5.5. Intuiti-
vamente, si vemos una subsecuencia cuya suma es negativa, la misma no puede
formar parte de la subsecuencia maxima, pues podemos obtener una subsecuencia
mayor suprimiéndola. Esta observacion por si misma no es suficiente para reducir
el tiempo de ejecucién por debajo del cuadrdtico. Una observacién similar tam-
bién es cierta: todas las subsecuencias que bordean la subsecuencia mdxima deben
tener suma negativa o cero (de otra forma, las afiadiriamos). Esto tampoco redu-
ce el tiempo de ejecucion por debajo del cuadritico. Sin embargo, una tercera
observacion, ilustrada en la Figura 5.7, si que lo hace. La formalizamos en el
Teorema 5.3.

i i, f q

Figura 5.6 Las subsecuencias utilizadas en el Teorema 5.2.

Teorema 5.2

Demostracion
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p—1lp p-lp

Figura 5.7 Las subsecuencias utilizadas en el Teorema 5.3. La secuencia desde p
hasta g tiene una suma que es, como mucho, igual que la subsecuen-
cia de ia g. En la parte de la izquierda la secuencia de ia g no es la
maxima (por el Teorema 5.2). En la parte derecha, la secuenciade ia g
ya ha sido comprobada.

Teorema 5.3

Demostracion

Si detectamos una
suma negativa,
podemos mover |
tras j.

Si un algoritmo es
complejo, es
necesaria una
demostracion de su
correccién.

Para cada i, sea A; j la primera secuencia que satisfaga S; j < 0. Enton-
ces, para cualquier i <p <jyp < q, A, , o bien no es una subsecuencia
mdxima, o es igual a una subsecuencia mdxima ya considerada.

Si p =i, entonces es aplicable el Teorema 5.2. En otro caso, como en el
Teorema 5.2, tenemos S; j=S; , - |. Puesto que j es el menor indice para el
cual S; j <0, se sigue que S; , | = 0. Por tanto, S, , < S; 4. Si q>j
(ilustrado en la parte de la izquierda de la Figura 5.7), entonces por el
Teorema 5.2 A; 4 no es una subsecuencia mdxima, ni lo es A, ,. En otro
caso, como se muestra en la parte derecha de la Figura 5.7, la subsecuen-
cia Ap, 4 tiene una suma como mucho igual a la de la subsecuencia A; ,
gue ya ha sido considerada.

El Teorema 5.3 nos dice que cuando se detecta una subsecuencia negativa, no
solo podemos salir del bucle mds interno, sino que podemos avanzar i hasta j+1.
La Figura 5.8 muestra como podemos rescribir el algoritmo utilizando un solo bu-
cle. Claramente, el tiempo de ejecucion de este algoritmo es lineal: en cada paso
del bucle, avanzamos 7§, asi que el bucle se itera como mucho N veces. La correc-
cion de este algoritmo es menos obvia que en los casos anteriores. Esto es tipico:
los algoritmos que utilizan la estructura del problema para evitar una bisqueda ex-
haustiva requieren habitualmente algiin tipo de demostracion de correccion. He-
mos probado que el algoritmo (aunque no el programa Java correspondiente) es
correcto utilizando un argumento formal. Nuestro propdsito no es realizar una
completa discusion matematica, sino dar una idea de las técnicas que podrian ser
necesarias en un trabajo mas avanzado.

5.4 Reglas generales para la notaciéon O

Una vez tenemos las ideas bdsicas del anilisis de algoritmos, podemos adoptar un
enfoque un poco mds formal. Esta seccion muestra las reglas generales para utili-
zar la notacién O. Aunque en este texto se utiliza casi de forma exclusiva la nota-
cion O, se definen otros tres tipos de notacién que estdn relacionados con ella y
que se utilizardn de forma ocasional mas adelante en el texto.
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'I/t*

2 * Algoritmo lineal para la subsecuencia de suma maxima.
3 * gsecIni y secFin representan la secuencia mejor actual.
4 */

5 public static int subsecuenciaSumaMaxima( int [ ] a )
6 (

T int sumaMax = 0;

8 int sumaActual = 0;

9

10 for( int i = 0, j = 0; j < a.length; j++ )

11 {

12 sumaActual += al j 1;

13

14 if( sumaActual > sumaMax )

15 {

16 sumaMax = sumalActual;

17 s8cTni = 4i;

18 secFin = j;

19 }
20 else if( sumaActual < 0 )
21 {
22 i=3 + 1;
23 sumaActual = 0;
24 }
25 }
26

27 return sumaMax;

28

Figura 5.8 Algoritmo lineal para la obtencién de la subsecuencia de suma maxima.

DEFINICION: (0) T(N) es O(F(N)) si existen constantes positivas ¢ y Ny ta-
les que para N > N, se verifica T(N) < cF(N).

DEFINICION: (Q) T(N) es Q(F(N)) si existen constantes positivas ¢ y Ny ta-
les que para N = Ny se verifica T(N) = cF(N).

DEFINICION: (®) T(N) es O(F(N)) si y s6lo si T(N) es O(F(N)) y T(N) es
QF(N)).

DEFINICION: (0) T(N) es o(F(N)) si y solosi T(N) es O(F(N)) y T(N) no es
O(F(N)).

La primera definicién, correspondiente a la notacién O, afirma que existe un
punto N tal que para todos los valores de N después de este punto, T(N) esta aco-
tada por algin multiplo de F(N). Este es el N suficientemente grande que mencio-
ndbamos anteriormente. Por tanto, si el tiempo de ejecucion T(N) de un algoritmo
es O(N?), entonces, ignorando las constantes, podemos garantizar que a partir de
un punto se puede acotar el tiempo de ejecucién mediante una funcién cuadritica.
Obsérvese que si el tlempo de ejecucién real es lineal, la afirmacién de que el
tiempo de ejecucion es O(N 2) es técnicamente correcta, porque la desigualdad es
vdlida. Sin embargo, decir que dicho tiempo es O(N) seria la afirmacion mas pre-
- - La notaciéon O es
cisa posible. o
Sl } " - : similar al menor o
Si u'tll.lzarnos. los operadorfes de demgt.la.ldad trad}cmnales para comparar -ldSElS igual, cuando
de crecimiento, entonces la primera definicién nos dice que la tasa de crecimiento  consideramos tasas

de T(N) es menor o igual que la de F(N). de crecimiento.
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La notacion Q es
similar al mayor o
igual, cuando
consideramos tasas
de crecimiento.

La notacion © es
similar al igual,
cuando
consideramos tasas
de crecimiento.

La notacion o es
similar al menor
estricto, cuando
consideramos tasas
de crecimiento.

Cuando utilice la
notacion O elimine
los coeficientes, los
términos no
dominantes y los
simbolos
relacionales.

La segunda definicion, T(N)=Q(F(N)), correspondiente a la llamada no-
tacion Omega, nos dice que la tasa de crecimiento de 7(N ) es mayor o igual que la
de F(N). Por ejemplo, podriamos decir que cualquier algoritmo que examine to-
das las posibles subsecuencias en el problema de la subsecuencia de suma maxima
debe tener un tiempo de ejecucién QN ), porque son posibles un nimero cuadra-
tico de subsecuencias. Este es un argumento sobre una cota inferior, que se utiliza
en andlisis mads avanzados. Mas tarde en este texto, veremos un ejemplo de ello,
donde se demuestra que cualquier algoritmo de ordenacion de propésito general
requiere un tiempo Q(N log N).

La tercera definicién, T(N ) = O(F(N)), correspondiente a la denominada nota-
cion Theta, nos dice que la obtencién de la tasa de crecimiento de T(N) es igual
que la de F(N). Por ejemplo, el algoritmo para la subsecuencia de suma méaxima
de la Figura 5.5 se ejecuta en un tiempo @(N?). Esto significa que el tiempo de
ejecucion estd acotado por una funcion cuadritica y que esta cota no puede mejo-
rarse, pues el algoritmo también estd acotado inferiormente por otra funcién cua-
dritica. Cuando utilizamos la notacion ©, estamos proporcionando no solamente
una cota superior del tiempo de ejecucion del algoritmo, sino que garantizamos
que el andlisis que nos lleva a esta cota superior es lo mds ajustado posible. A
pesar de la precision adicional facilitada por la notacion @, la notacién O se uti-
liza mds extensamente, excepto por investigadores en el campo del anilisis de
algoritmos.

La dltima definicion, T(N ) = o(F(N)), correspondiente a la denominada notacion
o, nos dice que la tasa de crecimiento de 7(N) es estrictamente menor que la de
F(N). Esto difiere de la notacién O, pues O admite la posibilidad de que las tasas de
crecimiento sean iguales. Por ejemplo, si el tiempo de ejecucion de un algoritmo es
o(N?), se garantiza que crece con una tasa menor que cuadratica (es decir, es sub-
cuadridtico). Por tanto, tener como cota o(N2) es mejor que tener como cota (N ?).
La Figura 5.9 ilustra los significados de estas cuatro definiciones.

Resulta oportuno aqui comentar un par de notas de estilo. No es de buen es-
tilo incluir constantes o términos de orden menor que el dominante dentro de la
notacion O. No escriba T(N) = O(2N 2) ni 7(N)=O(N?+ N). En ambos casos,
la forma correcta seria T(N) = O(Nz). Recuerde que en cualquier andlisis que
requiera una respuesta O, son posibles todo tipo de abreviaturas. Los términos
de orden inferior, las constantes y los simbolos relacionales pueden eliminarse
todos.

Expresion matemdtica indices de crecimiento relativos

T(N)=0(F(N)) El crecimiento de T(N) es < que el crecimiento de A(N).

T(N)=Q(F(N)) El crecimiento de T(N) es = que el crecimiento de AN).

T(N)=0O(F(N)) El crecimiento de T(N) es = que el crecimiento de FA(N).

T(N)=0(F(N)) El crecimiento de T(N) es < que el crecimiento de F(N).

Figura 5.9 Significado de las diferentes funciones de crecimiento.
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Una vez formalizados estos conceptos matematicos, los pondremos en relacion
con el anilisis de algoritmos. La regla mds importante es que el tiempo de ejecu-
cion de un bucle es como mucho el tiempo de ejecucion de las instrucciones
dentro del bucle (incluyendo los tests) multiplicado por el nimero de iteraciones.
Como vimos antes, la inicializacién y la comprobacion de la condicion del bucle
es habitualmente menos dominante que las instrucciones que forman el cuerpo del
bucle.

El tiempo de ejecucién de las instrucciones dentro de un grupo de bucles ani-
dados es el tiempo de ejecucion de las instrucciones (incluyendo la comprobacion
de la condicién del bucle mds interno) multiplicado por el tamafio de todos los bu-
cles. El tiempo de ejecucién de una secuencia de bucles consecutivos es igual al
tiempo de ejecucion del bucle dominante. La diferencia en tiempo entre dos bu-
cles anidados cuyos indices varian de 1 a N y dos bucles consecutivos no anidados
pero que se ejecutan sobre los mismos indices es la misma que la diferencia de
espacio entre una matriz bidimensional y dos vectores unidimensionales. El se-
gundo caso es lineal, pues N+ N es 2N, que es O(N). En ocasiones, esta simple
regla puede sobrestimar el tiempo de ejecucion, pero en la mayoria de los casos no
lo hace. En cualquier caso no hay problemas, pues la notacion O no garantiza una
respuesta asintotica exacta, sino tan s6lo una cota superior.

Los andlisis que hemos realizado hasta ahora son cotas en el caso peor, que
garantizan el tiempo sobre todas las entradas de cierto tamano. Otro tipo de andli-
sis es el andlisis en el caso medio. En este caso, el tiempo de ejecucion se obtiene
como la media sobre todas las posibles entradas de tamaiio N. La media podria di-
ferir del caso peor si, por ejemplo, una instruccion condicional que depende de la
entrada particular hace que el bucle termine rdpidamente. Las cotas en el caso me-
dio se discuten mas formalmente en la Seccion 5.8. Por ahora, tenga en cuenta que
el hecho de que un algoritmo tenga mejor cota en el caso peor que otro, no implica
nada sobre sus cotas en el caso medio. Sin embargo, en muchos casos las cotas en
el caso peor y en el caso medio estin fuertemente relacionadas. Cuando no lo es-
tén, se discutiran por separado.

El dltimo asunto referente a la notacion O que discutimos es como crece el
tiempo de ejecucion para cada tipo de curva. Ya vimos esto en las grificas de las
Figuras 5.1 y 5.2. Pero queremos una repuesta mds cuantitativa a la siguiente pre-
gunta: si un algoritmo tarda un tiempo 7(N ) en resolver un problema de tamaiio N,
jcudnto tiempo tardard en resolver un problema de tamafo mayor? Por ejemplo,
;cudnto tardard en resolver el problema cuando el tamafio de la entrada se multi-
plica por diez? Las respuestas exactas experimentales se muestran en la Figura
5.10. Sin embargo, nos gustaria contestar la pregunta sin tener que ejecutar el pro-
grama, confiando en que nuestra respuesta analitica corresponda con el comporta-
miento observado.

Empecemos examinado el algoritmo ciibico. Por hipdtesis, asumimos que el
tiempo de ejecucion estd aproximado de manera razonable por T(N) = eN>. En
consecuencia tendremos T(10N) = c(10N y*. Ahora unas simples manipulaciones

matematicas nos llevan a
T(1ON) = 1.000cN > = 1 OOOT(N)

Por tanto, el tiempo de ejecucién de un programa cubico se incrementa por 1.000
(asumiendo un tamaiio N suficientemente grande) cuando la entrada se incrementa

Una cofa en el caso
peores una garantia
sobre todas las
entradas de cierfo
tamano.

En las cotas para el
caso medio, el
tiempo de ejecucion
se obtiene como la
media sobre todas
las posibles entradas
de tamano N.
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Si el tamano de la
enfrada se
incrementa por un
factor f, el tiempo de
ejecucion de un
algoritmo cubico se
incrementa
aproximadamente
por un factor i

Si el tamano de la
entrada se
incrementa por un
factor f, el fiempo de
ejecucion de un
programa
cuadratico se
incrementa
aproximadamente
por un factor =

Si el tamano de la
enfrada se
incrementa por un
factor f, entonces el
tiempo de ejecucion
de un programa
lineal también se
incrementa por un
factor f. Este es el
tiempo de ejecucion
mas favorable para
un algoritmo.

Figura 5.4 Figura 5.5 Figura 7.18 Figura 5.8
N O(N?) O(N?) O(N log N) O(N)
10 0.00103 0.00045 0.00066 0.00034
100 0.47015 0.01112 0.00486 0,00063
1.000 448,77 1,1233 0.05843 0.00333
10.000 NA 111.13 0.68631 0.03042
100.000 NA NA 8,01130 0,29832
Figura 5.10 Tiempos de ejecucion observados (en segundos) de los diferentes al-

goritmos para el cdlculo de la subsecuencia de suma maxima.

por un factor de 10. Esto se confirma de forma aproximada examinando el cre-
cimiento en los tiempos de ejecucion desde N =100 hasta 1.000 en la Figura 5.10.
Recuerde que no esperamos una respuesta exacta, sino una aproximacién razona-
ble. También esperariamos que para N=10.000, hubiera otro crecimiento por mil
en el tiempo de ejecucion.

El resultado seria que el uso de un algoritmo ciibico requeriria, mas o menos,
dos semanas de tiempo de cémputo. En general, si el tamaiio de la entrada se in-
crementa por un factor f, entonces el tiempo de ejecucion de un algoritmo ciibico
se incrementa aproximadamente por un factor f°.

Podemos realizar cdlculos similares para los algoritmos cuadriticos y li-
neales. Para el algoritmo cuadritico, asumimos que T(N)=cN?>. Se sigue que
T(ION) = c(10N)>. Y al expandir, obtenemos

T(10N) = 100cN % = 100T(N).

Por tanto, cuando el tamafo de la entrada se incrementa por un factor 10, el tiem-
po de ejecucion de un algoritmo cuadratico se incrementa por un factor aproxima-
do de 100. Esto también puede confirmarse en la Figura 5.10. En general, un in-
cremento por un factor f del tamaiio de la entrada produce un incremento por un
factor f 2 del tiempo de ejecucion de un algoritmo cuadratico.

Finalmente, para un algoritmo lineal, cdlculos similares mostrarian que un in-
cremento por diez del tamano de la entrada tiene como resultado un incremento
por diez del tiempo de ejecucion. Una vez mads, esto puede ser confirmado experi-
mentalmente. Observe, sin embargo, que para el programa lineal el término sufi-
cientemente grande significa una entrada algo mayor que en los otros casos. Esto
es debido a la sobrecarga de 0,0003 segundos que aparece en todos los casos. Para
un programa lineal, este término es todavia significativo para tamafos de entrada
moderados.

El andlisis utilizado en estos casos no sirve cuando hay términos logaritmicos.
Cuando el tamano de la entrada de un algoritmo O(N log N) se multiplica por
diez, el tiempo de ejecucion se incrementa en un factor que es algo mayor que




diez. De forma especifica, tenemos que 7(10N) = c(10N) log (10N). Cuando ex-
pandimos obtenemos

T(10N) = 10¢N log (10N) = 10¢cN log N+ 10cN log 10=10T(N) + ¢'N.

donde ¢’ = 10¢ log 10. Cuando N se hace muy grande, el cociente T(10N )/T(N) se
va aproximando a 10, pues ¢'N/T(N) = (10 log 10)/log N se va haciendo cada vez
mds pequefio al incrementar N. Por consiguiente, si el algoritmo es competitivo
comparado con uno lineal para un N muy grande, seguird siendo competitivo para
un N un poco mayor.

(Significa todo esto que un algoritmo cuadritico o cibico no es util? La res-
puesta es no. En algunos casos, el algoritmo conocido mas eficiente es cuadratico
o ciibico. En otros, el algoritmo mds eficiente es incluso peor (exponencial). Ade-
mas, cuando el tamano de la entrada es pequeio, cualquier algoritmo es dtil, y fre-
cuentemente los algoritmos que no son asintéticamente eficientes son féciles de
programar. Finalmente, hay que sefialar que una buena forma de evaluar un algo-
ritmo lineal complejo es comparar su comportamiento con un algoritmo de bus-
queda exhaustiva. La Seccion 5.8 discute otras limitaciones del modelo O.

5.5 Logaritmos

La lista de funciones de tasas de crecimiento tipicas incluye varias funciones que
contienen logaritmos. Esta seccion describe con mds detalle el fundamento mate-
mitico en el que se basan los logaritmos. La siguiente seccion ilustra como apare-
cen en un simple algoritmo.

Empezaremos con la definicion formal para seguir con una serie de conse-
cuencias.

DEFINICION: Para cualquier B, N > 0, logg N =K si BX=N.

En esta definicién, B es la base del logaritmo. En computacion, cuando la base
se omite, por defecto se toma el valor 2. Esto es natural por varias razones, Como
se vera mas adelante en este mismo capitulo. Demostraremos un resultado mate-
matico, el Teorema 5.4, en el que mostramos que, en lo que se refiere a la nota-
¢ién O, la base no es importante. Veremos también como pueden ser derivadas di-
versas relaciones que involucran logaritmos.

Logaritmos m

El logarifmo de N
(en base 2) es el
valor X tal que 2
elevado a X es igual
a N. Por defecto, la
base en la que
computaremos los
algoritmos sera 2.

La base no es importante. Para cualquier constante B > 1, logg N=0(log N).

Sea logg N = K. Entonces BX =N. Sea C=log B. Entonces 2¢ = B. De este
modo, BX = 29% = N. Por tanto, tenemos que 2K =N, lo cual implica
que log N=CK =C logg N. Por tanto, logg N =(log N)/(log B), lo que
completa la demostracion.

En el resto del texto, utilizaremos exclusivamente logaritmos en base 2. Un
hecho importante sobre los logaritmos es que crecen lentamente. Como quiera que

Teorema 5.4

Demostracion
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El nimero de bits
necesarios para
representar numeros
es logaritmico.

Empezando en 1,
podemos duplicar
un valor
repetidamente
solamente un
ndumero de veces
logaritmico antes de
alcanzar N.

Solo podemos dividir
por la mitad un
numero dado un
numero logaritmico
de veces. Esto se
utiliza para obtener
rutinas de busqueda
logaritmicas.

210-1.024, log 1.024 =10. Cdlculos adicionales muestran que el logaritmo de un
millon es aproximadamente 20, y el logaritmo de un billon aproximadamente 40.
Por consiguiente, el rendimiento de un algoritmo O(N log N) esta mucho mas cer-
ca de un algoritmo lineal O(N) que de uno cuadritico O(N?), incluso para tama-
nos de entrada moderadamente grandes. Antes de ver un algoritmo realista cuyo
tiempo de ejecucion incluye un logaritmo, veamos algunos ejemplos de como los
logaritmos entran en juego.

BITS EN UN NUMERO BINARIO
cCuantos bits son necesarios para representar N enteros consecu-
fivos?

Un entero short de 16 bits representa los 65.536 enteros en el rango de
—32.768 a 32.767. En general, B bits son suficientes para representar 2% enteros
diferentes. Por tanto, el nimero de bits B necesario para representar /N enteros con-
secutivos satisface la ecuacion 2% = N. Obtenemos entonces B = log N, de donde
se sigue que el nimero de bits minimo es [ log N |. (Aqui[ X | es la funcién techo y
representa el entero mas pequenio mayor o igual que X. La funcién suelo corres-
pondiente, | X |, representa el mayor entero menor o igual que X.)

DUPLICACIONES REPETIDAS
Empezando con X=1, ;cudantas veces debe ser X duplicado antes
de que sea mayor que N?

Supongamos que empezamos con 1 euro y lo duplicamos cada ano. ;Cudnto
tardariamos en ahorrar un millén de euros? En este caso, después de un ano ten-
driamos 2 euros; después de 2 afos, 4 euros; después de 3 afos, 8 euros, etc. En
general, después de K anos tendriamos 2K euros, por lo que queremos encontrar el
menor K que satisfaga 2K > N. Esta es la misma ecuacién de antes, por lo que
K =[log N|. Después de 20 anos, tendriamos alrededor de un millén de euros. El
principio de las duplicaciones repetidas afirma que empezando en 1, podemos du-
plicar sélo [ log N | veces antes de alcanzar N.

SUCESIVAS DIVISIONES POR LA MITAD
Empezando con X=N, si N se divide de forma repetida por la mitad,
Jcuantas veces hay que dividir para hacer N menor o igual que 17?

Si la division redondea al entero mas cercano (o es division real, no entera)
tenemos el mismo problema que con las duplicaciones repetidas, excepto que aho-
ra nos movemos en el sentido opuesto. Una vez mads la respuesta es [ log N | itera-
ciones. Si la divisién redondea hacia abajo, la respuesta seria | log N |. La diferen-
cia puede verse empezando con X = 3. Se necesitan dos divisiones. a menos que la
division redondee hacia abajo, en cuyo caso sélo se necesita una.

Muchos de los algoritmos examinados en este texto tendran logaritmos en sus
tiempos de ejecucion debido al principio de sucesivas divisiones por la mitad.
Dicho principio nos dice que un algoritmo es O(log N) si tarda un tiempo constan-
te (O(1)) en dividir el tamafo del problema por una fraccion constante (que gene-
ralmente es 1/2). Esto se deduce directamente del hecho de que habrd O(log N)
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iteraciones en el bucle. Cualquier fraccion constante sirve, ya que la fraccion esta
reflejada en la base del logaritmo, y el Teorema 5.4 nos dice que la base no es
importante.

Todas las apariciones de logaritmos que faltan se introducen (directa o indirec-
tamente) aplicando el Teorema 5.5. La demostracion utiliza nociones de cilculo,
pero comprender la demostracion no es necesario para utilizar el teorema.

El ndmero armaonico
N-&simo es la suma
de los inversos de los
N primeros enteros
positivos. La tasa de
crecimiento de los
numeros armonicos
es logaritmica.

Siendo Hy=2N_|1/i se tiene que Hy=©(log N). Una estimacion mds
precisa vendria dada por In N+ 0,577, donde Inndenota el logaritmo nepe-

riano.

La intuicion de la demostracion es que una suma discreta se puede
aproximar con una integral (continua). La demostracion utiliza una cons-
truccion para mostrar que la suma Hy puede ser acotada superior e infe-

riormente por | —, con limites apropiados. Los detalles se ven en el

Ejercicio 5.17. Hy es conocido como el niumero armoénico N-ésimo.

La préxima seccién muestra como el principio de sucesivas divisiones por la
mitad conduce a un algoritmo de bisqueda eficiente.

5.6 Problema de la basqueda estatica

Un uso importante de las computadoras es la bisqueda de datos. Si los datos no
pueden cambiar (por ejemplo, si estan almacenados es un CD-ROM), decimos que
son estaticos. Una biisqueda estdtica accede a datos estdticos. El problema de la
bisqueda estdtica se formula como sigue:

PROBLEMA DE LA BUSQUEDA ESTATICA

Dado un entero X y un vector A, devolver la posicion de X en A o una
indicacion de que no esta presente. Si X aparece mas de una vez,
devolver cualquier aparicion. El vector A nunca sera modificado.

Un ejemplo de bisqueda estatica es buscar a una persona en el listin telefoni-
co. La eficiencia de un algoritmo de busqueda estitica depende de si el vector
donde se busca estd o no ordenado. En el caso del listin telefonico, buscar por
nombre es fdcil, pero buscar por nimero de teléfono es algo desesperante (al me-
nos para los humanos). En esta seccion, examinamos algunas soluciones al proble-
ma de busqueda estitica.

5.6.1 Busqueda secuencial

Cuando el vector no esta ordenado, tenemos pocas alternativas fuera de una buis-
queda secuencial lineal, recorriendo todo el vector secuencialmente hasta que se
encuentre el elemento buscado. La complejidad del algoritmo se analiza de tres
formas. Primero, daremos el coste de una bisqueda sin éxito. Después veremos el
coste en el caso peor de una busqueda con éxito. Finalmente, veremos el coste en

Teorema 5.5

Demostracion
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La busqueda
secuencial es lineal.

Si el vector de
entrada esta
ordenado, podemos
utilizar la bdsqueda
binaria, la cual se
redliza desde la
mitad del vector, en

vez de desde el final.

La busqueda binaria
es logaritmica
porque el rango de
busqueda se divide
por la mitad en
cada iteracion.

el caso medio de una bisqueda con éxito. El analizar de forma separada los casos
en los que la busqueda tiene éxito es tipico. También es tipico el que las bisque-
das sin €xito consuman mds tiempo que las bisquedas con éxito (simplemente
piense en la dltima vez que perdié algo en su casa). Para la bisqueda secuencial,
el andlisis es muy fécil.

Una bisqueda sin éxito requiere examinar cada uno de los elementos del vec-
tor, asi que el tiempo serda O(N ). En el peor caso, una bisqueda con éxito también
requiere examinar cada elemento del vector porque podriamos no encontrar el ele-
mento hasta la dltima posicion. Luego el tiempo de ejecucién en el caso peor en
también lineal. En promedio, sin embargo, sélo buscamos en la mitad del vector.
Es decir, para cada biisqueda con éxito en la posicién /, hay una bisqueda con éxi-
to correspondiente en la posicion N — i (suponiendo que empezamos a numerar
desde 1). Sin embargo, N/2 sigue siendo O(N ). Como mencionamos anteriormente
en este mismo capitulo, todos estos términos en notacién O deberian ser, mas cor-
rectamente, términos ©. Sin embargo, el uso de la notacién O es mds popular.

5.6.2 Basqueda binaria

Si el vector de entrada estd ordenado, entonces existe una alternativa a la bisque-
da secuencial, la biisqueda binaria. 1.a bisqueda binaria se realiza desde la mitad
del vector, en vez de desde el final.

En todo momento, mantendremos dos variables inicio y fin, que delimitan
la parte del vector en la que el elemento, si aparece, debe encontrarse. Inicial-
mente, el rango es desde 0 hasta N — 1. Si inicio es mayor que fin, sabemos
que el elemento no estd presente, asi que lanzamos una excepcién. En otro caso,
igualamos la variable medio al punto medio en el rango actual (redondeando ha-
cia abajo si el rango tiene un niimero par de elementos) y comparamos el elemento
que estamos buscando con el elemento en la posicion medio. Si hay éxito, hemos
acabado. Si el elemento que estamos buscando es menor que el elemento en la po-
sicion medio entonces deberia estar en el rango desde inicio hasta medio —1. Si
es mayor, entonces debe encontrarse en el rango desde medio +1 hasta fin. En la
Figura 5.11, las lineas de la 18 a la 21 modifican el rango posible, esencialmente
dividiéndolo por la mitad. Por el principio de divisiones sucesivas por la mitad,
sabemos que el nimero de iteraciones serd O(log N).

En una bisqueda sin éxito, el nimero de iteraciones del bucle es [ log N |+ 1.
Esto es debido a que el rango de bisqueda se divide por la mitad (redondeando
hacia abajo si el rango tiene un nimero par de elementos) en cada iteraciéon. Ana-
dimos 1 porque el dltimo rango abarca cero elementos. En una bisqueda con éxi-
to, el caso peor consiste en | log N | iteraciones, porque en el caso peor reducimos
la parte de vector hasta un unico elemento. En el caso medio precisaremos sélo
una iteracion menos. Esto se debe a que la bisqueda de la mitad de los elementos
nos conduce al caso peor, un cuarto de los elementos ahorran una bisqueda, y solo
uno entre 2’ elementos ahorrard i iteraciones con respecto al caso peor. Hemos
pues de calcular una media ponderada, calculando la suma de una serie finita. El
resultado es que el tiempo medio de ejecuciéon para cada bisqueda es O(log N).
En el Ejercicio 5.19 se pide completar este calculo.

Para valores de N razonablemente grandes, la bisqueda binaria se ejecuta de
forma mads eficiente que la bisqueda secuencial. Por ejemplo, si N es 1.000, la
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‘| Jx*

2 * Realiza la busqueda binaria estéandar

3 * utilizando dos comparaciones por nivel.

4 * @exception ElementoNoEncontrado si es apropiado.
5 * @return indice donde se encuentra el elemento.

6 */

7 public static int busguedaBinaria( Comparable [ ] a,
8 Comparable x ) throws ElementoNoEncontrado
9 {

10 int inicio = 0;

11 int fin = a.length — 1;

12 int medio;

13

14 while( inicio <= fin )

15 {

16 medio = { inicio + fin } / 2;

17

18 if( al medio ].compara( x ) < 0 )

19 inicio = medio + 1;

20 else if( a[ medio ].compara( x ) > 0 )

21 fin = medio — 1;

22 else

23 return medio;

24 }

25

26 throw new ElementoNoEncontrado ( "La bisgueda binaria falla” );
27

Figura 5.11 Busqueda binaria bdasica que distingue fres casos.

bisqueda secuencial requiere en promedio 500 comparaciones aproximadamente.
En media, la bisqueda binaria requiere 8 iteraciones en una biisqueda con éxito
(utilizando la férmula anterior). Ya que cada iteracién utiliza 1,5 comparaciones
en promedio (unas veces 1 y otras 2), el total es de 12 comparaciones para una
bisqueda con éxito. La bisqueda binaria mejora atin mds en el caso peor o cuando
las blisquedas no tienen €xito.
| Si queremos hacer la bisqueda binaria atin mds rdpida, tenemos que hacer mds  Optimizando la
ajustado el bucle mds interno. Una estrategia posible es eliminar la comprobacién  busqueda binaria
(implicita) en el caso de una bisqueda con éxito del bucle mds interno y reducir el 5%’;‘;"3:'““‘3" H
rango a un solo elemento en todos los casos. Entonces podemos utilizar una com- o rqciones a
probacién mas fuera del bucle para determinar si el elemento buscado estd en el gproximadamente
vector 0 no, como se muestra en la Figura 5.12. Si el elemento que estamos bus-  la mitad.
cando en la Figura 5.12 no es mayor que el elemento en la posicion medio, enton-
ces estd en el rango que incluye la posicién medio. Cuando salimos del bucle, el
rango es 1, y podemos comprobar si estd ahf el elemento buscado.
En el algoritmo mejorado, el nimero de iteraciones es siempre | log N 1, pues
siempre se reduce el rango a la mitad, posiblemente redondeando. El nimero de
comparaciones necesarias es siempre | log N |+ 1.
La biisqueda binaria es sorprendentemente delicada de implementar. El Ejerci-
cio 5.5 ilustra algunos errores comunes.
Observe que para valores N pequefios, como valores menores que 6, puede no
merecer la pena la bisqueda binaria. Utiliza mds o menos el mismo nimero de com-
paraciones para una bisqueda con éxito tipica, pero tiene la sobrecarga de la linea
19 en cada iteracion. En realidad, las dltimas iteraciones de la bisqueda binaria pro-
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1 J**

2 * Realiza la busqueda binaria esténdar

3 * utilizando una comparacidén por nivel.

4 * @exception ElementoNoEncontrado si es apropiado.

5 * @return indice donde se encuentra el elemento.

6 */

7 public static int busquedaBinaria( Comparable [ ] a, Comparable x )
8 throws ElementoNoEncontrado
Q<

10 if (a.length == 0) throw

11 new ElementcNoEncontrado ( "La busqueda ha fallado" ):
12

13 int inicio = 0;

14 int fin = a.length — 1;

15 int medio;

16

17 while( inicio < fin )

18 {

19 medic = ( inicio + fin ) / 2;
20
21 if( al medio ].compara{( x ) < 0 )
22 inicio = medio + 1;
23 else
24 fin = medio;
25 }
26
27 if (al inicic ].compara( x ) == 0 )
28 return inicio;
29
30 throw new ElementoNoEncontrado ( "La busqueda ha fallado" ):
31

Figura 5.12 Busqueda binaria bdsica que distingue dos casos.

gresan lentamente. Uno puede adoptar una estrategia hibrida en la cual el bucle de
busqueda binaria termina cuando el rango es pequefio, aplicindose entonces
una busqueda secuencial para terminar. De forma similar, la gente busca en un listin
telefonico de forma no secuencial. Una vez que han reducido el rango de la bisque-
da a una columna, realizan una bisqueda secuencial. La busqueda en un listin tele-
fénico no es secuencial, pero tampoco es binaria. Se discute en la proxima seccion.

5.6.3 Busqueda interpolada

La bisqueda binaria es muy rdpida sobre un vector estitico ordenado. De hecho,
es tan rapida que dificilmente podriamos usar algo mejor. Sin embargo, un método
de busqueda estitica que es en ocasiones mas rapido es la biisqueda interpolada.
Para que la bisqueda interpolada sea prictica, deben satisfacerse dos hipétesis:

1. Cada acceso debe ser muy costoso comparado con una instruccién tipica.
Por ejemplo, el vector podria estar en un disco en vez de en memoria prin-
cipal, y cada comparacion requiere un acceso a disco.

2. Los datos ademds de estar ordenados deben estar también uniformemente
distribuidos. Por ejemplo, un listin telefonico esta uniformemente distribui-
do. Por el contrario, si los elementos de la entrada son {1, 2, 4, 8, 16, ...},
entonces la distribucién no seria uniforme.
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Estas hipétesis son bastante restrictivas, de modo que es posible que en la
prictica nunca nos convenga utilizar una bisqueda interpolada. Pero es interesante
ver que hay més de una forma de resolver un problema, y que ningin algoritmo,
incluso la cldsica busqueda binaria, es el mejor en todas las situaciones.

La idea basica de la bisqueda interpolada consiste en que estamos dispuestos a
invertir mads tiempo si con ello conseguimos una suposicion mas certera con res-
pecto a donde podrfa encontrarse el elemento. La bisqueda binaria utiliza siempre
el punto medio. Sin embargo, seria absurdo buscar a Pablo Alvarez en la mitad del
listin telefénico; algiin sitio cercano al principio seria claramente mds apropiado.
Por tanto, en vez de medio, utilizamos proximo para indicar el proximo elemento
al que accederemos.

Veamos ahora un ejemplo de hasta qué punto la bisqueda interpolada podria
ser buena. Supongamos que el rango de bisqueda contiene 1.000 elementos, el
elemento menor en el rango es 1.000, el mayor es 1.000.000, y estamos buscando
el valor 12.000. Si los elementos estan uniformemente distribuidos, entonces po-
demos esperar encontrarlo en algiin lugar cercano al duodécimo elemento. La for-

mula aplicable es

x — alinicio]

proximo = inicio +

(fin — inicio — l)}

al fin] — alinicio]

El sustraer | es un ajuste técnico que se ha mostrado positivo en la practica. Clara-
mente, este cdlculo es mds costoso que el cilculo de la bisqueda binaria. Involu-
cra una divisién extra (la division por 2 en la bisqueda binaria es simplemente un
desplazamiento de un bit, igual que dividir por 10 es sencillo para las personas),
una multiplicacion y cuatro restas. Estos calculos deben ser realizados utilizando
operaciones de punto flotante. Una iteracién podria incluso ser mds lenta que la
bisqueda binaria completa. Sin embargo, si el coste de estas operaciones es insig-
nificante comparado con el coste de acceder a un elemento, entonces no es impor-
tante; s6lo debemos preocuparnos del nimero de iteraciones.

En el caso peor, cuando los datos no estdn uniformemente distribuidos, el
tiempo de ejecucion podria ser lineal y todos los elementos podrian tener que ser
examinados. El Ejercicio 5.18 pide construir uno de estos casos. Sin embargo, ba-
jo la suposicién de que los elementos estin razonablemente distribuidos, como en
un listin telefénico, el nimero medio de comparaciones es O(log log N ). Esto sig-
nifica que aplicamos el logaritmo dos veces seguidas. Para N=4 billones, log N es
aproximadamente 42, y log log N es mis o menos 5. Por supuesto, hay algunas
constantes multiplicativas ocultas en la notacién O, pero el logaritmo extra puede
reducir considerablemente el nimero de iteraciones. mientras no se presente un caso
malo. Sin embargo, probar el resultado de forma rigurosa es bastante complicado.

5.7 Comprobar el andlisis de un algoritmo

Una vez que hemos efectuado el andlisis de un algoritmo, queremos ver si es co-
rrecto y tan bueno como sea posible. Una forma de hacerlo es implementar el pro-
grama y ver si el tiempo de ejecucion observado empiricamente se ajusta con el
tiempo de ejecucién predicho por el analisis.

La busqueda
interpolada fiene
mejor cota O en
promedio que la
busqueda binaria,
pero tiene una
utilidad limitada y un
caso peor malo.
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Cuando N se incrementa por un factor de diez, el tiempo de ejecucién se eleva
en un factor de 10 en los programas lineales, de 100 en los programas cuadraticos
y de 1.000 en los cibicos. Los programas que se ejecutan en un tiempo O(N log N)
tardarin algo mas de diez veces mds en las mismas circunstancias. Estos aumentos
pueden ser dificiles de observar si los términos de orden inferior tienen coeficien-
tes relativamente grandes y N no es suficientemente grande. Un ejemplo, es el sal-
to de N=10 a N= 100 en el tiempo de ejecucion de las diferentes implementacio-
nes para el problema del cdlculo de la subsecuencia de suma méxima. También
puede ser dificil diferenciar un programa lineal de uno O(N log N ) basindose tan
solo en la evidencia empirica.

Otro truco utilizado a menudo para verificar si un programa es O(F(N)) es cal-
cular los valores de T(N)/F(N) para una serie de valores de N (generalmente es-
paciados por miltiplos de dos), donde 7(N) es el tiempo de ejecucion observado
empiricamente. Si F(N) es una respuesta ajustada al tiempo de ejecucion, enton-
ces los valores calculados convergen a una constante positiva. Si F(N) es una so-
breestimacion, los valores convergen a cero. Si F(N) es una subestimacion, y por
tanto erronea, los valores divergen.

Por ejemplo, supongamos que escribimos un programa para realizar N busque-
das aleatorias utilizando el algoritmo de bisqueda binaria. Ya que cada bisque-
da es logaritmica, esperamos que el tiempo de ejecucion total del programa sea
O(N log N). La Figura 5.13 muestra los valores observados para esta rutina, para
varios tamanos de la entrada, sobre una computadora real. La tabla muestra que la
ultima columna es la columna convergente, confirmando, por tanto, nuestra pre-
diccion, mientras que los nimeros crecientes para 7/N sugieren que O(N) es una
subestimacion, y los valores rapidamente decrecientes de T/N? sugieren que
O(N?) es una sobreestimacion.

Observe en particular que no tenemos una convergencia absolutamente diafa-
na. Un problema es que el reloj que utilizamos para medir el tiempo del programa

N “f"'::i’:;gjni':i)T T/N T/N> T/(Nlog N)
10.000 100 001000000 | 000000100 | 000075257
20.000 200 001000000 | 000000050 | 0,00069990
40.000 440 001100000 | 0.00000027 0,00071953
80.000 930 001162500 | 000000015 | 000071373

160.000 1.960 001225000 | 000000008 | 0,00070860
320,000 4.170 001303125 | 000000004 | 000071257
640.000 8.770 001370313 | 000000002 | 0,00071046

Figura5.13 Tiempo de ejecucion empirico para N busquedas binarias en un vector
de N elementos.




hace tictac sélo cada 10 ms. Observe también que no hay una gran diferencia entre
O(N) y O(N log N). Por supuesto, un algoritmo O(N log N) estd mas cerca de ser
lineal que de ser cuadratico. Finalmente, tenga en cuenta que la mdquina utilizada
en el ejemplo tiene suficiente memoria para almacenar 640.000 objetos (en el caso
de este experimento, enteros). Si esto no es cierto en su médquina, entonces no po-
dra reproducir similares resultados.

La préxima seccion discute algunas de las limitaciones del analisis basado en
la notacion O.

5.8 Limitaciones del andlisis O

El andlisis O es una herramienta muy efectiva, pero es importante conocer sus limi-
taciones. Como ya se ha mencionado, no es apropiado para pequenas cantidades
de datos. Con pequeiias entradas, utilice el algoritmo mds simple. Tambi€n, para
un algoritmo particular, la constante implicita en la notacién O puede resultar de-
masiado grande en la practica. Por ejemplo, si el tiempo de ejecucion de un algo-
ritmo estd gobernado por la férmula 2N log N y otro tiene un tiempo de ejecucion
de 1.000N, entonces el primer algoritmo serd probablemente mejor, aunque su tasa
de crecimiento sea mayor. Las constantes grandes pueden entrar en juego cuando
un algoritmo es excesivamente complejo. También aparecen porque nuestro anali-
sis no tiene en cuenta las constantes y por tanto no puede diferenciar cosas como
accesos a memoria (que no son costosos) de accesos a disco (que tipicamente son
muchos miles de veces mds costosos). Nuestro andlisis supone memoria infinita,
pero en las aplicaciones que involucran grandes conjuntos de datos, la falta de me-
moria suficiente puede ser un serio problema.

A veces, aun cuando las constantes y los términos no dominantes son tenidos en
cuenta, se prueba empiricamente que el andlisis era una sobreestimacion. En tal ca-
so, el andlisis debe ser ajustado (generalmente mediante una observacion mas inteli-
gente). Otras veces la cota de tiempo de ejecucion en promedio puede ser significa-
tivamente menor que la cota en el caso peor, y por tanto ninguna mejora en la cota
es posible. Hay muchos algoritmos complicados para los cuales la cota en el caso
peor se alcanza para una mala entrada, pero en la practica es generalmente una so-
breestimacién. Dos ejemplos son los métodos de ordenacién Shellsort y quicksort
(ambos se discuten en el Capitulo 8).

Sin embargo, las cotas en el caso peor son normalmente mds faciles de obtener
que sus contrapartidas en el caso medio. Por ejemplo, hasta la fecha no se ha podi-
do obtener un andlisis matematico del tiempo de ejecucion en el caso medio de
Shellsort. A veces, incluso definir con exactitud lo que significa «caso medio» es
dificil. Utilizamos un andlisis en el caso peor porque es conveniente, y también
porque, en la mayoria de los casos, el analisis en el caso peor es bastante significa-
tivo. Al realizar el anilisis, frecuentemente podremos decir si también seria apli-
cable al caso promedio.

Resumen

En este capitulo se ha introducido el amplio tema del andlisis de algoritmos y se
ha mostrado que decisiones algoritmicas generalmente influyen mas en el tiempo
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El caso peor es en
ocasiones poco
representativo por lo
que puede ser
ignorado sin
problemas. Otras
veces, es muy
comuin y no puede
ser ignorado.

El andilisis en el caso
medio es casi
siempre mucho mas
dificil que en el caso
peor.
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de ejecucion de un programa que los trucos de programacion. También se ha mos-
trado la enorme diferencia entre los algoritmos lineales y cuadraticos y se ha visto
como los algoritmos ciibicos son, en la mayor parte, insatisfactorios. Se ha exami-
nado un algoritmo que podria tomarse como base para nuestra primera estructura
de datos. La bisqueda binaria soporta de forma eficiente operaciones estaticas (es
decir, bisqueda pero no actualizacién), proporcionando por tanto una busqueda
logaritmica en el caso peor. Capitulos posteriores del texto examinan estructuras
de datos dinamicas que soportan eficientemente las actualizaciones (tanto inser-
cion como eliminacidn).

En el proximo capitulo definimos las estructuras de datos y sus operaciones
permitidas. También se detiene en algunas aplicaciones de las estructuras de datos
y discute su eficiencia.

Elementos del juego

algoritmo lineal Un algoritmo cuyo tiempo de ejecucion crece como O(N). Si el
tamano de la entrada aumenta por un factor f, entonces el tiempo de ejecucion
también aumenta por el mismo factor. Es el tiempo de ejecucién mas favora-
ble para un algoritmo.

bisqueda binaria El método de bisqueda utilizado cuando el vector de entrada
estd ordenado. Las biisquedas se realizan desde la mitad en vez desde el final.
La bisqueda binaria es logaritmica porque el rango de busqueda se reduce a la
mitad en cada iteracion.

bisqueda estatica Encuentra un elemento en un conjunto de datos que nunca es
modificado.

busqueda interpolada Algoritmo de buisqueda estitica que tiene mejor rendi-
miento O en el caso medio que la bisqueda binaria, pero que sélo se puede
utilizar en casos limitados y tiene una complejidad mala en el caso peor.

biasqueda secuencial Método lineal de bisqueda que recorre el vector hasta que
encuentra el elemento.

cota en el caso medio La cota en la cual el tiempo de ejecucion se obtiene me-
diante la media sobre todas las posibles entradas de tamafnio M.

cota en el caso peor Una garantia del coste sobre todas las entradas de cierto
tamano.

logaritmo El logaritmo de N (en base 2) es el valor X.tal que 2 elevado a X es
igual a N.

notacion {2 Notacion similar al mayor o igual cuando consideramos tasas de cre-
cimiento.

notacion ® Notacion similar al igual cuando consideramos tasas de crecimiento.

notacion o Notacion similar al menor estricto cuando se consideran tasas de creci-
miento.

notacion O Notacidn utilizada para capturar el término mds dominante de una
funcion. La notacion O es similar al menor o igual cuando consideramos tasas
de crecimiento.

niimeros arménicos El nimero armonico N-ésimo es la suma de los inversos de
los N primeros enteros positivos. La tasa de crecimiento de los nimeros armo-
nicos es logaritmica.




principio de duplicaciones repetidas Principio por el cual si empezamos con 1,
podemos multiplicar por 2 s6lo un nimero logaritmico de veces, hasta alcan-
zar N.

principio de sucesivas divisiones por la mitad Principio por el cual si empeza-
mos con N, podemos dividir de forma repetida por la mitad solamente un ni-
mero de veces logaritmico, hasta alcanzar 1. Se utiliza para obtener rutinas de
bisqueda logaritmicas.

subcuadratico Algoritmo cuyo tiempo de ejecucion es estrictamente menor que
cuadrdtico. El tiempo de ejecucion puede ser escrito como o(N 2).

Errores comunes

1. En el caso de bucles anidados, el tiempo total es funcién del producto del
tamaio de los bucles. En el caso de bucles consecutivos, no.

2. No cuente simplemente el nimero de bucles. Dos bucles anidados, cada uno
de los cuales se ejecuta desde | hasta N2, representan un tiempo O(N™.

3. No escriba expresiones como O(2N2) 0 O(N2 + N). Solo es necesario el
término dominante, sin la constante multiplicativa.

4. Utilice igualdades con la notacion O, Q, etc. No escriba que el tiempo de

ejecucion es > O(N?); esto no tiene sentido porque la notacion O es una

cota superior. No escriba que el tiempo de ejecucion es <O(N?); si el
proposito es decir que el tiempo de ejecucion es estrictamente menor que

cuadritico, utilice la notacién o.

Utilice la notacion €, y no la notaciéon O, para una cota inferior.

6. Utilice el logaritmo para describir el tiempo de ejecucion de un problema
resuelto dividiendo por la mitad su tamano en tiempo constante. No obs-
tante si tarda mas de un tiempo constante en dividir por la mitad el tama-
fo, el logaritmo no se aplica.

7. La base del logaritmo no es importante cuando se utiliza la notacion O. Es
por tanto innecesario precisarla, aunque por ello mismo podemos elegir en
cada caso la base mds favorable para nuestros razonamientos.

bl

En Internet

Los tres algoritmos para la obtencion de la subsecuencia de suma maxima, asi
como un cuarto tomado de la Seccién 7.5, estan disponibles, junto con una fun-
cién main que realiza los tests de tiempo de ejecucion. También se proporciona
un algoritmo de bisqueda binaria en el paquete DataStructures. He aqui los
nombres de ficheros y los directorios:

BinarySearch.java  Traducido por BusquedaBinaria.java, contiene el
algoritmo de la bisqueda binaria de la Figura 5.12,
aunque ligeramente modificado. Se encuentra en el di-
rectorio DataStructures. La Figura 5.11 se encuentra
en ¢l directorio Chapter05.

MaxSumTest.java Traducido por TestSumaMax. java, contiene cuatro al-
goritmos para el problema de la subsecuencia de suma
maxima. Se encuentra en el directorio Chapter(5.

En Internet
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@, Ejercicios

a.1.

5.2.

93.

5.5.

Cuestiones breves

Se extraen tres bolas de una caja como se especifica en el Teorema 5.1 ob-
teniéndose las combinaciones desde «) hasta d). ;Cudles son los correspon-
dientes valores de i, j y k?

a) Roja, 5, 6.
b) Azul, 5, 6.
¢) Azul, 3, Roja.
d) 6,5, Roja.

;Por qué no es suficiente una implementaciéon basada exclusivamente en el
Teorema 5.2 para obtener un tiempo de ejecucién subcuadrdtico para el
problema de la obtencion de la subsecuencia de suma maxima?

Suponga que T\(N) = O(F(N))y T>2(N) = O(F(N)). ;Cuidles entonces de las
siguientes afirmaciones son ciertas?

a) T\(N)+TrN)=OFN)).
b) T\(N)—TxN)=O(F(N)).
¢) T(N)/Tx(N)=O(l).

d) T\(N)=O(TxN)).

Se analizan dos programas A y B y se ve que en el caso peor tienen tiem-
pos de ejecucién no mayores que 150N log Ny N2, respectivamente. Res-
ponda a las siguientes cuestiones, cuando ello sea posible:

a) (Qué programa da la mejor garantia en tiempo de ejecucion para valo-
res grandes de N (N > 10.000)?

b) ;Qué programa da la mejor garantia en tiempo de ejecucién para valo-
res pequenos de N (N < 100)?

¢) (Qué programa se ejecutard mas rapido en promedio para N=1.000?

d) (Es posible que el programa B se ejecute mas rapidamente que el pro-
grama A en todas las posibles entradas?

Para la rutina de bisqueda binaria de la Figura 5.11, muestre las conse-
cuencias de las siguientes modificaciones en el cédigo: |

a) Linea 14: utilizando el test inicio < fin.

b) Linea 16: haciendo la asignacion medio = inicio + fin / 2.
c¢) Linea 19: asignando inicio = medio.

d) Linea 21: asignando fin = medio.

Problemas teoricos.

Determine, para los algoritmos tipicos que utiliza para realizar cdlculos a
mano, el tiempo de ejecucion en hacer los siguiente:

a) Sumar dos enteros de N digitos.
b) Multiplicar dos enteros de N digitos.
¢) Dividir dos enteros de N digitos.




5.7

5.8.

5.9.

5.10.

S.11.

5.12.

515

5.14.

Ejercicios

En términos de N. ;cudl es el tiempo de ejecucién del siguiente algoritmo
para calcular xN?

public static double potencia( double x, int n )

{
double resultado = 1.0;
for( int i = 0; i < n; i++ )
resultado *= x;
return resultado;
}

Evalie directamente el triple sumatorio que precede al Teorema 5.1. Veri-
fique que la respuesta es idéntica a la alli obtenida.

Para el algoritmo cuadritico, determine con precisién cudntas veces se eje-
cuta el bucle mds interno.

Un algoritmo tarda 0.5 milisegundos para una entrada de tamano 100.
;Cuidnto tardard con una entrada de tamano 500 si el tiempo de ejecucion
es el siguiente?

a) Lineal.
b) O(N log N).
¢) Cuadritico.
d) Cubico.

Un algoritmo tarda 0.5 milisegundos para una entrada de tamafio 100.
. Qué tamano de entrada puede procesar en un minuto, si el tiempo de eje-
cucion es el siguiente?

a) Lineal.

b) O(N log N).
¢) Cuadratico.
d) Cuabico.

Complete la tabla de la Figura 5.10 con estimaciones para tiempos de eje-
cucién que son demasiado grandes para ser simulados. Interpole los tiem-
pos de ejecucién para los cuatro algoritmos y estime el tiempo necesario
para calcular la subsecuencia de suma médxima de un millén de nimeros.
(Qué hipotesis ha asumido?

Ordene las siguientes funciones por tasa de crecimiento: N, ﬁ, N,
N2, Nlog N, N log log N, N log® N, N log (N?), 2/N, 2V, 2V2/37, N7 y
N? log N. Indique qué funciones crecen a la misma velocidad.

Para cada uno de los siguientes fragmentos de programas, haga lo si-
guiente:

@) Dé un andlisis en notacién O del tiempo de ejecucion.
b) Implemente el c6digo y ejecttelo para diferentes valores de N.
¢) Compare su andlisis con los tiempos de ejecucion reales.

// Fragmento #1
for({ int i = 07 1. .< n; I++ )
suma-+-+;
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// Fragmento #2

for( int i = 0; i < n; i++ )
for( int j = 0; J < n; Jj++)
suma-++ ;

// Fragmento #3

for( int i = 0; 1 < n; i++ )
suma-++;

0; j < n; Jj++)

for( int 3
suma++;

// Fragmento #4

for( int i = 0; i < n; i++ )
for( int j = 0; J < n * n; Jj++)
suma-++ ;

// Fragmento #5

for({ int i = 0; i < mn; 1++ )}
“for( int j = 0; J < 1i; J++)
suma++;

// Fragmento #6

for( int i = 0; i < n; 1i++ )
for( int j = 0; J < n * n; Jj++)
for( int k & 05 k< Ji et
suma++;

5.15. En ocasiones, multiplicar el tamano de los bucles anidados puede hacer
que el tiempo de ejecucién en notaciéon O sea una sobreestimacion. Repita
el Ejercicio 5.14 para el siguiente fragmento de programa:

for( int i = 1; i < n; i++ )
for( int 3 = 0; 3 < i * 1i; J++ )
if( 3 % i ==0)
for( int k = 0; k < j; k++ )
suma++;

5.16. En un juicio reciente, un juez condend a una ciudad por desacato y ordend
una multa de 2 euros para el primer dia. Cada dia posterior, hasta que la
ciudad acatara la orden del juez, la multa seria elevada al cuadrado (es
decir, la multa aumentaria de la siguiente manera: 2 euros, 4 euros, 16
euros, 256 euros, 65536 euros, ...).

a) ¢Cuadl seria la multa el dia N?

b) ;Cuantos dias harian falta para que la multa alcanza E euros? (Una
respuesta en notacion O serd suficiente.)

N

dx
5.17. Demuestre el Teorema 5.5. Pista: Muestre que Z‘;’ — £ '[ —. Obtenga
i L

|
luego de forma similar una cota inferior.

5.18. Construya un ejemplo en el cual una bisqueda interpolada examine cada
elemento del vector.

5.19. Analice el coste en promedio de una bisqueda con éxito para el algoritmo
de btisqueda binaria.




5.20.

5.21.

5.22.

5.23.

5.24.

Problemas practicos

Escriba un algoritmo eficiente para determinar si existe un entero i tal que
A;=1i en un vector de enteros ordenados de forma creciente. ;Cudl es su
tiempo de ejecucion?

Un nimero primo no tiene divisores aparte de 1 y de él mismo. Se pide lo
siguiente:

a) Escriba un programa para determinar si un entero positivo N es primo.
En términos de N, ;cudl es el tiempo de ejecucion en el caso peor de
su programa?

b) Sea B el nimero de bits en la representacion binaria de N. ;Cudl es el
valor de B?

¢) En términos de B, ;cuil es el tiempo de ejecucion en el caso peor de
su programa?

d) Compare los tiempos de ejecucion necesarios para determinar si un
nimero de 20 bits y otro de 40 bits son primos.

Un problema importante en andlisis numérico consiste en encontrar una
solucién a la ecuacion F(X)=0 para un F arbitrario. Si la funcién es con-
tinua y tenemos dos puntos bajo y alto para los cuales F(bajo) y F(alto)
tienen signo opuesto, entonces debe existir una raiz entre bajo y alto, que
puede ser encontrada bien mediante una bisqueda binaria o con una bus-
queda interpolada. Escriba una funcién que tome como pardmetros F, bajo
y alto y encuentre una raiz de la ecuacion. ;Qué debe hacer para asegurar
la terminacién?

Un elemento mayoritario en un vector A de tamano N es un elemento que
aparece mas de N/2 veces (en consecuencia habrda a lo sumo uno). Por
ejemplo, el vector

3,3,4,2,4.4,2,.4, 4
contiene un elemento mayoritario (4), mientras que el vector
3,3,4,2,4,4,2, 4

no tiene elemento mayoritario. Escriba un algoritmo para encontrar el ele-
mento mayoritario cuando exista, o que diga que no exista. ;Cuadl es el tiempo
de ejecucién de su algoritmo? (Hay una solucién O(N).)

Practicas de programacion

La criba de Eratdstenes es un método utilizado para calcular todos los pri-
mos menores que N. Empiece haciendo una tabla de enteros desde 2 hasta
N. Encuentre el menor entero i que no esté tachado. Entonces imprima i y
tache i, 2i, 3i , etc. Cuando i > /N, el algoritmo termina. Se ha probado
que el tiempo de ejecucion es O(N log log N). Escriba un programa para
implementar la criba y verifique que el tiempo de ejecucion es en efecto el
senalado. ;Qué dificultad ha encontrado para distinguir el tiempo de ejecu-
cién entre O(N) y O(N log N)?

Ejercicios
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5.25.

5.26.

La ecuacion A + B> + €% + D% + E° = F° tiene exactamente una solucién
entera que satisfaga 0 <A< B < C<D < FE<F <75. Escriba un pro-
grama para encontrar dicha solucion. Pista: primero, calcule todos los va-
lores de X y almacénelos en un vector. Entonces, para cada tupla (A, B, C,
D, E), solo necesita comprobar si existe alglin F en el vector. Hay varias
formas de buscar F. Un método consiste en aplicar bisqueda binaria. Sin
embargo podriamos probar que otros métodos pueden ser mas eficientes.
Implemente los algoritmos para el problema de la obtencion de la sub-
secuencia de suma maxima, para obtener datos equivalentes a los de la Fi-
gura 5.10. Compile los programas con las opciones que conduzcan a una
mayor eficiencia.
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