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CAPITULO

Nuameros aleatorios

n muchas ocasiones en la computacién se requiere el uso de nimeros alea-
torios. Por ejemplo, la criptografia moderna, los sistemas de simulacién vy,
sorprendentemente, incluso algunos algoritmos de bisqueda y ordenacion,
se basan en la generacién de nimeros aleatorios. Sin embargo, no es tan facil im-
plementar buenos generadores de niimeros aleatorios. Por todo ello, en este capitu-
lo estudiaremos la generacién y el uso de niimeros aleatorios.
Mas concretamente, en este capitulo veremos:

e Como se generan nimeros aleatorios.

e Como se generan permutaciones aleatorias.

e Cémo los nimeros aleatorios nos permiten disenar algoritmos eficientes,
mediante el uso de una técnica conocida como algoritmos aleatorios.

9.1 ¢Por qué son necesarios los nUmeros
aleatorios?

Los nimeros aleatorios se emplean en numerosas aplicaciones. Esta seccion discu-
te varias de las mds comunes.

Una importante aplicacion de los nimeros aleatorios es la comprobacién de
programas (testing). Supongamos, por ejemplo, que deseamos comprobar si los al-
goritmos de biisqueda disefiados en el Capitulo 8 son correctos. Es facil probarlos
tomando entradas con pocos datos, pero si deseamos comprobar su correccion pa-
ra las entradas de gran tamafo para las que han sido disefiados, necesitamos sumi-
nistrar un montén de datos. Generar una entrada de datos ordenada, como por
ejemplo la secuencia 1, 2, ..., N, seria sencillo, pero con ello sélo comprobariamos
el buen funcionamiento de los algoritmos en un caso limite. Estos algoritmos ne-
cesitan tests generales, por medio de los cuales obtengamos comprobaciones mas
convincentes. Por ejemplo, podriamos probar los programas haciendo 5.000 orde-
naciones sobre entradas de tamaio 1.000. Esto requiere la escritura de una rutina
para generar datos arbitrarios, para lo cual se necesita a su vez, la generacion de
nimeros aleatorios. ‘ S

Los numeros
aleatorios tienen
importantes
aplicaciones en
programacion, entre
las que se incluyen la
criptografia, la
simulacién y la
comprobacion de
programas.
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Continuando con el ejemplo, una vez que tenemos los datos generados aleato-
riamente, ;como podemos saber si el algoritmo ha funcionado correctamente?
Una condicién necesaria es que el resultado de la ordenacién sea un vector orde-
nado en orden no decreciente, lo que puede ser comprobado en tiempo lineal. Pero,
,como sabemos que los elementos de la salida son exactamente los elementos de
la entrada? Una forma de comprobarlo es exigir que la entrada sea una permuta-
cion de los N primeros enteros. Recuérdese del Capitulo 8, que una permutacion
de 1, 2, ..., N es una secuencia de N enteros en la que cada uno de ellos aparece
(exactamente) una vez. De este modo, no importa con qué permutacién comence-
mos, el resultado de la ordenacién debe ser la secuencia 1, 2, ..., N, lo que se com-
prueba facilmente.

Ademas de ayudarnos a generar datos de entrada para comprobar la correccién
de los programas, los nimeros aleatorios nos son ttiles para comparar la eficiencia
de distintos algoritmos. Esto es debido, una vez mds, al hecho de que pueden em-
plearse para generar multitud de entradas representativas.

Otra utilidad de los nimeros aleatorios se encuentra en la simulacion. Si de-
seamos conocer el tiempo medio que tarda un servidor (como el servicio de infor-
macion de un banco) en procesar una secuencia de peticiones, podemos modelar
el sistema empleando un computador. En esta simulacién por computador, la se-
cuencia de peticiones se genera empleando niimeros aleatorios.

Aun queda otro uso importante de los niimeros aleatorios, que corresponde a la
técnica de los algoritmos aleatorios. En ellos se emplea un nimero aleatorio para
determinar (de forma probabilistica) el siguiente paso que serd ejecutado por el al-
goritmo. La clase mds comun de estos algoritmos se basa en la seleccién (aleato-
ria) de una alternativa entre varias, mds o menos indistinguibles. Por ejemplo, en
los programas comerciales de ajedrez, el computador generalmente elige su pri-
mer movimiento de forma aleatoria, en lugar de jugar de forma determinista (es
decir, en lugar de realizar siempre el mismo movimiento). Este capitulo examina
muchos de los problemas que pueden resolverse de modo mds eficiente emplean-
do algoritmos aleatorios.

9.2 Generadores de nimeros aleatorios

(COmo se generan nimeros aleatorios? La verdadera aleatoriedad es imposible de
alcanzar en un computador, ya que los nimeros obtenidos dependen del algoritmo
empleado en su generacién y esto los convierte en no aleatorios. Ahora bien, gene-
ralmente, es suficiente producir nimeros pseudoaleatorios, esto es, nimeros que
parecen aleatorios, en el sentido de que satisfacen muchas de las propiedades que
cumplen los nimeros aleatorios. Aunque esto es mucho mas facil de decir que de
conseguirlo.

Supongamos que necesitamos simular el lanzamiento de una moneda. Una for-
ma de hacerlo es examinar el reloj del sistema. Este reloj indica el nimero de se-
gundos de la hora actual. Si esta cantidad es par podemos devolver O (cara), y si es
impar podemos devolver 1 (cruz). El problema es que esta estrategia no funciona
correctamente si necesitamos generar una secuencia de niimeros aleatorios. En tal
caso, lo mas probable es que se genere una secuencia de todo ceros o todo unos y,
evidentemente, esto dista mucho de ser aleatorio. Un segundo es, para el computa-
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dor, mucho tiempo, de modo que probablemente el reloj no cambiard mientras la
secuencia estd generandose. Incluso si el tiempo se mide en milisegundos y el pro-
grama estd haciendo mds cosas entre las llamadas al generador, la secuencia de
nimeros generada no serfa aleatoria, ya que el tiempo transcurrido entre las llama-
das al generador serfa prdcticamente idéntico en cada invocacion del programa,
con lo que los resultados que se producirian al realizar distintas ejecuciones serian
demasiado parecidas.

Lo que necesitamos es una secuencia de nimeros pseudoaleatorios, es decir,
una secuencia con las mismas propiedades que una secuencia aleatoria. Suponga-
mos que necesitamos generar nimeros aleatorios entre 0 y 999, uniformemente
distribuidos. En una distribucion uniforme, todos los nimeros en el rango especifi-
cado tienen la misma probabilidad de ser elegidos. Muchas distribuciones pueden
derivarse a partir de la distribucién uniforme, por esta razén se considera en pri-
mer lugar. En el esquema de clase mostrado en la Figura 9.1 aparecen muchas de
ellas. Las siguientes propiedades son verificadas por toda distribucién uniforme de
valores del intervalo O ... 999:

e El primer niimero puede ser cualquiera entre 0 'y 999. Todos ellos son equi-
probables.

e El nimero i-ésimo puede ser cualquiera entre O y 999. De nuevo, todos son
equiprobables.

e La media de todos los nimeros generados es 499.5.

Estas propiedades por si mismas no son suficientemente restrictivas. Por ejem-
plo, podriamos generar el primer nimero examinando el reloj del sistema, cuya
precisién es de un milisegundo, empleando el nimero de milisegundos. Los si-
guientes valores se irfan obteniendo afiadiendo una unidad al nimero anterior. Es
claro que tras generar mil ndmeros, se verifican todas las propiedades anteriores.
Sin embargo, no se cumplen otras mds fuertes. Algunas de estas propiedades que
también deben verificar los nimeros aleatorios uniformemente distribuidos son las
siguientes:

e La suma de dos nimeros aleatorios generados consecutivamente debe ser
par o impar con la misma probabilidad.

e Si se generan aleatoriamente mil nimeros, algunos de ellos estardan duplica-
dos (en concreto, aproximadamente 368 de ellos no apareceran).

Nuestros valores no satisfacen estas propiedades. La suma de dos nimeros
consecutivos siempre es impar, y nuestra secuencia estd libre de duplicaciones.
Como consecuencia, nuestro generador de nimeros pseudoaleatorios no ha pasado
dos pruebas estadisticas. Es bien cierto que todos los generadores de este tipo aca-
ban por no pasar algin test estadistico, aunque los mejores si que pasan los tests
que fallan los menos buenos. El Ejercicio 9.14 describe un test estadistico muy
utilizado en la practica.

En esta seccion estudiaremos el generador uniforme mds sencillo que satisface
un ndmero razonable de tests estadisticos. Desde luego no es el mejor generador
posible, pero resulta apropiado para ser empleado en aplicaciones en las que se
aceptan buenas aproximaciones de secuencias aleatorias. El método seguido es el
generador lineal de congruencias, definido por primera vez en 1951. Dicho gene-

En una distribucion
uniforme, todos los
ndmeros en el rango
especificado son
equiprobables.

Habitualmente es
necesario generar
una secuencia
aleatoria en lugar de
un solo numero
aleatorio.

El generador lineal
de congruencias es
un buen algoritmo
para generar
distribuciones
uniformes.
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1 // Clase Random

2 7y

3 // CONSTRUCCION: con (a) ninguna inicializacién o (b) un entero

4 // que especifica el estado inicial del generador

5 //

6 )/ FEEEkkxkxkkkkk*k* k *OQOPERACIONES PﬂBLICAS**********************

7 // Devuelve un numero aleatorio siguiendo una cierta
distribucidn

8 // int randomInt( ) --> Uniforme, 1 a 2731-1

9 // double randomReal ( ) --> Uniforme, 0..1

10 // int randomInt ( int linf, int lsup ) --> Uniforme 1linf..lsup

11 // int poisson( double valorEsperado ) --> Poisson

12 // double negExp( double valorEsperado ) --> Exponencial

13 // Un método estdtico relacionado:

14 // void permute( Object [ 1 a ) --> Permutacidén aleatoria

15

16 /**

17 * Clase de numeros aleatorios que emplea un

18 * generador lineal de congruencias 31-bit.

19 * Obsérvese que java.util contiene una clase Random,

20 * por lo que se deben vigilar los conflictos de nombres.

21 * /

22 public class Random

23 |

24 public Random( )

25 { /* Figura 9.2 */ }

26 public Random( int valorInicial )

27 { /* Figura 9.2 */ }

28 public int randomInt ( )

29 { /* Figura 9.3 */ }

30 public double randomReal ( )

31 { return randomInt( ) / ( double ) M; }

32 public int randomInt( int 1linf, int lsup )
33 { /* Figura 9.8 */ }

34 public int poisson( double valorEsperado )
35 { /* Figura 9.5 */ }

36 public double negExp( double valorEsperado )
37 { /* Figura 9.6 */ }

38 public static final void permute( Object [ ] a )
39 { /* Figura 9.7 */ }

40

41 private int estado;

42 }

Figura 9.1 Esquema de una clase generadora de nUmeros aleatorios.

rador es un generador de nimeros aleatorios en el que son generados los valores
X1, X, ..., verificandose

X = AX{(mod M). 9.1)
Esta ecuacion indica que el (i + 1)-ésimo nimero se obtiene multiplicando el i-ési-
mo nimero por una cierta constante A, para calcular después el resto de dividir el

resultado por M. En Java lo escribiriamos en la forma siguiente:

x[i+1]=A*x[i]s%sM; y
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Los valores adecuados de las constantes A Yy M se concretardn en breve. Nétese
que todos los nimeros generados serdn menores que M. Para iniciar la secuencia
necesitamos un valor X,. Este valor se conoce como semilla. Si Xo = 0 la secuen-
cia no serfa aleatoria, ya que se generarfan Gnicamente ceros. Pero si A y M son
cuidadosamente elegidos, entonces cualquier semilla que cumpla 1 < Xg < M es
vilida. En la Figura 9.2 se construye un objeto Random en el que se inicializa el
valor de la semilla. Si M es primo entonces X; no puede ser 0. En particular, si
M =11,A =7y lasemilla X, = 1, los niimeros generados son

7,5,2,3,10,4,6,9,8,1,7,5,2, ...

Generar un nimero cada segundo produce una secuencia repetitiva. En nuestro ca-
so, la secuencia se repite después de M — 1 = 10 ndmeros. La longitud de la se-
cuencia hasta que se encuentra un nimero generado anteriormente se conoce co-
mo periodo de la secuencia. El periodo obtenido con esta eleccién de A es,
claramente, el mejor posible ya que todos los nimeros no nulos menores que M
son generados. (Necesariamente debemos tener un nimero repetido en la 11-ésima
iteracion.)

Si M es primo, distintas elecciones de A permiten generar un periodo completo
de M — 1 valores. Esta clase de generadores reciben el nombre de generadores li-
neales de congruencias con periodo completo. Otras elecciones de A no generan
un periodo completo. Por ejemplo, si A = 5 y Xo = 1, la secuencia tiene como
periodo 5, al obtenerse:

5,3,4,9,1,5,3,4, ...

Si se elige como valor de M un primo 31-bit muy alto, el periodo es suficiente-
mente alto para la mayoria de las aplicaciones. El primo M =23" — 1 =2.147.483 647

1 [ x
2 * Construccidén de un objeto Random cuyo

3 * estado inicial se obtiene del reloj del sistema.
4 */

5 public Random( )

6 |

7 this( (int) ( System.currentTimeMillis ( )
8 % Integer.MAX_VALUE ) );

9 3

10

11 Jx*

12 * Construccidén de un objeto Random

13 * especificando un estado inicial.
14 * @param valorInicial el estado inicial.
15 =/

16 public Random( int valorInicial )
17 ¢

18 if( valorInicial < 0 )

19 valorInicial += M;

20

21 estado = valorInicial;

22 if( estado == 0 )

23 estado = 1;

24

Figura 9.2 Constructores de la clase Random. « =4
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La semilla es el valor
inicial de un
generador de
ndmeros aleatorios.

Un generador de
ndmeros aleatorios
con periodo P
genera la misma
secuencia de
nuameros tras P
iteraciones.

Un generador lineal
de congruencias
con periodo
completo tiene
periodo M — 1.
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Debido al
desbordamiento, los
cdlculos deben
reordenarse.

Debemos cenirnos a
esta eleccion de Ay
M, a menos que
conozcamos otra
mejor.

es una eleccion usual. Para este nimero, A =48.271 es uno de los muchos valores
que permiten obtener un generador lineal de congruencias con periodo completo.
Su utilizacién ha sido ampliamente estudiada, siendo recomendada por los exper-
tos en este campo. Como mostraremos mas tarde en este mismo capitulo, jugar
con generadores de nimeros aleatorios significa en muchos casos romper la alea-
toriedad, por lo que conviene emplear la féormula indicada, a menos que tengamos
garantizado que es posible obrar de otra forma.

Esta rutina parece sencilla de implementar. Si estado representa el tltimo va-
lor calculado por la rutina Random entonces el nuevo valor de estado viene defi-
nido por

estado = ( A * estado ) % M; // Incorrecto

Desafortunamente, si este calculo se realiza con enteros 32-bit, es casi seguro que
el producto provocara un error de desbordamiento. Aunque Java tiene definido un
tipo 1long 64-bit, emplearlo es computacionalmente costoso. Si nos restringimos
al tipo int 32-bit, podriamos argumentar que el desbordamiento, una vez anulado
el correspondiente error, mantiene la aleatoriedad. Sin embargo, el desbordamien-
to es inaceptable, pues con él perdemos la garantia del periodo completo. Afortu-
nadamente, para evitar el desbordamiento s6lo es necesaria una pequea modifica-
cion. En concreto, si Q y R son el cociente y el resto de M/A, podemos rescribir la
Ecuacién 9.1 en la forma

X, = AX;(mod Q)) — R X,/Q| + M(X)) (9.2)

1

con lo que se verifica lo siguiente (véase el Ejercicio 9.5):

e El primer término siempre puede evaluarse sin desbordamiento.

e El segundo término puede evaluarse sin desbordamiento, siempre que R < Q.

® 5(X;) se evalda a O si el resultado de la diferencia entre los dos primeros tér-
minos es positiva; se evalia a 1 si dicha diferencia es negativa.

Para los valores de M y A fijados, se tiene que Q =44.488 y R=3.399. Como con-
secuencia, R < Q y una aplicacion directa de (9.2) nos da una implementacion de
una clase de nimeros aleatorios. El c6digo que resulta se muestra en la Figura 9.3.
En ella, la rutina randomInt devuelve el valor de estado.

En la Figura 9.1 aparecen dos métodos adicionales: uno de ellos genera aleato-
riamente un real en el intervalo de 0 a 1, mientras que el segundo genera un entero
aleatorio en el intervalo cerrado que se especifica como argumento (véase el Ejer-
cicio 9.8).

Por dltimo, la clase también incluye un generador para el caso en el que se ne-
cesiten nameros aleatorios no uniformemente distribuidos. Al respecto, en la Sec-
cion 9.3 se muestra el codigo de los métodos poisson y negExp.

Se puede estar tentado a asumir que cualquier sistema computacional tiene un
generador de ndameros aleatorios al menos tan bueno como el de la Figura 9.3.
Tristemente, esto no es cierto. Muchas librerias poseen generadores basados en la
funcion

X, , = (AX; + C)mod 2°
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1 private static final int A = 48271;

2 private static final int M = 2147483647;

3 private static final int Q = M / A;

4 private static final int R = M % A;

5

6 VA

7 * Devuelve un entero pseudoaleatorio y cambia el
8 * estado interno.

9 * @return un entero pseudoaleatorio.

10 e

11 public int randomInt ( )

12 ¢

13 int estadoTmp = A * ( estado $ Q ) - R * ( estado / Q );
14 if( estadoTmp >= 0 )

15 estado = estadoTmp;

16 else

17 estado = estadoTmp + M;

18

19 return estado;
20

Figura 9.3 Generador de nimeros aleatorios.

donde B es el nimero de bits de los enteros de la mdquina y C es impar. Estas
librerias, al igual que la rutina de la Figura 9.3, también devuelven directamente el
nuevo valor calculado en estado, en lugar de (por ejemplo) un valor entre O y 1.
Desafortunadamente, estos generadores siempre producen valores de X; que se al-
ternan entre pares e impares —propiedad indeseable en un generador—. Mas en
general, cada sufijo de k bits cicla con un periodo de 2% en el mejor de los casos.
Muchos otros generadores de numeros aleatorios tienen ciclos bastante menores
que el mostrado aqui. Estos no son adecuados en aplicaciones que requieran se-
cuencias largas de niimeros aleatorios. La libreria de Java tiene un generador de
este tipo: sin embargo, emplea un generador lineal de congruencias de 48 bits, de-
volviendo sélo los primeros 32 bits, evitando asi el problema que representa la ci-
clicidad de los bits de menor orden. En concreto, las constantes que utiliza son
A=25.214.903.917, B=48 y C=13".

Finalmente, podria parecer que es posible obtener un mejor generador de nu-
meros aleatorios afadiendo una constante a la ecuacion. Por ejemplo, podria pen-
sarse que

X, , = (48271X;+ Dmod (2°' — 1)

generard valores mds aleatorios. Sin embargo, cuando usamos esta ecuacion pode-
mos observar que

(48.271-179.424.105 + 1)mod (2*' — 1) = 179.424.105.

De modo que, si la semilla es 179.424.105, el generador se bloquea en un ciclo de
periodo 1. Esto muestra lo frigiles que pueden ser estos generadores.

! Este es el mismo generador que el conocido como drand4s, existente en los sistemas Unix.

4
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La distribuciéon de
Poisson modela el
ndmero de veces
que se produce un
evento extrano y
suele emplearse en
simulacion.

9.3 NuUmeros aleatorios nc uniformes

No todas las aplicaciones requieren nimeros aleatorios uniformemente distribui-
dos. Por ejemplo, las calificaciones de los alumnos de un curso numeroso no sue-
len distribuirse de manera uniforme, sino que se ajustan a la cldsica distribucion
en forma de campana, conocida formalmente como distribucion normal o de
Gauss. Un generador uniforme de nimeros aleatorios puede emplearse para gene-
rar nimeros que satisfacen otro tipo de distribuciones.

Una importante distribucion no uniforme que se produce durante las simula-
ciones es la distribucion de Poisson. 1.os sucesos que se producen bajo las siguien-
tes circunstancias satisfacen la distribucion de Poisson:

e [a probabilidad de un suceso en una region pequeiia es proporcional al ta-
maifio de la region.

e La probabilidad de dos sucesos en una region pequena es proporcional al
cuadrado del tamaiio de la region, con lo que normalmente es lo suficiente-
mente pequeifia como para poder ser ignorada.

e Los hechos consistentes en obtener k sucesos en una region determinada y
obtener j sucesos en una region disjunta a la anterior son independientes.
(Técnicamente, esto quiere decir que la probabilidad de que ambos sucesos
se produzcan simultineamente se calcula multiplicando las probabilidades
de los eventos individuales.)

e [a cantidad media de sucesos en una regién de un tamafio dado es conocida.

Entonces, si el nimero medio de sucesos viene dado por la constante a, la proba-
bilidad de que se presenten exactamente k sucesos es ake k.

La distribucion de Poisson normalmente se aplica a sucesos que tienen una
probabilidad reducida de producirse. Por ejemplo, considérese el evento de tener
un boleto ganador de la loteria primitiva, en el que la probabilidad de ganar el bo-
te es de 1 entre 14 millones. Supondremos que los nimeros escogidos al rellenar
un boleto son, mas o menos, aleatorios e independientes. Si una persona rellena
100 boletos, sus probabilidades de ganar son ahora de 1 entre 140.000 (han mejo-
rado en un factor de 100), de modo que se verifica la primera condicion. La proba-
bilidad de que una persona tenga dos boletos ganadores es casi nula, por lo que
también se cumple la segunda condicion. Si alguna otra persona compra 10 bole-
tos, sus probabilidades de ganar son de 1 entre 1.400.000 , y éstas son indepen-
dientes de la primera persona, de modo que la tercera propiedad también se cum-
ple. Supdéngase que se venden 28 millones de boletos. La cantidad media de
boletos ganadores en esta situacion es 2 (ésta es la cifra que necesitamos para sa-
tisfacer la dltima condicion). El nimero previsible de boletos ganadores es una va-
riable aleatoria con un valor esperado de 2, que satisface la distribucion de Pois-
son. De este modo, la probabilidad de que se hayan vendido exactamente k boletos

Boletos ganadores 0 1 2 3 4 5

Frecuencia 0,135 | 0,271 0.271 0.180 0.090 0.036

Figura 9.4 Distribucion de los ganadores de la loteria cuando el niumero esperado
de ganadores es 2.

o
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ganadores es 2X¢ ~?/k!. Esto nos da la distribucién de la Figura 9.4. En general, si
el nimero esperado de boletos ganadores es a, entonces la probabilidad de que
aparezcan k boletos ganadores es ake_"/k!.

Para generar de forma aleatoria un entero siguiendo una distribucién de Pois-
son con media a, podemos seguir la siguiente estrategia (su justificacién mate-
mdtica queda fuera de los objetivos del texto): se generan repetidamente nime-
ros aleatorios en el intervalo (0, 1) distribuidos de manera uniforme hasta que su
producto sea menor (o igual) que ¢ “. Esto es lo que se hace en la rutina de la
Figura 9.5. '

Otra importante distribucion no uniforme es la distribucion exponencial, gene-  Enla distribucion
rada en la Figura 9.6. En esta distribucion la media y la varianza coinciden. La  exponencialla
distribucion exponencial se emplea para modelar el tiempo que transcurre entre ?oei:(':?d‘;:’ ;2”0”20
dos eventos aleatorios independientes, como en el ejemplo de simulacion de la emplea p(']ro
Seccion 13.2. modelar el tiempo

Muchas otras distribuciones aparecen con frecuencia. Hemos tratado aqui de  que transcurre entre
mostrar como una mayoria de ellas pueden obtenerse a partir de la distribucién  dos evenfos
uniforme. Puede consultarse cualquier libro sobre probabilidades y estadistica pa- E'jg;zf;iemes
ra conocer mds detalles acerca de estas distribuciones. '

'| JRE

2 * Devuelve un entero usando una distribucidén de Poisson vy
3 * cambia el estado interno.

4 * @param valorEsperado la media de la distribucidn.

5 * @return el int pseudoaleatorio.

6 * f

7 public int poisson( double valorEsperado )

8 {

9 double limite = -valorEsperado;

10 double producto = Math.log( randomReal( ) );

11 int contador;

12

13 for( contador = 0; producto > limite; contador++ )
14 producto += Math.log( randomReal( ) );

15

16 return contador;

17 3

Figura 9.5 Generacion de un nimero aleatorio segun la distribucion de Poisson.

/**
* Devuelve un valor de tipo double que sigue una distribucidn
* exponencial y cambia el estado interno.
* @param valorEsperado la media de la distribucidn.
* @return el double pseudoaleatorio.
4
public double negExp( double valorEsperado )

{
return - valorEsperado * Math.log( randomReal( ) );

OVONOCUBAWN—=

—

}

Figura 9.6 Generacion de un nimero aleatorio siguiendo una distribucion expo-
nencial. ) ‘

.
4
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Las permutaciones
aleatorias pueden
generarse en fiempo
lineal empleando un
valor aleatorio para
generar cada
elemento.

La correccion de
permute es sufil.

9.4 Generacion de una permutacion aleatoria

Considérese el problema de simular un juego de cartas. La baraja tiene 52 cartas
distintas. En el transcurso de una partida debemos generar cartas de la baraja sin
repetir ninguna. Esto corresponde al proceso de barajar las cartas para despu€s re-
partir cartas del mazo resultante. Naturalmente deseamos que el barajeo de las car-
tas sea justo, es decir, que cada una de las 52! posibles combinaciones tenga la
misma probabilidad de aparecer tras barajar las cartas.

Este tipo de problemas precisa la generacion de permutaciones aleatorias. Una
permutacion aleatoria emplea ndmeros aleatorios distintos para cada elemento. En ge-
neral, el problema es el siguiente: generar una permutacion aleatoria de 1, 2, ..., N.
Todas las permutaciones deben ser equiprobables. La aleatoriedad de la permuta-
cion estd limitada por la aleatoriedad del generador de nimeros pseudoaleatorios.
De este modo, que todas las permutaciones sean igualmente probables depende de
que todos los nimeros generados sean independientes y se distribuyan uniforme-
mente. Las permutaciones aleatorias pueden generarse en tiempo lineal.

En la Figura 9.7 se muestra una rutina, permute, que sirve para generar una
permutacién aleatoria. Al efecto procedemos del siguiente modo: partimos de un
vector en el que aparecen los elementos de 1, ..., N en un orden cualquiera. El bu-
cle realiza la mezcla aleatoria. En cada iteracién se intercambia a[ j 1 con un
cierto elemento del vector entre las posiciones 0 y j (en particular es posible que
no se realice ningtin intercambio, al escogerse el elemento j-€simo). Tras ejecutar
la rutina se genera una permutacion aleatoria de 1, 2, ..., N.

Es evidente que permute genera permutaciones arbitrarias. Pero, ;todas las
permutaciones son igualmente probables? La respuesta es si y no, a la vez. Si nos
basamos en el algoritmo la respuesta es si. Existen N! permutaciones posibles, y el
nimero de posibles salidas diferentes de las N — 1 llamadas a randomInt en la
linea 11 es también N!. Esto es debido a que la primera llamada produce 0 o 1,
luego tiene dos salidas. La segunda llamada produce 0, 1 o 2, luego tiene tres sali-
das. La llamada i-ésima tiene N salidas. El nimero total de salidas es el producto
de todas estas posibilidades, ya que cada nimero aleatorio es independiente del
resto. En consecuencia, basta demostrar que cada secuencia de nimeros aleatorios
corresponde a una y sélo una permutacién. Esto puede demostrarse razonando ha-
cia atrds (véase el Ejercicio 9.6.)

Sin embargo la respuesta real es no, pues todas las permutaciones no son equi-

probables. Como sélo hay 23! — 2 estados iniciales posibles para el generador de
'| R

2 * Reordena un vector de forma aleatoria.

3 * T,0s numeros aleatorios empleados dependen de la horay el dia.

4 * @param a el vector.

5 * /

6 public static final void permute( Object [ 1 a )

7 {

8 Random r = new Random( ) ;

9

10 for( int § = 1; j < a.length; j++ )

11 Ordenacion.intercambioRef{ a, j, r.randomInt{ O, 3 ) );

12
Figura 9.7 Rutina para generdr perrr)gfocibnes aleatorias.
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nimeros aleatorios, s6lo pueden generarse 231 — 2 permutaciones distintas. Esto
podria representar un problema en algunas aplicaciones. Por ejemplo, un progra-
ma que generara 1.000.000 permutaciones (dividiendo quizds el trabajo entre va-
rios computadores) para medir la eficiencia de un algoritmo de ordenacion, gene-
rard, con total seguridad, algunas permutaciones dos veces. Se necesitan
generadores de nimeros aleatorios mejores para hacer que la teoria y la practica
coincidan absolutamente.

Observe que substituir la llamada al método de intercambiar por la llamada
r.randomInt (0,a.length-1) no funciona, incluso en el caso de tener tres ele-
mentos. Existen 3! =6 posibles permutaciones y el nimero de secuencias diferen-
tes que puede calcularse con las tres llamadas de randomInt es 3% = 27. Como 6
no es divisor de 27, unas permutaciones tienen mayor probabilidad de aparecer
que otras.

9.5 Algoritmos aleatorios

Suponga que es un profesor que da clases de programacion cada semana. Quiere
asegurarse de que los estudiantes estdn escribiendo sus propios programas o, al
menos, que entienden el cédigo que presentan. Una solucion es preguntar a los
alumnos acerca de los programas cada dia de clase. Sin embargo, estas preguntas
reducen el tiempo disponible, por lo que sélo seria practico cuestionar la mitad de
los programas. Su problema es decidir cudndo preguntar a los estudiantes.

Si avisa con antelacién de que va a preguntar, los alumnos tendrén la posibili-
dad de hacer trampas no realizando el 50 por ciento de los programas que no van a
ser examinados. Alternativamente puede adoptar la estrategia de examinar un pro-
grama si y otro no, sin avisar previamente, pero los alumnos podrian descifrar di-
cha estrategia rapidamente. Otra posibilidad es examinar a los alumnos sobre los
programas que parecen mds importantes, pero esto probablemente conducira a pa-
trones similares de afio en afio, por lo que de nuevo la estrategia resultaria predeci-
ble a partir del primer ano.

Un método que parece eliminar estos problemas es lanzar una moneda. Es

decir, hace un cuestionario para cada programa (redactar las preguntas no consu-
me tanto tiempo como corregirlas), y al comienzo de la clase lanza una moneda
para decidir si va a haber examen. De esta manera es imposible saber antes de ca-
da clase si ese dia habrd cuestionario. Ademds, este patrén no se repite cada afo.
Los estudiantes pueden ser examinados con un 50 por ciento de posibilidades, in-
dependientemente de lo sucedido antes. La desventaja de esta estrategia es que el
afio podria acabar sin que haya habido ningiin examen. Aunque si se asume que
los estudiantes tienen que realizar muchos programas, esto es improbable, a menos
que la moneda esté trucada. Cada afno el nimero esperado de exdmenes es la mi-
tad del nimero de programas implementados, y con una elevada probabilidad, el
nimero de exdmenes realizados serd muy parecido a dicha cantidad.

Este ejemplo ilustra los llamados algoritmos aleatorios. Durante su ejecucion  Los algorifmos
se emplea, en alguna ocasion, un nimero aleatorio para tomar una decision, en lu- aleatorios emplean
gar de tomarlas siempre de forma determinista. La duracién de la ejecucion del PNESIEE e
. P . . p para tomar
algoritmo depende no sélo de los datos de entrada sino también de los ndmeros 4o isiones.

aletorios generados.
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La duracion de la
ejecucion de un
algoritmo aleatorio
depende tanto de
los nUmeros
aleatorios
generados como de
los datos de
entrada.

La seleccion
aleatoria rapida
funciona (en media)
en tiempo lineal.

En el peor de los casos la duracién de la ejecucion es, casi siempre, la misma
que la que la del algoritmo no aleatorizado. La diferencia mds importante es que
un algoritmo bien aleatorizado no tiene datos de entrada malos sino nimeros
aleatorios (para cada entrada en particular) inadecuados. Esto parece solo una
diferencia tedrica, pero tiene una gran importancia, tal y como muestra el si-
guiente ejemplo.

Considérese el problema siguiente. Su jefe le pide escribir un programa que
calcule la media de un conjunto de 1.000.000 de numeros. Debe entregar el pro-
grama y ejecutarlo con los datos de entrada que el jefe decida. Si aparece la res-
puesta correcta en unos pocos segundos (lo que se espera de un algoritmo lineal),
su jefe estard muy satisfecho por el trabajo realizado y le premiard de algin modo.
Pero si su programa no funciona o es demasiado lento, su jefe le despedird por in-
competente. Su jefe piensa que gana demasiado y estd deseando tomar la segunda
opcion. ;Qué deberia hacer?

El algoritmo de seleccion rapida descrito en la Seccion 8.7 parece ser la mejor
solucion al problema. Aunque el algoritmo (véase la Figura 8.20) es muy rapido
en media, es cuadritico en el caso peor si el pivote es pobre. Usando la mediana
de tres, tenemos garantizado que este caso peor no se dard nunca para los datos de
entrada mas comunes, al igual que para aquellos que ya estan ordenados o tienen
algun elemento duplicado. Sin embargo, atn existe un caso peor cuadratico mos-
trado en el Ejercicio 8.8. De modo que su malévolo jefe tras leer su programa, po-
dria ver como se elige el pivote, y sera capaz de construir el caso peor. Como con-
secuencia, serd despedido.

Empleando ndmeros aleatorios puede garantizar estadisticamente la seguri-
dad de su trabajo. Puede comenzar el algoritmo de seleccion rapida mezclando
aleatoriamente la entrada empleando el programa de la Figura 9.72. Como con-
secuencia, su jefe ha perdido la capacidad de especificar una mala secuencia de
entrada. Cuando ejecute el algoritmo de seleccion rapida, éste procesara una en-
trada aleatoria, por lo que es de esperar un tiempo lineal en su ejecucion. ;Puede
durar un tiempo cuadratico? La respuesta es si. Es posible que la mezcla de cual-
quier entrada inicial devuelva el peor caso para la seleccion rapida, por lo que la
secuencia resultante seria ordenada en tiempo cuadritico. Si es lo suficiente-
mente desafortunado como para que suceda esto, perdera su trabajo (jaunque su
jefe no sea en principio tan malicioso!). Sin embargo, este suceso es estadistica-
mente imposible: para un millon de elementos, la probabilidad de tener que em-
plear tan s6lo el doble del tiempo del que indica la media es tan pequena que
puede ser ignorada. Es mucho, pero que mucho mas probable que su computador
se equivoque o se estropee inoportunamente. Asi que su puesto de trabajo estaria
seguro.

En lugar de mezclar los datos, podemos obtener un resultado equivalente eli-
giendo el pivote de forma aleatoria en lugar de hacerlo de forma determinista. Ele-
gimos aleatoriamente un elemento del vector y lo intercambiamos con el elemento
en la posicion 1inf. Elegimos de forma aleatoria otro elemento y lo intercambia-
mos con el elemento en la posicion 1sup. Escogemos un tercer elemento y lo
intercambiamos con el situado en la posicion media. Después el algoritmo conti-
nua como de ordinario. Como en el algoritmo original, las particiones degeneradas

2 Es preciso asegurarse de que el generador de nimeros aleatorios es lo suficientemente aleatorio como para que su salida no pue-
da ser predicha en absoluto por su jefe. ' :
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siguen siendo posibles, pero ahora aparecen como resultado de niimeros aleatorios
inadecuados, y no por culpa de malas entradas.

Comentamos a continuacion las principales diferencias entre los algoritmos

aleatorizados y los no aleatorizados. Hasta ahora hemos venido estudiando los al-
goritmos no aleatorizados. Cuando calculamos su tiempo medio de ejecucién, su-
ponemos que todas las entradas son equiprobables. Sin embargo, esta suposicién
podria no ser cierta ya que, por ejemplo, las entradas casi ordenadas son més habi-
tuales de lo esperado estadisticamente. Esto puede causar problemas para algunos
algoritmos como el quicksort. Pero usando un algoritmo aleatorizado el tener unos
datos de entrada u otros no es tan importante. En este caso lo que si es importante
es poder contar con verdaderos nimeros aleatorios, ya que para obtener una esti-
macion del tiempo de ejecucion se hace una media de todos los comportamientos
posibles correspondientes a los nimeros aleatorios asociados a cualquier entrada.
Empleando la seleccién rdpida con eleccion aleatoria de pivotes (o un paso de pre-
procesamiento de la entrada) obtenemos un algoritmo O(N). Esto significa que pa-
ra cualquier entrada, incluyendo aquella que ya esta ordenada, el tiempo de ejecu-
cion estimado, basidndonos en el comportamiento estadistico de los nimeros
aleatorios, es O(N). Una cota del tiempo estimado serd habitualmente algo mayor
que una cota del tiempo en el caso promedio ya que las suposiciones hechas para
generar los nimeros aleatorios son mas débiles (niimeros aleatorios versus entrada
aleatoria), pero serd menor que la correspondiente cota en el caso peor. Por otra
parte, en muchas ocasiones las soluciones que tienen buenas cotas en el caso peor
exigen con frecuencia un trabajo anadido para asegurar que no se produzca el caso
peor. El algoritmo de seleccion con coste O(N) en el caso peor es un resultado ted-
rico formulable pero poco itil en la practica.

Los algoritmos aleatorios se clasifican en dos grandes familias. Los primeros,  Algunos algoritmos
como el arriba estudiado, siempre devuelven la respuesta correcta, aunque pueden  cleatorios se
tardar en hacerlo, dependiendo de los nimeros aleatorios generados. Los segundos ifﬁliggg %Z?;
son los que estudiaremos en el resto de este capitulo. Este segundo tipo de algorit- E——————
mos aleatorios se ejecutan en una cantidad fija de tiempo pero pueden cometer cometen errores de
errores de forma aleatoria (presumiblemente con una probabilidad reducida). Es- forma aleatoria
tos errores se clasifican en falsos positivos o falsos negativos. Esta es una técnica  (Presumiblemente
ampliamente aceptada en medicina. Los falsos positivos y los falsos negativos son ;roonbzr;;igsg Eetos
bastante comunes: algunos tests médicos tienen tasas de error sorprendentemente . < 'se clasifican
clevadas. Mas aln, para algunos tests los errores dependen de las caracteristicas  en falsos positivos y
del individuo y no de las circunstancias aleatorias generadas, por lo que repetir el  falsos negativos.
test producird un nuevo resultado erréneo. En los algoritmos aleatorios podemos
repetir el test con la misma entrada usando nimeros aleatorios diferentes. Si eje-
cutamos el algoritmo diez veces y obtenemos diez positivos, y si obtener un solo
falso positivo es un suceso improbable (por ejemplo una vez de cada cien), enton-
ces la probabilidad de obtener consecutivamente diez positivos falsos (una vez en
lOOm, o sea cien trillones) es priacticamente nula.

9.6 Test aleatorio de primalidad

Recordemos que en la Seccion 7.4 se han descrito muchos algoritmos numéricos
que vimos cémo pueden emplearse para implementar el esquema de encriptacién
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El algoritmo de la
divisibilidad es
rapido para numeros
pequenos (32-bit),
pero no puede
emplearse para
ndmeros grandes.

NUmeros aleatorios

basado en el algoritmo RSA. Un paso importante en el algoritmo RSA es la pro-
duccién de dos nimeros primos p y g. Podemos encontrar un nimero primo pro-
bando reiteradamente nimeros impares sucesivos hasta encontrar uno primo. Asi
que el punto crucial del algoritmo es comprobar si un nimero dado es primo.

El algoritmo mads sencillo para comprobar si un nimero impar N es primo con-
siste en estudiar su divisibilidad. En este algoritmo, se utiliza el hecho de que un
numero mayor que 3 es primo si no es divisible entre ningin otro impar menor o
igual que \/ N. En la Figura 9.8 se implementa directamente este método.

El test de la divisibilidad es razonablemente rdpido para nimeros pequefios
(32-bit), pero no se puede emplear ni siquiera para el tipo long 64-bit, pues se
necesitan probar cerca de ;/N/Z divisores, empledandose para ello una cantidad

de tiempo del orden O(\/N). Lo que deseamos es un test del mismo orden de
magnitud que la rutina potencia de la Seccién 7.4.2. Un teorema muy conoci-
do que puede llevarnos a resolver la cuestion es el Teorema pequerio de Fermat.
(En aras de la completitud del presente texto el resultado se demuestra en el
Teorema 9.1, aunque no es necesario para entender la demostracion del test de
primalidad.)

Teorema 9.1

Demostracion

El Teorema pequeno
de Fermart nos da
una condicién
necesaria pero no
suficiente para
establecer la
primalidad de un
ndmero.

(Teorema pequeiio de Fermat): Si P es primo y O<A<P entonces
AP 71 = 1(mod P).

Considérese un k cualquiera verificando 1 < k < P. Como P es primo y me-
nor que A 'y k, Ak = O(mod P) es imposible. Considérese ahora cualquier
I <i<j<P.Ai = Aj(mod P) implicaria A(j — i) = 0(mod P) pero esto es
imposible por el argumento anterior, ya que 1 < j — i < P. Ademds, cuan-
do trabajamos mod P, la secuencia A, 2A, ..., (P — 1)A es una permutacion de
1,2, ..., P — 1. El producto de ambas secuencias (mod P) debe ser equivalen-
te, derivandose entonces la equivalencia AP~ l(P —D!'=P—D!(modP), de
la que se sigue el teorema.

Si el reciproco del Teorema pequeiio de Fermat fuese cierto, entonces ten-
driamos un test de primalidad computacionalmente equivalente a la exponencia-
cion modular (esto es, O(log N)). Desafortunadamente, el resultado reciproco no
es cierto. Se comprueba facilmente que 2340 = 1(mod 341), pero 341 es factori-

zable (11 x 31).

1 // Devuelve true si el numero impar n es primo
2

3 public static boolean esPrimo( long n )

4

5 for( long 1 = 3; 1 * 1 <= n; i += 2 )

6 if({n % 4 == 0 )

7 return false; // No primo

8

9 return true; // Primo

10

Figura 9.8 Test de primolidod'bcsodp‘, en la divisibilidad.
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Para obtener un test de primalidad necesitamos un teorema adicional: el Teo-

rema 9.2.
Si P es primo 'y X’ = 1(mod P) entonces X = + 1(mod P). Teorema 9.2
Como X> — 1 = 0(mod P) implica (X — 1)(X + 1) = 0(mod P) y P es pri- Demostracion
mo, X — 10X + 1 =0(modP).

Una combinacién de los Teoremas 9.1 y 9.2 resulta ttil. Sea A un entero entre

2y N — 2. Si calculamos AN Ymod N) y el resultado no es 1, entonces N no pue-
de ser primo, ya que de otro modo se contradice el Teorema pequeio de Fermat.
Decimos entonces que A es un festigo de la factorizabilidad de N, ya que A de-
muestra que N es factorizable. Cada nimero compuesto N tiene algin testigo A,
pero para algunos nimeros, llamados nimeros de Carmichael, estos testigos son
dificiles de encontrar. Necesitamos tener la seguridad de que existe una elevada
probabilidad de encontrar un testigo, sea cual sea la eleccion de N. Para mejorar
nuestras posibilidades aplicamos el Teorema 9.2.

Durante el cdlculo de A’ también calculamos (ALi/zJ)z. Asi tenemos X = AL/2]
yY= X2. Obsérvese que X e Y se calculan automdticamente, como parte de la ru-
tina potencia. Si Yes 1 y X no es + 1(mod N), entonces, por el Teorema 9.2, N -
no puede ser primo. Podemos devolver O como el valor de A’ cuando esto se de-
tecte. Entonces N habra fallado el test de primalidad, basdndonos en el Teorema
pequeiio de Fermat.

La rutina testigo, mostrada en la Figura 9.9, calcula Ai(mod P), salvo que se  Siel algoritmo
devuelva O cuando se detecta la contradiccién del Teorema 9.2°. Si testigo no decide que un
devuelve 1, entonces A es un testigo del hecho de que N no puede ser primo. En EETOQ;‘Z zgneisgmo‘
las lineas desde la 12 hzasta la 14 se hace una llamada recursiva y se produce X. o0, del 100 por
Entonces calculamos X, como en una computacién normal de potencia. Com-  cien. Cada intento
probamos si el Teorema 9.2 se contradice, y se devuelve O si es asi. En cualquier aleaforio tiene, alo
otro caso se completa la ejecucién de potencia. sumo, una tasa de

El tinico tema pendiente es la correccion. Si nuestro algoritmo decide que N es Kilsospashituos dal 20

factorizable, entonces N debe serlo. Si N es factorizable, ;es cierto que toda A con pOnSIsNE.
2 <A <N — 2 es un testigo? Desafortunadamente, la respuesta es no. Esto signi-
fica que existen algunos valores de A que pueden falsear nuestro algoritmo hacién-
donos decir que N es primo. De hecho, si se elige A de forma aleatoria, tenemos
una probabilidad de 1/4 de fallar en la deteccién de un nimero factorizable, come-
tiendo asi un error. Obsérvese que esto es cierto para cualquier N. Si s6lo se tuvie-
ra esta conclusion en media para los distintos valores de N, entonces no podriamos
obtener una rutina lo suficientemente buena. Si recuperamos la analogia con los
tests médicos, nuestro algoritmo genera falsos positivos para cualquier N, a lo su-
mo el 25 por cierto del tiempo.

3 Obsérvese que este pseudocédigo no funciona para longs.grandes debido a-los posibles errores de desbordamiento. Debemos
forzar que los nlimeros testeados sean 32-bit. :




Algunos nimeros
compuestos pasardn
el test y seran
declarados primos.
Pero es muy
improbable que un
ndmero compuesto
pase 20 tests
aleatorios
independientes.

1

2 * Método que implementa el test bdasico de primalidad.

3 * Si testigo devuelve 1, n es factorizable.

4 * Para ello se calcula a”i (mod n), buscédndose a la vez
5 * las raices no triviales de 1.

6 *

7 private static long testigo( long a, long i, long n )

8
9
10

{

1If{ 4 == 0 9

return 1;
11
12 long x = testigo( a, i / 2, n );
13 LE(sc==10 ) // Sines recursivamente factorizable, parar
14 return 0;
15
16 // n no es primo si encontramos una raiz no trivial de 1
17 long v = ( == * 22 ) & n;
18 if(y == 1 & x != 1 && x !=n - 1 )
19 return O0;
20
21 if( 1 %2 !'=0)
22 y=(a*y) %n;
23 return vy;
24
25
26 public static final int INTENTOS = 5;
27
28 /R

29 * Test aleatorio de primalidad.

30 * El ajuste de INTENTOS aumenta el grado de confianza.
* @param n el numero a testear.

32 * @return false si n no es primo (con seguridad) .

33 * true si n seguramente es primo.

34 */

35 public static boolean esPrimo( long n )

36 {

37 Random r = new Random( ) ;

38

39 for( int contador = 0; contador < INTENTOS; contador++ )
40 if( testigo( r.randomInt( 2, (int) n - 2 ),

41 - L,-5@ ) k= 1. )
42 return false;

43

44 return true;

45

Figura 9.9 Test aleatorio de primalidad.

Esto no parece una estadistica muy buena, ya que una tasa de error del 25 por
ciento es ciertamente muy alta. Sin embargo, si usamos 20 valores independientes
de A, entonces la probabilidad de que ninguno de ellos sea testigo de un nimero
factorizable es 1/4°’, que es cerca de una entre un millén de millones. Este grado
de certeza es mucho mds razonable, y ademas podria mejorarse tanto como desed-
semos realizando mas intento‘s. La rutina esPrimo, mostrada en la Figura 9.9, se
limita a hacer cinco intentos. ;
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Resumen

Este capitulo describe como se generan y utilizan los nimeros aleatorios. El gene-
rador lineal de congruencias es una buena eleccion para aplicaciones sencillas,
siempre que se elijan con cuidado los parametros A y M. Podemos obtener nime-
ros aleatorios que sigan distribuciones no uniformes, como la distribucion de Pois-
son o distribuciones exponenciales, a partir de un generador de nimeros aleatorios
uniforme.

Los nimeros aleatorios tienen multiples aplicaciones. Algunas de ellas in-
cluyen el estudio empirico de algoritmos, la simulacién de sistemas de la vida real
y el diseno de algoritmos que eviten de forma probabilistica el caso peor. Los ni-
meros aleatorios se emplean en otras partes del texto, especialmente en la Seccion
13.2 y el Ejercicio 20.18.

Con este capitulo se concluye la Parte II del libro. La Parte III muestra algunas
aplicaciones sencillas, comenzando con una discusién acerca de los juegos en el
Capitulo 10, en el que ilustramos tres técnicas importantes de resolucion de pro-
blemas.

Elementos del juego

falsos positivos y falsos negativos Errores cometidos aleatoriamente (con baja
probabilidad) por algunos algoritmos aleatorios de duracion fija.

algoritmo aleatorio Algoritmo que emplea nimeros aleatorios en lugar de deci-
siones deterministas, para decidir el siguiente paso de la ejecucion.

distribucion de Poisson Distribucién que modela el nimero de veces que se pro-
duce un suceso raro.

distribucion exponencial Distribucién empleada para modelar el tiempo transcu-
rrido entre dos ocurrencias de sucesos aleatorios. Su media y su varianza coin-
ciden.

distribucion uniforme Distribucién en la que todos los nimeros dentro del rango
especificado son equiprobables.

generador lineal de congruencias Un buen algoritmo para generar distribuciones
uniformes.

generador lineal de congruencias con periodo completo Generador lineal de
congruencias cuyo periodo es M — 1.

nameros pseudoaleatorios Numeros que verifican muchas de las propiedades de
los nimeros aleatorios. Es dificil encontrar buenos generadores de nimeros
pseudoaleatorios.

periodo Un generador de ndmeros aleatorios con periodo P genera la misma se-
cuencia aleatoria después de P iteraciones.

permutacion aleatoria Recolocacién aleatoria de N elementos. Puede generarse
en tiempo lineal generando un nimero aleatorio por cada elemento.

permutacion Una permutacion de 1, 2, ..., N es una secuencia de N enteros que
incluye cada elemento de 1, 2, ..., N exactamente una vez.

semilla Es el estado inicial de un generador de nimeros aleatorios.
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Teorema pequeno de Fermat Establece que si P es primo y 0 <A < P entonces
A L= I(mod P). Es una condicion necesaria, pero no suficiente, para esta-
blecer la primalidad de un numero.

testigo de composicionalidad Valor de A que prueba que un nimero no es primo,
empleando el Teorema pequeio de Fermat.

trial division Algoritmo sencillo para comprobar la primalidad de un nimero. Es
rapido para nimeros pequefos (32-bit) pero no puede aplicarse para nimeros
grandes.

Errores comunes

1. La utilizacién de una semilla nula producira nimeros aleatorios inadecua-
dos.

2. Los usuarios sin experiencia podrian reinicializar la semilla con un cierto
valor prefijado antes de generar una nueva permutacion aleatoria. Esto
provocaria que se generara la misma permutacion en distintas ocasiones,
lo que probablemente no se pretendia.

3. Muchos generadores de nimeros aleatorios son particularmente malos. En
algunas aplicaciones que requieren largas secuencias de nimeros aleato-
rios, incluso el generador lineal de congruencias es insatisfactorio.

4. Se sabe que, bajo ciertos criterios de aleatoriedad, los bits de menor orden
de los generadores lineales de congruencias no son aleatorios. En conse-
cuencia, debe evitarse su uso. Por ejemplo, randomInt () %2 es una mala
tdctica para simular el lanzamiento de una moneda.

5. Cuando se generan nimeros aleatorios en un intervalo determinado, un
error muy comtun es manejar valores ligeramente fuera de los limites e in-
cluso permitir la generacion de valores fuera del intervalo, o no permitir
que el valor mds pequeiio se genere con probabilidad ajustada.

6. Muchos generadores de permutaciones aleatorias no generan todas las
permutaciones posibles con la misma probabilidad. Como se ha comenta-
do en el texto, nuestro algoritmo estd limitado por el generador de nime-
ros aleatorios.

7. Cambiar los valores de un generador de niumeros aleatorios equivale, muy
probablemente, a debilitar sus propiedades estadisticas.

En Internet

Todo el c6digo que aparece en este capitulo forma parte del paquete Supporting
y puede encontrarse en el directorio Supporting. Estos son los nombres de los fi-

cheros:
Random.java Contiene la clase Random.
Numerical.java Contiene la rutina de test de primalidad de la Figu-

ra 9.9 ademds de las rutinas matematicas de la Sec-
cion 7.4.



Ejercicios

9.1.

9.2:

9.3.

9.4.

9.5.

9.6.

9.7.

9.8.

2.9,

9.10.

9.11.

Cuestiones breves

Con el generador de nimeros aleatorios descrito en el texto, determine los
primeros 10 valores de estado, suponiendo que su valor inicial es 1.
Muestre el resultado de ejecutar el algoritmo del test de primalidad para
N=561, con valores de A entre 2 y 5 (ambos inclusive).

Si se venden 42.000.000 boletos de la loteria primitiva, ;cual es el nimero
esperado de ganadores? ;Qué probabilidad hay de que el premio quede de-
sierto?, ¢y las probabilidades de que haya exactamente un ganador?

(Por qué no puede emplearse una semilla nula en el generador lineal de
congruencias?

Problemas teoricos

Demuestre que la Ecuacion 9.2 es equivalente a la Ecuacidén 9.1 y que el
programa resultante, presentado en la Figura 9.3, es correcto.

Complete la prueba de que cada permutacién obtenida en la Figura 9.7 es
equiprobable.

Supéngamos que tenemos una moneda sesgada, de modo que al lanzarla la
probabilidad de que salga cara es p y la probabilidad de que salga cruz es
1 — p. Muestre como podria disenarse un algoritmo que emplee dicha mo-
neda para generar un O o un 1, con la misma probabilidad.

Problemas practicos

Escriba los métodos randomReal y randomInt. Después, implemente un
programa que llame a randomInt 1.000 veces para generar nimeros entre
1 y 1.000. ;Satisface los tests estadisticos mds fuertes de la Seccion 9.27
Ejecute un millén de veces el generador de Poisson de la Figura 9.5 to-
mando como valor esperado 2. ;Concuerda la distribucién obtenida con la
Figura 9.47

Considere una eleccién entre dos candidatos en la que el ganador ha ob-
tenido una fraccién p del voto. Si el recuento de votos se realiza secuen-
cialmente, ;cudl es la probabilidad de que el ganador esté siempre en ca-
beza (o empatado con su rival) durante todo el recuento? Este problema
se conoce con el nombre del problema de la votacion. La respuesta es p.
Escriba un programa que lo verifique. Indicacion: Simule una eleccion
con 10.000 votantes. Genere aleatoriamente vectores de 10000p unos y
1000(1 — p) ceros. Después estudie secuencialmente si la diferencia entre
ceros y unos no es nunca negativa (ello deberd ocurrir 100p de cada cien
veces).

Practicas de programacion

Un algoritmo alternativo para generar permutaciones es rellenar el vector
desde a[0] hasta a[n-1] del siguiente modo: para tellenar a[i] se gene-

Ejercicios
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9.12.

9.13.

9.14.

ran ndameros aleatorios hasta que aparezca uno que no haya sido usado pre-
viamente. Para realizar esta comprobacion puede emplearse un vector de
booleanos. Evalue el tiempo esperado de ejecucion (jojo! tiene truco) y es-
criba un programa que compare el tiempo real de ejecucion de la rutina, el
tiempo obtenido por la estimacién y la rutina de la Figura 9.7.
Supongamos que se quiere generar una variacion aleatoria de N elementos
distintos dentro del rango 1, 2, ..., M. (El caso M =N corresponde a la ge-
neracion de permutaciones.) El algoritmo de Floyd para conseguirlo es el
siguiente: vamos generando de forma recursiva una variacion de N — |
elementos distintos dentro del rango 1, 2, ..., M — 1. Tras hacerlo genera-
mos un entero aleatorio entre 1 y M. Si el nimero no estd todavia en la
permutacién se afiade el mismo, y si ya estd se aflade M. Debe hacer lo si-
guiente:

a) Pruebe que este algoritmo no genera elementos repetidos.

b) Pruebe que cada variacion posible aparece de forma equiprobable.
¢) Dé una implementacion recursiva del algoritmo.

d) Dé una implementacion iterativa del algoritmo.

Un paseo aleatorio en dos dimensiones es el siguiente juego, que se desa-
rrolla en el sistema de coordenadas x, y. Se comienza en el origen (esto es,
en (0, 0)). Cada iteracién consiste en dar un paso, aleatoriamente elegido
entre los siguientes: una unidad hacia arriba, hacia abajo, hacia la derecha
o hacia la izquierda. El paseo termina cuando el caminante regresa al ori-
gen. Puede probarse que esto acaba ocurriendo mas tarde o mas temprano
con probabilidad 1 en dos dimensiones. Sin embargo, si generalizamos el
problema al espacio de tres dimensiones, la probabilidad pasa a ser menor
que 1. Escriba un programa que realice 100 paseos independientes y calcu-
le el nimero de pasos dados en cada direccion.

Un test estadistico muy sencillo, a la vez que efectivo, es el test de la
y-cuadrado. Supéngase que generamos, de forma supuestamente uniforme,
N valores entre M posibles (por ejemplo, generamos N nimeros entre | y
M, ambos inclusive). El nimero de apariciones de cada valor es una varia-
ble aleatoria de media ¢ = N/M. Para que el test, que comprueba la unifor-
midad, sea significativo debe verificarse 4 > 10. Sea f; el nimero de veces
que i es generado. Entonces se calcula el valor y-cuadrado V = Z(f; — ,u)z/u.
El resultado debe estar préximo a M. Si el resultado esta lejos de M dema-

siadas veces (en concreto, si lo supera en mas de 2\/M, en uno de cada
diez intentos), entonces el generador no ha pasado el test. Implemente este
test y ejecutelo sobre su implementacion del método randomInt (con
linf=1y lsup=100).
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