Representacion de curvas y
superficies

La clasica tetera, presentada en la figura 9.1, es quizas el icono mas conocido de
la graficacion por computador. Desde que Martin Newell [CROW87] la model6
en 1975, ha sido utilizada por docenas de investigadores como una estructura
para demostrar las técnicas més recientes en la produccién de superficies y tex-
+uras realistas. Para modelar la elegante tetera se tuvo que especificar su forma
como una coleccion de elementos superficiales suaves, conocidos como parches
bictibicos. En muchas aplicaciones de la graficacién por computador s necesa-
rio generar curvas y superficies suaves. Gran numero de los objetos reales son
inherentemente suaves y gran parte de la graficacién por computador est4 orien-
tada al modelado del mundo real. El disefio asistido por computador (CAD),
los tipos de letra de alta calidad, los graficos de datos y los dibujos de artistas
contienen curvas y superficies suaves. La trayectoria de una cdmara o un objeto
en una secuencia de animacion casi siempre es suave; asi mismo, una trayectoria

Figura 8.1 Lafamosa tetera, modelo que consiste en un conjunto de superficies curvas suaves.
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Figura 8.2

Objeto tridimensional
representado con
poligonos.

Figura 9.3

Seccion transversal de una
forma curva (linea
punteada) y su
representacion poligonal
(lineas sdlidas).

Representacion de curvas y superficies

a través de un espacio de intensidades o colores (Caps. 11 y 12) por lo ge=
debe ser suave.
La necesidad de representar curvas y superficies surge en dos casos:
delar objetos existentes (un automévil, un rostro o una montafia) y al m
a partir de cero, cuando no se representa un objeto fisico previamente exi
En el primer caso es posible que no exista una descripcién matematica del
to. Por supuesto, podemos usar como modelo las coordenadas de Ia i
de puntos en el objeto, pero esta estratégia no es factible en un computade:
capacidad de almacenamiento limitada. Es mds usual aproximar el obs
con pedazos de planos, esferas y otras formas que sean fdciles de describs
manera matemética, lo cual requiere que los puntos en el modelo esten o=
de los puntos correspondientes en el objeto.
En el segundo caso, cuando no hay un modelo previo que modelar, el &=
rio crea el objeto durante el proceso de modelado; por consiguiente, el of
equivale exactamente a su representacion, ya que ésta es su Unica encarnacs
Para crear el objeto, el usuario puede esculpirlo en forma interactiva, deser
lo matematicamente o proporcionar una descripcion aproximada que seré &=
pletada por un programa. En CAD, la representacién por computador s< =
posteriormente para generar realizaciones fisicas del objeto disefiado en fo
abstracta.
En este capitulo se presenta el drea general del modelado de superfici
trata de un area muy extensa, y sélo presentaremos las tres represent:
mds comunes de superficies tridimensionales: superficies de malla poligo
perficies paramétricas y superficies cuddricas. También analizaremos las @
paramétricas, ya que son un concepto interesante y porque las superﬁcxes
meétricas constituyen una generalizacién de las curvas.
El modelado de sélidos, que se presenta en el capitulo siguiente, es la res
sentacién de volimenes completamente rodeados por superficies, como se
cubo, un aeroplano o un edificio. La representacion de superficies que se &
za en este capitulo puede utilizarse en el modelado de s6lidos para definis
superficies que acotan el volumen.
Una malla poligonal es un conjunto de superficies planas limitadas pe ]
ligonos conectados entre si. Las cajas abiertas, los gabinetes y los exteriores
edificios se pueden representar facil y naturalmente con mallas poligona
mismo que los volimenes acotados por superficies planas. Las mallas polig
les también se pueden utilizar, aunque con menor facilidad, para repr
objetos con superficies curvas, como en la figura 9.2; sin embargo, esta res
sentacion solo es aproximada. En la figura 9.3 se presenta la seccién trans¥e
de una forma curva y la malla poligonal que la representa. Podemos hacer
los errores de la representacion sean arbitrariamente pequefios si usamos
poligonos para crear mejores aproximaciones lineales por trozos, pero est
trategia aumenta los requisitos de espacio y el tiempo de ejecucién de los
ritmos que procesan la representacién. Asi mismo, al ampliar la imagen vuss
a ser obvias las aristas rectas.
Las curvas polinomiales paramétricas definen puntos en una curva &=
mensional usando tres polinomios en un pardmetro ¢ para x, y y z. Los 8
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cientes de los polinomios se seleccionan de manera que la curva siga la trayecto-
ria deseada. Aunque se pueden emplear polinomios de diversos grados, solo
presentaremos el caso mas comun: los polinomios cibicos (cuyos parametros
pueden tener hasta la tercera potencia). Con frecuencia utilizaremos ¢l término
curva ciibica para estas curvas.

Los parches de superficie polinomial paramétrica de dos variables definen
las coordenadas de los puntos en una superficie curva usando tres polinomios de
dos variables, que corresponden a x, y y z. Las fronteras de los parches son
curvas polinomiales paramétricas. Se requieren mucho menos parches de super-
ficie polinomial de dos variables que parches poligonales para aproximar una
superficie curva con una precisién determinada. Sin embargo, los algoritmos
para trabajar con los polinomios de dos variables son mds complejos que los
que se utilizan para poligonos. Como ocurre con las curvas, se pueden emplear
polinomios de varios grados, pero aqui sélo analizaremos el caso comin de
los polinomios en los cuales ambos pardmetros son ciibicos. Estas superficies se
conocen como superficies biciibicas.

Las superficies cuddricas son aquellas que se definen implicitamente con
una ecuacion f(x, ¥, 7) = 0, donde f es un polinomio cuddricoenx, y y 2. Las
superficies cuadricas constituyen una representacion practica de la esfera, el
elipsoide y el cilindro.

En el capitulo 10, acerca del modelado de sélidos, se incorporan estas re-
presentaciones a sistemas para representar no solo superficies, sino también vo-
limenes acotados (solidos). Las representaciones de superficies que se describen
en este capitulo en ocasiones se usan combinadas con otras para acotar un volu-
men tridimensional.

i Mallas poligonales

Una malla poligonal es una coleccion de aristas, vértices y poligonos conectados
de manera que cada arista esté compartida a lo sumo por dos poligonos. Una
arista conecta dos vértices y un poligono es una secuencia cerrada de aristas.
Una arista puede ser compartida por dos poligonos adyacentes, un vértice es
compartido al menos por dos aristas y cada arista forma parte de algiin poligo-
no. Una malla poligonal se puede representar en varias formas, cada una con
sus ventajas y desventajas. La tarea del programador de la aplicacién es elegir
la representacién més apropiada. En una sola aplicacion se pueden emplear va-
rias representaciones: una para el almacenamiento externo, otra para uso inter-
no y otra mds para que el usuario pueda crear la malla en forma interactiva.
Para evaluar las representaciones se pueden emplear dos criterios basicos:
espacio v tiempo. Las operationes tipicas con una malla poligonal comprenden
la determinacién de todas las aristas incidentes a un vértice, detectar los poligo-
nos gue comparten una arista o un vértice, hallar los vértices conectados por
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una arista, encontrar las aristas de un poligono, dibujar la malla e identifis
errores en la representacion (p. ej., aristas, vértices o poligonos faltantes).
términos generales, cuanto mds explicitamente se representen las relaciones &
tre poligonos, vértices y aristas, mds rapidas seran las operaciones y mas espas
necesitard la representacion. Woo [WOOS85] ha analizado la complejidad &=
poral de nueve operaciones basicas de acceso y nueve operaciones basicas
actualizacion con estructuras de datos de malla poligonal.

En las secciones 9.1.1 y 9.1.2 se analizan varios temas relacionados con
mallas poligonales: la representacion de mallas poligonales, asegurar que la
presentacion sea correcta y calcular los coeficientes del plano de un poligona

9.1.1 Representaciéon de mallas poligonales

En esta seccidn analizaremos tres representaciones de mallas poligonales: exg
citas, apuntadores a una lista de vértices y apuntadores a una lista de aristas. £
la representacion explicita, cada poligono se representa con una lista de coo
nadas de vértices:

P = (o, 1, 70y (s Yoy )5 ooes (s Vs T0))-

Los vértices se almacenan en €l orden en que los detectariamos en un recorr
por ¢l poligono. Hay aristas entre los vértices sucesivos en la lista, asi ce
entre el primer y el dltimo vértices. En el caso de un solo poligono, esta reg
sentacién es eficiente en cuanto a espacio; sin embargo, en el caso de una ma
poligonal se desperdicia mucho espacio ya que las coordenadas de los veértics
compartidos se duplican. Un problema aitin mayor es que no hay una reps
sentacién explicita de las aristas y los vértices compartidos. Por ejemplo, pz
arrastrar interactivamente un vértice y todas sus aristas incidentes, es necesas
hallar todos los poligonos que comparten el vértice. Para esta busqueda se
quiere la comparacién de los triples de coordenadas de un poligono con los &
los demaés poligonos. La forma mds eficiente de hacerlo seria ordenando los
triples de coordenadas, pero este proceso requiere, en el mejor de los cases
N log, N pasos y no se elimina el peligro de que el mismo vértice pueda tens
debido al redondeo durante los cdlculos, valores ligeramente distintos en
coordenadas para cada poligono, de tal forma que quizd nunca se detectas
una equivalencia exacta.

Con esta representacion, para presentar la malla como poligonos rellenac
o huecos es necesario transformar cada vértice y recortar cada arista de ca
poligono. Si se dibujan las aristas, cada arista compartida se dibuja dos vees
lo cual ocasiona problemas en los graficadores de pluma, las grabadoras de g
licula y las pantallas vectoriales, debido a la sobreescritura. También puede su
gir un problema en las pantallas de barrido si las aristas se dibujan &
direcciones opuestas, en cuyo caso pueden intensificarse pixeles adicionales.

Los poligonos definidos con apuntadores a una lista de vértices, el métog
que utiliza SPHIGS, almacenan s6lo una vez cada vértice de la malla poligons
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en la lista de vértices V' = ((x;, ¥, 21),---» (X35 ¥, Z,))- Un poligono se define con
una lista de indices (o0 apuntadores) a la lista de vértices. Asf, un poligono for-
mado por los vértices 3, 5, 7y 10 delalista se representaria como P = (3, 5, 7, 10).

En la figura 9.4 se presenta un ejemplo de esta representacién, la cual tiene
varias ventajas con respecto a la representacién poligonal explicita. Como cada
vértice se almacena una sola vez, se ahorra bastante espacio. Ademds, las coor-
denadas de un vértice se pueden modificar con facilidad. Por otra parte, sigue
siendo dificil encontrar poligonos que compartan una arista y aristas comparti-
das que se dibujen dos veces al presentar todos los poligonos. Bstos problemas
se pueden eliminar representando explicitamente las aristas, como se hace en el
método siguiente.

Al definir poligonos con apuntadores a una lista de aristas, una vez mas
tenemos la lista de vértices ¥, pero un poligono no se representa con una lista
de apuntadores a la lista de vértices, sino a una lista de aristas, donde cada
arista se incluye una sola vez. A su vez, cada arista de la lista apunta a los dos
vértices de la lista de vértices que definen la arista y ademas a los poligonos (uno
o dos) a los que pertenece la arista. De esta manera, un poligono se describe
como P = (E, ..., E,) y una arista como E = (¥, V5, P,, P,). Cuando una
arista sdlo pertenece a un poligono, P; o P, serd nulo. En Ia figura 9.5 se pre-
senta un ejemplo de esta representacion.

Los poligonos huecos se muestran presentando todas las aristas, en lugar de
todos los poligonos; de esta manera se evitan recortes, transformaciones y dis-
cretizaciones redundantes. Los poligonos rellenados también son féciles de pre-
sentar. En algunas situaciones, como en la descripcion de una estructura de
hoja metélica en forma de panal tridimensional, algunas de las aristas son com-
partidas por tres poligonos. En estos casos, las descripciones de las aristas se
pueden extender para incluir un nimero arbitrario de poligonos: E = (¥, V5,
I e L

En ninguna de estas tres representaciones (es decir, poligonos explicitos,
apuntadores a vértices y apuntadores a una lista de aristas) es sencillo determi-
nar cuédles son las aristas incidentes a un vértice: hay que inspeccionar todas las
aristas. Por supuesto, se puede afiadir informacion explicitamente para permitir
la determinacion de estas relaciones. Por ejemplo, la representacion de arista
alada que usa Baumgart [BAUMYT7S5] expande la descripcion de las aristas para

£ V = (W, Vo, Va, Vi) = (X1, ¥4, Z4)s(Xas Vs 24))
v, v, Pi=(1.2,4)
- P,=(4,23)

)

Figura 9.4

Malla poligonal definida con indices en una lista de vértices.
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V=V, Vo Voo Vi) = (0, 7 2) 0 oo (s Vi Z4))
E,=(V,, Vy Py, 2)

E,=(V, Vy Py h)

E,=(Vy Vi Py )

E,= (V. Vy, P, Py)

E.=(V, Y, P 2)

P =(E. E; &)

P=(E, By E)

Figura 9.5 Malla poligonal definida con listas de aristas para cada poligono (A representa un valor nulo).

E incluir apuntadores a los dos vértices adjuntos de cada poligono, mientras que
: la descripcién de los vértices incluye un apuntador a una arista incidente (arbi-
3 traria) al vértice, con lo cual se obtiene mds informacion acerca de los poligomn

y los vértices.

9.1.2 Ecuaciones de planos

Al trabajar con poligonos o con mallas poligonales, muchas veces es necesarie
conocer la ecuacion del plano donde se encuentra el poligono. Por supuesto, €
algunos casos se conoce la ecuacién en forma implicita, a través de los métodos
de construccidn interactivos que se usan para definir el poligono. Si no se cono-
ce la ecuacién, es posible utilizar las coordenadas de los tres vértices para en g
contrar el plano. Recuerde la ecuacién de un plano:

T

Ax+ By + Cz+ D= 0. 6.1}

Los coeficientes A, B y C definen la normal al plano, [4 B C]. Dados los pun-
tos P,, P, y P, en el plano, la normal al plano se puede calcular como el produe-
to cruz de vectores PP, X P,P; (0 P,P, x P,P,, etc.). Si el producto cruz es
cero, los tres puntos son colineales y no definen un plano. En este caso se pue-
den usar otros vértices, si los hay. Una vez que se ha obtenido un producto cruz
distinto de cero, podemos hallar D sustituyendo la normal a [4 B C] y uno de
los tres puntos en la ecuacioén (9.1).

Si hay mas de tres vértices, quizds no estén todos sobre un mismo plano,
posiblemente por razones numéricas o debido al método por el cual se genera-
ron los poligonos. En este caso es mejor usar una técnica que encuentre los
coeficientes A, By C de un plano que se aproxime a todos los vértices y no el
método del producto cruz. Se-puede demostrar que 4, By C son proporcionales
a las dreas con signo de las proyecciones del poligono sobre los planos (7, z), (%,
%) v (x, ¥), respectivamente. Por ejemplo, si el poligono es paralelo al plano
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(x, y), entonces A = B = 0, como era de esperar: las proyecciones del poligono
sobre los planos (¥, z) ¥ (z, x) ticnen drea igual a cero. Este método es mejor que
el de producto cruz porque las dreas de las proyecciones son funcién de las
coordenadas de todos los vértices y por ende no pueden ser afectadas por la
eleccién de unos cuantos vértices que quizis no sean coplanares con los demds
vértices o con la mayoria de ellos, o que posiblemente sean colineales. Por ejem-
plo, el 4rea (y por lo tanto el coeficiente) C del poligono proyectado sobre el
plano (x, ¥) en la figura 9.6 es el 4rea del trapezoide A; menos las dreasde A, ¥
A,. Por lo general,

L&
C= 5 Z()’i + yig1) (i1 — Xi)» ©2)

i=1

donde el operador @ es la suma usual exceptoquen & 1 = 1. Las areas para
A y B se expresan en forma similar, excepto que el 4rea de B estd negada (véase
el Ej. 9.1).

La ecuacién (9.2) proporciona la suma de las 4reas de todos los trapezoides
formados por aristas sucesivas de los poligonos. Si x.; < x;, el drea contribu-
ye en forma negativa a la suma. El signo de la suma también es util: si los
vértices han sido numerados en el sentido del giro de las manecillas del reloj
(segun la proyeccion sobre el plano), el signo sera positivo; en caso contrario,
serd negativo.

Una vez gue determinamos la ecuacién del plano usando todos los vértices,
podemos estimar la no planaridad del poligono calculando la distancia perpen-
dicular del plano a cada uno de los vértices. Esta distancia d para el vértice en

(x, ¥, ) es
_Ax+By+Citb, ©3)
A2+ B2+ C?

Esta distancia es positiva o negativa, dependiendo del lado del plano donde
se encuentre el punto. Si el vértice estd sobre el plano, d = 0. Por supuesto,

¥
() C=3 0+ 1) (o —X) + 20+ ¥a) 0= %)+ 3 (s + ) (65— %)
! \ =G =} =\ =
1 1 £ hd 3
| : =4 A At Ay + Ay
|A2| & ¥ % § 5 =
A

Figura 9.6 Caiculo del 4rea C de un tridngulo usando la ecuacion (9.2).
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Esta funcion calcula los
coeficientes de la
ecuacion del plano.
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para determinar en qué lado del plano esta un punto, lo tinico importante
signo de d, vy la division entre la raiz cuadrada no es necesaria.

La ecuacion del plano no es tinica; cualquier constante multiplicadoss
distinta de cero cambia la ecuacion, pero no el plano. Muchas veces es cos
niente almacenar los coeficientes del plano con una normal normalizada; esia
puede hacer escogiendo

1
- JAETB+C

que es el reciproco de la longitud de la normal. Es mds ficil calcular las dis
cias con la ecuacién (9.3), va que el denominador es 1. E

Problema: Escriba una funcién que calcule los coeficientes de la ecuacion
plano dados n vértices de un poligono que es aproximadamente plano. Supa
que los vértices del poligono se numeran en sentido contrario al giro de lass
necillas, vistos hacia el plano desde su lado positivo. Los vértices y el niimess
vértices son argumentos que se pasan a la funcion.

Respuesta: Usando la ecuacion (9.2) y ecuaciones similares para A y B, el
grama €s:

hallar__coeficientes_ plano (float x| ],floaty| |, floatz] ], int, - num_vértices,
float *a, float *b, float *c, float *d)
{

floatA, B, C, D;
inti, j;

A=B=C=00
for(i = 0; i< nim_vértices; i+ +){
j = (i + 1) % ndm__vértices);
A += (] + 2] * K- Il
B +=—(xfil + xfi) * (il - z[iD;
} C += (yli] + yliD * (il = x[i;
Al=20;Bj=20;C/= 20;
=—(A*x[0] + B*y[0] + C*Z0);

Res
*b
==
*d

1
o0 ®m>
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9.2 Curvas clibicas parameétricas

Las polilineas y los poligonos son aproximaciones por trozos de primer grado de
curvas y superficies, respectivamente. A menos que las curvas o superficies que
se aproximan también sean lineales por trozos, hay que crear y almacenar gran
cantidad de coordenadas de puntos extremos para lograr una precision razona-
ble. La manipulacién interactiva de los datos para aproximar una curva es algo
tediosa, ya que hay que ubicar con precisién gran cantidad de puntos.

En esta seccion desarrollamos una representacion mds compacta y maneja-
ble de las curvas suaves por trozos; en la seccién 9.3 se generaliza el desarrollo
matematico a las superficies. El método general consiste en emplear funciones
que sean de un grado mayor que ¢l de las funciones lineales. Estas funciones por
lo general s6lo aproximan la forma deseada, pero requieren menos espacio de
almacenamiento y ofrecen mayor facilidad de manipulacidn interactiva que las
funciones lineales.

Las aproximaciones de mayor grado se pueden basar en uno de tres méto-
dos. Primero, podemos expresar y y z como funciones explicitas de x, de mane-
ra que y = flx) yz = g(x). Los problemas con este método son los siguientes:
(1) es imposible obtener valores miiltiples de y para una sola x, de manera que
las curvas como los circulos y las elipses se tienen que representar con varios
segmentos de curva; (2) esta definicién no es rotacionalmente invariante (para
describir una version rotada de la curva se requiere mucho trabajo y por lo ge-
neral hay que dividir un segmento de curva en varios segmentos mas); y 3)la
descripcién de curvas con tangentes verticales es muy dificil, ya que resulta
complicado representar una pendiente infinita.

Segundo, podemos modelar las curvas como soluciones a ecuaciones impli-
citas de la forma fix, », z) = 0; este método estd plagado de peligros. Primero,
la ecuacién dada puede tener mds soluciones que las que deseamos. Por ejem-
= plo, al modelar un circulo podriamos usar ¥* + y? = 1, lo cual esié bien. Sin
embargo, ¢c6mo modelamos medio circulo? Es necesario afiadir restricciones
como x = 0, que no pueden estar contenidas en la ecuacién implicita. Asi mis-
mo, si se unen dos segmentos de curva definidos de manera implicita, puede ser
dificil determinar si sus direcciones tangentes concuerdan en el punto de union.
La continuidad de tangentes es critica en muchas aplicaciones.

Estas dos formas matematicas si permiten determinar con rapidez si un
punto estd en la curva o a qué lado de la curva yace el punto, como hicimos en
el capitulo 3. Las normales a la curva también son faciles de calcular. Por lo
tanto, analizaremos brevemente la forma implicita en la seccién 9.4.

Con la representacién paramétrica de las curvas, x = x(@), y = (@), z =
z(#), se superan los problemas ocasionados por las formas funcionales e implici-
tas y se ofrece una variedad de atractivos que serdn evidentes en lo que resta de
este capitulo. Las curvas paramétricas reemplazan la utilizacién de pendientes
geométricas (que pueden ser infinitas) con vectores tangente paramétricos (que,
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como veremos, nunca pueden ser infinitos). En este caso, una curva e &
ma con una curva polinomial por trozos en lugar de la curva lineal por tres
que usamos en la seccién 9.1, Cada segmento Q de la curva clobal estéd indicas
por tres funciones, x, ¥ y z, que son polinomios cubicos en el parametro £.

Los polinomios cubicos son los que se emplean con mayor frecuencia, ;
que los polinomios de grado menor no ofrecen mucha flexibilidad para cor
lar la forma de la curva y los de mayor grado pueden introducir ondulacie
indeseadas y ademas requieren mas calculos. Ninguna representacion de me
grado permite que un segmento de curva interpole (pase por) dos puntos exs
mos especificados con derivadas especificas en cada punto extremo. Dade
polinomio ciibico con sus cuatro coeficientes, se usan cuatro incognitas ps
resolver los coeficientes desconocidos. Los cuatro valores conocidos podran ==
los dos puntos extremos y las derivadas en estos puntos. Asi mismo, los &=
coeficientes de un polinomio de primer orden (linea recta) se determinan con =
dos puntos extremos. En el caso de una linea recta, las derivadas en cada &
mo se determinan con la propia linea y no se pueden controlar en forma ing
pendiente. En el caso de polinomios cuadréticos (de segundo grado), que por
tanto tienen tres coeficientes, se pueden especificar los dos puntos extremes
otra condicién, como la pendiente o un punto adicional.

Asi mismo, las cubicas paramétricas son las curvas de menor grado que
son planas en tres dimensiones. Este hecho se puede observar sabiendo que. -
tres coeficientes de un polinomio de segundo orden se pueden especificar p
completo con tres puntos y que tres puntos definen un plano donde se encuents
el polinomio.

Las curvas de mayor grado requieren mds condiciones para determinar =
coeficientes v pueden ondular en formas dificiles de controlar. A pesar de esi:
complejidades, las curvas de mayor grado se emplean en aplicaciones —come s
disefio de automéviles y acroplanos— donde es necesario controlar derivadas
mayor grado para crear superficies aerodindmicamente eficientes. De hecho. €
desarrollo matematico de las curvas y superficies paramétricas muchas veces:
expresa en funcién de un grado arbitrario 7. En este capitulo, mantenemos
fijo en 3.

9.2.1 Caracteristicas basicas

Los polinomios cibicos que definen un segmento de curva Q) = [x(¥) 3
z(0)]T tienen la forma

x(0) =alf + b +cf +d,
W =af + b+ ot +d,
Hy=al=—trbrtcitd; 0=t=1. 9.3

Para tratar con segmentos finitos de la curva, limitamos el parametro ¢, S
perder generalidad, al intervalo [0, 1]. =
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Con T = [# £t 1]" y definiendo la matriz de coeficientes de los tres polino-
mios como

==
C——a 0011+ 9.6)
e

podemos reescribir la ecuacion (9.5) como
o) = @y zOIF = C- T. ©.7)

Esta representacion es una forma compacta de expresar la ecuacién (9.5).

En la figura 9.7 se préesentan dos segmentos unidos de curvas paramétricas
y sus polinomios; también se ilustra la capacidad de las paramétricas para re-
presentar facilmente varios valores de y para un solo valor de x en el caso de
polinomios que en si s6lo tienen un valor. (Esta figura de una curva, como to-
das las demds en esta seccion, presenta curvas bidimensionales representadas

por [x() y(OI'.)

Contiiluida‘d entre segmentos de curva. La derivada de Q(F) es el vector tangente
paramétrico dela curva. Al aplicar esta definicién ala ecuacién (9.7) obtenemos

= d - d iz 35
Ey(t) E-—(t)} —ECvT;C-[Bt ZE—1=0

=Bl +2bgte, 3af +2btre, 3arf+2br+ I 9.8)

dQ(r— === -
T );Q(IJ#{EX()

y() y(t)

Figura 8.7 Dos segmentos unidos de curvas paramétricas bidimensionales y los polinomios que los
definen. Las lineas punteadas entre el grafico (x,¥) y los graficos x(f) y y{t) muestran Ia
correspondencia entre los puntos en la curva (x, ) y los polinomios ctibicos de definicion.
Los graficos x(f) y y(t) para el segundo segmento han sido trasladados para que inicien en
t=1,noent = 0, para mostrar la continuidad de las curvas en su punto de unién.
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t = = - — = =
4 ,( . RoRtoBaimion Si dos segmentos de curva se unen, la curva tiene continuidad geométrica G =

las direcciones (aungue no necesariamente las magnitudes) de los vectores tam
gente de las dos curvas son iguales en el punto de union, la curva tiene continti-
dad geométrica G'. En el disefio de objetos asistido por computador, e
frecuencia se requiere continuidad G' entre segmentos de curva. La continuida
G' significa que las pendientes geométricas de los segmentos son iguales en
punto de unién. Para que dos vectores tangente TV, y TV, tengan la misme

G

| «

- ———x(t)

g'e%‘::mgo'ﬁe - direccién, es necesario gue uno sea multiplo escalar del otro: TV, = k - TFs
unido a los segmentos Cy, donde & > 0 [BARSE8].

C,yC,congrados 0, 1y 2 Si los vectores tangente de dos segmentos de curva cibica son iguales
respectivamente, de decir, si sus direcciones y sus magnitudes son iguales) en el punto de unién

ST A los segmentos, la curva tiene continuidad de primer grado en el pardmetro &
La diferencia visual entre

C, y C, es muy pequeiia continuidad paramétrica, y se dice que tiene continuidad C'. Si la direccién ¥ =
cerca de la unién, pero magnitud de d*/dr[Q(?)] hasta la n-ésima derivada son iguales en el punte
notoria lejos de ella. unién, se dice que la curva tiene continuidad C». En la figura 9.8 se presess
una curva con tres grados de continuidad diferentes. Observe que un segmes=

v PRA de curva paramétrica siempre es cOntinuo en todos sus puntos; la continuics

. / que nos interesa aqui es la que existe en los puntos de unioén.

\ =L El vector tangente Q'(¢) es la velocidad de un punto en la curva con respess

| Tv?g/ al pardmetro ¢. En forma similar, la segunda derivada de Q(?) es la aceleracies
l} Suponga que se mueve una camara por la curva cubica paramétrica en ing
1 mentos de tiempo iguales y que se toma una fotografia después de cada
! cremento; el vector tangente indica la velocidad de la cdmara a lo largo d&
curva. Para evitar los movimientos irregulares en la secuencia de animacics
la velocidad de la camara y la aceleracién en los puntos de unién deben &
continuas. Esta continuidad de la aceleracién por el punto de union de la figs
Figura 9.9 9.8 es la que hace que la curva C2 continiie m4s hacia la derecha que la curva:

Los segmentos de curva antes de doblar hacia el punto extremo.

Q,, Q,y Q, se unen en &l — — = = ; : =
punto P, y son idénticos En términos generales, la continuidad C' implica G', pero no siempi=

excepto por sus vectorss aplica la situacién inversa. Es decir, la continuidad G' usualmente es mes

tangenteen P,. @, ¥ Q, restrictiva que C', de manera que las curvas pueden tencr continuidad G' ¢

tienen vectores tangente no necesariamente C'. Sin embargo, los puntos de unién con continuidad

idénticos y por lo tanto aparecerdn tan suaves como los que poseen continuidad C', como puede

ambos tienen continuidad en la figura 9.9

G'yC'enP,.Q,yQ, g = 3 = :

tienen vectores tangente El erafico de una curva paramétrica es muy distinto del grafico de una =
iaciafes 2y

en la misma direccion, cién ordinaria, en el sentido de que la variable independiente se grafica sobs

pero Q; tiene el doblede  eje 5y Ia variable dependiente sobre el eje y. En los graficos de curvas pars
magnitud, de manera queé  ..c nunea se grafica la variable independiente 7. Por lo tant e S
sélo tienen continuidad G* : grafica 1a var CHGIAETIE vl Lo 1o €5 HEs
en P,. El vector tangente determinar el vector ‘tangente a 1-a curva con solo observar el grafico de lar =
mayor de Q, significa que  paramétrica. Es posible determinar la direccion del vector, pero no su mss
la curva es jalada mas tud. Se podra comprender por qué ocurre esto si se considera de la siguis
?:C‘E ""tgge‘:c'og dg_l veclor manera: si 4(f), 0 < ¢ < 1, es una curva paramétrica, su vector tangente
ngery nies de dirigirse . r . — < — e s =
hacia P,. El vector TV, es mstant_e O esy 0). Sig() = 7(21‘),’0 =t= {2, los graficos paramétricos &
el vector tangente de Q. 7 son idénticos. Por otra parte, 7'(0) = 2 4/(0). Por lo tanto, dos curvass

mientrasque TV, eselde @, graficos idénticos pueden tener vectores tangente diferentes. Este hecho S
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base de la definicion de la continuidad geométrica: para que dos curvas se unan
suavemente, solo se requiere que concuerden las direcciones de sus vectores tan-
gente; no es necesario que concuerden sus magnitudes.

Relacion con las restricciones. Un segmento de curva O(f) se define con restric-
ciones aplicables a los puntos extremos, vectores tangente y continuidad entre
segmentos de curva. Cada polinomio ciibico de la ecuacién (9.5) tiene cuatro
coeficientes, de manera que se requieren cuatro restricciones, lo que nos permite
formular cuatro ecuaciones para las cuatro incognitas y resolver éstas. Los tres
tipos principales de curvas que se analizan en esta seccion son las de Hermite o
hermitianas, definidas por dos puntos extremos y dos vectores tangente de los
puntos extremos; las de Bézier, definidas por dos puntos extremos y otros dos
puntos que controlan los vectores tangente de los puntos extremos; y varios ti-
pos de splines, cada una de ellas definida por cuatro puntos de control. Las
splines tienen continuidad C' y C* en los puntos de unidn y se acercan a sus
puntos de control, pero generalmente no los interpolan. Los tipos de splines son
las B-splines uniformes y las B-splines no uniformes.

Para ver la forma en que los coeficientes de la ecuacién (9.5) pueden depen-
der de las cuatro restricciones, recordemos que una curva clibica paramétrica se
define con Q(f) = C - T. Reescribimos la matriz de coeficientes como C = G -
M, donde M es una matriz base 4 X 4y G es una matriz de cuatro elementos de
restricciones geométricas, llamada matriz geométrica. Las restricciones geomeé-
tricas son las condiciones, como los puntos extremos o los vectores tangente,
que definen la curva. Usaremos G, para referirnos al vector fila de los compo-
nentes x de la matriz geométrica; G, y G, tienen significado similar. G o M, o
bien tanto G como M, difieren para cada tipo de curva.

Los elementos de G y M son constantes, de manera que el producto G - M
- T es tres polinomios ciibicos en £. Al expandir el producto O(f) = G-M-T
se obtiene

() myp M M3y My =

= mia M M3 M >
s - - 99)

(1) my3 Mz M3 M43 £

M4 My M3 M 1

Esta ecuacion se puede leer en otra forma: el punto Q(¢) es una suma ponderada
de las columnas de la matriz geométrica G, cada una de las cuales representa un
punto o un vector en el espacio tridimensional.

Al multiplicar s6lo x(f) = G, - M - T se obtiene

2 2
X = (r3m” + t°my + Tz + Mg g1 T (r3m12 + tn1yy + fmgn + Myn)€oy

+ (Brmyy + Brngs + tiigz + myz)ga, + By + Pmyg + tmag + myg)gs,. (9.10)

La ecuacién (9.10) hace énfasis en que la curva es una suma ponderada de los
elementos en la matriz geométrica. Las ponderaciones son polinomios cubicos
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de ¢ y se denominan funciones de mezela. Las funciones de mezcla B se obtics
de B = M - T. Observe la similitud con la aproximacion lineal por tres

donde sdlo se requieren dos restricciones geométricas (los puntos extremos &&
linea), de manera que cada segmento de curva es una linea recta definida per

puntos extremos G, y G,:

X0 = g.(1-10 + &.®,
) =g, 0-0 + &,0,
() =g (1-0) + & O, G

Las cubicas paramétricas en realidad son sélo una generalizacion de las aps
maciones de lineas rectas. La curva cubica Q(7) es una combinacién de las &
tro columnas de la matriz geométrica, asi como un segmento de linea es
combinacion de dos vectores columna.

Para ver como se calcula la matriz base M, pasamos ahora a formas esg
ficas de curvas cubicas paramétricas.

9.2.2 Curvas de Hermite

La forma de Hermite o hermitiana (llamada asi en honor del matematices
segmento de curva polinomial cibica esta determinada por las restriccionss
los puntos extremos P; y P, y los vectores tangente en los puntos extremos
R,. (Se usan los indices 1 y 4, en lugar de 1 y 2, por cuestiones de consisies
con secciones subsecuentes, donde se usaran los puntos intermedios P, y £
lugar de vectores tangente, para definir la curva). 2
Para hallar la matriz base hermitiana M}, que relaciona el vector geoms
co hermitiano G, con los coeficientes de los polinomios, escribimos
ecuaciones, una para cada restriccion, en los cuatro coeficientes polinom
desconocidos y resolvemos las incognitas. E
Sidefinimos Gy , el componente x dela matriz geométrica hermitiana, ce

GH, = [Pl‘ Pa‘ Rly Ra\]-

y reescribimos x(f) de las ecuaciones (9.5) y (9.9) como

St bP i+ d —C T=G, M, TG, M [Perl],

Ias restricciones de x(0) y x(1) se pueden encontrar por sustitucion directa £
ecuacion (9.13):

x(0) = P,

I

“with

Gy - My [000 1T,

W)y =P =Gy ~ M1 1S

e
o



t

g

R,

gura 9.10 Las
iones de mezcla de
ite, rotuladas con los
entos del vector de
ymetria que ponderan.
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Asi como en el caso general diferenciamos la ecuacion (9.7) para hallar la ecua-
cion (9.8), ahora diferenciamos la ecuacién (9.13) para encontrar X' = Gy,
- M, [3£ 2t 1 0]". Por lo tanto, las ecuaciones de restriccién de vectores tangen-
te se pueden escribir como

¥(0) = R, = Gy - My [00 10T, (9.16)
X(1) = R, = Gy - My [3210[". 9.17)

Las cuatro restricciones de las ecuaciones (9.14)-(9.17) se pueden reescribir en
forma matricial:

0t 63
0 2

[P\ P Ri, Ryl=Gu =Gu M| g i ? : (9.18)
==

Para que se satisfaga esta ecuacion (y las expresiones correspondientes de y v 2),
M,, debe ser la inversa de la matriz de 4 x 4 en la ecuacion (9.18):

SRR IY]

(TS}
|
(5]

(9.19)

_0 D O
e il il i <o
RIS
O DD

1
0
0
0

TGN I
i
—

|

b—

Ahora podemos usar My en x(t) = Gy - My - T para hallar x(r) con base en el
vector de geometria Gy . En forma similar, y(f) = Gy - My - Ty z(f) = Gy -
M, - T, por lo que podemos escribir =

o0 = O YO zO" = G - My - T, (9.20)
donde Gy es la matriz
[P, P; R, Ry.

Al expandir el producto My - Ten Q) = Gy - My - T se obtienen las funcio-
nes de mezcla de Hermite B, como polinomios que ponderan cada elemento de
la matriz de geometria:
O() =Gy My -T=Gy - By
=P -3+ P + (28 +30Py+ (£ 2P + DR + (P =R, 92D

En la figura 9.10 se muestran las cuatro funciones de mezcla. Observe que, en ¢
= 0, sélo la funcién P, es distinta de cero: unicamente P, afecta la curva en




