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Busqueda uni—direccional de
minimos

Dada una funcién f : R — R, deseamos calcular el minimo de esta funcién. Una manera de
hacerlo es hacer una busqueda en una direccién (normalmente en la que decrece la funcién)
utilizando una heuristica, que puede ir desde la bisqueda exhaustiva, bisqueda de razén
dorada, etc.

1.1. Budsqueda exhaustiva

Una manera de realizar esta tarea es proponer una sucesioén dada por la ecuacién 1.1
2kt — (k) 4 p (1.1)

donde:h es un incremento con el cual nos movemos, de manera lo suficientemente lenta,
para no pasar sobre el minimo. El valor de h es positivo cuando tenemos evidencia que
el minimo esta a la derecha y serd negativa cuando el minimo esta a la izquierda (ver
[Chapra and Canale, 2000]).

El algoritmo de busqueda, para un minimo serd el algoritmo 1:

Algoritmo 1 Algoritmo de Buisqueda exhaustiva
Entrada: z(© h, f(z)
Salida: z(*)
mientras f(z*t1)) < f(2(®) hacer
m(k-‘rl) — IL‘(k) +h
k+—k+1
fin mientras
devolver z(*)




2 BUSQUEDA UNI-DIMENSIONAL

1.1.1. Ejemplo

Utilizando la bisqueda exhaustiva, encuentre el minimo de la funcién f(z) = —2seno(z) +
22/10 en el intervalo[0,4]. En la figura 1.1 se muestra esta ecuacién en el intervalo mencio-
nado.

2
— —2sin(x)
10

05|

~05]

Figura 1.1: Funcién —2sen(z) + 22/10

Para un incremento de busqueda h = 0.1, de acuerdo con la tabla 1.1, el maximo es:
x = 1.4. Note que la precisién de la solucién esta limitada por el incremento y si se desea
mayor precisiéon se necesitaran de un incremento més pequeno.

1.2. Btsqueda de la secciéon dorada

La busqueda de la seccién dorada es una técnica simple de bisqueda de una sola variable
de propdsito general. La clave para hacer eficiente este procedimiento es la mejor eleccién
de los puntos intermedios. Esta meta se puede alcanzar al especificar que las siguientes dos
condiciones se cumplan (ver [Chapra and Canale, 2000]).

lo=U+1 (1.2)
lh Iy
a2z 1.3

Sustituyendo la ecuacién 1.2 en la ecuacion 1.3 obtenemos:

Lo b
h+l




1.2. BUSQUEDA DE LA SECCION DORADA

x f(x)
0.0 0.
0.1 -0.1986
0.2 -0.3933
0.3 -0.5820
0.4 -0.7628
0.5 -0.9338
0.6 -1.0932
0.7 -1.2394
0.8 -1.3707
0.9 -1.4856
1.0 -1.5829
1.1  -1.6614
1.2 -1.7200
1.3 -1.7581
1.4 -1.7749
1.5 -1.7699
1.6 -1.7431
1.7 -1.6943
1.8  -1.6237
1.9 -1.5316

Cuadro 1.1: solucién para la funcién f(z) = —2seno(x) + 22/10
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Definimos R = % y sustituimos en la ecuacién 1.4 para obtener R?> + R — 1, cuya solucién
positiva es R = @ R es definido como la razén dorada y fue un ntimero ampliamente

utilizado por los Griegos en su arquitectura.

El algoritmo de la razén dorada es:

Algoritmo 2 Algoritmo de Bisqueda con Razén Dorada
Entrada: z,,z;, f(x)
Salida: =
mientras x, — x; > Tol hacer
d = R(x, — 1)
r1 =2+ d
To = Ty —d
k=k+1
si f(x1) < f(z2) entonces
T < T2
si no

Ty < I1
fin si
fin mientras
si f(z1) < f(z2) entonces
devolver z;
si no
devolver x5
fin si

1.2.1. Ejemplo

Use la busqueda de la seccién dorada para encontrar el minimo de la funcién f(x) =
—2seno(x) + ff—; en el intervalo [0,4].

Los resultados de este ejemplo se muestran en la tabla 1.2 y se puede observar que se logra
mejor precisién que con razén dorada en menos iteraciones.

Segun los resultados de la tabla 1.2, la solucién es x = 1.4267 con f(x) = —1.7757.



1.3. METODO DE NEWTON 5

7 fi T f2 T fi Ty Ju d
0.0000 0.0000 1.5279 -1.7647 2.4721 -0.6300 4.0000 -3.1136 2.4721
0.0000 0.0000 0.9443 -1.5310 1.5279 -1.7647 2.4721 -0.6300 1.5279
0.9443 -1.5310 1.5279 -1.7647 1.8885 -1.5432 2.4721 -0.6300 0.9443
0.9443 -1.5310 1.3050 -1.7595 1.5279 -1.7647 1.8885 -1.5432 0.5836
1.3050 -1.7595 1.5279 -1.7647 1.6656 -1.7136 1.8885 -1.5432 0.3607

_w N = o

17 1.4267 -1.7757 1.4271 -1.7757 1.4274 -1.7757 1.4278 -1.7757 0.0007

Cuadro 1.2: solucién para la funcién f(z) = —2seno(z) + 22/10 utilizando razén dorada

Tarea: Comparaciéon de Busqueda exhaustiva y Razéon Dora-
da

Dada la funcién f(z) = 22 — seno(z), determinar:

= Su gréfica en el intervalo [0, 1] y verificar si el punto de inflexion es un minimo o un
maximo,

= Buscar el punto de inflexién utilizando busqueda exhaustiva y
= Razén dorada calcular su minimo

= Comparar los resultados

1.3. Método de Newton

Consideremos que la funcién f : R — R es de clase dos, es decir que la segunda derivada
puede ser calculada. La idea consiste en reemplazar en la vecindad del punto z*) de la
funcién f por una aproximacién cuadratica ¢(z) dada por

(@) = F@W) + f1(@®) (e = a) + )@ - 20)2

llamaremos a z*+1) el minimo de ¢(z). Para calcularlo, es necesario que la matriz f”(z*))
sea positivo. La funcién ¢g(z) es entonces estrictamente convexa y tiene un minimo tnico
en 2zt dado por

¢ (z* )y =0

Esto da lugar sistema lineal de ecuaciones:

£/@®) = =" (@) @+ — 20
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(k) f(x(k)) f/(x(k)) f//(a;(k)) p(k+1)
0.5000 -0.9338 -1.6551 1.1588  1.9282
1.9282 -1.5017 1.0854 2.0735  1.4047
1.4047 -1.7751 -0.0495 21725  1.4275
1.4275 -1.7757 8.20126E-05  2.1795  1.4275
1.4275 -1.7757 2.02094E-10 2.1795  1.4275

Cuadro 1.3: solucién para la funcién f(z) = —2seno(z) + 22/10 utilizando el método de
Newton
La solucién para z*t1) es el minimo, lo cual da lugar a la recurrencia
1( (k)
k1) _ by S @)
x x () (1.5)

Algoritmo 3 Algoritmo de Newton Unidimensional
Entrada: f(z),z(©
Salida: =)

mientras || f/(z®)| > ¢ hacer

k1) _ (k) _ f@®)
k1) — 4 (k) _ W
k< k+1
fin mientras
devolver z(¥)
1.3.1. Ejemplo
Calcular el méximo de la funcién f(x) = —2seno(x) + 31”—[2) utilizando el método de Newton

con un valor inicial z(®) = 0.5.

Para resolver tenemos que calcular f/(z) y f"(z)

f(z) = g — 2cos(x)

f(z) = % + 2sin(x)



Biusqueda basadas en gradiente

2.1. Derivadas direccionales y el gradiente

Sea una funciéon f : R? — R de dos variables 2 y y y sea P(z,y) un punto en el plano
x,y. Definimos u como el vector unitario que forma un angulo de 6 radianes con el eje .
Entonces:

u = cosfi + sin 0 (2.6)

La derivada direccional de f los podemos definir como:

. 21+ hcosf,xo + hsinf) — f(z1,x
DUf(xI’xZ):}ng%f( 1 2 - ) f( 1 2)

La derivada direccional de la razén de cambio de los valores de la funcién f(z1,z2) con
respecto a la distancia en el plano z1, z2, medida en la direccién del vector unitario u.

Si queremos calcular la derivada en la direccién de 1 hacemos v =4 con 6 = 0

D;f(x1,22) = lim f(xy+ h,x9) — f(21,22)

h—o h

Ahora si queremos valuar la deriva en la direccién x5 hacemos u = j

. flrr,xe + h) =[x, 22)
Dyt = iy K2

Ahora obtendremos una férmula que nos permita calcular una derivada direccional en una
forma més corta.

g(t) = f(x1 +tcosh, o + tsinb)

7



8 BUSQUEDA BASADAS EN GRADIENTE

y para un vector unitario u = cos ¢ 4 sinfj. Entonces por definicion de una derivada
ordinaria tenemos:

s f(xz1+(0+h) cos 8,22+ (0+h) sin 6)
gl(O) hm X1 coshxg sinf¢)

h—0
f(x1+0cos0,x240sin 0)

h
— lim f(x1+hcos,xo+hsin0)—f(x1,x2)
h—0 h

9'(0) = Duf(z1,22)
Calculamos ¢(t) aplicando la regla de la cadena:

g(t) = fo (@1 +tcosd,zy + tsing)Lzitcosd)

.
+ fuo (21 + tcos @, xo + tsin g)w

Por lo tanto:

g (0) = fo, (21, 72)c0s0 + fo,(x1,22)sinb

En general

Duf(xa y) = f:m (xh x2) cos ) + fmz (:Ela $2) sin 6

Para detalles ver [Leithold, 1981]

2.2. Gradiente

Si f es una funcién de dos variables x1 y x2, y fz, vV [z, existen, entonces el gradiente de
f denotado por V f esta definido por:

Vf(x1,22) = for (21,22)i + fos (21, 22)]

Dado que la derivada direccional puede escribirse como:

Dyf(z1,22) = (cos@% —i—sin@j) [le(xl,xg)ﬁ—i- fzo (21, 22)7

entonces:

Duf(l‘lal?) =u- Vf(l'l,ﬂi‘g)
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2.3. Reconociendo un minimo local

Una herramienta utilizada para estudiar minimos es la serie de Taylor, la cual puede ser
descrita por:

flx) = fa)+ f'(a)(z —a) + 5 f"(a)(z — a)?
%f’”(a)(ac—a)?’—i—%fw(a)(x—a)zl—l-...

La serie de Taylor es una aproximacién polinomial dada por
f(x+p) =co+cip+cop” + esp’ + cap’ + csp” + -+

donde x es un punto y p es un incremento de x en alguna direccién. Si calculamos las
derivadas de f(x + p) tenemos

fixz+p) = c1+2cop+3e3p® + degp® + 5espt + - - -
fz+p) = 2c0+2x3c3p+3xdegp® +4 % 5esp® 4 -+
fix4+p) = 2x3c3+2x3x4esp+3x4x5esp® +---
fc+p) = 2x3x4dca +2x3x4x5c5p+ -
ffle+p) = 2x3x4xb5xes+---

flx4+0) = «

flla+0) = a
fiz4+0) = 2c
fPx+0) = 2x3c3
fr+0) = 2x3x4dey
[fx+0) = 2x3x4x5xXcs

Con esto temos el conjunto de coeficientes ¢; para la serie de Taylor
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c = f(z)
a = f'(z)
A €))
2T T
T
_ M)
“T Ty
()
T
y una formula cerrada para la serie de Taylor dada como:
fle+p) = fa) + Pl LoD Dy (27)

En el caso de una funcién de varias variables:
1
fl@+p) = f@)+ V@) 'p+5p" Vf(z)p+--

Existen condiciones necesarias para determinar un minimo, estas estan relacionadas con el
gradiente Vf y el Hessiano V2f.

2.3.1. Condicién necesaria de primer orden

Si 2* es un minimo local y f es diferenciable en una vecindad de z* entonces V f(z*) = 0.
Prueba

Supongamos por contradiccién que Vf(z*) # 0. Definimos el vector p = —Vf(z*) y
notamos que:

PV () =~ | Vf(*) [’<0
Dado que Vf es continuo cerca de x*, existe un escalar T' > 0 tal que:
pIVf(z* +tp) <0 Vt € [0,T]

Para algin t € [0,7], tenemos que la serie de Taylor nos da:

f@* +1p) = f(a*) + tp" V f(z¥)
fla*) ="V f(z*) > f(a*)
Por lo tanto f(z* + tp) < f(z*) para toda ¢ € (0,7]. Tenemos una contradiccién, hemos

encontrado una direccién que se aleja de z* y f decrece, por lo cual, * no es un minimo
local. Llamaremos z* a un punto estacionario si V f(z*) = 0.
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2.3.2. Condicién necesaria de segundo orden

Si 2* es un minimo local de f y V2f es continua en la vecindad de z*, entonces V f(z*) = 0
y V2f2(x*) es definida semi positiva.

Por contradiccién, asumimos que V2 f(2*) no es definido positivo. Entonces seleccionamos
un vector p tal que p? V2 f(x*)p < 0 para todo ¢ € [0, 7]

P 4 1) = (@) + VI (@) + P V) (28)

F) + SPPT a)p > f()

por lo tanto

f(@* +tp) < f(z7) (2.9)

por lo cual f(x*) no es un minimo.

2.3.3. Ejemplo

Dada la funcién f(x1,z2) = 23 + 23 + 5z172 + 271 — 379 — 20 determinar:
1. La expresién del gradiente V f(x1, x2),
2. la expresion del Hessiano V2 f(xq,22) y
3. el punto de inflexion.

El vector gradiente queda como:

21+ 510 + 2
2x9 + 521 — 3

Vi(z1,x2) = [

La mat I‘iZ Hessiana es
r1,r) =

El punto extremo lo calculamos resolviendo el sistema de ecuaciones
2 5 T | | —2
5 2 X9 o 3

La solucién es z1 = % y o = }—1165. El determinante del Hessiano det(V?f(z1,22)) = —21
por lo cual se trata de un méximo (ver [Nocedal and Wright, 1999]).
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2.4. Direccién de busqueda para métodos de biusqueda en
linea

La direccién de descenso —V fi, es la opcién maés obvia como direcciéon de busqueda. Es
intuitivo que nos movamos en la direccién en la que més rapido decrece f. Para verificar
esto, utilizaremos el teorema de Taylor:

Fa® +ap) = F@®) +ap" VFEH) + a2 VW)

El rango de cambio de f, en la direccién p en el punto zj, es simplemente el coeficiente
«. Por lo tanto la direccién unitaria p de mas rapido descenso es la solucién del problema:

minp"Vf(@®)  para|lp] =1 (2.10)

Recordemos p? V£ (x®)) = |||V fx || cos @, donde 8 es el &ngulo entre p y V f(z*)) tenemos
que ||p|]| =1 por lo cual:

PV ™) =V f(@®)] coso

por lo tanto, la funcién objetivo es minimizada cuando cos 6 toma el valor de —1, lo cual
sucede, cuando f = 7w radianes. Sustituyendo en la ecuacién tenemos:

p" V@) = p|Vfa®)||cosm

ViE®) = —p| Vi)
_ Vi@E®)
P IV £ @)

El vector unitario que minimiza la ecuaciéon 2.10 es:

_ VW)
IV f(z®)]

El método de descenso de gradiente es un método de busquedalineal, que se mueve en
direccién p = —V f(z®) en cada paso, tal que:

min f(z*) + ap®)
2.4.1. Curvas de Nivel y el vector Gradiente

El gradiente de una funcién f en un punto en particular es perperdicular a la curva de
nivel de f en el mismo punto.
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Prueba:

Consideremos que X es el punto de interés. La curva de nivel que pasa a través de X es
una X |f(X) = f(Xo). Consideremos la curva paramétrica () es la curva de nivel que pasa
a traves de X, por lo tanto podemos asumir que v(0) = Xo = [21(t), z2(t), - -, 2, (t)]7.
Entonces tenemos

f((0)) = f(Xo) = C

Ahora vamos a calcular la derivada de la funcién con respecto al pardametro ¢ utilizando la
regla de la cadena

df(er(t).aa(t), o) OF(X)dry | Of(X)dwy  Of(X)dry _
dt Oz dt Ory dt Oz, dt
Z&vj
_ of(X) of(X)  Of(X) & _ 0
O0xr1 = Oxy 0xy, :
C%n

= [VF(Xo)]"+'(Xo) =0

De la formula anterior podemos ver que f'(X(t)) es el producto escalar del gradiente
Vf(Xo)] y la derivada de la curva de nivel 7/(Xp). El producto escalar de vectores, que
también puede ser escrito como ||V f(z0)|||[7(Xo)||cos(8) y la tinica posibilidad de que este
sea cero es que el angulo entre ambos vectores sea 90°. Por lo tanto la el angulo entre la
tangente a la curva de nivel 7/(X() forma un dngulo de 90° con la direccién del vector
gradiente. En la figura 2.2 podemos ver las curvas de nivel en un punto y la direccién del
menos gradiente.

Ver [Nocedal and Wright, 1999

Tarea: Producto cruz y Serie de Taylor

1.- Determinar el angulo entre los vectores a =i+ 3} — 2%k v b= 3k
2.- Realizar la aproximacién en serie de Taylor de tercer grado, de la funcién f(z) =
e® + cos(z) en el punto a = 0
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Figura 2.2: Curvas de nivel para la funcién de Rosenbrock

2.5. Meétodos de biisqueda en una direccién
Los métodos de busqueda en una sola direccién calculan una direccién p*) y entonces

deciden que tan lejos se deben mover en esta direccién. La iteracion esta dada a por:

2D Z 2 ®) 4 g

donde el escalar positivo a es llamada el tamano de paso

De acuerdo a lo anterior la mejor distancia de descenso es:

VW)
P v i)

El algoritmo de busqueda es 4:

2.5.1. Ejemplo

Este ejemplo muestra como se da la bisqueda en una direccién. Asi dada la funcién en dos

. . _p2_ 2 . .
dimensiones f(x1,x2) = x1e” %1772 cuya imagen se muestra en la figura 2.3 y considerando
como punto inicial z(©) = [-1, —1]7"
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Algoritmo 4 Algoritmo de Bisqueda en la direccién del gradiente

Entrada: 2, f(x), T

Salida: z(*)
Hacemos k =0, a = 0 y 2(0) = g
Calculamos el valor del gradiente V f(z(F)

k
Calcul.amos p= —%
repetir
a—a+h
2D = (k) 4 s p
k+—k+1

hasta que f(z(*D) < f(z*)
devolver ()

. . s _p2_ .2
Figura 2.3: Funcién f(z1,z2) = e™ "1 %21
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El vector gradiente esta dado por

e~TI—T Qe_z%_:”%x%
x1,x2) =
g(x1, x2) —26_”‘%_9”33:@2
La direccién del gradiente es d = [—%, —%} y la direccién contraria al gradiente es

=[5

La funcion a minimizar en la direccién del gradiente es

ot0) = (14 2) () )]

cuya imagen se muestra en la figura 2.4, en esta podemos verificar que el minimo ¢(0.952194) =
—0.403933.

Los valores x y y se calculan como:
1
Tpo| | -1 —5 | _ | —0.574166
[ s } - [ -1 } 0952194 x [ - ] - [ ~0.148331

Obviamente la funcién f(—0.574166,—0.148331) = —0.403933 y no es el minimo global

de la funcién. La funcién tiene un minimo global en z* = [—%,O]T con f (—%,O) =

—0.428882 y el valor calculado esta lejos de la solucién, sin embargo, nos hemos movido

hacia abajo.
-0.05
—0.10?
—0.15;
—0.20?
—o.zsé
—o.3o§

-035[

0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 2.4: Funcién ¢(z()
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2.5.2. Ejemplo

Consideremos la funcién f : R? — R dada por la ecuacién 2.11, queremos calcular el minimo
de la funcién utilizando la direccién de gradiente. Dado punto de partida ¢ = [2,3]7 y un
tamafno de paso a = 0.05 calculamos el minimo de la funcién.

f(x) = 100(zy — 23)* + (1 — x1)? (2.11)
El gradiente de la funcién para cualquier valor de x es:

. —400(1‘2 - x%)xl + 2.731 -2
Vi) = [ 20025 — 20022

Si valuamos el gradiente en xg
802
Vi@ = [ ~200 }
La direccién de busqueda es

[ 802/vB022+2002 | [ —0.97028
P="1 —200/v/8022+2002 | ~ | +0.24197

En la siguiente tabla tenemos los resultados de la biisqueda lineal. Note que el minimo de
la funcién se localiza en el punto z*x = [1,1] y el algoritmo no esta llegando a tal valor.
oA que se debe esta situacion?. En la figura 2.2 se presenta la solucion calculada por este
método. Con una x se senala el valor inicial y con una o el minimo global

k axk T To f

0 0 2.00000 3.00000 101.000000
0.05 1.951486 3.0120985 64.2986276
0.10 1.902972 3.024197 36.46884822
0.15 1.854458 3.0362955 16.94835566
0.20 1.805944 3.048394 5.188138435
0.25 1.75743  3.0604925 0.652479811
0.30 1.708916 3.072591  2.81895777

ST W N

Tarea: Modificar el algoritmo Busqueda en la direcciéon de
gradiente

Dado el algoritmo 4, hacer la modificaciones necesaria para que en lugar de realizar busque-
da exhaustiva, el algoritmo utilice la razén dorada. Utilice los datos del ejemplo ante-
rior



18 BUSQUEDA BASADAS EN GRADIENTE

2.6. Escalamiento

El desempeno de un algoritmo dependera principalmente, de como el problema es formu-
lado. En optimizacién sin restricciones, un problema es llamado pobremente escalado si
producen méas cambios en una direccién que en otra. Un ejemplo simple es el propuesto
por la funcién:

f(z) = azf + 23
Al calcular el gradiente de la funcién tenemos

i) [ a1 ]

233‘2

Aplicando el método de biisqueda en una direccién, podremos notar que, es mas sensible
a cambios en x1 que a cambios en xs.

Ejemplo

Consideremos la funcién f(z) = 2% + 23, la cual podemos ver graficamente en la figura 2.5.

2. 2
l(x):x‘+x2

2
%%,

0::::::%"

G

Figura 2.5: Funcién f(z) = 23 + 23

Con un punto inicial g = [1, 1] y calculando la direccién de buisqueda utilizando el gradien-
te, podemos ver la linea de bisqueda en la figura 2.6. Note que siguiendo la linea pasamos
sobre el minimo de la funcidn.
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Figura 2.6: Curvas de nivel de la funcién f(z) = 23 + 23

Ahora si modificamos la funcién f(z) = 222 +x2, tendremos un escalamiento en la direccién
x1. Las curvas de nivel de esta se muestran en la figura 2.7 y podemos notar que la linea
de busqueda no pasard por el minimo.

f(x) = 2xf + xg

Figura 2.7: Curvas de nivel de la funcién f(z) = 222 + 23

Ver [Nocedal and Wright, 1999]
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2.7. Algoritmos para seleccionar la longitud del paso

Ahora consideremos las técnicas para encontrar, de la mejor manera, el minimo de la
funcién ¢(«)
¢(a) = f(a) + ap™)

2.7.1. Maximo descenso

Una manera precisa de calcular «, es utilizar las condiciones de Wolfe, sin embargo una
aproximacion cuadratica es una alternativa aproximada y rapida.

Si f es una funcién convexa cuadrética f(z) = %xTAx + BTz + ¢ podemos calcular de
manera exacta el valor de la longitud de paso utilizando la serie de Taylor:

F@? +a®p) = [z +alVp)
1
+ 5(@® = a@PpTV2f(® 4+ alp)p

Dado que nuestra funciéon depende solo de «, derivamos respecto a ella e igualamos a
cero:

PV (@ +a%p) + (o) —a)p" V2 (@@ + aOp)p =0

despejando, obtenemos:

T (0) (0)
a(k) _ Ck(o) _ p Vf(flf + « p)
pTV2f (2 + aOp)p

Asumiendo que (%) = 0 tenemos

G0 PIVIE?)
pIV2f(x©)p

Utilizando esto, tenemos que una iteracién de maximo descenso, esta dada por :

(2.12)

2D Z 58 (k)

B _ (k)

2(

T
pM v iE®) g
pW T2 (2k))pk)
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El el caso que p*) sea un vector unitario con direccién opuesta al gradiente, el algoritmo
se llamard, Maximo Descenso de Gradiente.

T

V(2"
VIOV v e |

La implementacién en Java es:

public double alpha_MD(Matriz x, double alpha_0)

{
Matriz g = Gradiente(x);
Matriz p = Direccion(g);
Matriz x1 = x.mas(p.por(alpha_0));
g = Gradiente(x1);
Matriz H = Hessiano(x1);
Matriz alfa = (p.T(Q .por(g)).entre(p.T().por(H.por(p)));
return (alpha_O-alfa.obten(0,0));
}

2.7.2. Interpolacion

Suponga que tenemos un valor ag, tal que cumple con la regla de Armijo (2.18):
¢(a®) < 6(0) + c1a¢'(0)

De ser asi, tenemos que el valor que minimiza la funcién ¢(«), se encuentra en el intervalo
[, oM]. Asi pues hacemos una aproximacién cuadratica de ¢q(cr) dada por:

¢q(@) = Al — ag)® + B(a — ag) + C (2.13)

Dado que conocemos ¢(ag), ¢'(ag) tenemos la informacién suficiente para calcular los
coeficientes de la ecuacién cuadratica 2.13.

Para determinar C, valuamos la funcién 2.13, en aq
q(aV) = C = ¢(a)
Para calcular B, derivamos la funcién 2.13 y la valuamos en ag

() = 2A(a — V) + B = ¢/(a)
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Sustituyendo a = (%)
0)y — 0 0 _ 0
gg)il(oé( ) =240 — o) + B = ¢/ (o)
S B=¢(a9) = VT f(2® 4 a0 p0)p®)

Finalmente el valor de A lo calculamos sustituyendo B y C en la ecuacion 2.13

d(0V) = 6(a®) = A0V — a®)? + /() (alV - a©®) + 4(a®)

Ba®) - ¢/ )0 — a®) — 4(a)
(a® — a(0)2

A=
El valor de o que minimiza 2.13 se calcula haciendo
da)=2xAla—aP)y+B=0

B

— a0 _ =2
a=a« 51

¢/(a(0))(a(1) _ a(O))2
2(9(a®) = ¢/(a®)(aM — al0) — §(a0))

a=a® - (2.14)

Su implementacién en Java es:

public double alpha_Int(Matriz x, Matriz p, double alpha_O, double alpha_1)
{

double a;

double dfi_0O
double delta

this.phi_p(x, alpha_0, p);
alpha_1 -alpha_O;

a = alpha_O0 - (dfi_Ox*deltax*delta)/ 2.0 /
(phi(x, alpha_1, p) - dfi_0 * delta - phi(x, alpha_0, p));
return a;

2.7.3. Razon Dorada

El valor de alfa también se puede calcular utilizando el método de Razén Dorada. La
implementacién en Java es:
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public double alpha_RD(Matriz x, Matriz p, double alow, double aupper)

{
double d, al, a2, R = (Math.sqrt(5.0) -1.0)/2.0, a;

do

{
d = (aupper - alow)*R;

al
a2

alow + d;
aupper - d;

if (phi(x, al, p) < phi(x, a2, p))
alow = a2;

else
aupper = al;

} while (aupper - alow > le-6);

a = phi(x,al, p) < phi(x,a2,p) 7 al : a2;

a = phi(x, alow, p) < phi(x, a, p) 7 alow: a;

a = phi(x, aupper, p) < phi(x, a, p) 7 aupper: a;
return(a);

2.7.4. Método de Newton

Consideremos que la funcion ¢ : R — R es de clase dos. Siguiendo con la idea de reemplazar
en la vecindad del punto ay de la funcién ¢ por una aproximacién cuadrética ¢(a) dada
por

H(aHD) = 9(a®) + ¢(aW) @+ — o) + 2¢" (@M)@Y —a®P (2.15)

Comenzaremos por recordar que ¢(a®)) = f(z(® + a®)p©) y procederemos a hacer la
expansién en serie de'Taykn'paran(x(k+1h

1
f(l'(k+1)) _ f(l'(k)) + (ZL‘(k—H) . l'(k))TVf(ZL‘(k)) + §($(k+1) o :L'(k))TV2f(l‘(k))(ZE(k+1) o l'(k))
Dado un punto inicial z(® v que la direccién de bisqueda es (9 suponemos que tenemos

diferentes valores de z(*) modificando la variable a*) como z(+1) = z®) 4 p*K) k) En
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base a esto podemos decir que

F(@©@ 4+ pOat)y = #5004 p0 k)Y 4 p(O)va(x(O) + p@ o)) (a®+D) — o ([2)16)

1 T
+ 5p(O) V2f(:n(0) + a(k)p(O))p(O)(a(kH) _ a(k))2

Podemos notar que (2.15) y (2.16) son equivalentes si

T
¢"(a®) = pOTT2® 4 o#)0),0)

El minimo de la ecuacién (2.15) lo podemos calcular como
# () + ¢/(aM) (@) — o) =0

despejando para a1 tenemos

(o)
G+ ) P@”)
¢ (alk))
0T 0 0) . (k
L) ) PO V(2 4 p@a k) 217)

POTV2f(20) + k) p(0))p(0)
El algoritmos de Newton para busqueda del a, de maximo descenso se muestra, en el
algoritmo 5.
La implementacion en Java para este algoritmo es

public double alpha_Newton(Matriz x, Matriz p)
{
double a_fin, alpha , phi, phi_ant;

alpha = 0;
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Algoritmo 5 Algoritmo de Newton Unidimensional

Entrada: f(z),xo

Salida: «®)
Dado una funcién diferenciable dos veces f(x)
una direccién de busqueda p(® y un valor inicial z(©)
mientras ||p(0)TVf(x(0) + o®)|| > ¢ hacer

QD) — k) _ 2@ Vi p0a®)
PO T2 £(2(0) k) p(0))p(0)

k=k+1
fin mientras
devolver o)

phi = phi(x, alpha, p);

do {

phi_ant = phi;

alpha += da;

phi = phi(x,alpha,p);
} while (phi < phi_ant);

a_fin = alpha;

Matriz g, H, delta;
//System.out.println(" Alfa = " + alpha);

for(int i=0; i<100; i++){
//System.out.println("a = " + alpha);
g = Gradiente(x.mas(p.por(alpha)));
H = Hessiano(x.mas(p.por(alpha)));
delta = (p.T(Q) .por(g)).entre(p.T() .por(H.por(p)));
alpha -= delta.obten(0, 0);

//System.out.println(" Delta = " + delta.obten(0,0));
if (Math.abs(delta.obten(0, 0)) < le-12) break;

}

//System.out.println(" Alfa = " + alpha);

if (Checa_Wolfe(x, alpha, p) && alpha >= 0) return alpha;
else return a_fin;
//return alpha;
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2.7.5. Ejemplo

Para la funcién de Ronsenbrock determinar el valor del paso optimo a* para un punto
inicial z(© = [2,3] en un rango « € [0,0.3], utilizando maximo descenso, interpolacién y
Newton de maximo descenso. La funcién de Ronsenbrock es

f(z) =100 % (z9 — 23)* + (1 — 21)?
El gradiente de la funcién para cualquier valor de x es:

[ —400(zg — 23)x1 + 221 — 2
Viz) = 20025 — 20022

El hessiano es

120029 — 400x9 + 2 | —400x4
—400z1 200

Vif(z) =

Si valuamos el gradiente y el hessiano en zg = [2, 3]

—200

Vf(2,3):{ 802 ]

) [ 3602 —800
Vi(2:3) = [ —800 200 }

La direccién de busqueda es

[ 802/v8022 12002 | [ —0.97028
~ | —200/v/8022+200% | | +0.24197

Maximo descenso

Para el calculo utilizamos la ecuacion 2.12

— [~0.97028,0.24197] [ 802 }
. ~200 B
alk) = 3602 800 ][ —0.07028 ] _ o8
[—0.97028, 0.24197] [ “00 200 ] [ +O‘24197]

Interpolacion cuadratica

De acuerdo con la ecuacién 2.14 necesitamos calcular ¢(0), ¢'(0) y dado ag = 0 ap = 0.3.
De la definiciéon tenemos que

¢(a(k)) — f(a?(k) + a(k)p(kr))



2.7. ALGORITMOS PARA SELECCIONAR LA LONGITUD DEL PASO 27
o(a®) = (0) = f(2,3) = 101
¢ (a®)) = p® 7 (20 4 o k)0
"0 = ¢ (0) = p® T (k)) — 802 | _
¢ (o) =¢'(0) = p'" Vf(z") =[-0.97028,0.24197] o000 | = —826.5586
P(aM) = $(0.3) = 2.8189
El valor final para el paso es
_ _ )2
o _ o (—826.5586) * (0.3 — 0) _ 09483
2 % [2.8189 — 101 — (—826.5586) * (0.3 — 0)]
Newton
La actualizacién del método de newton es
QD) _ (k) ¢' ()
¢ (a®)
Las iteraciones para este método son:
802.000000
M = o — e —0.218756
@ 0.000000 3602.0
103.904780
2 = 0.218756 — —————— = 0.257093
“ 0218756 = 515 063257
3.044904
@ — o - —=1.25824
Q@ 0.257093 5154412016 0.258247
0.102357
@) = 0.258247 — — " —().258248
“ 2449595032
0.099721
(B) — 0258248 — "% _ ().25824
“ 0-258248 = 5 149 so071a — V208248
Ejemplo
Para la funcién f(z) = z1e "2, un punto de coordenadas z(©) = [-0.5,—~0.5] y una

direccién # = 30° determinar:

1. La derivada direccional en la direcciéon dada,

2. el minimo en la direccién dada utilizando interpolacién cuadratica y

3. el minimo utilizando Razén Dorada.
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El vector gradiente para esta funcién es:

_2x1x2e(—x§—x§)

Vf(z) = [ (1 — 203)e(-#1-23) ]

El Hessiano es

v2f<l') _ (—6x1 + 4:L"{f)e(—x%;x%)2 (—2x2 + 4113%:172)8(_963_96%)
(—2z2 + datxo)e17%2) (=221 + dzy23)el~T1-22)
El vector unitario en la direccién dada es ugy = [0.866, 0.5]T7 el gradiente valuado en el

punto dado es V f(—0.5, —0.5) = [0.303265, —0.303265]” y la derivada direccional

0.866

D4, = [0.303265, —0.303265] [ 0.5

} =0.11102

Con esto podemos definir () = f(x) + aD,,, = —0.303265 + 0.11102a y ¢(a) = f(x +
aDy,,). Suponiendo ag = 0.1 tenemos:

poo | 708 gq, [ 0866 ] [ 04134
= —o05 ' 05 | | —045

Utilizando el algoritmo de interpolaciéon cuadratica tenemos que
¢ (@9)(aD) — a0)2

2(¢(01) — ¢/ () (alD) — al0)) — ¢(al))
0.11102 * (0.1 — 0)2

~ 2(—0.28458) — 0.11102 % (0.1 — 0) — 0.303265)
a = —0.073154

Con el algoritmo de razén dorada tenemos que o = 8.0123461723868 * 10716,

o=l _

Podemos notar que el valor alpha interpolado es negativo y el de razén dorada es casi cero.
Esta condicién se debe a que en la direcciéon dada la curvatura es negativa y por lo tanto
en la direccién de usg hay un maximo, tal como se puede confirmar en la figura 2.8

2.8. Las condiciones de Wolfe

La popular e inexacta busqueda lineal estipula que «y debe dar suficiente decrecimiento
en la funcion objetivo f, como medida de esto se tiene la siguiente desigualdad:

f(x(k) + ap(k)) < f(x(k)) + C1an(:U(k))Tp(k)
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D@

04F
03F

02F

. . - 22 N
Figura 2.8: Funcién ¢(«) para la funcién ze™* ~¥" | en la direccién usg

Si definimos ¢(a) = f(z*) + ap®) y I(a) = f(z®) 4 c;aV f(z*))Tp*) | podemos escri-
bir
¢(a) < ()

para alguna constante ¢; € (0,1). En otras palabras, la reduccién en f debe ser proporcional
a la longitud de paso y la derivada direccional V f,? pr. Esta desigualdad es llamada La
condicion de Armijo.

La condicién suficiente de decaimiento es ilustrada en la figura 2.9. El lado derecho de la
ecuacién la llamaremos I(a). La funcién I(a) tiene pendiente negativa ¢, Vfx Px pero
dada ¢; € (0,1) esta miente con respecto a que tan pequena deben de ser los valores de a.
En la préctica podemos decir que ¢; = 1074

() =fix,+op;)

acceptable

Figura 2.9: Condicién de decrecimiento suficiente

La condiciéon de Armijo no es suficiente por si misma para asegurar que el algoritmo tiene
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A (o) =f(x topy)

N .

\ 5 3

Vo g
4‘\ . Pendiente \\

g N

L/deseable

Tangente

L

aceptable

aceptable
I

Figura 2.10: Condicién de curvatura

progresos razonables. Por otro lado introduciremos un segundo requerimiento llamada la
condicién de curvatura, la cual requiere que «y, satisfaga:

V@™ 1+ ap®Tpy > e f(a®) p®
donde: ¢g € (¢1,1). Esta condicién se observa en la figura 2.10.

(2.18)

Las condiciones de decrecimiento suficiente y pendiente son conocidas como las condiciones
de Wolfe, las cuales estdn ilustradas en la figura 2.11 y se resumen en 2.19

F@® +ap®) < f(a®) + e1aV f(2W)Tp®

ViE® 4 ap®)Tpy > v f(xuc))Tp(k)

(2.19)
Ver [Nocedal and Wright, 1999]

Las condiciones fuertes de Wolfe estdn dada por las ecuaciones (2.20) y garantizan que
tenemos las condiciones suficientes para tener un minimo.

f(x(k) + ap(k)) f(x(k)) + Clavf(x(k))Tp(k)
T
IVF(@® +ap®)Tp®)| < e V() p*)]

(2.20)
El cédigo Java para comprobar la condiciones fuertes de wolfe es:
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d(0)=fix,+ap, )

Linea de suficiente
decrecimiento

\}‘\g?) //

N i
SN
N\

aceptable | | aceptable |
T

i Pendiente

\
t deseada

Figura 2.11: Condiciones de Wolfe

boolean Condiciones_Fuertes_Wolfe(Matriz x, double alfa, Matriz p) {
boolean curvatura, armijo;
double recta = phi(x, 0, p) + cl*xphi_p(x, alfa, p)*alfa;

curvatura =
(Math.abs(phi_p(x, alfa, p)) <= c2*Math.abs(phi_p(x, 0, p)));
armijo = (recta >= phi(x, alfa, p));

return (curvatura && armijo);

Las funciones ¢(z) y ¢'(x) se implementaron en Java como

public double phi(Matriz x, double alfa, Matriz p)
{
Matriz x1 = x.mas(p.por(alfa));
return(funcion(x1));

public double phi_p(Matriz x, double alfa, Matriz p )
{
Matriz g = Gradiente(x.mas(p.por(alfa)));

return ((p.T().por(g)).obten(0,0));

31
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2.8.1. Ejemplo 1
Para una funcién f(x) tenemos una funcion ®(a) = cos(a + %), calcular la gréfica ®(«)
donde se cumplen:
1. las condiciones de armijo,
2. las condiciones de curvatura,
3. las condiciones fuertes de curvatura y
4. las condiciones fuentes de wolfe
considere ¢; = 1074 yey =1

En la figura 2.12 se muestran las condiciones de Wolfe para la funcién, en obscuro se muestra
la regién donde no se cumplen las condiciones. Las condiciones de Armijo, Curvatura,
Curvatura fuerte y Wolfe fuerte se muestran en las figuras 2.12(a), 2.12(b), 2.12(c) y 2.12(d)
respectivamente.

B(a) D(a)
10F 1LOF

0.5+ 0.5 -

-1.0+ -1.0F

(a) Condicién de Armijo (b) Condicién de Curvatura

D(a)
1.0

0.5

-05+

(c) Condicién de Curvatura fuerte (d) Condiciones fuertes de Wolfe

Figura 2.12: Condiciones de Wolfe
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2.8.2. Ejemplo 2
Para una funcién f(z): R — R dada como
10
fa) =) [ —y) +2.5(x — wima)?]

i=1

Considere que el termino 2.5(x; — x;_1)? solo existe para valores i — 1 > 0.

33

Determinar el rango de valores en el cual se cumplen las condiciones de fuertes de Wolfe.

Considere ¢; = 1074, ¢o = 1.0, y = [1,2,3,4,5,4,3,2,1,0]7 y (0 =4

()

Figura 2.13: Condiciones fuertes de wolfe

La implementacion de la funciéon el Gradiente y el Hessiano se presenta a continuacion

public double funcion(Matriz x) {
double f = 0, y[] = {1,2,3,4,5,4,3,2,1,0};
double aux;
int N = y.length, i;
for(i=0; i<N; i++) {
aux = x.obten(i, 0) - yl[il;
f += aux*aux;
if(i>0) {
aux = x.obten(i, 0)-x.obten(i-1, 0);
f += 2.5 *x aux * aux;

}

return f;
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public Matriz Gradiente(Matriz x) {
int i, N = 10;
double g[] = new double[N], y[l = {1,2,3,4,5,4,3,2,1,0};

for(i=0; i<N; i++){
gli]l = 2.0%(x.obten(i, 0) - yl[il);
if (i>0) gli] += 5.0*(x.obten(i, 0) - x.obten(i-1, 0));
if (i<N-1) gl[i] += 5.0*(x.obten(i, 0) - x.obten(i+l, 0));

Matriz grad = new Matriz(g);
return grad;

public Matriz Hessiano(Matriz x) {
double H[I[] = {

{7, -5, o, o, 0, O, O, O, O, O},
{-5,12, -5, 0, 0, 0O, 0, O, O, O},
{ o, -5,12, -5, 0, 0, 0, O, 0, O},
{ o, o0, -5,12, -5, 0, 0, 0O, 0, O},
{ o, o, 0,-5, 12, -5, 0, 0, O, O},
{ o, o0, 0,0,-5 12, -5, 0, 0, 0},
{ o0, o0, 0,0, O, -5,12, -5, 0, 0},
{ o, o0, 0,0, O, 0, -5, 12, -5, 03},
{ o0, 0, o0, 0,0, O, O, -5, 12, -5},
{ o, o, 0o, 0, 0,0, O, O, -5, T7}};

Matriz Hess = new Matriz(H);
return Hess;

b

En la figura 2.13, se muestra el intervalo en el cual son validas las condiciones fuertes de
wolfe. En obscuro se muestra la regiéon donde ya no se cumplen dichas condiciones para la
funcién dada. El cédigo correspondiente a esta implementacién es:

void Condiciones_Wolfe(Matriz x, Matriz p, double alfa_max){
double alfa;

for(alfa =0; alfa<=alfa_max; alfa+= 0.1) {
if (Condiciones_Fuertes_Wolfe(x, alfa, p))
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System.out.printf("%4.2f \n ", alfa);

}

Para detalles ver Gradiente_filtro.java

Tarea: Condiciones de Wolfe

Dada la funcién 100(z2 —22)2? + (1 —2?), determinar segtin las condiciones de Wolfe, cuales

son los valores de a aceptables. Considere valores para ¢; = 1074 y ¢y = 1.0 y como valor
inicial zg = [2,3]7

2.8.3. Algoritmo de Suficiente decaimiento y muestreo hacia atras

La condicién de Armijo (ecuacién (2.18)), también llamada condicién de suficiente decai-
miento es suficiente, no garantiza que el algoritmo seleccione una longitud de paso apro-
piadamente. Sin embargo si utilizamos el algoritmo de muestreo hacia atras, la condicién
de Armijo sera suficiente.

Algoritmo 6 Busqueda-lineal-con muestreo-hacia-atras

Entrada: @, p, c;

Salida: o%)
Dado un valor inicial @ > 0, un factor de incremento p y un escalar ¢; € (0,1)
Hacemos oo = @
mientras f(z®) + axp®)) <= f(2®) + c;aVf(2*)Tp*) hacer

a=pxa
fin mientras

devolver o)

2.9. Meétodo de Descenso de gradiente

El método del descenso de gradiente es un algoritmo de busqueda lineal en la direccién de
gradiente. Los pasos de este algoritmo son los que se muestran en el algoritmo (7) y su
implementacion en Java es::

public Matriz Descenso_de_Gradiente(Matriz x0)

{
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Algoritmo 7 Método de descenso de Gradiente

Entrada: f(zx),z(©

Salida: z(¥)
Dado una funcién diferenciable f(z) y un valor inicial z(?)
Hacemos k =0
mientras |V f(z®)| > ¢ hacer

Evaluar la direccién de bisqueda p*) = —

V()
[V f(a®)]|
Calcular el valor de a®)
Hacer la actualizacién z**1D = z(*) 4 (k) pk)
k=k+1
fin mientras
devolver z(®

Matriz g, x = null, p;
double alpha;
int iter = 1;

x = Matriz.igual_a(x0);

do
{
// calcula el gradiente de la funcion
g = Gradiente(x);
// Direccion opuesta al gradiente
p = Direccion(g);
// alfa minima
alpha = alpha_Newton(x, p);

System.out.println("X = ");
x.imprime() ;
System.out.println("Direccion = ");
p-imprime();

System.out.println("alfa = " + alpha);

// Actualizacion x = x + alphax*p
x = x.mas(p.por(alpha));

System.out.println(iter++ + " alpha = " +
alpha + " f(x) = " +funcion(x));
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//x.imprime () ;
}while (Magnitud(g) > T );
return Xx;

}
El valor de ay, para el algoritmo 7, puede ser calculado utilizando:
» Busqueda exhaustiva (1.1)

» Razén dorada (seccién 2)

Busqueda lineal con muestreo hacia atras (seccién 2.8.3).
» Méximo descenso (eq. (2.12))
» Interpolacién cuadratica (eq. (2.14))

» Método de Newton de Alfa de maximo descenso ((2.17))

2.9.1. Ejemplo 1

Dada la funcién f(z) = 427 + 2% y un punto inicial (9 = [2,2]7, calcular el mfnimo
utilizando el algoritmo de descenso de gradiente. En todos los casos calcular el dngulo
entre direcciones consecutivas utilizando la ecuacion cosf = [p(’”l)] pk)

Para la funcién tenemos que el gradiente es:

V(z) = [ i ]

y su Hessiano es:

v2f(x>=[§ ;’]

Las iteraciones necesarias para que converja el algoritmo se muestran en la siguiente ta-
bla
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RONEEROR RN ON RN ON T

2.0000 | 2.0000 | -0.9701 | -0.2425 -
-0.0923 | 1.4769 | 0.2425 | -0.9701 | 90
0.2215 | 0.2215 | -0.9701 | -0.2425 | 90
-0.0102 | 0.1636 | 0.2425 | -0.9701 | 90
0.0245 | 0.0245 | -0.9701 | -0.2425 | 90
-0.0011 | 0.0181 | 0.2425 | -0.9701 | 90

TUR W N~ O

12 | 0.0000 | 0.0000 | -0.9701 | -0.2425 | 90
13 | 0.0000 | 0.0000 | 0.2425 | -0.9701 | 90

La Figura 2.14, se muestra las iteraciones asi como cuatro de los pasos que el algoritmo
da para llegar a la solucién. Note como los pasos se llevan a cabo en angulos de noventa
grados y las direcciones de descenso estdn a noventa grados de las curvas de nivel.

ver Gradiente_ej02.java

3+

-3k

Figura 2.14: Curvas de nivel y direcciones de decenso

2.9.2. Ejemplo 2

Dada la funcién f(x) = 100 (x2 —x7)2+ (1 —21)? y un punto inicial 2(®) = [2, 3], calcular
el minimo utilizando el algoritmo de descenso de gradiente. En todos los casos calcular el
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. . . . o1e ., T
angulo entre direcciones consecutivas utilizando la ecuacion cosf = [p(k+1)] pk)

La siguiente tabla muestra el proceso de convergencia del algoritmo de Descenso de Gra-
diente

RO RN (O R O R (O TS
2.0000 | 3.0000 | -0.9703 | 0.2420 | -
1.7494 | 3.0625 | -0.2420 | -0.9703 | 90
1.7220 | 2.9526 | -0.9703 | 0.2420 | 90
1.7180 | 2.9536 | -0.2420 | -0.9703 | 90
1.6959 | 2.8648 | -0.9703 | 0.2420 | 90
1.6923 | 2.8657 | -0.2420 | -0.9703 | 90
1.6735 | 2.7906 | -0.9703 | 0.2420 | 90
1.6702 | 2.7914 | -0.2420 | -0.9703 | 90

N OO R W N = O

2384 | 1.0000 | 1.0000 | -0.9703 | 0.2420 | 90
2385 | 1.0000 | 1.0000 | -0.2420 | -0.9703 | 90

ver Gradiente_Rosenbrock.java para detalle de implementacién

2.9.3. Convergencia del Método de descenso de gradiente

La principal desventaja del método de descenso de gradiente es el hecho de que la con-
vergencia puede ser muy lenta para cierto tipo de funciones o valores iniciales. En general
direcciones de busqueda consecutivas estan a 90 grados tal como se muestra en la figura
2.15.

Figura 2.15: Direcciones de bisqueda para descenso de gradiente
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Prueba
FEn los métodos de descenso de gradiente queremos calcular el valor o que minimiza

¢(a) = f(z® 4+ ap®)
por lo tanto tenemos que calcular la derivada, de esta, respecto a a'®) e igualar a cero

do(a T T
3(@) = 0T F(®) 4 ap®y = 0T ) g

De la definicién del producto escalar de vectores, sabemos que:
™[ [lp* ] cos 6 = 0

la tinica manera de que esto se cumpla es que § = 90°. Por lo tanto, las direcciones de
buisqueda se encuentran a 90grados.

Tarea: Comparacion de los métodos de busqueda

Implementar el algoritmo de descenso de gradiente 7 y comparar su desempeno con las
diferentes estrategias de busqueda lineal para calcular el g

2.9.4. Meétodo de Forsyte

Para eliminar la caracteristica de zigzag (ver figura 2.16) de los métodos de descenso de
gradiente cuando se aplica a una funcién mal condicionada el siguiente método de acelera-
cién propuesto por Forsythe and Luenberger. En cada paso k, almacenamos (comenzando
en :c(k)) m estados del método de descenso de gradiente, el cual producirda un punto al que
llamaremos y*). El punto z(**1) es entonces calculado como la minimizacién en la direccién
d®) = (y®) — z®)) /|y — £(F)| en lugar de p*¥) (direccién opuesta al gradiente).

Este algoritmo queda como se muestra en 8:
» Dado un z*) y m estados,

» Calculamos los valores temporales de (1) z(6+2) - 2(k+m) ytilizando el algoritmo
de descenso de gradiente.

» hacemos y¥) = z(k+m)
» la nueva direccién de busqueda es d®) = (y*) — z(*)) /|y (B) — 2 (k)]

= Buscamos el valor de a®) que minimiza f(z*) + (¥ d*))
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~—f minimo

Figura 2.16: Efecto de zigzag creado por el método de descenso de gradiente

Figura 2.17: Algoritmo de Forsyte de dos pasos
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Algoritmo 8 Algoritmo de Forsyte

Entrada: f(x),z m

Dado una funcién diferenciable f(z) y un valor inicial z(%)
Hacemos k <0
mientras |V f(z®)| > ¢ hacer

Calcular los m estados haciendo

2+ = Descenso_de_Gradiente( f(z), z(*))

++2) = Descenso_de_Gradiente(f(z), z*+1)

(™) = Descenso_de_Gradiente(f(z), z(tm=1)
hacemos y*) = z(k+m)
la nueva direccién de bisqueda es d®) = (y*) — g(®)) /|y(R) — z(k)|
Calcular el valor de a®) que minimiza f(z® + o®)d*))
Hacer la actualizacién z(#+1) = z(*) 4 o) g(k)
E=k+1
fin mientras
devolver z(*)

» Hacemos la actualizaciéon z(*T1) = () 4+ (k) (k)

El la figura 2.17, podemos ver el desempeno del algoritmo de Forsyte y Luenberger de
dos pasos para la funcién mostrada en la figura 2.16. Note la mejora en el desempenio del
algoritmo.

public Matriz Forsite(Matriz X)

{

Matriz X1 = new Matriz(), X2 = new Matriz();

Matriz Y = new Matriz();

Matriz g = new Matriz(), p = new Matriz(), d = new Matriz();
int i, m =2, k =0;

double alpha;

X1 = Matriz.igual_a(X);
X2 = Matriz.igual_a(X);
do
{

for (i = 0; i < m; i++) {
g = Gradiente(X2);
p = Direccion(g);
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//System.out.println("Direcc");
//p.imprime () ;

alpha = alpha_Newton(X2, p);

X2 = X2.mas(p.por(alpha));

Y = X1.menos(X2);

System.out.println("d = ");

d = Direccion(Y);

//X1.imprime();

//X2.imprime () ;

d.imprime();

alpha = alpha_Newton(X1, d); //alpha_Direcccion(X2, Y);
System.out.println("alpha = " + alpha);

X1 = Xl.mas(d.por(alpha));
X2 = Matriz.igual_a(X1);
System.out.println("X = ");
X2.imprime();

System.out.println("Iteracion " + k++ + ", f(x) = "+ funcion(X2));
} while(Magnitud(Gradiente(X2)) > T);

return X2;

2.9.5. Ejemplo 1

Implementar la mejora al método de descenso de gradiente propuesta por Forsythe y Luen-
berger. Los resultados de las iteraciones de bisqueda lineal con muestreo hacia atrés refi-
nando con Razén Dorada y Forsythe y Luenberger (para m = 2), utilizando un valor de
e=1x10"%.

.z e . —x2_ 2 e . 0 0
La funcién a minimizar es f(z) = x1e”*17%2, con un punto inicial :z:g ) = —0.5, xé) =
—0.5

Los resultados para la Bisqueda lineal con muestreo hacia atras refinando con Razén
Dorada se muestran en la tabla 2.4 y para el algoritmo mejorado de Forsythe y Luenberger
en la tabla 2.5. Note que el algoritmo de Forsythe y Luenberger converge en dos iteraciones
para considerando la misma precision que el descenso de gradiente normal.
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AR 2y f(z®)

1 | -0.809017 -0.190982 -0.405384
2 | -0.677837 -0.059803 -0.426608
3 |-0.717333 -0.020307 -0.428615
4 1-0.703751 -0.006725 -0.428852
5 | -0.708231 -0.002246 -0.428878
6 | -0.706732 | -7.483517E-4 | -0.428881
7 | -0.707231 | -2.495093E-4 | -0.428881
8 | -0.707065 | -8.315781E-5 | -0.428881
9 | -0.707120 | -2.772337E-5 | -0.428881
10 | -0.707102 | -9.237318E-6 | -0.42881
11 | -0.707108 | -3.081763E-6 | -0.428881
12 | -0.707106 | -1.023345E-6 | -0.428881
13 | -0.707106 | -3.402927E-7 | -0.428881
14 | -0.707106 | -1.130393E-7 | -0.428881

Cuadro 2.4: solucién para la funcién f(z) = xle(_z%_ajg) utilizando descenso de gradiente

k k
7y zy) f(a®)
1[-0.703257 | 0.0031191 | -0.428865
2 | -0.707106 | -3.7149863E-7 | -0.428881

Cuadro 2.5: solucién para la funcién f(z) = ze(=7"=v") utilizando descenso de gradiente

utilizando la mejora de Forsyte—Luenberger
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Tarea: Algoritmo de Forsyte

Replicar la solucién del ejemplo anterior (2.9.5)utilizando el algoritmo de descenso de
gradiente 7 y de Forsyte 8.

2.9.6. Ejemplo 2
Para una funcién f(z) dada como

10

f@) =" [(@i = 9:)® +2.5(x; — wi-1)°]

i=1
considerando y = [1,2,3,4,5,4,3,2,1,0]7 y 20 =y

Determinar el nimero de iteraciones del método de Descenso de Gradiente y Forsite y
graficar k vs f(z®)) para los diferentes valores calculados por ambos métodos.

El nimero de iteraciones para Descenso de Gradiente fue de 54 y para Forsyte de 14. En
la Figura (2.18) se muestra la gréfica de la funcién f(z*)) para los dos métodos.

1)

nl

10 20 30 40 50

Figura 2.18: Comparativo del método de Descenso de Gradiente y Forsyte

2.10. Descenso de gradiente con busqueda lineal basada en
condiciones de Wolfe

Una especificacién formal de la bisqueda lineal es la siguiente. Nos referiremos a la ecuacién
(2.18) como la condicién de suficiente decrecimiento y a la ecuacién (2.19) como la condicién
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de curvatura. El algoritmo de bisqueda lineal determina cual ancho de paso o, satisface
las condicién de Wolfe.

Algoritmo 9 Algoritmo de Bisqueda lineal basado en condiciones de Wolfe

Entrada: f(z),z®
Dado una funcién diferenciable f(z) y un valor inicial xg
Hacer ag = 0, seleccionar da > 0 y un qynaq
parai=1,... MAX hacer
Evaluar ¢(a;)
si p(a®) > 6(0) + ¢1 * ;¢ (0) 0 (D) > p(al~1) entonces
hacer o* = RanzonDorada(o;—1,«;) y finalizar
fin si
Evalta ¢/ (a(?)
si | ¢/(a®) |> —c2¢/(0) entonces
a* = a y termina
fin si
si ¢'(a;) > 0 entonces
o* = RazonDorada(a=, o)) y finalizar

fin si
Seleccionar o) = o) + §a
hacer 1 =7+ 1

fin para

devolver o*

2.10.1. Ejemplo

Una comparacién es necesaria, para evaluar las condiciones Wolfe. En este caso utilizaremos
la funcién de Ronsebrock dada como f(z) = 100 * (z2 — 22)% 4+ (1 — z1)?. Para que sea
interesante veamos el comportamiento cuando queremos calcular un minimo utilizando

f(z) directamente y un maximo con una funcién alterna g(x) = —f(x).

En la figura 2.19 y la tabla 2.6 podemos ver el comportamiento de los algoritmos de
maximo descenso utilizando tamafio de paso de maximo descenso y tamano de paso con
condiciones de Wolfe para un punto inicial zg = [2, 3]7. Note que ambos algoritmos tienen
un desempeno muy similar cuando minimizamos la funcién f(x). En la tabla 2.6 se presenta
en la primer columna el a de maximo descenso, el la segunda columna el valor de la funcién,
el la tercer columna el o con condiciones de Wolfe y en la dltima columna el valor de la
funcién.

En el caso de la figura 2.20 y la tabla 2.7 es muy diferente. Aqui calcular el tamano de paso
con maximo descenso lleva al algoritmo a un maximo mientras que calcular el tamano de
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Cuadro 2.6: Comparacion de iteraciones entre tamano de paso « de MD y Wolfe para
minimizar f(x)

k MD Wolfe
& f(=) o f(z)

0 | 0.0000 | 101.00 0.0000 101.0000
1] 0.2187 | 2.6682 0.2582 0.5620
2 | 0.0383 | 0.5641 0.0750 0.5473
31 0.0011 | 0.5623 0.0032 0.5314
4 10.0094 | 0.5604 | 5.2786E-4 | 0.5313
510.0012 | 0.5584 | 5.2786E-4 | 0.5311
6 | 0.0106 | 0.5562 | 5.2786E-4 | 0.5310
71 0.0013 | 0.5540 | 5.2786E-4 | 0.5309
8 | 0.0123 | 0.5514 | 5.2786E-4 | 0.5308
9 | 0.0013 | 0.5489 | 5.2786E-4 | 0.5306

120 T
—-—- Wolfe
—+—MD

100

80

40%

20

0 50 100 150 200 250 300
lteraciones

Figura 2.19: Comportamiento de Maximo descenso y Maximo descenso con condiciones de
Wolfe
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Cuadro 2.7: Comparacién de iteraciones entre tamano de paso utilizando o de MD y Wolfe

para minimizar — f(x)

BUSQUEDA BASADAS EN GRADIENTE

paso con condiciones de Wolfe va al minimo.

Figura 2.20: Comportamiento de Maximo descenso y Maximo descenso con condiciones de

Wolfe

k MD Wolfe
2 f(=) o f(z)

0 | 0.0000 | -101.0000 | 0.0000 | -101.0000
11]-0.2187 | -2.6682 0.0010 | -101.8284
2 | -0.0383 | -0.5641 | 0.0010 | -102.6606
3 |-0.0011 | -0.5623 | 0.0010 | -103.4967
4 1-0.0094 | -0.5604 | 0.0010 | -104.336
5 1-0.0012 | -0.5584 | 0.0010 | -105.180
6 | -0.0106 | -0.5562 | 0.0010 | -106.027
7 | -0.0013 | -0.5540 | 0.0010 | -106.878
8 | -0.0123 | -0.5514 | 0.0010 | -107.733
9 | -0.0013 | -0.5489 | 0.0010 | -108.592
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Método del Gradiente
Conjugado

El método del gradiente conjugado es un método iterativo para solucionar un sistema lineal
de ecuaciones de la forma Ax = b; donde A es una matriz definida positiva. Este problema
es equivalente al siguiente problema de minimizacién

flx) = %xTAm — bz

3.1. Meétodo de direcciones conjugadas

Una de las propiedades més importantes del método de gradiente es su habilidad de ge-
nerar direcciones conjugadas de una manera muy econémica. Un conjunto de vectores
{p(o),p(l),...p(l)} es llamado conjugado respecto a una matriz definida positiva A, si

PO api) =0 it

La importancia de las direcciones conjugadas radica en el hecho de que podemos minimizar
f(z) en n pasos por la sucesiva minimizacién a lo largo de direcciones individuales en un
conjunto conjugado. Para verificar esto, consideremos el siguiente método de direcciones
conjugadas.

Dado un punto inicial () € R” y un conjunto de direcciones {p(o),p(l), . ,p(”_l)}. Con-
sideraremos la siguiente secuencia generadora {:J:(k)}

gD = 2(8) 4 o (B) (k)
donde a®) es el minimizador de la funcién cuadrética ¢(+) alo largo de z® 1+ ap®) dada

49
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explicitamente por
T
r(B)" pk)

o TP
p®T Ap(k)

alf) =
con r®) = Vep(z®)) = Az®) —p

Teorema

Para cualquier z(?) € R” la secuencia {z;} generada por el algoritmo de direcciones con-
jugadas converge a la solucién z* de un sistema lineal en no més de n pasos.

o — 20 = g @0 4 N 4y =) n)

para algtin escalar o(®). Pre-multiplicando la expresién por p(k)TA y utilizando la propiedad
del conjugado tenemos:

(k) p® " A@e* — 20)
g =
p®T Apk)
Ahora estableceremos el resultado mostrando que este coeficiente coincide con la longitud
de paso ay.

Si 2% es generado por la sucesién kD) = k) 4 5B p(k) tenemos:

20 = 30 5050 L 500 Ly k=1 k1)

T . ./ T . . .
Pre multiplicando ésta expresién por p¥)" A y utilizando la propiedad del conjugado tene-
mos:

T AW 20y = ¢
Adicionalmente

T Az — 20y = p0T A(gWpth) | Gl 4D |y =) (1))

por la propiedad de conjugado

O Az — 20y = g®pE T g0

tenemos que p(k)TA(a:* —z)) = p(k)TA(:E* —z(0)
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y por lo tanto:

p®T Az — 20 B p®T A(z* — 2®))

p®T Ap) p®T Apk)

T % T " T
p" Az — 20y = p®)" A(z* — 2®)) = p)7 (h — AzR)) = —p(k)
con lo que o®) queda:

P )

W _ P T
p®T Apk)

ol

comparando ambas relaciones tenemos que af) = ().

Hay una interpretacion simple de las direcciones conjugadas. Si la matriz A es diagonal los
contornos de la funcién f(-) son elipses cuyos ejes estén alineados con los ejes coordenados.
Podemos encontrar el minimo de ésta funcién con una busqueda lineal a lo largo de los ejes
coordenados.

Cuando A no es una diagonal, sus contornos son elipticos, pero ellos no estdn alineados en
la direccién de los ejes coordenados. La estrategia de minimizaciones sucesivas a lo largo
de estas direcciones no da una solucién en n iteraciones.

En la figura 3.21, podemos ver como se ejemplifica el uso de las direcciones conjuga-
das.

Figura 3.21: Ejemplo de como trabajan las direcciones conjugadas
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3.2. El método del gradiente conjugado para funciones cuadrati-
cas

Asumiremos que minimizaremos una funcién cuadrética de la forma:

1
flz) = §xTAx —blx+te (3.21)

La idea del método es construir progresivamente direcciones p(® p™), ... p) las cuales
son conjugadas respecto a la matriz A de la forma cuadratica. En cada estado K la direccion
pU) es obtenida por la combinacién lineal del gradiente —Vq(x(K )) en cada posicién z¥)
y las direcciones previas p(@, p(), . pE=1),

Llamemos ¢(*) = Vq(x(k)) el gradiente de la funcién g en (¥, El método toma la siguiente
forma que se muestra en

10.

Algoritmo 10 Algoritmo de Gradiente Conjugado preliminar

Entrada: Dado una funcién diferenciable f(z) y un valor inicial z(®)
Salida: z(®)
Calcular el gradiente 7(9) = V f(2(0) = Az(©) —p
Hacer hacer p(® = —r(©) y poner k = 0.
mientras ||V f(z®)|| > ¢ hacer
()T (k)
pOT Ap(k)
Hacer la actualizacién 2kt = z(®) 4 (k) p(k)
Calcular el valor del gradiente r(#T1) = Ax(k+1) —

T X
determinar gk+1) = r**)"Ap®
p(OT Ap(k)

Calcular la nueva direccién con p*+1) = —p(kt1) 4 glk+1) (k)
Actualizar k <+ k + 1

fin mientras

devolver z(*)

Calcular a®) = —

El algoritmo de gradiente conjugado, requiere de la siguiente sucesién para calcular las di-
k41T 4 (K
recciones conjugadas pk*t1) = —p(k+1) 4 gk+1)(k) con un pardmetro S*+1) = %,
P P

pero debemos mostrar que estas expresiones crean direcciones conjugadas.

Prueba
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Por definicién tenemos que las direcciones conjugadas cumplen con (3.22):

prHDT gpk) — g (3.22)

y tenemos que:

pEHD) = _p(b1) (k) (R) (3.23)
Sustituyendo (3.23) en (3.22):
(—p (D) gl (NT g5(0) —
T T
(—r*+DT 4 g1 (BT Ap(k) — 0
DT 0 1 gl p ()T 4 R) —

k+1)T 4 (k
gy _ r " Ap®
p®T Apk)
Con lo cual se muestra que la sucesién si produce direcciones conjugadas.

Una expresiéon equivalente para el ancho de paso es:

®) F&)T (k)
ok —
p®T Ap)
mostrar que es equivalente a:
T
G T p®
p®T Ap(k)
Prueba:
Tenemos que p(k) = —r(k) 4 ﬂ(k)p(k_l) podemos escribir:
T
o — r(E) pk)

T Ap(k)
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T () 4 g®Ipk-D)

(k) —
o =
p®T Ap(k)
T T (._
o) r(B) % (k) B ﬁ(k)T(k) plk=1)
p®T Apk) p®T Ap(k)

Dado que (p(o),p(o), e ,p(k_l)) son mutuamente conjugados z(¥) es el minimo de f(m(k))
en la direccién p*—1 asf que:

P07 =1 _ g

Con lo cual .
o) rk) (k)

T gpm)
Una expresién equivalente para S+ es:

pADT 1) k)T g (R)

6(k‘+1) — =
()T (k) p®T Apk)
Recordemos que
Note que:
SR L) _ g <x(k+1) _ x(k)) — o®) gp®) (3.24)

. .. T ., .
Si multiplicamos por #*+D" 1a ecuacién (3.24) y despejamos, tenemos:

W) 4 k) — L )T (1) (R
r Ap —a(k)r (7“ r )

Sustituyendo el valor de a/(¥)

T
P07 Ap(H)

r 4 _l) =
( 7 (C) 7 (C)

) Tr1? (Tha1 — T5)

reordenando términos tenemos
r+D)T g )T [r(E+1) — ()]

0T Apk) (6T ()
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Lo cual finalmente demuestra que

B(’““) B 74(k+1)T7¢(k+1)
r(0) T (k)

3.2.1. Algoritmo de GC

El algoritmo 11 presenta los detalles para la implementacién del Método de Gradiente
Conjugado y a continuacién se da la implementaciéon en Java

Algoritmo 11 Algoritmo de Gradiente Conjugado

Entrada: Dado una funcién diferenciable f(z) y un valor inicial (%)
Salida: z(*)
Calcular el gradiente r(©) = V f(2(?) = 4z —p
Hacer hacer p(®© = —r(©) y poner k = 0.
mientras ||r¥)|| > ¢ hacer
)T (k)
pT Ap(k)
Hacer la actualizacién 2D = z(®) 4 (k) pk)
Calcular el valor del gradiente r++1) = (k) 4 (k) 4p(k)

T
. (k+1) _ pE+1) . (k+1)
determinar 5 T

Calcular la nueva direccién con p*+1) = —p(k+1) 4 glk+1)
Actualizar k + k+1

fin mientras

devolver z(*)

Calcular a®) =

k)

public Matriz GC(Matriz x)

{
double alpha, beta, rrO, rri;
int Nmax = x.nren + 1;
Matriz A = Hessiano(x);

Matriz rr = new Matriz(1l, 1);
Matriz pAp = new Matriz(l, 1);

Matriz Ap = new Matriz(A.nren, 1);
Matriz r = new Matriz(A.nren, 1);
Matriz p = new Matriz(A.nren, 1);
Matriz auxl = new Matriz(l, A.nren);
Matriz aux2 = new Matriz(A.nren, 1);
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Ap = A.por(x);

r = Gradiente(x); //Ap.menos(b);
rr = (r.TQ) .por(r);

rr0 = rr.obten(0, 0);

p = r.por( -1);

for (int k = 0; k < Nmax; k++) {
Ap = A.por(p);
pAp = (p.TO)) .por(Ap);
alpha = rrO / pAp.obten(0, 0);
x = x.mas(p.por(alpha));
r = r.mas(Ap.por(alpha));
rr = (r.TQ) .por(r);
beta = rr.obten(0, 0) / rr0;
p = (p.por(beta)) .menos(r);
rr0 = rr.obten(0, 0);

}

return Xx;

3.2.2. Ejemplo 1

Muestre que la siguiente sistema de ecuaciones tiene una matriz definida positiva. Deter-
mine la solucién del sistema de ecuaciones, utilizando gradiente conjugado.

3 -1 -2 1 1
-1 4 =3 o | =] 0
-2 -3 6 x3 3

Para determinar si se trata de una matriz definida positiva, calculamos su determinan-

te
3 -1 =2
det| -1 4 -3 =11
-2 -3 6

.. tenemos una matriz definida positiva y se puede aplicar el método de Gradiente conju-
gado. La solucién aplicando el proceso iterativo es:

Tteracién 1

r =[-1,0,-3]"
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p'¥ =1[1,0,3"

T(O)TT(O) =10

Ap©®) =[-3,-10,16]T

a0 =0.2222

(M =[0.2222,0,0.6667]"

r( = [-1.6667, —2.2222, 0.5556]
rO7R(0) = 8.0247

B =8.0247/10 = 0.80247

p) = [2.4691, 2.2222,1.8519]7
Iteracién 2

Ap(D) = [1.4815,0.8642, —0.4938]"
o?) = 1.7206

() = [4.4706, 3.8235, 3.8529]"
r(?) = [0.8824, —0.7353, —0.2944]"
r@7H? = 1.4057

B?) = 1.4057/10 = 0.1752

p? =[—0.4498,1.1246,0.6185]"
Iteracién 3

Ap® = [-3.7111,3.0926, 1.2370] T
a®) =0.2378

() = [4.3636, 4.0909, 4]”

r® =10.0111,0.0555, —0.1443] x 10~ 4
r®7r®) = 2.4036 x 10730

BB =1.7099 x 10730

p®) =1[0.0111,0.0555, —0.1443] x 10714
Finalmente la solucién es:

x = [4.3636,4.0909, 4]
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3.2.3. Ejemplo 2
Para una funcién f(z) : R — R dada como

10

flz) = Z (@i — yi)? + 2.5(z; — 2i-1)°]

i=1

donde = = [z1, 2, T3, 24, T5, T, T7, T3, Tg, T10] cony = [1,2,3,4,5,4,3,2,1,0]" y 20 = Y.
Considere que el término 2.5(x; — x;_1)? existe si i — 1 > 0.

Calcular el minimo de la funcién y el valor de f(z(*)) en cada una de las iteraciones.

El minimo del sistema es

x = [1.9725,2.3615,2.8951, 3.3868, 3.6332, 3.3329, 2.7657, 2.1049, 1.4859, 1.0614] "

y la siguiente tabla muestra las 7 iteraciones necesarias para llegar al éptimo

f (™)
22.5000
15.2419
11.2041
10.6239
10.5910
10.5838
10.5821
10.5813

o

N O U W N~ O

Para detalles ver Gradiente_filtro.java

3.2.4. Ejemplo 3

Para una funcién f(x): R — R dada como

f@) = [(wi—4:)* +2.5(x; — wi1)]

i=1

0
donde « = 21, 22,23, , 2] y 2 = .

El gradiente y el Hessiano pueden calcularse de manera directa haciendo:
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f(@) = (21 —y1)* + (22 — y2)? + 2.5(w2 — 1) + (23 — y3)* + 2.5(x3 — w2)> + - - -

Calculamos la derivada 0f(z)/0x;

Calculamos la derivada 0f(z)/0x2

Of(x)
8902

= 2(z2 — y2) + 5(x2 — 1) — 5(z3 — 22)
sustituyendo k por 2 tenemos el k-ésimo término del Gradiente

of(x)

8$k

= 2(xk — yk) + 5($k — .’L‘kfl) - 5(.%‘k+1 — .%‘k)
donde los términos (z — Tx—1) y (Tgp+1 — @) existen si k —1 > 0y k + 1 < n respectiva-
mente.

Para determinar el vector b hacemos

a({];(x) = 2(zy, — yr) + 5z — Tp-1) = 5(@p41 — 2) = 0
Lk

reordenando téminos
12xk - 5.I‘k,1 — Sxk“ — 2yk =0
12{Ek - Sxk,1 - 5(L‘k+1 = ka

de donde tenemos que el k-ésimo término by = 2y,

El Hessiano tendra por renglén tres términos correspondientes a las variables xy, xx_1 ¥
Zr+1 por lo que para el k-ésimo renglén solo existen tres términos

O*f(x) 012wy — Bbwp_1 — dTpy1 — 2y) { 12 Sil<k<n

RPry Oxy, 7 de lo contrario

02,01 Oxp41

O?f(x) 012z — dwg—1 — Bappr —2yk) [ —5 Sil<k
- 0 de lo contrario
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82f(x) 012z, — bxp—1 — 5Tpr1 — 2yk) B { -5 Sik<n
00Tk 41 O0Tk41

- 0 de lo contrario

siempre que k—1 >0y k+1<n.

3.3. Precondicionamiento

Partiremos de de funcién f(x) = %xTAx — bTx + ¢ la cual remplazaremos por una nue-

va funcién f (7) la cual esta multiplicada en algunos términos por la matriz M ~!. Esta
condicién no altera el minimo de la funcién.

A 1
flx) = ia:TM_le — MWz +e

El gradiente de la funcién f (x) esta dada por

y el minimo de esta funcién es exactamente el mismo que la funcién f(z) en virtud de
que
M~YAz -b)=0

y es equivalente a

(Az —b) =0

La manera de calcular el y*¥) = v f (x(k)) serd simplemente resolviendo el sistema de
ecuaciones Mr*) = y*) donde r*) = Vf(z*)) = Az*¥) —p

Note que si M = A entonces la solucién para x es:
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) = M YAz —-b)=0
) = AN Az —b) =0

y si M =~ A el algoritmo de Gradiente Conjugada Precondicionado deberd hacer muchas
menos iteraciones que el algoritmo de Gradiente Conjugado.

Calculo de las direcciones:

Para hacer las actualizaciones de las direcciones haremos una combinacién lineal entre
el residuo precondicionado y**t1) y la direccién anterior p*), asf la nueva direccién la
calcularemos como

kD) — g (k1) 4 g(kt1), (k) (3.25)

Tamano de Paso:

El tamano de paso para el método de Gradiente Conjugado Precondicionado para una
funcién cuadrética ¢(a) = M~1(3(z®) + a®p*NT Az 4 B p*)) — T (2*) 4 o F)pk)))
es

r®) T k)

R _ T P
p®T Apk)

alk) =

sustituimos el valor de (3.25) en el tamafo de paso a'*) obtenemos

T
R R )
p®T Aph)

o —

T (k—
o = Ty gyr® ptY
p®T Apk) p®T Ap(k)
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T ~
Dado que )" p(k=1) = 0 tenemos que el tamafio de paso es:

k)T, (k)

(
OIS i
0T Ap)

Calculo del gradiente:

Nuestro nuevo vector de gradiente precondicionado y*) esta definido como y¥) = M 1),

para el calculo de r*) hacemos

finalmente tenemos que

P+ () 4 (R) 4p0)

My®+D = ) 4 4 8) 45H)

Calculo del tamano de paso para las direcciones:

A partir de la ecuacién (3.25) y asumiendo que las direcciones estan conjugadas podemos

escribir
(_y(k’-i-l) + B(k+1)p(k))TAp(k) -0

T T
kDT gp0) L g 1) p (T 4,0 —

despejando tenemos
T
y D7 Ap(k)

B(k+l) _Jd
p®T Apk)

A partir de la ecuacién 5+ —r(k) = o) Ap(*) si multiplicamos por y(k+1)T y despejamos,

tenemos:

(40T 40) — %yum)T <r(k+1) _ r<k>)

Y k)

Sustituyendo el valor de a/(F)

)T gp(k)
kDT g k) — [P AP e+ )T (1) _ ()
Yy A <r(k>Ty<k> Y (r )
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reordenando términos tenemos

y(k+1)TAp(k) y(k+1)T [r(k—i-l) _ T(k)] T(k+1)Ty(k;+1) y(k—f—l)Tr(k)

pW T Apk) r(B)T () r(B)T (k) r(B)T ()

y dado que y(k)TT(k) — M- T ) = 0 finalmente tenemos

7,(k+1)T (k+1)

Blk+1) — Y
BTy (k)

El método de gradiente conjugado utilizando precondicionado se presenta en el algoritmo

12

Algoritmo 12 Algoritmo de Gradiente Conjugado Precondicionado

Dado una funcién diferenciable f(x), un valor inicial (%)
y una matriz de precondicionamiento M
Calcular el gradiente r(©) = V f(2(?) = 4z —p
Resolver My©® = r(© para y(©
Hacer hacer p(® = —y(©) v k=0.
mientras ||r(*)| > ¢ hacer
) _ r ()T (k)
T pT Ap
Hacer la actualizacién z*tD = z(®) 4 (k) pk)
Calcular el valor del gradiente r*+1) = (%) 4 (%) Ap(k)

Resolver para y*11) el sistema de ecuaciones My®*+1) = p
k1) _ rED Ty
- k)T, (k)

Calcular a*

k+1)
determinar S
) Ty (
Calcular la nueva direccién con pit1l) = —y(k+1) 4 glk+1),,(k)
Actualizar k + k+1
fin mientras
devolver z(¥)

Observe que en el caso del que M = [ el algoritmo 12 es equivalente al método del Gradiente
Conjugado. Por esta razon es importante calcular una matriz C' que acerque a la solucién
final, reduciendo las iteraciones y/o tiempo necesario para que el algoritmo de Gradiente
conjugado converga

3.3.1. Precondicionadores Practicos

El algoritmo de Cholesky, se basa en el hecho de que una matriz simétrica y definida
positiva se puede factoriza en dos matrices L tal que
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A=LL"

donde los factores triangulares de A son L y LT

La formula para calcular la descomposiciéon de Cholesky en el caso de los elementos fuera
de la diagonal es:

1—1
ki = D i bijlk,g

y para los elementos en la diagonal

Ihi = " (3.26)
Vk=0,1,2,--- ,N—1 (3.27)
Vi=0,1,2,-- ,k—1
le ) = (3.28)

El cédigo Java para realizar esta implementacion se muestra a continuacion

public Matriz Cholesky3() {
int i, j, k, n, s;
double fact, suma = 0;

if (this.
System.

return

}

n = this.

for (k =

nren != this.ncol || this == null) {
out.println("Matriz mal condicionada");
null;

nren;

0; k < nj k++) {

for (i =0; i <=k - 1; i++) {
suma = O;
for (j =0; j<=1i-1; j++)

suma += this.datos[i] [j] * this.datos[k][j];

this.

3

suma =
for (j

datos[k] [i] = (this.datos[k][i] - suma) / this.datos[i][i];

0;
=0; j<=k-1; j+d)
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suma += this.datos[k] [j] * this.datos[k][j];
this.datos[k] [k] = Math.sqrt(this.datos[k] [k] - suma);
}
return this;

}

Choleski incompleto es probablemente la estrategia de precondicionamiento mas efectiva.
La idea basica es muy simple. Seguiremos el procedimiento de Choleski, pero en lugar de
calcular el valor exacto de L que satisface A = LLT, calcularemos un valor de L que es tan
dispersa como A. Tendremos entonces A ~ LLT y seleccionando C' = LT, obtendremos
Ax=<tﬁ71y

cTAC™ = L'AL T~ 1

En el caso de el Cholesky incompleto aplicaremos las formulas (3.27) y (3.28) solo en el
caso que el a; ; # 0. El cédigo Java para esta implementacion es:

public static void CholeskyI(double A[][]) {
int i, j, k, n, s;
double fact, suma = 0;
n = A.length;

for (i = 0; i < nj i++) {
for (j =0; j<=1i-1; j++) {
if (A[i1[j] '=0) {

System.out.print ("A"+i+"," + j +"= ");

suma = 0;

for (k = 0; k <= j - 1; k++) {
suma += A[i] [k] = A[j][k];
if (A[i] [kI*A[j][k] !'= 0)
System.out.print ("A"+i+ll," + k + n * All +J +||’"+k + n ") ;

}

A[il1[j] = (A[i1[j] - suma) / A[j1[j1;

System.out.println(" ");

}
}
suma = 0;
for (k = 0; k <= i - 1; k++) {
suma += A[i] [k] * A[i] [k];
if (A[i] [k]*A[i][k] != 0) System.out.println("si");
}

A[i][i] = Math.sqrt(A[i][i] - suma);
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for (j = 0; j < n; j+t) {
for (k = 1 + j; k < n; k++)
A[j1[x] = 0;

¥

La solucién del sistema factorizado LLTz = b lo realizaremos en dos pasos, para ello
hacemos LTz = y. El el primer paso resolvemos Ly = b para y y en el segundo paso
resolvemos el sistema Lx = y para x. La solucién de estos sistemas la haremos utilizando

Sustitucién hacia adelante (3.29) y sustitucién hacia atras (3.30)

_bi— 2’226‘1 li ki
li

i=0,1,--- ,N—1

Yi

_Yi— S Ly
li i

i=N—1,-

T

;1,0

3.3.2. Ejemplo

Dado el sistema de de ecuaciones Ax = b calcular la solucién utilizando

a) Utilizando la factorizacén de Choleky

T3 -1 0 0 -1 0 0 0 1 1
-1 4 -1 0 0 -1 0 0 o 2
0 -1 4 -1 0 0 -1 0 3 3
O 0 -1 3 0 0 0 -1 24 2
-1 0 0 0 3 -1 0 0 5 1
0 -1 0 0 -1 4 -1 0 6 2
0o 0 -1 0 0 -1 4 -1 T7 3

L0 0 0 -1 0 0 -1 3 | |las] L2

(3.29)

(3.30)
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La matriz L factorizada queda como

1.7321  0.0000  0.0000  0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 0.0000 T
—0.5774 19149  0.0000  0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 0.0000
0.0000 —0.5222 1.9306  0.0000  0.0000  0.0000  0.0000 0.0000
I_ 0.0000  0.0000 —0.5180 1.6528  0.0000  0.0000  0.0000 0.0000
—-0.5774 —0.1741 -0.0471 -0.0148 1.6229  0.0000  0.0000  0.0000
0.0000 —0.5222 —0.1413 —-0.0443 —-0.6767 1.8021  0.0000  0.0000
0.0000  0.0000 —0.5180 -—0.1623 -—0.0165 —0.6057 1.8271 0.0000
0.0000  0.0000  0.0000 —0.6050 —0.0055 —0.0169 —0.6067 1.5052 ]

Aplicando sustitucion hacia atras solucionamos el sistema Ly = b, para y
y = [0.5774,1.2185,1.8835, 1.8004, 1.0233, 2.0391, 3.0211, 3.297] "
y finalmente resolvemos el sistema LTz = y para x

x = [1.4762,1.9524, 2.381,2.1905, 1.4762, 1.9524, 2.381, 2.1905]T

b) La solucién utilizando Cholesky incompleto.

Primero calculamos la factorizacién incompleta de Cholesky dada como

[ 1.7321 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
—-0.5774  1.9149 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 —0.5222  1.9306 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
7 0.0 0.0 —0.518 1.6528 0.0 0.0 0.0 0.0
—0.5774 0.0 0.0 0.0 1.633 0.0 0.0 0.0
0.0 —0.5222 0.0 0.0 —0.6124 1.8309 0.0 0.0
0.0 0.0 —0.518 0.0 0.0 —0.5462  1.8529 0.0
0.0 0.0 0.0 —0.605 0.0 0.0 —0.5397 1.5306 |

Aplicando sustitucién hacia atras solucionamos el sistema Ey = b para y

y = [0.5774,1.2185, 1.8835, 1.8004, 0.8165, 1.7130, 2.6505, 2.9529] "

y finalmente resolvemos el sistema L7z = y para x

z = [1.2235,1.5969, 1.9919, 1.7955, 1.0737, 1.5299, 1.9923, 1.9293]"

Note que la solucién es préxima a la solucién del inciso a).

c¢) Calcular la solucién utilizando el método de Gradiente Conjugado con un vector inicial
X0 = [10,0,0,0,0,0,0,0]7. La solucién en 7 iteraciones utilizando el método de GC

fue

Xgo = [1.4762,1.9524,2.3810, 2.1905, 1.4762, 1.9524, 2.3810, 2.1905}T
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d) Calcular la solucién utilizando el método de Gradiente Conjugado precondicionado con
un vector inicial X(© = [10,0,0,0,0,0,0,0]”.

Utilizando GC precondicionado con Cholesky incompleto, en 4 iteraciones fue:

Xao—pre = [1.4762,1.9524, 2.3810, 2.1905, 1.4762, 1.9524, 2.3810, 2.1905]”

e) Haga una comparacién entre el desempeno del GC y el GC precondicionado.

En la tabla 3.8 y en la figura 3.23 podemos ver un comparativo del desempeno de estos
dos algoritmos para los datos del problema. Note como el método de Gradiente conjugado
precondicionado alcanza el minimo en menos iteraciones.

Cuadro 3.8: Comparacion entre el gradiente Conjugado y el Gradiente Conjugado Precon-
dicionado

iteracion | G Conj | G Conj. Pre
0 140 140
1 2.1854 -16.3758
2 -12.8598 -16.9042
3 -16.0625 -16.9048
4 -16.8210 -16.9048
5 -16.8815 -16.9048
6 -16.9027 -16.9048
7 -16.9048 -16.9048
8 -16.9048 -16.9048
()
100 |
— GC
» GC-Pre
50 |
L - - - L - - - L - - Iter
2 4 6 8

Figura 3.22: Comparacién entre el método de GC y GC precondicionado.

ver Gradiente_ej04.java
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3.4. Manejo de Dispersidad

En algunas ocaciones el minimizar una funcién, dado el ntimero de dimensiones, implica
que no es posible ni siquiera reservar una cantidad de memoria para almacenar el Hessiano.
Sin embargo dado el niimero de ceros en el Hessiano es preferible no reservar una cantidad
de memoria y trabajar con alguna técnica para el manejo de dispersidad.

Consideremos el caso de minimizar la funcién dada por

i=N—1j=M—1

E(f)= > > [(fis—9i3) +Mfig — fimr)* + Moy — fii—1)?]]
—0 j=0

Con un valor de A = 5 y una senal bidimensional g dada

o
o
)

Q

Il
o O O
O = =
o O O

El sistema lineal por resolver es Af = b con

r 11.0 —-5.0 0.0 —=5.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 1
—5.0 16.0 —5.0 0.0 —5.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 —-5.0 11.0 0.0 0.0 —5.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
—5.0 0.0 0.0 16.0 —-5.0 0.0 —-5.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 —-5.0 0.0 —5.0 21.0 —5.0 0.0 —5.0 0.0 0.0 0.0 0.0

A= 0.0 0.0 —5.0 0.0 —-5.0 16.0 0.0 0.0 —5.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 —=5.0 0.0 0.0 16.0 —-5.0 0.0 —-5.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 —-5.0 0.0 —=5.0 21.0 —5.0 0.0 —5.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 —5.0 0.0 —5.0 16.0 0.0 0.0 —=5.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 —5.0 0.0 0.0 11.0 —5.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 —5.0 0.0 —5.0 16.0 —5.0
L 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 —5.0 0.0 —5.0 11.0 J

y b=10,0,0,0,1,0,0,1,0,0,0,0]”. La solucién es:

f =1[0.1475,0.1595,0.1475,0.165, 0.2155, 0.165, 0.165, 0.2155, 0.165, 0.1475, 0.1595, 0.1475) "

Para este sistema podemos notar que muchos de los valores son cero.

La factorizacion de la matriz A es:

r 3.3166 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 7
—1.5074 3.705 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 —1.3494 3.0296 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
—1.5074 0.0 0.0 3.705 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 —1.3494 0.0 —1.3494  4.1662 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
L= 0.0 0.0 —1.6502 0.0 —1.2 3.4403 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
- 0.0 0.0 0.0 —1.3494 0.0 0.0 3.7654 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 —1.2 0.0 —1.3277 4.2185 0.0 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 —1.4532 0.0 —1.1851 3.5331 0.0 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 —1.3277 0.0 0.0 3.0392 0.0 0.0
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 —1.1851 0.0 —1.645  3.4479 0.0

L 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 —1.415 0.0 —1.45 2.6257 J
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La formula para calcular la descomposicén de Cholesky sobre los elementos fuera de la
diagonal es

i—1
ki = D j=o liilh,j
li

lpi=

Podemos notar, dado que es una matriz bandada que los productos [; jl;, ; = 0 siempre son
cero y los elementos ay; = —A por tal razén la ecuacién para modificar los elementos fuera
de las diagonales se puede expresar como

Dado la simplicidad de los elementos fuera de la diagonal, no los almacenaremos y en su
lugar realizaremos este simple célculo y simplimente almacenaremos los datos de la diagonal
en una matriz

11.0 16.0 11.0
16.0 21.0 16.0
16.0 21.0 16.0
11.0 16.0 11.0

Los elementos en la diagonal son actualizados por la ecuacion :

liz =

En nuestra representacién matricial

A2 A2
D= |Dij— _
! ¢ ' Dy, DI
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Aplicando la ecuaciones anteriores, los elementos de la diagonal factorizados son

3.3166 3.705 3.0296
3.705 4.1662 3.4403
3.7654 4.2185 3.5331
3.0392 3.4479 2.6257

LD =

Para realizar la solucién del sistema tenemos que calcular la sustituciéon hacia atras y hacia
adelante.

3.4.1. Sustitucion hacia adelante

Como primer paso debemos resolver el sistema Ly = b utilizando sustitucién hacia adelante.
La ecuacion para llevar a cabo al sustitucion hacia adelante esta dada por

_bi— Zléif)_l li k Yk
lig

i=0,1,2,--- ,N—1

Yi

Para nuestro sistema de ecuaciones tenemos:

b+ A*kyic1/Dic1y + Ayig—1/Dij

i?j
La implementacién en Java queda como:

static public void SAdelante(double A[][], double x[][],
double b[][], double lambda, int nr, int nc)
{
int i, j;
double suma;

for(i=0; i<nr; i++)
for(j=0; j<mnc; j++)
{
suma = 0;
if (i-1 >= 0) suma += -lambda * x[i - 11[j] / A[i - 11[j];
if(j-1 >= 0) suma += -lambda * x[il[j - 11 / A[i1[j - 1];

x[i1[j] = (b[il[j] - suma)/A[i]l[j];
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3.4.2. Sustitucion hacia atras

Como segundo paso debemos resolver el sistema L7z = y utilizando sustitucién hacia atras.
La ecuacién para llevar a cabo al sustitucién hacia atras esta dada por

i=k—1
Yk — ZZ‘:() lk,z’xi

Ui,k

T
k=N-1,N—-2--,2,1,0

Para nuestro sistema de ecuaciones tenemos:

o= Did T A*Yi15/Divrg + Nyiji1/Diji
2V
D ;

La implementacién en Java queda como:

static public void SAtras(double A[][], double x[][],
double b[][], double lambda, int nr, int nc)

{

int i, j;

double suma;

for(i=nr-1; i>=0; i--)
for(j=nc-1; j>=0; j--)
{
suma = 0;
if(i+1 < nr) suma += -lambda*x[i+1] [j1/A[i][j];
if (j*+1 < nc) suma += -lambdaxx[i] [j+1]1/A[i][j];
x[11[j] = (b[i][j] - suma)/A[i][j];
+
}

El resultado depués de aplicar el procedimiento completo es:

0.0457 0.0467 0.0267

~ | 0.0538 0.1015 0.0491
= 0.0462 0.1033 0.0588
0.0278 0.0515 0.0501
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3.4.3. Ejemplo de Filtrado de Imagenes

Como ejemplo considere que para una imégen queremos encontra un imagen filtrada. Para
esto utilizaremos la funcién de energia

i=N—1j=M—1

E(f) = [(fi = 9i5)° + M fij — fim15)* + A(fij — fij—1)?]]

i=0  j=0

En el caso de una imagen pequena las dimensiones pueden ser 256 x 256. Considerando
que es el nimero de variables de nuestro sistema tendremos que el Hessiano tiene que ser
una matriz de dobles de tamafio 2562 x 2562 , dando un total de memoria de 128 Giga
Bytes. Una cantindad de memoria muy alta si consideramos que solamente necesitamos
almacenar menos 0.007 % de variables diferentes de cero.

Los resultados aplicando Gradiente conjudado y Gradiente conjugado se muestran en la
siguiente figura:

Comparacion Gradiente conjugado
T T T T

——GC
-.-—-GcP

. . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
tiempo mili segundos

Figura 3.23: Comparacién entre el método de GC y GC precondicionado para el caso del
filtrado de imagenes.

Tarea

Caracteristicas de precondicionamiento Para el ejemplo anterior:

1. Comparar la solucién para los métodos de descenso de gradiente, Gradiente Conju-
gado y Gradiente conjugado precondicionado
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2. Mostrar en una grafica el niimero de iteraciones de cada uno

3. Comparar la matriz de precondicionamiento calculada con Choleski Incompleto y la
matriz Inversa.

ver (regulariza.java)

3.5. Gradiente conjugado no lineal

Hemos notado que le método de G.C., puede ser visto como un algoritmo de minimizacion
de funciones cuadréaticas convexas. Es natural preguntar que pasa cuando no tenemos una
funcién no lineal.

Flecher y Reaves mostraron que una extensién de este es posible haciendo cambios simples
al algoritmo de G.C. (ver [Dennis and Schnabel, 1996, Nocedal and Wright, 1999]

Primero la longitud de paso
k)T (k)
a(k) . T T

T gpm)
debe ser reemplazada por una busqueda en una direccion.

Segundo la manera de calcular el residuo debe ser reemplazada por el cdlculo del gradien-
te.

Los cambios dan el siguiente algoritmo:

Algoritmo 13 Algoritmo de Gradiente Conjugado no lineal Fletcher Reaves

Dado una funcién diferenciable f(z) y un valor inicial z(%
Hacer hacer p(®) = —V f(z(®) y poner k = 0.
mientras ||V f(z®)|| > ¢ hacer
Calcular a®) que minimize ¢(a®)) en la direccién p*)
Hacer la actualizacién 2+ = z(k) 4 o(8) p(k)
Calcular el valor del gradiente V f(z(*+1))
. 2+ NT g £k +1)
Calcular la nueva direccién con p+1) = —V f(z(k+1) 4 ﬁ%cgl)p(k)
Actualizar k =k + 1
fin mientras
devolver z(¥)

Para calcular o« debemos considerar las condiciones de Wolfe
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f@® +aPp®) < f@0) + 10V f(0)Tp

V@) 4+ a0 Tp0] < ol 9 (2P0

3.5.1. Algunas Variantes

Existen muchas variantes del método de Flecher-Reeves que difieren principalmente en la
seleccién del parametro %), La més importante de estas variantes propuesta por Polak y
Ribiere, define este pardmetro como:

(k+1) _ V f(z RN (7 f kD) = v F(20))
||V f(z(k)]2

Bpr

Un hecho sorprendente acerca del algoritmo PR-GR es que las condiciones de Wolfe no
garantizan que p*) es siempre descendente en la direccién p*). Si nosotros definimos el
parametro 8 como:

(k+1) (k+1
/BPR+ - {6P ) 0}
Da lugar a un algoritmo que llamaremos PR+, entonces una simple adaptaciéon de las

condiciones de Wolfe encierra que la propiedad descendente se mantenga.

Si revisamos los valores de 8 podemos notar que las direcciones no son conjugadas. Una
manera de ligar es utilizando la formula de Hestenes-Stiefel dada por

B _ VD)V f@*Y) - Vf®))
T (VIEED) = V) Tp®

Adicionalmente el tnico valor de S que garantiza que las direcciones sean conjugada es
aquella calculada como

Vf( (k+1) )A(x(kJrl))p(k)

5(k+1)
pk) A(z(k+1))p(k)

La implementacién en Java para este algoritmo se muestra a continuacién, note que se pasa
como parametro unaBeta que sirve para seleccionar cualquiera de los valores dados:
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public Matriz GC_NoLineal(Matriz x, String unaBeta)
{

double alpha, beta=0, tol;

int k =0;

Matriz g0 = null, gl = null;
Matriz p = null, A=null;

g0 = Gradiente(x);
p = g0.por( -1);

System.out.print("Iteracion \t" + (k) + "\t f(x) = \t" + funcion(x) + "\t");
x.TO .imprime () ;
k=1;
do {
alpha = alpha_Newton(x, p);
//alpha = alpha_RD(x, p, 0, alpha_max);

x = x.mas(p.por(alpha));
gl = Gradiente(x);

if (unaBeta.equals("FR")) {
beta = (((g1.TQO)).por(gl)).obten(0, 0)/
(((g0.T())) .por(g0d)) .obten(0, 0);
}
else if(unaBeta.equals("PR")) {
beta = ((g1.T()) .por(gl.menos(g0))).obten(0,0) /
(g0.TQ) .por(g0)) .obten(0,0);
if (beta < 0) beta = 0;
}
else if(unaBeta.equals("HS")) {
beta = ((g1.T()) .por(gl.menos(g0))).obten(0,0)/
(((gl.menos(g0)).T()) .por(p)) .obten(0,0);
}

else {
A = Hessiano(x);
beta = (((g1.T()).por(A)).por(p)).obten(0, 0)/
(((p.TQO) .por(A)) .por(p)) .obten(0, 0);
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}

p = (p.por(beta)) .menos(gl);

System.out.print ("Iteracion \t" + (k) + "\t f£(x) = \t" + funcion(x) + "\t");
x.TQ) .imprime();
tol = Magnitud(gl);
g0 = Matriz.igual_a(gl);
k++;
} while(tol > T);
return Xx;

3.5.2. Ejemplo

Implementar el algoritmo de GC no lineal de Fletcher—Reeves FR, la mejora de Polak—
Ribiere y Hestenes-Stiefel, para la funcién f(x) = :Ele(_“”%_x%) comparar los resultados.
Considere un punto inicial (%) = [-0.5, —0.5]7

El vector gradiente para esta funcién es:

_2m1x2e(—x§—x§)

Vf(z) = [ (1 — 203)e(-#1-23) ]

El Hessiano es

(—6a1 + 4a3)e(-2193)  (—2y 4 dadzy)e(—1-73)
(—2x9 + 43:%3:2)6(*:”%*13) (—2z1 + 4x1x§)e(*x%*m3)

Solucion utilizando el método de GC-FR
Inicialmente el Gradiente es

0 _ [ 03033
~0.3033

La magnitud del gradiente es
P70 = 0.183939

y la direccién inicial es

© _ [ —0.3033
P 0.3033
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Iteracién 1

Calculamos el tamaiio de paso oV

oM = 1.0189657832675953

Hacemos la actualizacién

ay _ [ —0.5000
~ | —0.5000

T

] + 1.018965 { —0.3033 ]

—0.809
0.3033

—-0.191
El Gradiente en z(1) es
1) —0.1548
'8 =
—0.1548

y la magnitud es:

El valor de sV

rMTHM0.047952
0T 0.183939

B = = 0.260698

La nueva direccién de buisqueda es:

1 _ _ | —0.1548 —0.3033 | _ | 0.0758
b [ —0.1548 +0.260698 x 0.3033 0.2339

Tteracién 2

Calculamos el tamaiio de paso o(?)

a® = 0.9064563938228329

Hacemos la actualizacion

@ [ —0.809
T [ —0.191

] + 0.906456 { 0.0758 ]

—0.7403
0.2339

0.0210

El Gradiente en valor z(?) es

L@ _ [ —0.0556
0.0180
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y la magnitud es

r@TH® = 0,003410

El valor de 8

50 _ r@T@ 0003410

= = =0.071132
rOT.1)  0.047952

La nueva direccion de busqueda es:

2 _ _ | —0.0556 0.0758 | _ 0.0610
b [ 0.0180 0071132 0.2339 —0.0014

Las soluciones utilizando los tres métodos es # = [—0.707107,0.000000]”. En la siguientes
tablas, se muestra el proceso de convergencia de los los tres métodos.

Descenso de Gradiente
™) oY o
-0.303265 -0.5000 -0.5000
-0.405384 | -0.809017 | -0.190983
-0.426608 | -0.677837 | -0.059803
-0.428615 | -0.717333 | -0.020307
-0.428852 | -0.703752 | -0.006726
-0.428878 | -0.708231 | -0.002247
-0.428881 | -0.706733 | -7.48E-4
-0.428881 | -0.707232 -2.5E-4
-0.428881 | -0.707065 -8.3E-5
-0.428881 | -0.707121 -2.8E-5
-0.42888 | -0.707102 -9.0E-6

O © 00 O UL WK~ O

—_
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note que para este ejemplo, el método de GC-PR+ tiene un mejor desempeno.
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GC Fletcher-Reeves FR

Bl fe®) ] o] oY
0 | -0.303265 | -0.5000 | -0.5000
1 | -0.405384 | -0.8090 | -0.1910
2 | -0.427761 | -0.7403 | 0.0210
3 | -0.428705 | -0.7069 | 0.0203
4 | -0.428854 | -0.7019 | 0.0030
5 | -0.428880 | -0.7064 | -0.0015
6 | -0.428881 | -0.7074 | -8.0E-4
7 | -0.428881 | -0.7073 | 0.0000
8 | -0.428881 | -0.7071 | 1.0E-4
9 | -0.428881 | -0.7071 | 0.0000
10 -0.42888 | -0.7071 | 0.0000
GC Polak—Ribiere
ARSI
0 | -0.303265 | -0.5000 | -0.5000
1 ]-0.405384 | -0.8090 | -0.1910
2| -0.427761 | -0.7403 | 0.0210
3 | -0.428838 | -0.7055 | 0.0098
4 | -0.428881 | -0.7071 | 0.0000
5 | -0.428881 | -0.7071 | 0.0000
GC Hestenes-Stiefel
ARSI
0 | -0.303265 | -0.5000 | -0.5000
1 |-0.405384 | -0.8090 | -0.1910
2| -0.427761 | -0.7403 | 0.0210
3 | -0.428880 | -0.7066 | 0.0017
4 | -0.428881 | -0.7071 | 0.0000
5 | -0.428881 | -0.7071 | 0.0000
GC Normal
AFECIE
0 | -0.303265 | -0.5000 | -0.5000
1| -0.405384 | -0.8090 | -0.1910
2 | -0.428860 | -0.7032 | -0.0044
3 | -0.428881 | -0.7071 | 0.0000




Meétodos de Newton

4.1. Método de Newton

Consideremos que la funcién f es de clase dos, es decir que la segunda derivada puede ser
calculada. La idea consiste en reemplazar en la vecindad del punto z*) de la funcién f por
una aproximacion cuadratica g(x) dada por

(@) = F@) + 97 @0) @ — o) + 2@ — o)V a0 (@ - 2 )

llamaremos a z*+1) el minimo de ¢(z). Para calcularlo, es necesario que la matriz V2 f (z(*))
sea una matriz definida positiva. La funcién g(x) es entonces estrictamente convexa y tiene
un minimo tnico en z*+1) dado por

Vq(x(k+1)) =0
Esto da lugar sistema lineal de ecuaciones:
V) = V2 ) (@) — o 0)

La solucién para z*t1) es el minimo, lo cual da lugar a la recurrencia

-1
oFD) = (k) _ [v2 Fa® )] V(W) (4.31)
Comparando las ecuaciéon 4.31 con la sucesion para el descenso de gradiente, podemos
obsérvese que la direccién y el tamafio de paso es obtenido de manera 6ptima.

Una propiedad importante de este método es que converge en un solo paso cuando se tiene
una funcién estrictamente cuadratica.

Demostracion:

Dada una funcién cuadratica

81
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Algoritmo 14 Algoritmo de Newton

Entrada: Dado una funcién diferenciable dos veces f(z) y un valor inicial z(%)
Salida: z(*)

mientras (||Vf(z®)[| > ) hacer
24D = o) [V F(a)]1 4V f(a)
k< Fk+ 1

fin mientras
devolver z(*)

1
flx) = ixTAJ: +2Tb+c

el gradiente lo podemos calcular como V f(x) = Az + b y el Hessiano es V2f(x) = A. Si
sustituimos en la ecuacién 4.31 tenemos

=2 — 471 (Az®) 1 p)

k1) — (k) _ (k) _ 4—1p

4.1.1. Ejemplo

Dada la funcién f(z) = 1027 + 23 y un punto inicial z(® = [1,2]7, calcular el minimo
utilizando el algoritmo de Newton.

Para esta funcion el gradiente y el Hessiano es:

. 201’1

y el Hessiano es:
2010
A(x) = 0T

Aplicando la ecuacion 4.31 tenemos

Lo _[L]_[20 0] 20 _
0]
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4.1.2. Ejemplo
Minimizar es f(x) = xle_x%_gﬁg, con un punto inicial xgo) = —0.5, xél) = —0.1 aplicando el
Método de Newton.

k | Newton DG GC-PR+ | GC-FR

0 | -0.385526 | -0.385526 | -0.385526 | -0.385526

1| -0.428652 | -0.427442 | -0.427442 | -0.427442

2| -0.428882 | -0.428855 | -0.428879 | -0.428879

3 | -0.428882 | -0.428882 | -0.428882 | -0.428882

4 1 -0.428882 | -0.428882 | -0.428882 | -0.428882

5 | -0.428882 | -0.428882 | -0.428882 | -0.428882

Note que el mejor desempeno lo tiene el método de Newton para este problema.

4.2.

Problemas de convergencia del Método de Newton

Si uno desea aplicar el método a una funcién arbitraria encontraremos algunas dificultades,
esencialmente debido al hecho de que no encontraremos convergencia global. Si el punto
inicial z(©) esta muy lejos de z* el método no podra converger.

4.2.1. Ejemplo
Minimi _ 2 2 c o _ o) _ .
inimizar es f(z) = x1e7"17"2, con un punto inicial 27’ = —0.5, x5’ = —0.5 aplicando el

Método de Newton.

k | Newton DG GC-PR+ | GC-FR

0 | -0.303265 | -0.303265 | -0.303265 | -0.303265

1] -0.135335 | -0.405385 | -0.405385 | -0.405385

2 | -0.012255 | -0.426609 | -0.427761 | -0.428705

3 | -0.003497 | -0.428616 | -0.428839 | -0.428855

4 1 -0.000345 | -0.428853 | -0.428882 | -0.428881

5 | -0.000113 | -0.428879 | -0.428882 | -0.428882
Podemos ver que todos los algoritmos convergen, pero el caso de Newton la solucion a la
que llega es z(20) = [—2.33182, 4.39075]T, mientras que la solucién con los otros métodos fue
(9 = [~0.70711,0.00000]”. Esta condicién se debe a que el punto inicial para el método

de Newton esta muy lejos y la aproximacién cuadratica, resulta in apropiada.La figura
4.24 muestra los valores de las iteraciones de la funcién f(x) y la figura 4.25 se muestra la
funcién y se puede ver que esta tiene solamente un minimo.
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~—— MNewton

fix)

— GC-PR+
— GC-FR

iteracion

Figura 4.24: Comportamiento de las iteraciones al minimizar la funcion.

2

Figura 4.25: Funcién f(z) = z1e %13,
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Para comenzar, la aproximacién de f(z) dada por ¢(z) es solamente valida a la vecindad de
xr, el tamano de paso puede ser controlado a través de una formula iterativa de tipo:

21 = gk _ \(8) [72 f(m(k))]_l Vf(z®)

donde A®) es un escalar, seleccionado por ejemplo, de tal manera que ||z*+1 —z(*)|| no sea
muy largo. También podemos seleccionarlo tal que A*) minimice p(A*F)) = f(2*) 4 A (K g(k))
en la direccién de:

d® = — [V2f(@®)] " v f(®)

4.2.2. Ejemplo

Minimizar f(z) = (z — 3)* utilizando el método de Newton y la modificacién planteada
utilizando un valor A(*) = 2.9. Considere un punto inicial z(©) = 2.

k | Newton | Newton con A = 2.9
0 | 2.00000 2.00000
1 | 2.33333 2.96667
2 | 2.55556 2.99889
3 | 2.70370 2.99996
4 | 2.80247 3.00000
5 | 2.86831 3.00000
6 | 2.91221 3.00000
7 | 2.94147 3.00000
8 | 2.96098 3.00000
9 | 2.97399 3.00000
10 | 2.98266 3.00000
11 | 2.98844 3.00000

4.3. Algoritmo de Levenberg-Marquardt

Una variacion del algoritmo de Newton consiste en sumar en la diagonal un valor u tal que
nos garantice que la matriz Hessiana es una matriz definida positiva. Al sumar un valor
constante a la matriz Hessiana, esta tenderd a ser diagonal dominante y definida positiva.
Esta variante es conocida como el algoritmo de Levenberg-Marquardt y se presenta en el
algoritmo 15. El algoritmo calcula autométicamente el valor de p de manera automatica
con un mecanismo de aumentar y disminuir su valor hasta encontrar el minimo.
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Algoritmo 15 Algoritmo de Levenberg-Marquardt

Entrada: Dado una funcién f(z) y un valor inicial (%)
Salida: z(®)
Hacer 19 =0.001 y v = 10
repetir
Poner p*) = #
repetir
Resolver [VQ(x(k)) + ,u(k)I] 6k = v (zk)
2B+ — (k) _ 5(k)
p®) = 1) %
hasta que (F(z*t1)) < F(z(®))
Hacer p+1) = (k)
k< k+1
hasta que (|[Vf(z(9)] < <)
devolver z(*)

4.4. Método de Newton Modificado

Una alternativa propuesta por Ralston y Rabinowitz (1978) es la de definir una nueva
funcién u(x), que es el cociente del gradiente de g(x) y su derivada (en una dimension)

Se puede mostrar que esta funcién tiene las mismas raices que g(z) y que la multiplicidad
de raices no afectara. La formulacion del método de Newton es:

()
L)) _ ) u(@?)

La derivada de u(x) es:

Sustituyendo esta, tenemos la formulacién final del Método de Newton modificado.

LD _ () g (@®)g(z*))
g'(x®)g (x®)) — g(x®)g" (z(*))

Para el ejemplo anterior tenemos que con un valor inicial z(9) = 2 la solucién es:
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12 % (—4)
(k+1) -9 _ —
v 12512 ()% (—24) _ °

Note que la solucién se da en una sola iteracién.

4.5. Método de Broyden’s o secante

Para este método consideraremos que los valores de x seran calculados utilizando:

-1
D) — (k) _ [ A(k)] V(™)

donde Vf (x(k)) es el gradiente, pero en lugar de calcular A%) como la matriz Hessiana
realizaremos una aproximacién con secantes. Asi pues:

Ak _ VW) = Vf@®Y)

) — (D) (4.32)

La restriccién de la secante la podemos dar como

AR (B — k=1 = v f(z*)) — v f(z+D)

AR ) — (k)

VH(x)

Figura 4.26: Gradiente con una aproximacion de secantes
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donde s = z(K) — z(k=1) y y(8) = ¥ f(2*)) — ¥ f(a=D)

Para determinar una forma iterativa de calcular A% calculamos para la figura 4.26, la
ecuacién de la linea recta que pasa en el punto Py

L1 () = Vf(a®D) 4 AFD (g — gD
de igual manera en el punto P;

li(z) = Vf(a®) + AW (z — 2)

Es deseable que las dos lineas sean iguales y que con esto se cumpla que esta linea es
secante. Asi :

I(x) = lg—1(z) =0

sustituyendo los valores respectivos
V(™) + AW (z — ) — vty — AF=D (g — 21y =
re agrupando términos tenemos
Vf(:c(k)) _ Vf(x(k_l)) + AK) (z — x(k)) _ A(k_l)(:p _ x(k—l)) -0
Aplicando la definicién de secante dada por la ecuacién 4.32 tenemos:
AR (B — k=1 4 AB) (g — xRy = AB=D)(5 — g(k=1)) = ¢
reagrupando términos

AR (B — k=1 1 AR (1 — )y — A=D) (g — g1y = (AB) — g(=1)) (5 — (k=)

suponiendo = = z*) tenemos

(A®) — AR=Dy (g (F) — g (k=1)y = A(R) (k) _ p(b=1)y . g(R) (5 (R) — (k)Y — AUb=1) (5 (R) _ g (k=1)y

(AB) — AG=D)g) = 40 (8) _ g b1y _ A=) (k) _ (k1)

(A(k) _ A(k—l))s(k) =4k A(k—l)(x(k) _ :L,k—l))

(AB) — AG=D) k) — () _ 4(k=1) g(k)
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por lo tanto
y(®) — A=) (k) ()T

sB) T g(k)

Ak — g1

En general, para cualquier iteracion, podemos calcular la pendiente del hiperplano de la
secante utilizando la ecuacién

(y*+D) — A(k)s(k+1))5(k+1)T

AR+ — p(k)
s+ T g(k+1)

(4.33)

4.5.1. Algoritmo de Broyden

El algoritmo para el método de Broyden se presenta en 16:

Algoritmo 16 Algoritmo de Broyden

Entrada: Dado una funcién diferenciable f(z) y un valor inicial z(®)
Salida: =)
Hacer k = 0 y una estimacién del Hessiano A(©)
mientras (||Vf(z*))|| > ¢) hacer
Resolver A®¥)s*k+1) — v f(2(*)) para sk+1)
pUH1) — (k) | gUt1)
yH = ViEED) VD)
(k+1) _ A (k) g(k+1)) g(k+1)
A(k+1) - A(k) + . s(;irl)Ts(kH))
kk+1

fin mientras
devolver z(*)

4.5.2. Ejemplo

Minimizar es f(z) = xle_a:%_z%, con un punto inicial l‘go) = —0.5, x;ﬁ) = —0.5 aplicando
el Método de Broyden con una matriz Hessiana inicial igual a la identidad. Comparar el
resultado con el método de Newton.

Para la funcién f(z) el Gradiente es:
2 2 2 2
e~ — Qe 1 T2y ?

Vi(z) =

2 2
—Tr{—T
—2e "1 2129
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Primer iteracién

METODOS DE NEWTON

(0) _ 1 0
=0 d]
el gradiente es
©y_ [ 0.303265
VIET) [—0.303265

S1

2D 20 4 4 _ [

VW) = [

yH =V (W) - Vi)

|

La actualizacién de A es:

— Ay 'V f(wo) = [

|

—0.303265
0.303265

|
|

—0.803265
—0.196735

|

0.303265
—0.303265

—0.146579
—0.159492
0.146579 |
0.159492

—0.449844
0.143773

iy

10
0 1

—0.303265
0.303265

I

] > [—0.303265, 0.303265]

[—0.303265, 0.303265] <

—0.303265
0.303265

)

q 0449844 }
1) 1 0 0.143773
A [0 1]+
1) _ 1 0 |:
4 {0 1%
w_[10 0.241667
A {o 1}+{0.262958

Segunda Iteracién

2@ () @) [

—0.146579

0.159492 } [—0.303265, 0.303265]
0.18394

—0.241667 | | 1.24167 —0.241667

—0.262958 | | 0.262958 0.737042

0.149767
0.162961

|
|

—0.653498
—0.0337732
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Cuadro 4.9: Solucién con el método de Broyden

k f(x) ()

0 | -0.303265 0.5, -0.5]

1] -0.303265 | [-0.803265, -0.196735]

2 | -0.303265 | [-0.653498, -0.0337732]
3 | -0.303265 | [-0.718588, 0.0288411]

4 | -0.303265 | [-0.708339, -0.00062164]
5 | -0.303265 | [-0.707067, 4.9495e-05]

Cuadro 4.10: Solucién con el método de Newton

k f(z) z®)

0 [ -0.303265 [-0.5, -0.5]

1| -0.135335 -1, 1]

2 -0.0122546 [—1.25, 1.75]

3 -0.00349727 [—1.35353, 2.03136]
4 -0.00107748 [—1.44164, 2.26287]
5 1 -0.000345221 [—1.52062, 2.46539]
6 | -0.000113329 | [-1.59325, 2.64812)]
7 | -3.78311e-05 [—1.66108, 2.81614]
8 | -1.27846e-05 [-1.72507, 2.97266]
9 | -4.36133e-06 [—1.78589, 3.11981]
10 | -1.49898e-06 [-1.84405, 3.25917]
11 | -5.18346e-07 [—1.89988, 3.39188]
12 | -1.80152e-07 [—1.95369, 3.51884]
13 | -6.28805e-08 [—2.0057, 3.64077]

Vf(a®) =

0.0950675
—0.0287662

(2) _ [ 0.241646
~ | 0.130726

A _ [ 124167 —0.241667
~ [ 0.262958  0.737042

En las tablas 4.9 y 4.10 se presenta el resumen de las iteraciones. Note que el algoritmo
de Broyden tiene un mejor desempeno debido a que la matriz Hessiana inicial (identidad)
tiene mejores condiciones que la matriz Hessiana.
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4.5.3. Ejemplo

Dado

vf(x):’Vxl—i-wQ —3}

23 +23 -9
la cual tiene raices (0,3)” y (3,0)7. Dado zg = (1,5)” aplicando el método de la secante
calcular la soluciéon y comparar con el método de Newton.

Primer iteracién

e[} 4]

el gradiente es

V(@) = { 137 w

_ —1.625
S1 = —A01Vf(x0) = ’7 —1.375 —‘

1 _ .0 1 _ | —0.625
S { 3.625

Vi) = [ 4.5??125 w

La actualizacién de A es:

(1) _ 4(0) 0 0 _ 1 1
AT = AT [ ~1.625 4.375} {0.375 8.625

Segunda Iteracién

—0.549

@ _ (1), 2 _ | —0.076
S {—3.076

Vi) = { 0.266 W

2) _ A() 1 1
A A +[0.799 8.201}



4.6. METODO DE SECANTE CON ACTUALIZACION BFGS 93

4.6. Meétodo de Secante con actualizacion BFGS

Al resolver un problema de minimizacién sin restricciones por algin Quasi algoritmo de
Newton, se tienen muchas mas ventajas y estabilidad numérica si se tiene un pseudo Hes-
siano simétrico y definido positivo. En este caso utilizaremos la actualizacién del Hessiano
propuesto por Broyden, Fletcher, Goldfarb and Shanno en 1970. El método se aplica de
manera similar, pero el calculo de la matriz Hessiana se hace de la siguiente forma

T T
Ak+1) :A(k)+y(k+1)y(k+1) B AR gk+1) (k1) T 4 (k)

y(k DT (k1) DT Ak) g(k+1)

Algoritmo 17 Algoritmo BFGS

Entrada: Dado una funcién diferenciable f(z) y un valor inicial (%)
Salida: 2(®)
Hacer k = 0 y una estimacién A(©)
mientras (||Vf(z*))|| < ¢) hacer
Resolver A®¥)sk+1) — v f(2(*)) para s(k+1)
x(k+l) — I'(k) + S(k+1)
y ) = V(D) — V£ (@)

A1) = A() | yBy®HDTA® DD T 4
- y kDT 5(k+1) s+ T A(k) g(k+1)

k+k+1
fin mientras
devolver z(*)

La implementacién en Java de este método es:

public Matriz BFGS(Matriz x) {
int k = 0;
double tol, ss;
Matriz A = Calcula_Hessiano(x);
Matriz s = null, y = null, gl = null, g0 = Gradiente(x);
Matriz aux = null;
Matriz x1, xO0;
x0 = Matriz.igual_a(x);

do {
System.out.print("iteracion \t" + k + " \t £(x) = \t " + funcion(x0) + "\t");
x0.T() .imprime();
s = (g0.entre(A)) .por(-1);



94 METODOS DE NEWTON

x1

x0.mas(s);

gl = Gradiente(x1);
y = gl.menos(g0);

ss = 1.0/(s.TQ) .por(s)) .obten(0,0);

aux = s.T() .por(A) .por(s);

A = A.menos(((A.por(s)).por(s.T())).por(A).por(1.0/aux.obten(0,0)));
aux = y.T() .por(s);

A = Amas((y.por(y.T())) .por(1.0/aux.obten(0,0)));

k++;

tol = Magnitud(gl);
g0 = Matriz.igual_a(gl);
x0 = Matriz.igual_a(x1);

//System.out.println("Tol = " + tol);
} while ( tol > T);
System.out.println("La solucion en "+ k + " iteraciones es x*x = " );
x1.imprime();
return x1;

}
Una manera de hacer la estimacién inicial de una matriz A©) es

Matriz Calcula_Hessiano(Matriz x) {
int i, N = x.nren;
Matriz A = new Matriz(N, N);
Matriz g = Gradiente(x);
Matriz p = Direccion(g);
double mag = Magnitud(g);
double alpha , phi, phi_ant;

alpha = 0;
phi = phi(x, alpha, p);
do {

phi_ant = phi;
alpha += da;
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phi = phi(x,alpha,p);
} while (phi < phi_ant);
alpha = this.alpha_RD(x, p, alpha-da, alpha);
for(i=0; i<N; i++)

A.inserta(i, i, mag/(alpha));

return A;

4.7. Minimos cuadrados no lineales

El problema de minimos cuadrados puede ser escrito como

Zfz = fi(@) + f3@) + -+ fr (@)

donde
@) = [H@) + falz) + -+ finl2)]"

Entonces la funcién objetivo que deseamos minimizar puede ser expresada de forma equi-
valente por

F(z) = fT(2)f()

Aplicando un esquema de Newton, debemos estimar el gradiente y Hessiano. Para obtener
una expresion para el vector gradiente, las primeras derivadas parciales respecto a x; esta
dada por:

@] [T ] [ @R+ R@BE 4t f@ 2 ]

g2(2) ol Fi@) D + fo(@) 2B 4 () 2l
VF(z)= = =2

Lon@) ]| @ || @) 2 4 (@) 22 g () 2

En general el j-ésimo termino del gradiente g;(x) se puede calcular como;
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m

_ 3fz
9(@) = 893] Z 830]

=1

Podemos de manera equivalente escribir el gradiente en forma compacta como

r ofi(z) Ofe(®) . Ofm(z) 7
311 8931 8LE1 r fl (:U) .
ofi(x) Ofe(x) .. Ofm(x)
Oxo Oxo Oxo f2($)
VF(z) =
of1(x Ofa(x Ofm(x
fark R S @) |

Si definimos la matriz Jacobiana J como

r ON@)  Of(x) . ONi(x) ]
oz 0o OTm,
Ofa(z)  Ofe(x) .. Ofax)
oz 0o OTm,
J =
Ofm(zx) Ofm(x) . Ofm(z)
L Oz Oxo 0ry 4

entonces podemos ver que el vector gradiente puede ser escrito como

VF(z) = g(z) = 27" (2) f(z)

Para calcular el Hessiano H (z) hacemos:

[ 9gi(x) 9gqi(z) .. O9gi(z) T
ox1 Oxa Oxn,
Og2(x) Oga2(z) .. Og2(x)
VQF(CU) — H([I}) — ox1 Oxo Oxn
Ogu(e) Ogal@) .. Ogala)
L 0x1 Oxo Oxn =
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Ofi(z) 8fi(x) +fl(x)82fl(x) fi(z) 8fi(x) +fl(l‘)82fl(x)

Oxr1  Ox1 02x, Oxs  Ox1 Ox10x2

—2y | 2 +fz<:c>62f*“) OLGI DL | (1) 26
1 .

Ox1  Oxo Ox10x2 Oxo  Oxo 02xo

Entonces el término del Hessiano en el k-ésimo renglo y j-ésima columna es:

dfi(z) 0fi(x) 0% fi(x)
Hij(@ _22{ Oz  Ox;j il )&*ck@:cj}

La matriz Hessiana de F(x) puede reescribirse es forma compacta como

V2F(z) = H(z) = 2J7 (2)J(z) + 2 Z filz

definiendo S(z) = >i", fi(x)T;(z) tenemos
H(z) = 2J%(x)J(z) + 25(z)
La actualizacion de Newton queda como
[ JT (2®)).7(2®) 4 g(x(m)} 5K = — g7 (28 ()

2B — (B | 5(R)

4.7.1. Método de Gauss-Newton

Despreciando el termino S(z(¥)) de la actualizacién de Newton tenemos la definicién del
método de Newton

[ JT () J(xtk))} §®) = _JT (0 f (20
L kD) — (k) 5k

Lo que resulta interesante de este método, es que el hecho de despreciar la parte de segun-
das derivadas del Hessiano, tenemos una mejora en la convergencia del algoritmo ya que
JT(21)J (71) es una matriz definida positiva. Para mostrar esto podemos hacer y = J ()2
podemos ver que

IV () (2)z =yly >0
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Algoritmo 18 Algoritmo de Gauss Newton

Entrada: Dado una funcién diferenciable f(z) y un valor inicial z(®)
Salida: z(¥)
Hacer £k =0
mientras (|Vf(z*))| > ¢) hacer
Az®)) = J(@®)T J(z®)
Resolver A(z*))sk) = —v f(z(k)
2D = 4(B) 4 4(F)
k< k+1
fin mientras
devolver z(*)

4.7.2. Meétodo de Levenberg-Marquardt

El método de Levenberg-Marquardt incorpora una técnica para resolver el problema rela-
cionado con la singularidad de la matriz J7(z*)).J(z*)) y es un algoritmo efectivo para
problema de residuos pequenos. La actualizacién en este caso esta dada por

JL (@) g () + 8™y + 1P 1] 6F) = —JT (a0 f ()

Una estrategia para seleccionar p(¥), debe ser dada. El siguiente algoritmo proponer como
realizar este procedimiento

Algoritmo 19 Algoritmo de Levenberg-Marquardt

Entrada: Dado una funcién diferenciable f(z) y un valor inicial z(®)
Salida: =)
Hacer p(®) =0.001y ,v =10
repetir
Poner pk) = #
repetir
Resolver [JT(z®))J(z®)) + S(z®)) + B 1] 6*) = JT (2™ f(2*))
2D — (k) _ 5(k)
B = k) sy
hasta que (F(z*t1)) < F(z*))
Hacer pkt1) = (k)
k< k+1
hasta que (||V/(z(®)] < ¢)
devolver z(¥)
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4.7.3. Ejemplo

En la tabla 4.11 se presentan los datos uyp — v correspondientes a los valores para ajustar
la funcién ¢(u) = z1Sin(zeu) + x3. El vector de pardmetros x = [z, 72, 23]7 se calcula
mediante la minimizacién de la funcién F'(x)

15
F(z) = Z(xlSm(xzuk) + 23 — vp)?
k=1
Tomando como valores iniciales z(?) = [1,2,1.3]7, calcular el vector parametros utilizan-

do:
= El método de Gauss Newton
= El método de Newton y
= El método de Levenberg-Marquard

El k-esimo renglén de la funcién de error y del Jacobiano de nuestra funcion esta dado
por

fr(z) = x1sin(xouy) + x3 — g,

Ji(z) = [sen(xouy), ugxicos(xauy), 1]

Para el método de Gauss-Newton el gradiente esta dado por g(z) = J(z) f(x) y el hessiano
H(z) = J(z)"J ()

15 sen(xaug)
g(z) = Z ugricos(zouy) | (w1sin(roug) + x3 — vg)
k=1 1
15 sen(xauy)
H(z) = Z ugxicos(Tauy) [ sen(wouy) wugricos(zoup) 1 ]
k=1 1

Los términos de segundas derivadas son:

0 ugcos(xoug) 0
Ti(z) = | ukcos(zauy) —zruisin(zoug) 0
0 0 0
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Cuadro 4.11: Valores para ajuntar la funciéon por minimos cuadrados
u v
0.1 4.74
0.2 | 5.12
0.3 ] 5.39
0.4 | 5.49
0.5 ] 5.43
0.6 | 5.21
0.7 | 4.85
0.8 | 4.42
0.9 | 3.97
1.0 | 3.56
1.1 | 3.26
1.2 | 3.11
1.3 | 3.13
1.4 | 3.31
1.5 | 3.63

PR oo ok wo =

[
\V)

— =
=~ W

—_
t

y el Hessiano completo es

15 sen(xaug)
H(x) = Z upzicos(zoug) | [ sen(zour) wpzicos(zouy) 1]+ Ti(z)fr(z)
k=1 1

La solucién para el método de Gauss-Newton se presenta a continuacionla funcién

(2O 1 2 1.3 7
zW —0.93568 3.49736 5.39809
z? 1.14539  3.08263 4.32988
z® 0.807206 3.95417 4.54756
+@® | T | 1.18849 3.72984 4.30198 (4.34)
z®) 1.19729  3.80013 4.29694
26 1.19974  3.79842 4.29545
2D | 1.19974  3.79842 4.29545 |

La Figura 4.27 muestra la grafica correspondientes a los puntos de la tabla 4.11 y la funcién
ajustada ¢(u).
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Figura 4.27: Funcién ¢(u) = x1Sin(zou) + 3.
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N | Método | Iteraciones f(x) x1 x2 x3 tiempo (ms.)
1 | Newton 127 11.84324 | -9.10E-05 -1.00E-06 4.308005 373
2 | Broyden 76 11.84324 | 7.00E-06 15.476981  4.308 89
3 BFGS 28 11.366203 | 0.263729 -6.508707 4.355711 75
4 LM 499 2.864619 | -87.49974  0.020468  5.740672 113
o | Forsyte 7 1.03E-04 | 1.199743  3.798423  4.295445 201
6 DG 22 1.03E-04 | 1.199743  3.798423  4.295445 129
7 | GC-FR 40 1.03E-04 | 1.199743  3.798423  4.295445 87
8 | GC-HS 16 1.03E-04 | 1.199743  3.798423  4.295445 48
9 | GC-PR 13 1.03E-04 | 1.199743  3.798423  4.295445 39
10 GN 6 1.03E-04 | 1.199742  3.798421 4.295446 26

Cuadro 4.12: Comparativo de Métodos para calcular el problema de minimos cuadrados

La tabla 4.12 muestra el comparativo para 10 de los métodos vistos a lo largo del cur-

SO
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Optimizacion con Restricciones

5.1. Teoria de la optimizacién con restricciones

La formulaciéon general del problema, de optimizacién de una funcién con restricciones
puede escribirse como:

min f(z) reR
s.a (5.35)
Cz(x) =0:1€&
CZ($> >0:9€1
donde f(x) es la funcién objetivo, C; son las restricciones de igualdad y desigualdad, i es el

indice en el conjunto de niimeros los cuales indican la cantidad de restricciones de igualdad
€ y desigualdad Z, y x es un vector de variables.

La regién de factibilidad es aquella que contiene elementos (x) tales que cumplen con las
restricciones C;. En un lenguaje matemadtico se pueden expresar de la siguiente mane-
ra.

Q ={z|Ci(z) =0,i € & Ci(x) > 0,i €L}
de manera compacta podemos escribir (5.35) como:

min f(x)
€N

5.2. Una simple restriccion de desigualdad

En los problemas de optimizacion sin restricciones, el problema de minimizacion es sen-
cillo, solo deben encontrar los ceros del vector gradiente Vf(x) = 0 tal que la matriz

103
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Hessina H(x) sea definida positiva. El problema de minimizacién restringida es un po-
co mas complejo, e iniciaremos por analizar dicho problema considerando restricciones de
igualdad.

A manera de introduccion consideraremos el siguiente ejemplo;

min f(x) = x1+ x2
s.a 242t —2=0
x2
KX XX XXX A7 A
KX XXX XX LA S S S
XXX XXX LA S S
KA X X X X ) S0 S S
K A A XXX JS S S A
A AR SN S S S A
LA A AN LSS NS S XSS A
0 x1
o~ A SN S S A A A A A
WSS SN S NS A SAAAA
v S S S S KX X XA A
v S S S S S XXX XX XK
U S S SST NN XK KAKA
VS S S SN XX XX XK K
*3713‘/‘/7‘2/‘ /1{ A { A Xl X X ;X‘X‘Zﬁ

Figura 5.28: Funcion lineal con restriccion cuadratica

Se puede observar que f(x) es un plano recto, por lo tanto su minimo serd z,,;, = oo.
Sin embargo, al considerar la restriccion, la cual es un circulo con centro en el origen y
radio v/2, el minimo para este problema ya no se encuentra en x,,;, = oo. Entonces, la
solucién del problema estara acota a valores de x que pertenezcan a la tinica restriccién
Cy = 22 + 23—2 (perfmetro de la circunferencia). La solucién obvia es z* es [-1,—1], ya
que este valor es el inico que cumple con C] y a la vez no existe otro valor sobre f(x) que
minimice f(x) y satisfaga C(x).

De la figura 5.28 se puede observar que existen un ndmero infinito de valores de x tales
que C(xz) = 0, sin embargo estos no minimizan f(x), por lo tanto no son mejores que
[—1,-1].

Ahora, observemos como se encuentran direccionados los gradientes de f(z) y c(x); el
gradiente de la funcién es un vector Vf(z) = [1,1]7 y el gradiente de la tinica restriccién
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es VO(z) = 211, 220"

De la figura 5.28, se puede observar que x* se encuentra en el punto en el que el gra-
diente de la funciéon Vf y el gradiente de las restricciones VC' estédn alineados, pero con
sentidos opuesta. Observe que en el 6ptimo z* = [—1, —1]T, la direccién del gradien-
te Vf(z*) = [1,1]7 tiene la misma direccién que el vector gradiente de la restricciones
VO (z*) = [-2,-2]7, es decir:

Vi(z*) = MVC (2 (5.36)

donde A1 es una constante de proporcionalidad. De esta ecuaciones podemos concluir que el
gradiente de la funcion y el gradiente de las restricciones son vectores paralelos. En nuestro
caso el valor de A1, puede ser calculado sustituyendo los valores del gradiente de la funcién
y el gradiente de la restriccién

lo cual da como resultado A = —%. Otro punto que cumple con dicha condicién es x = [1, 1],
sin embargo es obvio que este punto no minimiza f(x). Es necesario mostrar de manera
formal este hecho

Otro ejemplo que podemos ver es el caso de la siguiente funciéon cuadratica con una res-
triccién lineal.

min f(z) = 2234 323

s.a 3r14+x2—3=0

El minimo en este caso es f(z*) = 1.86207 con z* = [0.931034,0.206897], podemos notar
que en el 6ptimo los gradientes de la funcién y la restriccion tienen la misma direccién tal
como se muestra en la figura 5.29.

El gradiente de la funcién valuado en el 6ptimo es

o [42r] [ 4x0931034
Vi) = [695; } - [6x0.206897]

El gradiente de la restriccion queda como
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Con esto podemos notar que V f(z*) = AVC(z*) con A\ = 1.241382

3.724136 3
[ L241382] "L241382[ 1]

Un ultimo ejemplo que podemos ver es el caso de de una funcién cuadrética con una
restriccién cuadratica dada por.

min f(z) = 2234 323

s.a ri+23=3

Para este caso tenemos 2 minimos localizados en [v/3,0] y [~/3,0] con f(z*) = 6, en la
figura 5.30 podemos ver como en este punto los gradientes de la restriccién y de la funcién
son paralelos.
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3

Figura 5.30: Funcién cuadratica con restriccion cuadratica

El gradiente de la funcién valuado en el 6ptimo es

wren=[ 4] [ 42

El gradiente de la restriccién queda como

wer=[ 3] [35]

2x5 2x0

Con esto podemos notar que V f(z*) = AVC(z*) con A = 2

07 =[]

5.3. Multiplicadores de Lagrange

El método de los multiplicadores de Lagrange es una herramienta 1til para encontrar el
minimo o méximo, para una funcién f(x) dada, sujeta a una a una restricciéon C'(x) = 0. El
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método puede ser también usado en casos de mas de dos variables o mas de una restriccién.
Note que solamente para este método se aplican las restricciones de igualdad.
Restriccion de Igualdad

La forma general del problema es

El método de multiplicadores de Lagrange se basa en una simple observacién de que el
gradiente de la restricciéon es paralelo al gradiente de la funcién, en el punto de solucién
eq. (5.35).

Prueba

Podemos derivar la expresién (5.36) aplicando la Serie de Taylor sobre la restriccién de la
funcién objetivo. Para mantener la restriccién cq(z), si minimizamos en una direccién d,
cualquiera se debe mantener que ¢1(x 4+ d) = 0 esto significa que

0 = ci(z+d) =c(zx)+ Ve (x)Td
0 = Ve(z)'d (5.37)

Similarmente, una direccién apropiada que produzca un decrecimiento en f(x), es

flz+d) = f(z)
f(@) +Vf(x)'d - f(z)

(A\VANAY]

con lo cual tenemos

Vi) d<0 (5.38)

Existe un sinfin de nimeros que cumplen con ambas restricciones (5.37) y (5.38) y sola-
mente existe una direccion que no satisface ambas restricciones. En el minimo tenemos
que V. f(x)Td = 0y debe de cumplirse que V c1(z)¥d = 0, por lo tanto en el minimo el
gradiente de la funcién debe ser paralelo al gradiente de la restriccién

Vi f(z) = AV, C(x) (5.39)
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La ecuacién (5.39) indica que si los Vf y VC estan alineados en un punto z, = es x*,
recuerde que esta condicion es necesaria pero no suficiente, A es denominado Multiplicador
de Lagrange. La ecuacién (5.39) da lugar a la llamada funcién Lagrangiana;

L(z,\) = f(z) — \O(x) (5.40)

de la ecuacién (5.40) podemos ver que el gradiente de esta VL(z,\) debe ser igual a
cero para cumplir con la ecuacién (5.39). Con esto tenemos que el gradiente de la funcién
lagrangiana (5.40) como:

[ Vo L(z, ) ] _ [ Vaf (@) =AV2C(2) | _ (5.41)

5.3.1. Ejemplo 1

En este ejemplo se muestra una funcién de dos variables con una sencilla restriccién de
igualdad. En la figura 5.28 se muestran los vectores gradiente de la restriccién y de la
funcién.

min  f(x) =z + z2
s.a. 2 +25-2=0

La funcion Lagrangiana para este ejemplo es
L(x,\) =21 + 22 — MN2? + 23 —2)

y el gradiente del Lagrangiano es

Vﬁx(w, /\) 1-— 2)\1‘1 0
VL(z,\) = = 1—2\zy =0
VLy(z, ) x? + 23 — 2 0

Para resolver multiplicamos (1 — 2Az1) X 22 = 0y (1 — 2Az2) X 1 = y sumamos las
ecuaciones resultantes
Tro — 2)\.7}1.%2 =T — 2/\1‘11‘2 =0

con lo cual obtenemos que x1 = 3, sustituyendo este valor tenemos

$%+x%:2
x%+x%:2
207 =2

1'1::|:1
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La solucién del sistema es x1 = —1 y x5 = —1 dado que la otra solucién es un maximo.
Sustituyendo esto en cualquiera de los las ecuaciones restantes tendremos que A = 0.5

La solucién X* de acuerdo con la figura 5.28 es [~1,1]7 con A = 0.5 y podemos verificar
que para estos valores VL = 0

Sin embargo cuando la solucién se calcula minimizando la funcién Lagrangiana L(z, ),
resulta que no tiene solucién por alguno, de los métodos basados en gradiente. Esto se

debe a que la convexidad de la funcién no se puede garantizar para diferentes valores de
A

Una alternativa para solucionar el problema es suponer que el valor de A es fijo en un valor
tal que garantice la convexidad de la funcién o utilizar funciones de penalizacién.

5.3.2. Ejemplo 2

Considere la funciéon dada como:

min f(z) = 2234 323

s.a 3xr1+22—3=0
El Lagrangiano de esta funcion es:

L(x,\) = 223 4 323 — \(321 + 12 — 3)

El gradiente de la funciéon Lagrangiana es:

VL (x,\) 41 — 3\ 0
VL(z,\) = = 6o — A = i
Vﬁ)\(x, )\) 3x1+x2—3 0

Para calcular la solucién se plantea el siguiente sistema de ecuaciones:

4 0 -3 T 0
0 6 —1 zo | = 0
31 0 A 3

La solucién del sistema de ecuaciones es x1 = 27/29, o0 =6/29 y A = 36/29
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5.3.3. Ejemplo 3

Consideremos el ejemplo de la funcién dada por

min  f(z) = 223 + 323

s.a. i +a23=3
El Lagrangiano de la funcién esta dado por

Lz, \) =22 + 23— \a? 425 - 3)

El gradiente de la funcién Lagrangiana es:

VL:(z,\) 41 — 2 x1 0
VL(z,\) = = | 62 —2\12 | =| 0
VLx(z,\) z3+ a5 —3 0

Haciendo arreglos a las ecuaciones tenemos

(4.731 — 2)\:E1) X T9 = 0

(61‘2 — 2)\.%'2) X T = 0

Con lo cual tenemos que —2x1x2 = 0 si multiplicamos por xo y sustituimos a:% =3- x%

tenemos

(2z122) X T2 =0
21175 = 0
221(3 —23) =0

Podemos notar que esta ecuacién tiene tres raices z1 = 0, z1 = V3 y 1 = —v/3, con lo
cual tenemos cuatro soluciones que satisfacen el gradiente del Laplaciano
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21 =0,m2=—V3,A=3,f
21 =0,20 =+V3,A=3,f
r1=—V3,2o=0,A=2,f

x1:\/§,x2:0,)\:2,f

pero solamente las dos ultimas son minimos.

5.4. Restricciones de desigualdad

Consideremos una simple modificacién a los ejemplos anteriores donde ya no solamente
tenemos una restriccién de igualdad. En este caso queremos minimizar

f(z) = T1 + T2
S.a
2—22-23>0

la region de factibilidad es el interior de un circulo de radio ﬁ, de acuerdo como se muestra
en la figura 5.28. Para determinar la solucién tenemos que cumplir la restriccién, cualquier
movimiento en direccién d que hagamos debe cumplir también con esta restriccién

0<ci(z+d) ~c(z)+ Ve (z)'d
por lo que la factibilidad de primer orden se mantiene si
c1(2) + Ve (z)hd >0 (5.42)

En este caso también deben existir una direccién que satisfaga esta restriccién y V f(z)7d <
0. Consideremos los siguientes casos

Caso 1: Considere primero el caso en el cual z vive dentro de la circunferencia, por
lo cual se da de manera estricta la restriccién ci(z) > 0. En este caso, algin vector d
satisface la condicién (5.42), siempre que la longitud sea pequenia. En particular, siempre
que V f(z*) # 0, podemos obtener una direccién d que satisface ambas restricciones (5.42)

y (5.38) haciendo
V@)
1= T )]
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Caso 2: Consideremos ahora el caso en el cual x vive en la frontera de el circulo, por lo
cual ¢1 (x) = 0. Las condiciones entonces son

las cuales son posibles cuando los vectores gradientes son paralelos, asi que
Vi(x)'d=\Ve(z)

para algin A\; > 0

Las condiciones de optimalidad para ambos casos pueden ser sumarizados con la funcién
Lagrangiana. Asi tenemos

VL") =0
para algin A; > 0 y también requeriremos que
iei(e”) =0
Esta condicién es conocida como la condicién complementaria. Note que en el caso I, cuando

c1(z*) > 0 requiere que A7 = 0, de ahi que V f(z*) = 0. En el caso II tenemos que A} tenga
un valor positivo con lo cual se cumple que Vf(x)Td = M Vei(z).

5.5. Condiciones Necesarias de Primer Orden

Suponga que z* es una soluciéon de una funcién con restricciones. Entonces existe un multi-
plicador de Lagrange \*, con componentes \},i € £|JZ, tal que las siguientes condiciones
son satisfechas en el punto (z*, \*)

V. L(z*;\]) = 0
0 para todo i € £

> Oparatodoiel
A > Oparatodoie€&
Afci(z*) = 0 paratodoie & UZ

Estas son conocidas como las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker o KKT.
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5.6. Programaciéon Cuadratica

A los problemas de optimizacién, cuya funcion objetivo es cuadratica y sus restricciones
son lineales, se le denominan problema de Programacion Cuadrdtica (QP). La formulacién
general del problema es el siguiente;

min q(z) = 22" Hx 4+ 27d (5.43)

s.a
alr="b,ice (5.44)
alx>b;, i€l (5.45)

donde H es una matriz Hessiana simétrica definida positiva de tamano n x n, y £ e Z
son conjuntos de indices correspondientes a las restricciones de igualdad y desigualdad,
respectivamente.

Los problemas de QP pueden ser resueltos, o puede mostrarse, que no son factibles, en un
nimero finitos de iteraciones, el esfuerzo de solucion depende de las caracteristicas de la
funcién objetivo y del niimero de restricciones de desigualdad.

Si H es positiva entonces el problema es denominado ()P convexa

5.6.1. Restricciones de igualdad QP

Consideramos que el nimero de restricciones de igualdad es m, y que m > 0, escribimos el
problema de QP como;

ef 1
min  g(x) = ixTHx +27d (5.46)

Ax =10
donde A es de m x n y es el Jacobiano de las restricciones de igualdad, definido por:
A = [ay] Vie& (5.47)

Consideraremos, que A es de rango completo (rango = m) y que las restricciones son
consistentes. La solucién de (5.46) requiere del cumplimiento de las condiciones de K KT,
las cuales son:

Vo L(z*,A*) =0

Cila) = 0 (5.48)
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Para expresar completamente la ecuacién (5.46) en términos de K KT, formulamos la £
del problema;

1
Lz, \) = 5g;Tch +ald — \'(Az —b) (5.49)

donde el VL es;
Vo L(x* X)) = He* +d— ATA\* =0 (5.50)

Ademds, las restricciones de igualdad es la ecuacién (5.46) en términos de K KT, son:

clx*)=Ax"—b=0 (5.51)

Por medio de (5.50) y (5.51) hemos expresado las condiciones de K KT y en x* estas deben
ser satisfecha simultaneamente, de tal manera que las podemos expresar como sigue.

H —AT] [z —d

il 632
Entonces el problema ha sido reducido a la solucién de (5.52). La ecuacién (5.52) pude
reescribirla, para que esta sea usada para cuestiones computacionales. Se puede expresar

¥ como;
r=xz+p (5.53)

donde z es un valor estimado de la solucién y p es el incremento deseado. Sustituyendo
(5.53) en (5.50) y (5.51) obtenemos:

[‘4 0 ] [A*] a [ b— Az } ~ [A 0 ] [A*] = [ () (5.54)
donde V f(2(9)) es el gradiente de la funcion f(z) y ¢(z(?)) = Az(®) —p valuados en el punto
inicial 2(*)

Entonces el problema se ha reducido a solucionar la ecuacién (5.46), (5.52) o (5.54) y la
AT

2 0 es denominada Matriz de Karush - Kum - Tucker.

matriz

5.6.2. Ejemplo 1

Dada la funcién con restricciones:

f(z) =223 + 323
sujeto a
3r1+x2 =3

y un punto inicial () = [1,2]7 determinar:
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1. El minimo de la funcién sin restricciones,
La regién de factibilidad,

la solucién del sistema utilizando la formulacién de Programacién Cuadratica y

- W N

si la solucién cumple con las condiciones de KKT

Solucion sin restricciones

El gradiente de la funcion es:

. 4$1
Vi = oo |
y Hessiano
4 0
altx

En este caso la solucion es simplemente el método de Newton. Considerando un valor inicial
20 = [1,2]" el gradiente es Vf(z(0) = [4,12]T.

Hp = -V f(z®)

Regién de Factibilidad

En la Figura 5.31 se muestra la regién de factibilidad en azul. La linea negra muestra el
vector diferencia entre el punto inicial y la solucién sin restricciones.
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5

.

-10 -5 0 5 10

Figura 5.31: Regién de factibilidad para el ejemplo 1.

La solucién utilizando programaciéon cuadratica

Considerando un valor inicial #(® = [1,2]7 el gradiente es Vf(z(®) = [-4,-12]" y
c(x(0) = Az(®) — b = 2. Por lo tanto la formulacién queda:

b -]

4 0[-37[m —4
0 6/—1||p|=]|-12
3110 [N —2

La solucién del sistema es:

—2/29 27/29
+ [ ~52/29 | = { 6,/29 ]
36/29 |
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Condiciones de KKT

1. Gradiente del Laplaciano
VoL(z*\) = Hz* +d— AN =V f(z*) — ATA =0

Vell@® A) = [ 46>§<267//2299 ] - [ :1% } X 36/29 = [ 8 }

2. Cumplimento de las Igualdades
c(x*) = Ax* —b=3x27/2946/29-3=0

3. Cumplimiento de Desigualdades

No existen desigualdades en el planteamiento
4. Multiplicadores de Lagrange positivos

El multiplicador de Lagrange es A* = 36/29 > 0, por lo cual si se cumple
5. Condiciéon Complementaria

Si se cumple la condicién complementaria dado que ¢(z*)A\* =0 x 36/29 =0

5.6.3. Ejemplo 2

Dada la funcién con restricciones:

f(z) = 423 + 22129 + 23 + 71 + 322
sujeto a
—.7}1/4 — T2 Z 15/2

—311/2 —x92 > 10
y un punto inicial (%) = [~10, —10]” determinar:
1. El minimo de la funcion sin restricciones,
2. La region de factibilidad,
3. la solucién del sistema utilizando la formulacién de Programacion Cuadratica y
4

. si la solucién cumple con las condiciones de KKT
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Solucion sin restricciones

El gradiente de la funcion es:

- 8r1+2x9+ 1
Vf(ﬂf) o |: 21 + 229+ 3 :|

y Hessiano

8 2
i=[3]
En este caso la solucidon es simplemente el método de Newton. Considerando un valor inicial
20 =[—10, —10]" el gradiente es Vf(z©) = [-99, —37].

Hp =~V ()
EHIHEE
=]
= ep=[ T ] [Ggfe ] =[ e ]

Regién de Factibilidad

En la Figura 5.32 se muestra la region de factibilidad en azul. La linea negra muestra el
vector diferencia entre el punto inicial y la solucién sin restricciones.

La solucién utilizando programacion cuadratica

Para resolver consideraremos que las restricciones de desigualdad son igualdades. Conside-
rando un valor inicial z(?) = [-10, —10]" el gradiente es V f(z(®) = [-99, —37]T y

wam=am o= [ 34 2] 28] [ 5] [ 3]
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5

Figura 5.32: Regién de factibilidad para el ejemplo 2.

por lo tanto la formulacién queda:

H AT [p] [~V (=)

b TR ]
8 2101/4 327 [ m 99
2 2 ‘ 11 pe | | 37
“1/4 —1] 0 0 | T TS
~3/2 —1‘ 0 0 |[x 15

La solucién del sistema es [p|\] = [8,3] — 26/5,101/5]T y el éptimo z* es:

(0)

z1 Ty b1
X2 mg)) + b2
1 1
2 0 A3
T —10 8 -2
z2 | | —10 n 3 _ -7
1 a 0 —26/5 —26/5
A5 0 101/5 101/5
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Condiciones de KKT

1. Gradiente del Laplaciano

VoL(z* \) =Vfa*)—ATA=0

wew = ([3 2] 22D 2] [0

2. Cumplimento de las Igualdades
W A | -1/4 -1 =2 [15/2|_ [0
== [T S]]
3. Cumplimiento de Desigualdades
No existen desigualdades en el planteamiento

4. Multiplicadores de Lagrange positivos

El multiplicador de Lagrange es A\ = —26/5 % 0 y A5 = 101/5 por lo cual no se
cumple esta condicién

5. Condicion Complementaria
Si se cumple la condicién complementaria dado que c(z*)TA* =0

En conclusién el problema esta mal planteado en los términos dados. La solucién es sacar
una de las restricciones y ver si el éptimo cumple con todas las condiciones de KKT.

5.7. Conjunto Activo

El problema a minimizar es el siguiente;

1
min g(x) = éxTHx +27d (5.55)

T

sa. : a;r=1b

El método comienza por hacer una estimacién z(9 factible, y después se aseguran de que
todas las subsecuentes iteraciones sigan siendo factibles. Se encuentra un paso a partir de la
primera iteracién resolviendo un sub-problema cuadratico en el cual un subconjunto (5.44),
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(5.45) se impongan como igualdades. Este subconjunto es nuestro conjunto de trabajo y es
denotado como W %) en la iteracién k. Este consiste en todas las igualdades existentes en
€ (5.44) junto con algunos pero no necesariamente todas las desigualdades.

Dada un z®) en una iteracién y un conjunto de trabajo W®) primero observamos si el

z®) minimiza a q(z) en el subespacio definido por el conjunto de trabajo. Si no, calculamos
un pg resolviendo un problema QP.

Para resolver (5.55 ) planteamos el Gradiente del Laplaciano de g(x) como:
VL(z,\) = Hz+d—ATA=0
si sustituimos = = 2®) + p(k) encontramos que;

H(z® 4+ p®)y 4 a— ATX =0
Hp® — ATX = —Hz® —d = —vf(z®)

en el caso de las restricciones de igualdad tenemos

A@z® 4+ p®)y =p
Az® 4 Ap®) = p
Ap(k) =0

Las ecuaciones anteriores la podemos escribir como

A i e

donde Vf(z®)) = Hz® +d. Las actualizaciones de z las llevaremos a cabo mediante
gkt = (k) 4 (k)

Suponga que tenemos un p¥) que es diferente de cero. Necesitamos decidir como movernos
a lo largo de esta direccién. Si z®) 4 p(k) es factible con respecto a todas las restricciones,
nuestro conjunto z¥+t1) = 2 4 p() Sino ocurre esto fijamos.

Donde el valor del pardmetro a®) es elegido en un rango entre [0, 1] para el cual se cumplen

todas las restricciones. Siempre que a;frp(k) < 0 para algin i ¢ W) sin embargo, nosotros
tendremos que a! (z*) 4+ a®)p*)) > b, solo si
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T2 4 q;0®p®) > p,

b, — alz®)
a(k) alﬂf

- alTp(k)

Puesto que quisiéramos que el a®) fuera tan grande como sea posible dentro del rango
[0, 1] conforme la factibilidad de retencién, tenemos la definicién siguiente:

b — alz®)
a® % i 1, min % (5.57)
Wi,alpe<0 G Pk

Activamos aquellas restricciones para las cuales el minimo (5.57) se cumplié (Si a®) = 1
y no hay nuevas restricciones activas en el z(*) + a(*)p(¥) entonces no hay restricciones de
bloqueo en esta iteracion)

Si ap < 1, esto es, el paso a lo largo de py fue bloqueado por alguna restricciéon que no esta
en W) donde un nuevo conjunto de trabajo W*+1) es construido agregando una de las
restricciones de bloqueo a W %),

Ahora examinamos las muestras de los multiplicadores que corresponden a las restricciones
en el conjunto de trabajo, es decir, los indices ¢ € W. Si estos multiplicadores no son
negativos, la cuarta condicién de KKT (A} > 0, para toda i € Z N A(z*)) también esta se
satisface, Concluimos que z’ es un punto de KKT para el problema original. Puesto que
G es definida semi-positiva, podemos demostrar que el 2’ es un minimizar. Cuando G es
definida positiva, 2’ se minimiza.

Si por otra parte unos de los multiplicadores Aj;, j € W NZ, son negativos, la condicién
cuatro de KKT no se satisface y la funcién objetivo ¢(-) puede ser decrementada por la
disminucién de las restricciones. Después quitamos un indice j que corresponde a uno de
los multiplicadores negativos del conjunto de trabajo y solucionamos un nuevo problema
para la siguiente iteracion.

5.7.1. Algoritmo Conjunto Activo

El algoritmo del conjunto Activo se presenta en 20



124 OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES

Algoritmo 20 Algoritmo de Conjunto Activo

Entrada: z(©
Salida: z*
Calcular un punto factible inicial z(®)
Poner W©) como el sub-conjunto activo de las restricciones en el punto z(%)
para k=0,1,2. ... hacer
Resolver el sistema de ecuaciones (5.56) para p(¥)
si p*) = 0 entonces
Calcular los Multiplicadores de Lagrange i que satisfacen ATA = Hz®) + 4
donde el conjunto W =wk
si 5\1 > 0 para toda i € W N1 entonces
Parar, con la solucién 2* = z(¥)
si no
Determinar el indice de la restricciéon bloqueda j = argminjew(mm}\j;

Dejar la solucién igual z(++1) = z(k)
Eliminar la restriccién j del conjunto activo W*+1) «— w k) — {4}

fin si
si no
) , bi—aT (k)
Calculamos a*) para min | 1, min A
i¢W®) aTpkl <o P

si alguna restricciéon se viola Elag ) < 1.0 entonces

Se obteniendo W*+1) agregando la i-esima restriccién violada a
WEHD Wk 4 (3}

si no
El conjunto Activo permanece sin cambios
W(k+1) - W(k)

fin si

fin si
fin para
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5.7.2. Ejemplo 1

Utilizando el método del conjunto activo, encuentre los valores de las incégnitas que mini-
mizan la funcién objetivo dada, considerando para ello, las ecuaciones de restriccién a las
cuales se sujetan dichas funciones.

Minimizar:
_ 2 2
g(z) = (r1—2)"+ (x2—2)
sujeto a:
r1+x2 > 4
21’1 — X2 Z 0

considere la aproximacién inicial al vector solucién: z(0) = [2, 4]
Para este problema tenemos
_ | 2z —2)
Vi) = { 2(w2 — 2) }
Iteracion 1

Con z(0 = [2,4]7, WO = {2} y Vf(2(®) = [0,4]” tenemos que resolvemos el sistema de
ecuaciones

20 00 =20 D1 0

0.0 20 1.0 pr | =1 —4

2.0 —-1.0 0.0 A2 0
La solucién es [—0.8,—1.6,—0.8]7 y por lo tanto p(® = [-0.8 — 1.6]” con A = —0.8.
Calculamos Ap(®) = [~2.4,0.0]" y como el primer valor es negativo es posible que se este

violando una restriccién por ello calculamos los valores de o donde Ap(® sea negativo.

NOM b —arz® 4 —[1,1]2,4)7

© _
ap¥ —2.4

= 0.8333

a(®) =0.83333, No|T, por lo tanto las actualizaciones son

2V =24 (—0.8%0.8333) = 1.3333
o) =44 (=1.6 % 0.8333) = 2.6667
(0)

Dado que a7’ < 1.0, entra al conjunto activo la restriccién 1. El nuevo conjunto activo
queda W) = {1,2}
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Iteracién 2

Con (1) = [1.3333,2.6667)7, Wy = {1,2} y Vf(zM) = [~1.3333, +1.3333]", resolvemos el

sistema de ecuaciones

20 00 -1.0 -2.0 1 1.3333
0.0 20 -1.0 1.0 p2 | | —1.3333
1.0 1.0 0.0 0.0 A 0.0
20 -1.0 0.0 0.0 A2 0.0

La solucién es [0.0, 0.0, +0.4444, —0.8889]” por lo tanto p() = [0,0] y A1) = [0.4444, —0.8889)].
Dado que tenemos /\gl) < 0 entonces tenemos que sacar la restriccion 2 del conjunto activo.

El conjunto activo queda W) = {1}. La solucién de la iteracién 2 () es:

Iteracién 3

Con z? = [1.3333,2.6667]7, W® = {1} y Vf(=®) = [~1.3333,1.3333]” resolvemos el

sistema de ecuaciones

2.0 0.0 —1.0 1 1.3333
0.0 20 —1.0 p | = —1.3333
1.0 1.0 0.0 A 0.0

La solucién del sistema de ecuaciones es [0.6667, —0.6667,0.0] , por lo tanto pd) = [0.6667, —0.6667]

y )\gQ) = 0. El vector Ap® = [0.0,2.0] por lo cual no se viola ninguna restriccién y
o? =1.0. Las actualizaciones de z® quedan como

(¥ = 1.3333 + 0.6667 = 2.0
25 = 2.6667 — 0.6677 = 2.0

con un conjunto activo W® = {1}
Iteracion 4

Con z®) = [2.0,2.0]7, W& = {1} y Vf(=®) = [0,0]” resolvemos el sistema de ecuaci-
nes
20 0.0 —1.0 n 0.0

0.0 2.0 —1.0 p | =1 0.0
1.0 1.0 0.0 A 0.0
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La solucién del sistema de ecuaciones es [0.0,0.0,0.0]7 por lo cual pB) = [0.0,0.0]7 y

/\gg) = 0. Esto significa que hemos llegado a la solucién y damos por terminado el proceso

iterativo con:

2V =2.040.0=20
25 =20+00=20

Los resultados obtenidos del algoritmo del conjunto activo para el problema planteado se
muestran en la figura 5.33.

/ Meracion, .
\

1

X2
~

\\ \\ Iteracion »

%
VX i
\ \ Iteracion 3

Figura 5.33: Solucién del Método del Conjunto Activo para q(z) = (71 —2)? + (29 —
2)%; (0 =[2,4)T.

Ver QP _ejemplo_01.java

5.7.3. Ejemplo 2

Minimizar la funcién tomada del libro de Jorge Nocedal para la funcién ¢(x) dada co-
mo
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sujeto a:
x1—2x9+2 > 0
—x1—2x24+6 > 0
—r1+212+2 > 0
I Z 0
i) Z 0

Considere la aproximacién inicial al vector solucién: z(®) = [1,1]7

En este caso tenemos que el Hessiano H y el vector d es

=[50 5]
1= 33)
Vf(z)=H(z)+d [22(55?—_22)]

Las restricciones pueden expresarse como

Ax >0
con
1 -2 —92
1 -2 -6
1 2 [ml} > | -2
1 o™ 0
0 1 0

Tteracién 1

Dado el punto inicial () = [1,1]7, Vf(z(?) = [0.0, —3.0] y el conjunto activo es W(® = {}.
Por lo tanto, resolvemos el sistema de ecuaciones dado por

0 2] ] =3
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La solucién es p® = [0.0,1.5]7, y Ap(® = [—3.0,—-3.0,3.0,0.0,1.5]7 por lo que las restric-
ciones 1y 2 se violan dado que Ap(® < 0. Calculamos los valores de o(?) = [0.33333, 1.0, *, *, *]T
y el valor minimo de a9 es

by —az® 2 —[1,-2[1,1)" 1
a1 = = — _
! a1p© [1,-2][0,1.5]T 3

by —agz® -6 —[-1,-2][1
Qo = =

ar
a2p® —L-go, a7

a® = min{1,[0.3333,1.0, %, %, T} = 0.3333

mwn

En célculo de las variables en la siguiente iteracién queda como

1 _ |1 0 _ 1
T [1] +0.33333 x [1'5} [1.5]

El conjunto activo de restricciones para esta iteracién queda W) = = {1}, dado que ()
esta sobre la restriccion 1.

Iteracién 2

Dado el punto inicial () = [1.0,1.5]7, V(=) = 0.0, -2.0]” y el conjunto activo es
W = {1}, resolvemos el sistema de ecuaciones

20 0.0 -1.0] [p 0
0.0 20 20| |p| =20
1.0 =20 O A1 0
La solucién es [p) gl)] = [0.4,0.2,0.8]T y Ap() = [0.0,-0.8,0.0,0.4,0.2]”. Para ello

calculamos los Valores de oV = [¥,2.5, %, %, %] dado que hay valores negativos en Ap0) y
el valor minimo de « es:

by —apx®  —6—[—1,-2][1,1.5]7

= = 2.
agp() [—1,—2][0.4,0.2]T °

Q9 =

a(l)-n = min{1, [x,2.5,%,% %7} = 1.0

ma

En céalculo de las variables en la siguiente iteracion queda como:
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o 1 04] [1.4
s [1.5] il [0.2] - [1.7

El conjunto activo de restricciones queda W2 = {1} dado que la restriccién 2 no se
viola.

Iteracién 3

Dado el punto inicial z®) = [1.4,1.7]7, Vf(z®) = [0.8,-1.6] y el conjunto activo es
W = {1}, resolvemos el sistema de ecuaciones

20 00 =10 (¢ —0.8
0.0 20 20 pa| =1 1.6
1.0 -2.0 2.0 A1 0

La solucién es [p(Q),)\gz)]T = [0.0,0.0,0.8]” y el célculo de Ap™) = [0.0,0.0,0.0,0.0,0.0)"
por lo que no se viola restricciéon alguna, por lo tanto la solucion es:

3) _ (14 0.0 _ |14
. [1.7] o [0.0 1.7
con esto se da por terminado el procedimiento siendo la solucién z*) = [1.4,1.7]T.

Ver QP _ejemplo_02.java

5.7.4. Ejemplo 3

Minimizar la funcién g(x) del ejemplo anterior pero considerando como valor inicial z© =
[2,0]7.

¢(X) = (21— 1)+ (22 - 2.5)°
sujeto a:
Ty —2x20+2 > 0
—x1—229+6 > 0
—x1+2224+2 > 0
I Z 0
X9 Z 0
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Iteracién 1

Dado el punto inicial z(®) = [2,0]7, el conjunto activo es W) = {3,5} en virtud de que
el punto z(9) est4 en las interseccién de ambas desigualdades. El sistema de ecuaciones a
resolver es:

20 0.0 1.0 0.0 1 —-2.0
00 20 —-2.0 —1.0{ |p2| _| 50
-1.0 2.0 0.0 0.0 As| | 0.0
0.0 1.0 00 0.0 A5 0.0
La solucién es [p(®, A3, A5] = [0.0,0.0, -2.0,—-1.0]", A3 = —2, A5 = —1. En este caso

tenemos valores de p en cero pero las A’s estan violando la condicién de ser mayores a cero,
esto se debe a que no estamos en el minimo de la funciéon. Por tal motivo tenemos que
eliminar del conjunto activo la restricciéon con el valor de lambda menor.

Amin = min|—2, —1] = =2
por lo tanto el conjunto activo queda W) = {3,5} — {3} = {5} y () = 200 = [2,0]
Iteracién 2

Dado el punto ™) = [2,.0]7 y el conjunto activo W) = {5}, tenemos que solucionar el
sistema de ecuaciones

2.0 00 007 [p —2.0
0.0 20 —1.0| |p2| = | 5.0
0.0 1.0 0.0 | |Xs 0.0

La solucién es [p™), A5]7 = [~1.0,0.0, —5.0]7, \s = —5 y el célculo de Ap() = [-1.0,1.0,1.0, —1.0,0.0]".
Dado que hay valores Ap(®) negativos, calculamos los valores de a1 = [4,%,%,2, %] y el
valor minimo es:

b —ax® 21, =2][2,0]7

= - 7 - 4
3} arpD [1,-2][-1,0]"
o by —asz® _ —0—[1,0)[2,0]" _y
YT T @ [1,0][-1,0]"
Qi = min{1, [4,%,%,2,%]" } = 1.0
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En céalculo de las variables en la siguiente iteracion queda como:

o) _ [2.0 ~1.0] _ [10
v [0.0] L [ 0.0 ]~ |00

El conjunto activo de restricciones queda W) = {5} dado los valores de z(?) no violan las
restricciones y que A5 es positivo.

Iteracién 3

Dado el punto z(?) = [1.0,0.0]”, Vf(z®) = [0.0, —5.0]” y el conjunto activo es W) = {5},
tenemos que solucionar el sistema de ecuaciones dado como:

20 0.0 007 [p 0.0
0.0 2.0 —1.0| [p2| = [5.0
0.0 1.0 0.0 | [As 0.0

La solucién es [p®, A5]7 = [0.0,0.0, —5.0]T, con lo cual tenemos p®) =0y A5 = —5.0. Los
valores de z(3) = z() y sacamos la restriccién 5 del conjunto activo W®) = {}.

Iteracién 4

Dado el punto z® = [1.0,0.0]7, Vf(z®) = [0.0, =5.0]7 y el conjunto activo es W3 = {}
y tenemos que solucionar el sistema

2.0 0.0 [p1]| _ [0.0
0.0 2.0/ |pa| = |5.0
La solucién es [p®]T = [0.0,2.5]7 y los valores de Ap®) = [=5.0,-5.0,5.0,0.0,2.5]7. Del

vector Ap® podemos ver que se violan las restricciones 1 y 2 por lo cual calculamos los
valores de a®) = [0.6, 1.0, %, %, %] y el valor minimo es:

—axz® 9 _1.— T _
alzbl azt? 2 —1[1,-2|[1,0] :4:—3:0.6

alp(g) [17 _2] [07 25]T —5

by —age® 6 —[-1,-2][1,0]" _

T Tap® T L, 200, 2.5]T

a®) = min{1,[0.6,1.0,*, x|} = 0.6

min

En céalculo de las variables en la siguiente iteracion queda como:
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@) _ 1.0 0.0 _ 1.0
v {0.0] 0.6 [2.5 1.5
y el conjunto activo de restricciones queda W® = {1}

Iteracién 5

Dado el punto ™ = [1.0,1.5]7, el conjunto activo es W4 = {1} y tenemos que solucionar
el sistema

2.0 00 —1.0] [pm 0.0
00 20 20| [p]| =20
1.0 —2.0 0.0 | |\ 0.0

La solucién es [p*, \]7 = [0.4,0.2,0.8]” por lo cual A\; = 0.8 y el célculo de Ap*H =
[0.0,—0.8,0.0,0.4,0.2]7 nos dice que es posible que se viole una restriccién. El valor minimo
de las « es:

o by — agz® _ —6—[-1,-2][1.0, .57 e
2 agp@® [—1,-2][0.4,0.2]T '

CY(4) = mm{L [*7 25007 *, %k, *]} =10

min

En céalculo de las variables en la siguiente iteracion queda como:

6 _ 10 04] _ 14
g [1.5] 10 [0.2 1.7

El conjunto activo de restricciones queda W) = {1} dado que 2 esta sobre el borde de
la restriccion 1.

Iteracién 6

Dado el punto z(®) = [1.4,1.7]7, el conjunto activo es W4 = {1} y tenemos que solucionar
el sistema

2.0 00 -—10] [p ~0.8
00 20 20| |p| =116
1.0 —2.0 0.0 | |\ 0.0
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; T
X, -2+ 22 J |
I /
18} o
x>0 \x172x2+620
I

> “ Iteracioy,
16+ 2 / / 4

Lo /
// Iteracion » / /

Iteracion,, lteracién /o
02t 3 1o /o
Iteracion,, Iteracion /

0 0.5 15 25 3 35 4
X1

Figura 5.34: Solucién del Método del Conjunto Activo para q(X) = (z1 — 1)? + (22 —
2.5)%; (0 =1[2,0]".

La solucién es [p®, \]7 = [0.0,0.0,0.8]7 por lo cual A; = 0.8. Como los valores de p® = 0
y el valor de A > 0 terminamos con solucién z(®) = [1.4,1.7]7,

ver QP _ejemplo_03.java

5.7.5. Ejemplo 4

Resolver la funcién ¢(z) para las restricciones dadas utilizando el método de conjunto
activo.

Minimizar:
gx) = (21-2)"+ (x2 - 2)?
sujeto a:
r1+x2 >
2r1 — w2 2>

considere la aproximacién inicial al vector solucién: (0 = [4,3]T

Los resultados obtenidos del algoritmo del conjunto activo para el problema planteado se
muestran en la tabla 5.13. Ademads, en la figura 5.35 se muestra graficamente el proceso de
solucién.
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k T P A Notas

0] 40 | 30 2.0 [ -1.0 [0.0]0.0 | Activar Ao
o = 0.3333 zFt1) = [3.3333, 2.6667]T

1]3.3333 ] 2.6667 | -0.3333 | 0.3333 [ 2.0 [ 0.0 |

a=1.0 2F10=13.0,3.0]T

2] 30 [ 30 | 00 [ 00 [20]0.0]

[ F(z*) = 2.0 z* = [3.0,3.0]" \

Cuadro 5.13: Resultados del Método del Conjunto Activo para q(z) = (v1—2)?+ (23—
2)2; (0 =[4,3)T.

6 - -

X2 6
5 DT

/ N T \
Ay D ¥ g
2 i N

\lteracion o

3 / /' lteracion

o [ Iteracion

* i
/ 70 \\ \\‘
I N
\ o/ JAN |
o ”’ 4

2

Figura 5.35: Solucién del Método del Conjunto Activo para q(X) = (z1 — 2)? + (22 —
2)%; 20 = [4,3]T.



136 OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES
5.8. Funciones de Penalizacion

Una alternativa a las funciones de penalizaciéon en los casos como el ejemplo anterior es
utilizar una funcioén alterna en la cual se deja el valor \ fijo y en un valor tal que garantice la
convexidad de la funcién asi la funcién Lagrangiana para a ser una funcién con los valores
de A lo suficientemente grande para garantizar la convexidad de la funcion.

N

F() = f(z) = Y ACil@)

Asi por ejemplo para el ejemplo anterior si suponemos que nos dan A = 0.5 tenemos que
minimizar la funcién

F(z,y) =z +y— 052 +y* —2)

cuya solucionen z = -1y y = —1.

5.9. El método de Barrera Logaritmica

Comenzaremos por describir el concepto de funcién de barrera en términos de un problema
con restricciones de desigualdad. Dado el problema

con una region de factibilidad definida como
F {z € R|ci(z) > 0 para todo i € T}

Asumiremos que JF es un conjunto no vacio.

La mas importante funcién de barrera es la funciéon de barrera logaritmica, la cual es
utilizada para el conjunto de restricciones ¢; > 0, y tiene la forma

— > logei(x)

1€T
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donde log(.) denota el logaritmo natural. Para un problema de optimizacién con restric-

ciones de desigualdad, la funcién objetivo/barrera combinada esta dada por

P(z;p) = f(z) — p > _logei(x)

donde p es conocido como el parametro de barrera. Desde este momento, nos referiremos
a P(z;p) como la funcién de barrera logaritmica.

El gradiente de la nueva funcén P(x, u) se calcula como:

y el Hessiano como:

M 7200 (2)C
V2P(z,p) = V2f(z) =y vV Ci{z)OK
i=1

Calculo de Gradiente y Hessiano con Restricciones Lineales

En el caso de tener restricciones lineales dada como

c1(z) a1,
CQ(ZL‘) a2,1
c3(x) | = | asa
lem ()] lama

a2
as,2
a32

M2

M (o
VP ) = V@) -0 Y
i=1 !

r) — VI C;(2)VCi(x)

a3
az.3
as;3

anp,3

El gradiente lo podemos calcula como sigue

-6f(ac) —u Alog(ci(z)) +8log(r§cz(x)) +

a1,N
as N
as N

aM,N

C}(x)

1
T2
T3

TN

Olog(c3(x))

ox1 o1
0fa) _, (Yestaro) | desleale) | Do)

VP(x;p) = | 7

Olog(ca(z))

4 Olog(cs(x))

_amN

of(z) _ M <3log(61(:v))

ox N

+

AV

b1
by
b3

by

o1

.. Olog(cn (2))

0o

. Olog(cm(z))

oz N

.. Olog(cm(z)) T

)
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[0f(x) ai a1 azn  am |
01 ci(z) = ca(x) T c3(w) e ()
of (=) _ a1 | G2 433 GM2
Oxo c1(x) ca(x) c3(z) e ()
) — | 9f (@) ai, a3, as, an,
VP(x,,u) - Ors H 011(;)) + 022(;) + 033&503) T CM(;)

of(x) (a1,N + a2,N + a3,N . aM,N)

i Oxp c1(x) ca(x) ca(x) ’ ey ()

f(@)] - . -
at?ggglc) a1 a1 Azl ot QM1 1/c1(x)
7z aip G2 a3z o AM2 1/ca(x)
VP(z;p) = gm(f) —|m3 az3 aszz - amg3 1/es(z)
of(x) a1y agN azN - amyn | [1/em(w))
L Ozn

En forma compacta podemos representar el Gradiente como

VP(z;p) = Vf(x) — pATCy

donde

o

hYy
[N

8
N

Cy

Ly () J

Para el calculo del Hessiano procedemos a derivar nuevamente el vector Gradiente, llegando
a una forma matricial como la siguiente

V2P(x;p) = V2f(x) + nATCy A

donde C esta dada por la expresion
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_— -
ORI
0 c2(z (1)
Cy = 0 0 c3(x)? 0
: 1
I 0 0 0 2.

5.9.1. Método

De acuerdo con el ejemplo anterior una estrategia, para encontrar la solucién utilizando
el método de Barrera, es comenzar con un valor po grande y a medida que se alcanza un
minimo en la funcién de Barrera (5.58), reducirlo. Esto debe ser repetido hasta alcanzar
convergencia. El valor inicial del parametro de Barrera debe ser lo suficientemente grande de
acuerdo con las caracteristicas de la funcién a minimizar. Un criterio de paro, recomendable,
serd cuando u < 7y || VF(x; ) ||[< 7. En el algoritmo 21

Algoritmo 21 Método de Barrera
Entrada: f(z),z(), Az — b, p

Dado una funcién diferenciable f(z), un valor inicial (0, A y pq
parak=1... MAX hacer
Encontrar una minimizacién aproximada de z*) de P(.; ),
comenzando en un punto z*) y finalizar cuando || VP (z; u) < 7 ||
si la prueba de de convergencia es satisfactoria entonces
Parar con una solucién aproximada (%)
fin si
Seleccionar un nuevo pardmetro de Barrera pgiq1 € (0, k)
Seleccionar un nuevo punto de arranque z(¢*1)
fin para
devolver z(*)

5.9.2. Ejemplo 1

Considere el siguiente problema con una simple variable x

min x
X

s.a.

x>0

1—-x>0



140 OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES

la funcién de barrera para este caso es

P(z;p) = f(z) — plogz — plog(l — z) (5.59)

La grafica correspondiente a la funcién de barrera dada por la ecuacién (5.59), se muestra
en la figura 5.36, en esta se presentan diferentes valores de 1 dados como 1, 0.4, 0.1 y 0.01.
Note que a medida que se reduce el pardmetro de barrera u, el minimo de la funcién se

acerca a la realidad y las barreras laterales, que impiden que el método salga de la region
de factibilidad, se reducen.

7

T
R

I O u=0.4
I — - u=0.1
N — u=0.01

Figura 5.36: Funcién lineal con diferentes valores de p
En la tabla 5.14, se presentan algunas iteraciones para el método de Barrera aplicada a

la solucion del problema. Los datos iniciales para el método de Barrera son ,u(o) =100y
0 =0.9
x .

Ver Restricciones_ej0l.java

5.9.3. Ejemplo 2

Calcular el minimo de la funcion

fl@) = (21-2)°+ (22— 2)?
s.a
r1+x2 > 4
201 — 29 > 0
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k ° z

1 100.0 | 0.8121
2 100.0 | 0.6747
3 100.0 | 0.5371
4 100.0 | 0.4992
5 100.0 | 0.4988
6 100.0 | 0.4988
7 | 66.66 | 0.4981
8 | 66.66 | 0.4981
9 | 44.44 | 0.4972
10 | 44.44 | 0.4972
11 | 29.62 | 0.4958
12 | 29.62 | 0.4958
13 | 19.75 | 0.4937
14 | 19.75 | 0.4937
15 | 13.16 | 0.4905
16 | 13.16 | 0.4905
17| 877 | 0.4858
18 | 8.77 | 0.4858
19 | 5.85 | 0.4787
20| 5.85 | 0.4787
21 3.90 | 0.4681
22 3.90 | 0.4681
23| 2.60 | 0.4523
24| 260 | 0.4524
56 | 0.01 0.0101
57 | 0.01 0.0125
58 | 0.01 0.0131
98 | 4.57E-5 | 0.0

Cuadro 5.14: Solucién utilizando el método de Barrera para el ejemplo 1
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k I 1 T9

1 100.0 | 2.5643 | -2.3475
2 100.0 | 3.1638 | -5.4244
3 100.0 | 3.2653 | -7.2717
4 100.0 | 3.1971 | -7.5549
5 100.0 | 3.1937 | -7.5606
6 66.66 | 2.8886 | -5.6015
7 66.66 | 2.9024 | -5.75
8 66.66 | 2.9023 | -5.7514
9 44.44 | 2.6565 | -4.1549
10 | 44.44 | 2.6655 | -4.2739

65 | 1.04E-4 | 1.994 | 1.9938
66 | 1.03E-4 | 1.9951 | 1.995
67 | 6.86E-5 | 1.996 | 1.9959
68 | 4.57E-5 | 1.9967 | 1.9967
69 | 3.05E-5 | 1.9973 | 1.9973
70 | 2.03E-5 | 1.9978 | 1.9978
71 | 1.35E-5 | 1.9982 | 1.9982
72 | 9.04E-6 | 1.9985 | 1.9985

89 | 9.17E-9 2.0 2.0
90 | 6.11E-9 2.0 2.0

Cuadro 5.15: Resultados del ejemplo 2

considerando como punto inicial 2(® = [2,0]7 y u = 100.

La funcion de Barrera en este ejemplo esta dada como

P(zip) = (#1 — 2)% + (29 — 2)* — plog (z1 + x9 — 4) — plog(2z1 — x2)

y la solucién para este problema se da en la tabla 5.15. Note como el valor de u, se reduce
cada vez que el algoritmo alcanza un estado de sub-6ptimo.

Ver Restricciones_ej02.java
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5.9.4. Ejemplo 3

Dada la matriz

y el vector b =[5, 2,10, 6]T, calcular el minimo de la funcién cuadratica

A:

16 8 4 12
8 29 -3 16
4 =3 102 21
12 16 21 53

f(z) = 0.5z Az-—bT 2

s.a
ngigl
Vi=1---4

Considere como valor inicial x; = 0.9 y g = 100

En el caso de este problema los resultados se presentan en la tabla 5.16

k I x

1 100.0 1.0, 1.0, 1.0, 1.0

2 100.0 1.0, 1.0, 1.0, 1.0

3 100.0 1.0, 1.0, 1.0, 1.0

4 100.0 1.0, 1.0, 1.0, 1.0

5 100.0 1.0, 1.0, 1.0, 1.0

6 100.0 0.9999, 0.9999, 0.9999, 0.9999
7 100.0 0.9999, 0.9999, 0.9999, 0.9999
8 100.0 0.9997, 0.9997, 0.9997, 0.9997
9 100.0 0.9995, 0.9995, 0.9995, 0.9995
23 66.66 0.4755, 0.4542, 0.4218, 0.4289
24 66.66 0.4755, 0.4543, 0.4221, 0.4291
25 66.66 0.4755, 0.4543, 0.4221, 0.4291
500 | 1.46E-20 0.2789, 0.0, 0.0836, 0.0169
501 | 1.46E-20 0.2789, 0.0, 0.0836, 0.0169
502 | 1.46E-20 0.2789, 0.0, 0.0836, 0.0169

Cuadro 5.16: Resultados del ejemplo 3
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Ver Restricciones_ej03.java

5.10. Meétodos de Punto Interior.

Por simplicidad, inicamente utilizaremos restricciones de desigualdad
1

ming(z) = ixTH(:c)x + zTd(z)
s.a
Az > b

donde H(z) es una matriz definida semi positiva, A es una matriz de m x n definida como
A = lailier vy b = [bilier con T = {1,2,3,...,m}.

Podemos especializar las condiciones KKT para obtener el conjunto necesario de condi-
ciones: si z* es solucién, hay un vector de multiplicadores de lagrange \*, tales que las
siguientes condiciones se satisfacen para (z, ) = (z*, \*)

H(z)x — ATA+d(zx) = 0 (5.60)
Az —-b > 0
(Az—b)N; = 0
AN >0
1 = 1,2,..,m

Introduciendo el vector laxo y = Ax — b, el cual mide la brecha entre la desigualdad y la
igualdad, podemos escribir las ecuaciones (5.60) como:

H(z)x — ATA+d(z) = 0 (5.61)
Ar—y—5b = 0
yidi = 0
(y,A) = 0

Este sistema de ecuaciones (5.61), lo podemos escribir como

H(z)x — AT\ +d(x)
F(‘,E?y7)\) = A.’E—y—b
Y Ae
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donde Y = diagly1,yo, ..., Ym|, A = diag[Ai, Xa, ..., Am] v e = [1,1,...1]T.

Dada una iteracién (z,y, ), que satisface (y,A) > 0, podemos definir una medida de
dualidad g como

1 yT A
=— i\ = ——
B o WA =

donde esta medida de dualidad j, representa el promedio del producto y” X. La ruta central
C, es el conjunto de puntos (xr,y,, Ar), con 7 > 0, tal que

0
F(zr,yr, A\r) = 0 (5.62)
Te
(yTy)\T) > 0

donde 7 se escoge tal que 7 = ou

El paso genérico es un paso dado por el algoritmo de Newton-Raphson, para el punto actual
(x,y, ) hacia el punto en la ruta central (Zop, You, Aop) donde o es un pardmetro, en el
intervalo [0, 1], seleccionado de acuerdo con las caracteristicas de la funcién y elegido de
manera manual.

Utilizando la serie de Taylor, podemos hacer una aproximacién lineal para cada una de las
funciones

Fj (fv(k) + Az®) B Ay ARFL AA(k)) = Fj (xr,yr, )

dado como

OF, . OF, _ OF,
A N N
A P A

F’j (%,yr, )\7-) = Fj(as(k),y(k), )\(k)) —+

En forma matricial podemos expresar la ecuacién anterior como

onh oh o4 Az®) Fi (2, 5 A®) 0
ok, 3ty 9y || Ay | 4 | pya®, 0 A0) | = | o
oF; oFy oF | | AA® Fy(z®), 50, \(0) re

o también como
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BR[N] [ RGO
oy oy 3% | | Ay ACRENC)
oFy,  ofy ok AR _Fya®,y (k) AW {re

ox 9y O

De acuerdo a esto, para las funciones dadas por la ecuaciéon (5.61), tenemos que resolver el
sistema de ecuaciones dado por (5.63)

H(z®) —AT 0 Az —H(z®)z®) — d(z®k)) 4 AT\K)
A 0 —I AXNF) | = | —Az®) ) 4p (5.63)

Las actualizaciones se calculan con

g+ = 2®) L g Az )
AEHD — XK L g ANKR)
YD) — (8) 4 Ay R)

y « es seleccionado para mantener (y(k+1), /\(k’H)) >0

Con el propésito de mejorar el desempenio numérico del método de punto interior, del siste-
ma de ecuaciones (5.63) eliminaremos el termino correspondiente a Ay. Para ello tomamos
la ltima ecuacién y la multiplicamos por [A(*¥)]~1

{Aw)} (Y E AN 1 ABAYE) = AW Y® e 4 gy o)

{Aaf)} Ty AN 4 AyE) = _y B 4 oy ®) [A(k)} .

si sumamos a la segunda ecuacién tenemos

AAz®) — Ay = AW 4 ) 4

[Aw)} Ty ® AN 4 Ay®) _y®) 4 8 [Aw)] -,

con lo cual obtenemos una ecuacion equivalente
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-1 1

AAz® 4 [AUf)} YWAN = —Az® 4 b+ ou® [AUﬂ e

Con todo esto las condiciones de KKT reducidas para la ecuacién (5.63) quedan como
(5.64)

H(z®) —AT

A [A(k)]_ly(k) [ Ax(k; ] = [ “ra@ ) } (5.64)

AN —ry(x(®))

donde r4(x®)) = Vf(2)) = ATAF) gy (20)) = yB) — 51, (k) [A(k)] ! ¢. Las actualizaciones
las haremos

AEFD — A (R) L ANK)

El algoritmo 22, muestra los pasos a seguir para calcular el optimo utilizando el método
del punto interior

5.10.1. Calculo del tamano de paso 6ptimo

Para los valores de 2(**1) resolvemos el o tal que ai(x(k) + ap(k)) = b; y para los multipli-
cadores de Lagrange A(**1) resolvemos AR + aé)\gk) ~0

)

i —alz® 106 — \®
bi —a;x 0 (5.65)

(k) — 7. ‘. ’ 7
o =min | 1 mim ———F5, IMmn ——7
“afAni<o af Az®) 500 50

5.10.2. Ejemplo 1

Calcular el minimo de la funcién utilizando el método de punto interior.
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Algoritmo 22 Metodo de Punto Interior
Entrada: f(z),z(® A0
Salida: z(®)
mientras £k =0... Max hacer
Determinar el Hessiano H(z®*)) = V2f(z*)) y el gradiente V f(z*))

Calcular:
y®) = Az _p
p® = L [y®]7 \®)
A®) = diag(A\*))

Y ®) = diag(y*
ra(z®)) = Vf(z®) — ATAF)
rp(z0) = y®) — g ®) [AR)] 1.
Resolver el sistema de ecuaciones dado por (5.64) para Az y ANK)
Actualizar:
Calcular un a tal que z(*+1) y A(5+1) esten en la regién de factibilidad (5.65)
2D = (k) L g Az F)
AEFD — \(R) L o ANKF)
si (|Az®)|| + |AX®)|| < €) entonces
devolver z(*
fin si
fin mientras

~
~—
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Considere como punto inicial (@ = 0.8, A(® =1[0.1,0.1]", a =0.2 y o = 0.2.

La matriz de restricciones Ax > b queda como
1.0 0.0
>
[—1.0]:”— [ —1.0}

La variable Dual y para la primer iteracién es:

JO — 40y

© _ 1.0 [ oo]_To8
v [—1.0}0‘8 [—1.0 0.2
El promedio p es:
1 T
pO = f[ym)] A
m
1 0.1
© — 2
a 2[08’02][0.1]
2 = 0.05

Calculamos los valores de rq v 73

rg(z) = V@) - ATAO)

rg(z®) = 1.0 -[1.0,—1.0] [ 8& ]

rg(z®) = 1.0
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-1
(@) = y© _ 5, ® {A(m] e

rp(z@) = [ 8:2 } — 0.2 x0.05 x [ 18 ]
0.70
(@) = [0.10]

Con los datos anteriores podemos armar el sistema de ecuaciones a resolver el cual queda

0.0 -1.0 1.0 Az —1.00
1.0 80 0.0 AX; | = | —0.70
-1.0 0.0 20 Al —0.10
Los resultados de la primer iteracién son A = [~1.6653,0.1125, —0.8875]7 con lo que las
actualizaciones son:
M = 20 4 0AzO
e = 0.840.2(—1.6653)
2 = 0.4669

AL = 20 L AN

m _ [o1 0.1125
A [ 0.1 ] +0-2 [ —0.8875
W _ [ 01225
~ | —0.0775
La variable Dual y() es:
yO = Az®
© _ 1.0 [ 007 _ 04669
4 [ ~1.0 ] 0-4669 [ ~1.0 0.5331

Los resultados del método para este ejemplo se presenta en la tabla 5.17
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S
1 1.8904 0.4669
2 8.5709 -1.1762
3 2.5281 -0.6877
4 1.1979 -0.4657
5 0.7413 -0.3324
6 0.4590 -0.2547
7 0.3361 -0.1992
8 0.2678 -0.1548
9 0.2047 -0.1215
63 8.73E-7 0.0

Cuadro 5.17: Resultados del ejemplo 1

5.10.3. Ejemplo 2

Calcular el minimo de la funcién utilizando el método de punto interior

f(x)

T+ X2

2%‘1 — X9

Considere como punto inicial zg = [

(21 —2)° + (22— 2)°
S.a

4

0

>
>

2,47 A0 =1[0.1,01]", a =0.1 y o =0.2.

Para la primer iteracién la matriz caracteristica que debemos resolver es

20 00 -1.0 -2.0 Axy 0.3
0.0 20 -10 1.0 Azg | | —4.0
1.0 1.0 200 0.0 ANy | | —1.8
20 -1.0 00 0.0 Ada 0.2

la solucién en la primer iteracién es z = [1.9317,3.8433]7, A\ = [0.1022,0.0156] y y =

[1.775,0.02]T. Después de Iteracién

292 (con € = 1079), los resultados son = = [2.0,2.0]7,

A =0, ()]T y y = [0.0,2.0]7. Analizando el vector y podemos ver que la solucién se encuentra
sobre la primer restriccién y a dos unidades de distancia de la segunda restriccién. El
sistema a resolver en la ltima iteracion es el siguiente, note que el vector del lado derecho
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es cero, el la figura 5.37 se muestra la ruta de convergencia del método.

20 0.0 -1.0 —-2.0 Az 0.0
0.0 20 -1.0 1.0 Azg | | 0.0
1.0 1.0 1.0 0.0 AXt | ] 00
20 —-1.0 00 -1.09E12 Al 0.0

Figura 5.37: Solucién del ejemplo 2

Ver Restricciones_ej02.java

5.10.4. Ejemplo 3

Dada la matriz
16 8 4 12
8 29 -3 16

=14 23102 21
12 16 21 53
y el vector d = [5,—2,10,6], calcular el minimo de la funcién cuadritica utilizando el

método de punto interior.
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f(z) =0.52TGr—d"x

S.a
Vi=1---4
Considere que:
29 = [0.9,0.9,0.9,0.9"
A = 10.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1]"
c = 0.2
= 0.2

Comenzaremos por poner las restricciones en la forma canénica Az > b

1 0 0 07 T 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 w2 | | 0
-1 0 0 0 zs | = | -1
0 -1 0 0 T4 —1
0 0 -1 0 —1

0 0 0 -1 1

En la tabla 5.18 se presenta el resultado de aplicar el método. Una vez que converge el
método podemos calcular las variables de holgura y

y* = [0.2789,0.0000, 0.0836,0.0169, 0.7211, 1.0, 0.9164, 0.9831]”

Recordemos que esta variable mide la proximidad a una restriccion. Note que el valor de
y5 = 0 lo cual significa que nuestra solucién viola la restriccién 2 es decir en la restriccién
o =0

Ver Restricciones_ej03.java
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k| |Az]] + [|AA] x

1 2.3643 0.7911, 0.6882, 0.7347, 0.7335
2 1.4893 0.7023, 0.5100, 0.6005, 0.6006
3 1.0965 0.6303, 0.3700, 0.4935, 0.4941
4 0.8758 0.5724, 0.2585, 0.4080, 0.4089
5 0.7062 0.5258, 0.1699, 0.3396, 0.3406
6 0.5877 0.4882, 0.1000, 0.2851, 0.2857
7 0.5738 0.4574, 0.0461, 0.2416, 0.2413
84 9.01E-7 0.2789, 0.0, 0.0836, 0.0169

Cuadro 5.18: Resultados de ejemplo 3

5.10.5. Ejemplo 4

Calcular el minimo de la funcion

f(z) = 22%+ 323
s.a
3x1 + x22>3

Considere como punto inicial (9 = [1,1]7, A\® = 0.1, a =0.1 y ¢ =0.1.

Para la primer iteracion la matriz caracteristica que debemos resolver es

20 00 -3.0 Az —-3.7
0.0 3.0 —-1.0 Azy | = | —5.9
3.0 1.0 10.0 AN -0.9

la solucién en la primer iteracién es (M = [0.8819,0.8182]7, AV = 0.1446 y " = 0.4639.
Después de Iteracién 134 (con € = 1079), los resultados son = = [0.9310,0.2069]7, \; =
1.2414 y y; = 0.0. Analizando el vector y podemos ver que la solucién se encuentra sobre la
restriccién. El sistema a resolver en la tltima iteracién es el siguiente, note que el vector del
lado derecho es cero, el la figura 5.38 se muestra la ruta de convergencia del método.

2.0 00 -3.0 Az 0.0
0.0 3.0 —-1.0 Aze | = | 0.0
3.0 1.0 0.0 AX 0.0

Ver Restricciones_ej04.java
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Figura 5.38: Solucién del ejemplo 4
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Optimizacion Lineal

6.1. Introduccion

Programacién lineal se enfoca en el anélisis del siguiente problema en forma estandar

min ¢ x
sujeto a

Ax =b

z>=0

donde ¢ es un vector en RY, b es un vector RM y A es una matriz de tamafio M x N.
Simples cambios pueden ser usados par transformar cualquier problema lineal a esta forma.
Por ejemplo, dado el problema

min  clx (6-66)

sujeto a

Ax >=1b

podemos convertir las desigualdades a igualdades introduciendo un vector de variables de
holgura z y escribiendo

157
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sujeto a
Ar—z=1b>
z>=0

Podemos particionar los multiplicadores de Lagrange para el problema dado por (6.66) en
dos vectores A y s, donde A € RM es el vector de multiplicador de lagrange para el sistema
de igualdades Az = b mientras que s € RV es el vector de multiplicadores de Lagrange
para la restriccién x >= 0. Utilizando estas condiciones podemos escribir

Lz, \s)=cla — AT (Az —b) — sTx

Las condiciones necesarias de primer orden para x* son

AT\ + s

c
Ax = b
z> = 0
s> = 0
xisi = 0 Viell,.,N]

Para resolver por el método de punto interior tenemos que resolver el sistema de ecuacio-
nes

AT N+s—c¢
F(z, A\, s) = Az —b =0
XSe

Aplicando el método de Newton-Raphson podemos resolver de manera iterativa como

0o AT I Azk) )
A 0 0 ANK) | = —rbk)
Sk o x®) Ask) —X®s®e 4+ ope
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donde 7c®) = ATAF) 1 5®) — ¢ rp®) = Az®) —p X*) = diag(z®)), S®) = diag(s¥) y
p*) = [2(]Ts/N y las actualizaciones las realizaremos como:

2D — () 4 A0

AEHD — A (R) L ANR)
s+ — (k) 4 A g(R)
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Tareas

A.1. Tarea l

Dada la funcion
flz) = 1_6(—(90—3.1416)2)

Calcular el minimo de la funcion utilizando

a) busqueda secuencial con un g = 2.0 y h = 0.01 b) razén dorada en el intervalo 2.0 < x <
4.0 y ¢) Utilizando el método de Newton con un valor inicial o = 0.0 y zo = 2 d) Concluir
respecto al comportamiento de los métodos y el niimero de iteraciones realizadas.

A.2. Tarea 2

Dada la funcién en tres dimensiones
f(x1,29,23) = (1 — x1)2 +(1- x2)2 + 100(xo — x%)Q + 100(z3 — ac%)2
Calcular en el punto zo = [0.8,0.7,0.9]7 :

a) El vector Gradiente y la direccién de busqueda de méximo descenso, b) La grafica de la
funcién phi(alpha) en la direccién de maximo descenso c¢) Cual es el minimo de la funcién
phi(alpha)

A.3. Tarea 3

Dadas la funciones Y
fi(z,y) = w77V
con Xg = [0.5,0.5]7

fa(z,y) = xseno(y)

161
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con o = [0.8,4]7
Determinar para cada una de la funciones en los puntos iniciales :

a) La grafica de la funcién phi(alpha), b) El rango donde se cumplen las condiciones fuertes
de Wolfe, c¢) El valor minimo de alfa utilizando razén dorada, d) El valor minimo de alfa
utilizando méaximo descenso, e) El valor minimo de alfa utilizando interpolacién y f) El
valor minimo de alfa utilizando el método de Newton para alpha de maximo descenso g)
Concluir

A.4. Tarea 4

Dada la funcién de Rosenbrock en tres dimensiones
fz1, 2o, 23) = (1 —21)% + (1 — 22) + 100(z2 — 23)? + 100(x3 — 23)?
y un punto inicial z9 = [0.8,0.7, O.9]T, para los métodos de Maximo descenso y Forsite con
2 pasos hacer :
a) llenar una tabla como la siguiente tabla
kxp flag) prodp, 01234 ... kpax

b) Hacer una grafica de k vs f(z}) c) calcular el dngulo entre las direcciones k y k+ 1 para
cada método.

A.5. Tarea 5

Dada la matriz
16 8 4 12
8 29 -3 16
4 -3 102 21
12 16 21 53

A=

y el vector b = [5, —2, 10, 6], calcular el minimo de la funcién cuadrética f(z) = 0.527 Az-b"z
utilizando :

a) La solucién exacta y b) El método de Gradiente Conjugado
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A.6. Tarea 6

Para una imagen dada en formato ppm aplicar el método de regularizacién y minimizar la
funcién E(f) utilizando

a) El método de Gauss-Seidel, b) El método de Descenso de Gradiente (verificar que las
direcciones estan a 90 grados) c¢) Solucionar utilizando el método de Gradiente conjugado
d) Solucionar utilizando el método de Gradiente conjugado precondicionado e) Hacer una
grafica donde se muestre la funcién de error E(f) contra el tiempo

A.7. Tarea 7

Para la funcién ze(~#"~¥%) y dado un punto inicial zg = —0.5 y yo = —0.5 determinar el
minimo utilizando

a) El método de Newton, b) El método de descenso de Gradiente, ¢) El método de Gra-
diente Conjugado PR+, d) El método de Gradiente Conjugado FR y e) Hacer la mejora
al método

A.8. Tarea 8

Escribir dos funciones para hacer la evaluacion del Jacobiano y del Hessiano para el método
de Gauss-Seidel aplicado al problema de registro de imégenes

A.9. Tarea 9

Hacer la implementacién de los algoritmos de Gauss-Seidel y Levenberg Marquart aplicado
al registro de imagenes.

A.10. Tarea 10

Para la funcién f(z,y) = xe(_m2_3”2), sujeto a x = y calcular de manera analitica el minimo
de la funcién utilizando multiplicadores de Lagrange.
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A.11. Tarea 11

Dada la matriz
16 8 4 12

8§ 29 -3 16
4 -3 102 21
12 16 21 53

y el vector b = [5, 2,10, 6]7, calcular el minimo de la funcién cuadratica f(z) = 0.5z7 Az—bTx
s.al0<uxz; <1,Vi=1---4. Considere como valor inicial z; = 1.0



A.11. TAREA 11 165

ITEX root = optimizacion.tex



166 TAREAS



Algoritmo de factorizacion de
Cholesky

B.1. Factorizacién de Cholesky

Dado un sistema de ecuaciones Az = b, si sustituimos la matriz A por una matriz factori-
zada utilizando Choleski, tenemos que A = LTL y el sistema de ecuaciones a resolver es:

[LTLlz =0 (B.67)

donde L es una matriz triangular superior, D es una matriz diagonal y LT una matriz
triangular inferior. En lugar de resolver el sistema de ecuaciones B.67, resolveremos dos
sistemas de ecuaciones dados por:

B.1.1. Ejemplo

Dada la factorizacién de una matriz A, determinar
» El producto de las LTL y

= la solucién del sistema de ecuaciones

coow
< &

oo ow

N = R =
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4 0 00
2 =5 0 0
T _
L= 3 3 20
1 2 1 2
El producto LTL es :
4 2 31 4 0 00
0 =5 3 2 2 =5 0 0
0 0 21 3 3 20
0 0 0 2 1 2 1 2
lo cual da
6 8 12 4
A 8 29 -9 -8

12 -9 22 11
4 -8 11 10

Comenzaremos por resolver el sistema de ecuaciones LTy = b

4 0 00 Y1 1

2 -5 00 y2 | | 20

3 3 20 ys | | 4

1 2 1 2 Y4 30
Utilizando sustitucién hacia adelante (ver ecuacién B.68) tenemos

y = [0.2500, —3.9000, 3.4750, 17.0375]"

bk - Jfk Ak 5 * b;
Y = =0 = I (B.68)
agk

Como segundo paso resolvemos el sistema Lx = y utilizando sustitucién hacia atras (ver
ecuacién B.69)

4 2 31 x1 0.2500
0 -5 3 2 T2 —3.9000
0 0 21 3 3.4750
0 0 0 2 T4 17.0375

con x = [-1.5130,2.6744, —2.5219, 8.5188]

.
w8 T it W * Uy (B.69)
F agk '
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B.2. Algoritmo

La factorizacién de Cholesky solamente es aplicable a sistemas de ecuaciones cuya matriz
sea definida positiva y simétrica. El algoritmo lo podemos desarrollar a partir de una matriz
A la cual escribimos como el producto de LT x L.

Asi, dada una matriz A

a1 a2 a13
A= | a1 a2 a3

as,1 az2 a3zgs

podemos escribir esta como

ha 0 0 L Lo L
A=L"L=| 1y la O 0 loo lo3
l31 l32 I33 0 0 33

Para desarrollar el algoritmo hacemos elemento a elemento el producto de las matrices
LTL, asi para los elementos del primer renglén se calculan como:

j=1 a1x=lalia
lip=, /a1
a1 = /61,1
J=2 a1p=1Il11l2
ho=ai2/lia
a2 =ai2/ai
J=3 az=lhilgs
hz=a13/li1
a3 = a1,3/a1,1

para el segundo renglén ¢ = 2

Jj=1 a1 = la1li1
log =az1/lia
s a1 = a2,1/al,1
J=2 asp=Il21l12+122l22
lao = /a2 —la1l12
ag2 = /022 — (2,101 2
J=3 as3=la1li2+1l22l23
log =lags —l21l13] /122
az3 = [a23 — az1a13)/az2
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Finalmente para ¢ = 3
Jj=1 as1 =31l
Ish =as1/lia
c as,1 =:a&1/a1J
Jj=2 azo = l31l12 + 132022
3o =laz2 —Il31l12]/l22
az 2 ::[a33 —-aalalg]/GQQ
Jj=3 a3z=I31l13+ 132023+ (3323
I3z = /a33 — 31013 — l32l23
az3 = /033 — 31013 — (32023

Dado que la matriz es simétrica, solamente calcularemos los elementos de LT, con :
k<j
@ij = D p—o Fik * jk
aj,j
Para los elementos en la diagonal de L hacemos:

Qij =

La implementacion en Java es

static public void Cholesky(double A[]1[]) {
int i, j, k, n, s;
double fact, suma = 0;

n = A.length;

for (i = 0; i < n; i++) {
for (j =0; j<=1i-1; j++) {
suma = 0;
for (k = 0; k <= j - 1; k++)
suma += A[i][k] * A[j][k];
Alil[j] = (A[i][j] - suma) / A[j1[j];
}

suma = 0O;
for (k = 0; k <=1 - 1; k++)
suma += A[i][k] * A[i] [k];
A[i]1[i] = Math.sqrt(A[i][i] - suma);
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Ejemplo

Realizar la factorizacién de Cholesky de la matriz

4 2 0 2
2 5 2 1
A= 0 2 17 —4
21 -4 11

Primer renglén

ai = /a1 = Vi=2

Segundo renglén

as1 =ag1/a1n =2/2=1

22 = /022 — a%,l =V5-12=2

Tercer renglén

az1 =asi/a1; =0/2=0

aza = [aza —asz, xasq)/ase =[1—0x1]/1=1

az s = \/a373 — CL%,I — a§72 =V 17 — 02 —12=4

Cuarto rengléon
as1 =ag1/a1n =2/2=1
Q4,2 = [CL472 — Q4,1 * a271]/a272 = [1 —1x 1]/1 =0

43 = [a473 — Q4,1 * as1 — a4,2a372]/a3’3 = [—4 —1%x0— 01]/4 =—1

ass = \Jars —aly —afy —ady = VIT- 2= 07— 12 = /9 =3

Finalmente la matriz LT queda

—_ O =N
O = NN O

- O O
w o oo
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B.3. Algoritmo de Cholesky incompleto

Para este algoritmo procedemos de manera similar que el Algoritmo complejo, la diferencia
estriba que en aquellas localidades donde exista un cero en la matriz original, los elementos
de la matriz factorizada no se calculan y en su lugar se coloca un cero

Ejemplo

Para la siguiente matriz

con un vector de términos independientes
b=1[1,2,3,2,1,2,3,2]

Calcular:

a) La solucién utilizando matriz inversa. La matriz inversa de A es :

0.4414 0.1466  0.0534 0.0253 0.1776 0.0915 0.0418 0.0224
0.1466  0.3482 0.1184 0.0534 0.0915 0.1280 0.0720 0.0418
0.0534 0.1184 0.3482 0.1466 0.0418 0.0720 0.1280 0.0915
0.0253 0.0534 0.1466  0.4414 0.0224 0.0418 0.0915 0.1776
0.1776  0.0915 0.0418 0.0224 0.4414 0.1466 0.0534 0.0253
0.0915 0.1280 0.0720 0.0418 0.1466 0.3482 0.1184 0.0534
0.0418 0.0720 0.1280 0.0915 0.0534 0.1184 0.3482 0.1466
0.0224 0.0418 0.0915 0.1776 0.0253 0.0534 0.1466 0.4414

y la solucién del sistema de ecuaciones calculado con A~! x b es
r = [1.4762,1.9524, 2.3810, 2.1905, 1.4762, 1.9524, 2.3810, 2.1905] 7

b) La solucién aplicando factorizacién de Cholesky.

Aplicando la factorizacién de Cholesky tenemos A = LT L donde LT es :

1,7321 0 0 0 0 0 0 0
—0,5774  1,9149 0 0 0 0 0 0
0 —0,5222  1,9306 0 0 0 0 0
LT _ 0 0 —0,518 1,6528 0 0 0 0
—0,5774 —0,1741 —0,0471 —0,0148  1,6229 0 0 0
0 —0,5222 —0,1413 —0,0443 —0,6767  1,8021 0 0
0 0 —0,518 —0,1623 —0,0165 —0,6057  1,8271 0
0 0 0 —0,605 —0,0055 —0,0169 —0,6067 1,5052
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Dado que LT Ly = b, usando sustitucién hacia adelante, encontramos:

y:[0.5774 1.2185 1.8835 1.8004 1.02328 2.0391 3.0211 3.2970}T

Ahora aplicando sustitucién hacia atrés, resolvemos el sistema Lx=y, cuya solucion es:

T = [ 1.4762 1.9524 2.3810 2.1905 1.4762 1.9524 2.3810 2.1905 ]T
Note que la solucién en similar a la del inciso (a)
c¢) La solucién aplicando Cholesky incompleto.

La solucién aplicando Cholesky incompleto es:

1,7321 -1 0 0 -1 0 0 0
—0,5774 1,9149 -1 0 0 -1 0 0
0 -0, 5222 1,9306 -1 0 0 -1 0
i = 0 0 —0,518 1,6528 0 0 0 -1
- —0,5774 0 0 0 1,633 -1 0 0
0 -0, 5222 0 0 —0,6124 1,8309 -1 0
0 0 —0,518 0 0 -0, 5462 1,8529 -1
0 0 0 —0,605 0 0 —0,5397 1,5306

Dado que LT Lz = b, usando sustitucién hacia adelante, encontramos:

@:[0.5774 1.2185 1.8835 1.8004 0.8165 1.71300 2.6505 2.9529]T

Usando sustitucién hacia atras:

;?3:[1.2235 1.5969 1.9919 1.7955 1.0737 1.5299 1.9924 1.9292]
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Ejemplos

C.1. Ejemplo 1

A continuacién se presentan los resultados obtenidos con la implementacién para la si-
guiente funcién:

f(z,y,2) = cos(z? — 2% — y?) (C.70)

con un punto inicial xr = -2, y = -1y 2 = —0.1

El gradiente para esta funcién:

2xsin(z® — z° — y*)
y?) (C.11)
2 _ 2

2_ .2 _ .2
Vi(x,y,z) = 2y sin(z? — 2% —
—2zsin(z2 — 2% — 3?)

Su Hessiano:

2 —
V f(xa Y, Z) -
ZSin(z2 — 22 — y?) — 422 cos(z2 — 22— y?) —dzycos(z? — 22 — y?) 4zzcos(z? — z2 — y?)
—dzy cos(z? — 22 — y?) 2sin(z2 — 22 — y?) — 4y? cos(2? — 22 — y?) dyzcos(z? — x? — y?)
4wz cos(z? — z2 — y?) 4yz cos(z? — 22 — y?) —2sin(2? — 22 — y?) — 422 cos(2? — 22 — y?)

(c.72)

Iteraciones
La siguiente tabla muestra los valores de |V f(zk, Yk, 2x)|? para los diferentes métodos, se
asume que el algoritmo ha concluido cuando |V f(xy, ¥, zx)| es menor que 1 x 1076
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176
k GC FR GC PR+ Newton Secantes BFGS DG
0 18.534829 18.534829 18.534829 18.534829 18.534829 18.534829
1 5.9961x10 12 18.534829 19.628691 19.628691 19.628691 4.9263x10~ 12
2 1.4080x10~ 5 | 5.9961x10~12 1.758437 6137.0593 217310.73 1.4081x10~ 1%
3 0 5.9952x 1012 6.9861x10~7 144.96555 808444.91 0
4 0 1.4081x10~ 15 | 3.4495x10~17 351.09507 674857.35 0
5 0 0 0 107.18124 107.18124 0
6 0 0 0 284.91499 284.91495 0
7 0 0 0 297.44935 297.44960 0
8 0 0 0 3.679177 3.678912 0
9 0 0 0 396.48686 396.47662 0
10 0 0 0 0.505325 0.505207 0
11 0 0 0 0.053475 0.053454 0
12 0 0 0 5.5675x10710 | 5.5652x107 10 0
13 0 0 0 5.0543x107 18 | 5.0476x107 18 0
f(z, v, 2) -0.99999999 ~0.99999999 1.0 1.0 1.0 -0.99999999
Resultados

Para el método GC-FR la solucién obtenida es:

x = —1.588993403399196
y = —0.794496701699598
z = —0.120550325305159

Para el método GC-PR+ la solucién obtenida es

—1.588993403364383
y = —0.794496701682191
z = —0.120550324628847

Para el método de Newton la solucién obtenida (que no es minimo) es

X

T = —3.173837263856202
y = —1.586918631928101
z = —0.158691863192810

Para el método de secantes la solucién obtenida es

x = —9.388337235773939
y = —4.694168617886971
z = —0.469416861788697

Para el método de secantes con actualizacién BFGS la solucién obtenida es

x = —9.388337235773939
y = —4.694168617886971
z = —0.469416861788697
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Para el método de descenso de gradiente la solucion obtenida es

z = —1.588993398143894
y = —0.794496699071947
z = —0.120550326121605

Conclusiones

Las conclusiones aplican Unicamente para esta funciéon en particular, pues el comporta-
miento de los algoritmos depende en gran medida de la funcién y del punto inicial que se
dé.

En cuestion de rendimiento el mejor desempeiio lo tiene el método de Gradiente Conju-
gado de Flecher-Reeves junto con el Descenso de gradiente utilizando bisqueda lineal con
muestreo hacia atras y refinando con razén dorada. El peor desempefio se observé en el
método de secantes y secantes con actualizacién BFGS, ambos con 13 iteraciones.

Cabe observar que ambos métodos de secantes llegan a un minimo, aunque bastante lejano
del punto inicial y de las soluciones dadas por los otros algoritmos.

El método de Newton, a pesar de tener un desempeno comparable al de Polak-Ribiere, no
tiene un comportamiento deseable, pues la solucién a la que llegd es un maximo.

C.2. Ejemplo 2

Dado f(x,y) = 22+y?—y> y 1o = [-0.1, —0.5] calcular 2* por los siguientes métodos:
a)El método descenso de gradiente

b)El método Flecher y Reaves

¢)El método de Polak - Ribiere

d)El método de Newton

e)El método de Broyden’s o secante

f)El método de Secante con actualizacion BFGS

El gradiente de la funcion es:

Vf(z) = [ 2 33533/2 -‘

El Hessiano de la funcion es:



178 EJEMPLOS

VQf(w)=m S_Gy}

Resultados: en las tablas se muestra las iteraciones, el gradiente y en la parte inferior de

las tablas se muestra el minimo

Iteracion DG FR PR
1 1.0529000000E4-00 | 1.0261091560E+00 | 1.0529000000E+00
2 8.6524469501E-04 | 2.8641989200E-02 | 8.2036354532E-04
3 3.7906801746E-07 | 9.5247029376E-04 | 9.0815819313E-07
4 4.9409060070E-11 | 3.1628052834E-05 | 2.5771723344E-11
5 6.9412498475E-15 | 1.0500360359E-06
X -6.5710455395E-13 | -6.0350436068E-09 | -1.8607331472E-13
y 4.9395327839E-10 | 1.6352268545E-08 | 7.0174475477E-13
Iteracion Newton Secante BFGS
1 1.0261091560E4-00 | 1.0529000000E+00 | 1.0529000000E+00
2 2.3476331361E-02 | 5.5113813417E-04 | 5.5113813417E-04
3 3.8615695475E-04 | 2.4805908846E-05 | 2.4105600535E-05
4 1.1170848425E-07 | 7.0759602555E-09 | 6.8456011946E-09
5
X 0.0000000000E+00 | 0.0000000000E+00 | -6.0633893583E-11
y -4.6795429763E-15 | -9.8360197309E-12 | 1.0984631815E-11

En los resultados se observa que los mejores métodos para esta funcion son PR+, Newton,

secante, BFGS ya que convergen en 4 iteraciones.

C.3.

Ejemplo 3

A continuacién se presentan los resultados obtenidos con la implementacion para la si-
guiente funcién:

flz,y) =100(y — 2*)* + (1 — z)? (C.73)
desarrollando se tiene f(z,y) = 100y? — 20022y + 100z* + 22 — 2z + 1. El punto inicial dado
essz=2ey=2.

El gradiente para esta funcién:

(C.74)

40022 — 400xy + 22 — 2
Vi(z,y) = ( ¢ )

200y — 20022
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Su Hessiano:

2 _ —
1200z“ — 400y + 2 —400x > (C.75)

2 —
Vif(z,y) = ( — 400 200

Iteraciones
La siguiente tabla muestra el valor de |V f(z,yx)|> en las primeras iteraciones para los
diferentes métodos, se asume que el algoritmo ha concluido cuando |V f(xg, yx)| es menor
que 1 x 1076

k GC FR GC PR+ Newton Secantes BFGS DG
0 2726404.00 2726404.00 2726403.99 2726403.99 | 2726403.99 2726403.99
1 3.102538 2726404.00 3.999926 3.999926 3.999926 0.089682
2 9.092944 3.102538 197423.209 4.019346 3.979929 11.30171
3 1388.452 9.044424 6.0804x106 66835.009 196440.73 0.087853
4 2250.645 1384.391 4.6213x10~7 2.584125 4.649582 10.74220
5 2687.140 2195.172 1.3331x10~28 8.053000 4.537298 0.086080
6 2897.356 113.0063 0 74.92009 7.120902 10.21182
7 2977.956 4.429209 0 34.93566 1.751424 0.084360
8 2980.577 111.1229 0 26.62128 3.199347 9.722758
9 2935.235 168.1488 0 39778.14 3.641651 0.082691
10 2860.440 17.50143 0 0.516530 4.272829 9.260353
f(z, v, z) 9.0483x10 14 0.0 0.0 0.0 0.0 3.0464x 10~ 13
Iteraciones 163 53 5 154 131 2037
Resultados

Para el método GC-FR la solucién obtenida es:
= 0.9999997237601747
y = 0.9999994446670981
Para el método GC-PR+ la solucién obtenida es
2 = 1.0000000002512976
y = 1.000000004827209
Para el método de Newton la soluciéon obtenida es
z=1.0
y=1.0
Para el método de secantes la soluciéon obtenida es

z = 0.9999999991748632
y = 0.9999999983510515
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Para el método de secantes con actualizacién BFGS la solucién obtenida es

x = 0.9999999999946342
= 0.9999999999891986

Para el método de descenso de gradiente la solucion obtenida es

x = 1.000000552035356
y = 1.000001103577654

Conclusiones

Las conclusiones aplican Unicamente para esta funcién en particular, pues el comporta-
miento de los algoritmos depende en gran medida de la funcién y del punto inicial que se
dé.

En cuestion de rendimiento el mejor desempeno lo tiene el método de Newton que ademas de
ser el Unico en llegar a la solucién exacta hace sélo 5 iteraciones. Seguido por Polak-Ribiere
en 53 iteraciones. Tanto Gradiente Conjugado de Flecher-Reeves, secantes y secantes con
actualizacion BFGS muestran un desempernio similar con 163, 154 y 131 iteraciones respec-
tivamente. El método Descenso de gradiente utilizando busqueda lineal con muestreo hacia
atras y refinando con razén dorada exhibe el mayor niimero de iteraciones, haciendo 2037
iteraciones.
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