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Introduccion

1.1. Creacion de Imagenes

El Puntillismo aparece por vez primera en 1884, encabezado por el pintor Neo - Impre-
sionista Georges Seurat, y contando con entre sus mas fieles seguidores tales como Henri-
Edmond Cross y Vlaho Bokovac. Su procedimiento empleado por estos artistas, consisten-
te en poner puntos de colores puros en vez de pinceladas sobre tela; logrard una técnica
que fue el resultado de los estudios crométicos llevados a cabo por Georges Seurat (1859 -
1891), pintor francés, quien en 1884 llegé a la divisién de tonos por la posicién de toques
de colores que, mirados a cierta distancia, crean en la retina las combinaciones deseadas

[Wikipedia).

Figura 1.1: Imagen de puntos

1.1.1. Manejo de colores RGB

Definimos un pixel como la unidad basica de una imagen. Es un punto en cuyo valor se
almacena la informacién concerniente a los colores. Los colores basicos que manejaremos
son Rojo, Verde y Azul. Asi pixel lo podemos ver como un arreglo P = [P, P, P]

En la siguiente figura podemos ver el como se almacena la informacién concerniente a los
32 bit o 4 Bytes
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Alpha Rojo Verde Azl

32 24 16 8 0

Figura 1.2: Formato de 32 bits para manejo de color

Una imagen discreta, la podemos definir como un arreglo bidimensional en el cual se al-
macena la informacién de cada punto de la imagen 256% = 16,777,216 diferentes colores
por pixel. Dado que la informacién se maneja en Bytes para almacenar un byte necesi-
taremos de 4 bytes, tres correspondientes a los colores Rojo, verde y Azul y un cuarto
que tiene informacién del nivel de transparencia. En la cdmaras es comun hablar de su
resolucién en Megabytes, ;Qué relacién existe con esto?. Un megapixel (Mpx) equivale a
1 millén de pixeles, a diferencia de otras medidas usadas en la computacion en donde se
suele utilizar la base de 1024 para los prefijos, en lugar de 1000, debido a su convenien-
cia respecto del uso del sistema binario. Usualmente se utiliza esta unidad para expresar
la resolucién de imagen de camaras digitales; por ejemplo, una cdmara que puede tomar
fotografias con una resolucion de 2048 x 1536 pixeles se dice que tiene 3.1 megapixeles
(2048 x 1536 = 3.145.728).

Para el caso de una imagen de 700 x 525 pixeles en tres colores almacenada sin compre-
sién tendremos que el tamano de la imagen sera igual a 700 x 525 x 3 ~ 1.1 MB (Mega
Bites).

En Forma matricial podemos hacer una imagen con colores verdes si definimos, un arreglo
bidimensional donde ponemos un vector de colores {R,G,B}

0 0
255 0
0 0
0 0
0 255
0 0

Para este ejemplo si nuestro arreglo de imagen se llama A los colores almacenados en el
renglén i columna j, la notacién para referirnos a este punto es A; ;
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1.1.2. La escala de gris

En el caso de una imagen en tono de gris solamente se maneja una sola matriz de datos, asi
el color rojo sera igual que el verde y el azul. La unién de los colores dara como resultado
blanco y la ausencia dara negro. Nuestra imagen solamente tendré colores que van desde
el negro al blanco en 256 tonos diferentes.

arul Cyan
K
e *
Magsnta . -"’If
< |blanco
m‘y_rm r_’ '-'E'H.E'
Lfﬁf’ i
e
oo armarilk

Figura 1.3: Cubo de colores y escala de gris

)

Utilizando im&genes en tono de gris, solamente serd necesario almacenar la informacion
concerniente a un canal de color, o un promedio de los tres canales de color. Esto reduce
en 1/3 la informacién que debe ser almacenada.

1.1.3. Formato PPM para imagenes

Actualmente existen una infinidad de formatos para almacenamiento de imégenes. Los
formatos més populares como el JPEG realizan la compresién de la imagen con perdida
de informacién. Uno de los formatos mas simples es el Portable Pixel Map (PPM por sus
siglas en ingles) y a continuacién se muestra un ejemplo de este archivo.

P3

# P3 significa que los colores estan en ASCII
# 3 columnas

# 2 renglones

# 255 para el color maximo
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# E1 archivo termina con 6 tripletas RGB (18 valores enteros en ASCII)
32

255

255 0 128 32 255 0 64 32 255 25 55 10 255 11 5 0 0 O

La simpleza del formato PPM permite entender la informacién que se almacena en forma
directa y escribir un cédigo relativamente simple para escribir imagenes en este formato. Si
escribimos en un archivo de texto lo mostrado en en las instrucciones anteriores, le damos
la extensién PPM al archivo, tendremos una imagen con 6 pixeles a colores.

1.1.4. Interfase para desplegar imagenes en Java.

Ver Algoritmos y ejemplos en la pagina. ver inicial.java

1.2. Operadores Sobre imagenes

1.2.1. Operadores puntuales sobre Imagenes

Una imagen discreta, la podemos definir como un arreglo bidimensional en el cual se al-
macena la informacién de cada punto de la imagen. Como definimos en la seccién anterior
cada unidad es un pixel y en el caso de operadores puntuales consideraremos que cada uno
de estos se aplica sobre cada pixel de la imagen.

Linea Recta

Dada la imagen que se muestra en la figura 1.4(a) y su histograma 1.4(b) en tono de gris,
podemos calcular una transformacion lineal que nos permita cambiar el contraste de la
imagen.

(a) Imagen origi- (b) Histograma
nal

Figura 1.4: Imagen original de Lena y su histograma en tono de gris
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Consideremos el caso de la ecuacién de una linea recta y = max +b donde m es la pendiente
v b el cruce por cero.

G9ij = (fi,j - fmzn) * (gmax - gmin)/(fmax - fmzn) + Gmin;

donde el rango dindmico de la imagen dada es fiin = 0¥ frae = 255 y el rango de la
nueva imagen s gmin ¥ gmaz l0s cuales fijaremos en el rango [10, 50]. La ecuacién resultante
es

8
Gij = afi,j +10
V<i,j>ef)

Asi para una imagen dadas estas condiciones podemos cambiar la apariencia haciendo una
proyeccién del espacio original de la imagen a un nuevo espacio dado por una linea recta.
El resultado de la aplicacién a cada punto se presenta en la figura 1.2.1. En la figura 1.5(b)
podemos ver como la aplicaciéon de este operador reduce el rango dindmico de la imagen
reduciendo el rango del histograma en la misma medida.

"

(a) Imagen o (b) Histograma
Figura 1.5: Imagen de Lena modificada y su histograma en tono de gris

En el caso de una imagen con mayor informacién esta lucird como:

Cambio de color a tono de Gris

Otro ejemplo de operadores puntuales sobre imagenes es la conversién de colores RGB a
escala de gris. Asi para convertir la imagen a colores a tono de gris, simplemente sacamos
el promedio de cada uno de los pixeles en la 3 bandas aplicando la operacién

Aij=(Rij+Gij+Bij)/3

Con esta operacién tendremos una sola matriz con el promedio de los colores y cuando
se crea la imagen a color las matrices R, G, B seran iguales a la matriz A.
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Funcién Sigmoide

Otra manera de hacer esto es considerar una funcién diferente como la sigmoide, definida
como

_ 1
Y71 + e Pz
donde B es un parametro que controla la pendiente del escalén. Para hacer la aplicacion de
la funcién sigmoide, serd necesario hacer un cambio al rango [—1,1] de la imagen original
ya que el dominio y rango de la funcién sigmoide es [—00, 00| y [0, 1] respectivamente.

Como luce una imagen en estas condiciones. En la figura 1.2.1, podemos ver la aplicacién
de la funcién sigmoide con § = 100 a la imagen original en la figura 1.4(a). En esta figura
podemos ver la, la imagen procesada, el histogramas de la imagen y la grafica de la sigmoide
aplicada.

| g

(a) Imagen o (b) Histograma (c) Sigmoide con
B =100

Figura 1.6: Imagen de Lena modificada por la funcién sigmoide

1.2.2. Operadores de Ventana sobre imagenes

El objetivo de un operador de ventana es reemplazar el valor de un pixel, por el contenido
pesado en una ventana al rededor de esta. Asi por ejemplo:

i+nk  j4nk

L= Z Z W 1g .

k=i—nkl=j—nk

donde wy; es un peso que puede tener varios valores con lo cual tenemos una posibilidad
casi infinita de operadores. En la figura 1.7 tenemos un operador correspondiente a la
media, donde cada uno de los pixeles es reemplazado por el promedio en una ventana de
tamano (2ny + 1) x (2ng + 1) y con wy; = m
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Figura 1.7: Lena aplicando un operador de ventana que simula la media

1.3. Transformaciones Geométricas

En esta seccién basicamente analizaremos dos transformaciones geométricas en imagenes.
Estas son la transformacién Afin y la transformacién proyectiva.

1.3.1. Transformacién Afin

Una transformacion afin es una transformacién geométrica que esta constituida por trans-
lacién, escalamiento, rotacién y cizallamiento. Cada una de esas transformaciones es una
transformacion afin y se explican a continuacion.

Traslacién

Una translaciéon la podemos hacer simplemente asumiendo que las nuevas coordenadas
T =x+1t; §y=y+t, les sumamos un valor ¢, o t, segin corresponda. En coordenadas
homogéneas queda como

T 1 0 t, T
i = 0 1 ¢ Y
1 00 1 1

La Figura 1.8 muestra un ejemplo de una translacién de un cuadro de color azul y el
resultado del cuadro trasladado en color rojo. En este caso se aplico una translacién dada
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0 1 2 3 4 5

Figura 1.8: Aplicacién de una translacién a un cuadro

por la ecuacién (1.1).

(1.1)

N
Il
S O =
O = O
=N W

Escalamiento

El escalamiento pude entenderse como hacer que una figura geométrica cambie su tamano
o cambie su escala. Un escalamiento en x lo podemos representar por como & = x S, y en
y como § =y s,. En coordenadas homogéneas se pude expresar como

T s, 0 O T
7 = 0 s, O Y
1 0 0 1 1

La Figura 1.9 muestra un ejemplo de la aplicacién de un escalamiento a un cuadro de color
azul y el resultado del cuadro escalado en color rojo. En este caso se aplicé un escalamiento
dada por la ecuacién (1.2).

(1.2)

nn

I
S O W
S NN O
_ o O
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0 1 2 3 4 5

Figura 1.9: Aplicacién de un escalamiento a un cuadro

&g
zyY
04 /
r
r //
0.2
a+ 6
o

Figura 1.10: Coordenadas z,y girada un dngulo 6

Rotacién
Consideremos el caso de un punto que rota respecto a un punto fijo tal como se muestra
en la Figura 1.10. Las coordenadas x y y, en forma polar las podemos obtener como

x =r cos(a)yy=r sin(a). Si consideramos que esta gira un angulo 6 entonces podemos
representar esta rotacién en forma polar como

[ 7 cos(a+0) r cos(a) cos(f) — r sin(a) sin(6)

< gyc > - < r sin(a + 6) > - ( r cos(a)sin(f) + r sin(a) cos(0) )

(2)=( 2oy

Una transformacién de rotacién puede ser definida como

()= (o ()
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N

Figura 1.11: Aplicacién de una rotacién a un cuadro

y en coordenadas homogéneas puede representarse como

z cos(d) —sin(0) 0 x
g | =\ sin(@) cos(@) O Yy
1 0 0 1 1

cos(d) —sin(f) 0
R(O)= | sin(0) cos(d) O
0 0 1

La Figura 1.11 muestra un ejemplo de la aplicacién de una rotacién de 45 grados (7/4 rad)
a un cuadro de color azul y el resultado del cuadro rotado en color rojo. En este caso se
aplicé una matriz de rotaciéon dada por la ecuacién (1.3).

=
S‘H
[\

R(m/4) =

ol
= o O
—

[a—

w
N—

=3

Cizallamiento

El cizallamiento es una transformacién dada por la matriz, donde c, es el angulo de ciza-
llamiento respecto al eje x.
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20
1.5
1.0
8
DOO

1 2 3 4

Figura 1.12: Aplicacién de un cizallamiento a un cuadro

En caso de querer aplicar el cizallamiento en la direccién y, la matriz de transformacién
Sera.

0 0
¢, = tgle,) 1 0
0 0 1

La Figura 1.12 muestra un ejemplo de la aplicacién de un cizallamiento de 45 grados (/4
rad.) en la direccién de x a un cuadro de color azul y el resultado del cuadro cizallado en
color rojo. En este caso se aplicé un cizallamiento dado por la ecuacién (1.4).

Cp = (1.4)

S O
O ==
— o O

Una vez que unimos todas las transformaciones tenemos una composicién dada por una
Rotacién R, un escalamiento S, un Cizallamiento C' y una Translacién T. Al conjunto de
estas operaciones se le conoce como transformacion afin.

sy cos(0) —sy sin(0) + s, cos(0) tan(cy)
Tofin = | sz sin(8) sy cos(8) + s, sin(0) tan(cy) t,
0 0 1

1.3.2. Interpolacion.

Todas las transformaciones aplicadas anteriormente son para un punto en el espacio de coor-
denadas [z, y], pero qué sucede cuando hablamos de imdgenes. Una imagen esta compuesta
de colores en una posicién con coordenadas enteras [n, m]. Si aplicamos una transformacién
afin las coordenadas enteras pasaran a ser coordenadas en nimeros reales.
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28 f(n+1)
. e
z.of(n)

: . 4 2.0
n x n+ 1

Figura 1.13: Interpolacién lineal en una dimensién

Interpolacién en 1 dimensién

La Figura 1.13 muestra el ejemplo con una senal en el intervalo [1,2] donde f(1) = 1.7y
f(2) = 3.5 y queremos encontrar los valores para una f(1.378). Para nuestros propdsito
suponemos que 1 € N es un niimero entero y dado que no tenemos ninguna informacién a
priori los puntos entre 1.0 < z < 2.0 tiene un comportamiento lineal tal como se muestra
en la Figura 1.13.

Utilizando la ecuacién de la linea recta tenemos dos puntos P, = [n, f(n)] y P» = [n +
1, f(n + 1)], la ecuacién de la linea recta esta dada por

fln+1) — f(n)
n+1l—n

flx) = f(n) =

(x —n)

Considerando que = = n + « tenemos

flx) = f(n) = (f(n+1) = f(n))a
f@) = fin+Da+ f(n)(1 - a)

Para el ejemplo « = 1.378, tenemos n = 1 y a = 0.378 por lo tanto f(1.378) = f(1)(1 —
a) + f(2)a = 1.7 x (1 — 0.378) + 3.5 x 0.378 = 2.3804,
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Interpolacion en 2 dimensiones

Para realizar la interpolacién en dos dimensiones hacemos la aplicacién de una inter-
polacién en cada una de la dimensiones x y y. Para este caso tenemos cuatro puntos
Py = [nm, f(n,m)], P, = [nm+1,flnom+1)] Ps=[n+1mf(n+t1lm)]y P =
m+1,m+1, f(n+1,m+1)].

Vamos a suponer que tenemos que calcular el valor de la funcién en dos dimensiones f(u, v)
donde © € R y v € R entonces tenemos un valor u =n+ayv=m+ 5 donden € Ny
m € N y podemos escribir:

flu,m)=f(n,m)(1—a)+ f(n+1,m)a
fluym+1)=fnom+1)(1—-a)+ f(n+1,m+ 1«

y finalmente

f(u,v) :f(u7m)(1_ﬁ)+f(u7m+1)/8

flu,v) = f(n,m)(1 —a)(1 = B) + f(n+1,m)a(l - p)
+fn,m+1)(1—-a)f+ f(n+1,m+ 1)ap

La funcién de interpolacién bilineal en Java es

static public double bilineal(double f[][], double x0, double yO)

{
int ii, jj, nr, nc;
double a, b, y;

ii = (int) yo0;
jj = (int) x0;

a =y0 - ii;
b=x0 - 3jj;

nr = f.length;
nc = f[0].length;

if (i1 <0 || jj <0l ii > nr - 2 || jj > nc - 2)



14 INTRODUCCION

return O;
if ( (a == 0) && (b == 0))
return f[ii] [jj];

if (ii == nr - 1 && jj == nc - 1)
return f[ii] [jj];

if (b ==0 || jj == nc - 1) {
y = (1 -a) * f[iil[jj] + a * £[ii + 11[jj];
return y,;

}

if (a ==0 || ii == nr - 1) {
y=Q -b) * f[ii1[jj]1 + b * £[ii]1[jj + 1];
return y;

}

y=(0-a) * (1 ->b) *x £f[1i1[jjl + (1 - a) * b * f[ii]l[jj + 1] +
a* (1 -b) x £f[i1i + 11[jj] + a * b * £[ii + 1]1[jj + 11;
return y;

}

1.3.3. Problemas con la transformacién Afin

Para una imagen origen I las coordenadas del renglén r y la columna ¢ son nimeros
enteros. Al aplicar una transformacion 1" dard como resultado coordenadas en el renglén
rn y columna ¢, que son nimeros reales y deben ser asignadas a coordenadas enteras en la
imagen destino I>. La Figura 1.14 muestra este problema donde el punto en coordenadas
r =2y c =2 de laimagen I1, para una cierta transformacion 7', corresponde al punto
rn, = 3.7y ¢, = 2.5 de la imagen 12. Esto significa que tenemos que poner el color en el
pixel de la imagen origen I1[2, 2] en un pixel que no existe en la imagen destino I3[3.7, 2.5].
Una manera de resolver el problema es truncar las coordenadas aplicando la operacién piso
y entonces hacer I5[[3.7], |2.5]] = 12[3,2] = 1[2, 2].

Consideremos el caso de una matriz de rotacién dada por:

0.951057 —0.309017 O.
R =1 0309017 0.951057 0.
0. 0. 1.
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I C I Cn
0 0
1 2 3 4 1 2 3 4
1 1
2 & 2¢

Figura 1.14: Puntos correspondientes en imagenes I; e I

v las coordenadas las podemos calcular

cn | | 0.951057 —0.309017 0. c

[ Tn ] a [ 0.309017 0.951057 0. ] [ r ]

de acuerdo con lo expuesto al aplicar la transformacién, para cada uno de los puntos de
la imagen origen I; tendran su equivalente en I». Todo esto se puede realizar mediante el
siguiente cédigo y la imagen destino Is resultante se muestra en la Figura 1.15. Note los
puntos negros en la Fig. 1.15, generados por el truncamiento.

for(r=0; r<Nr; r++)
for(c=0; c<Nc; c++) {
cn = T[O]*c + T[1] * ¢ + T[2];
rn = T[3]*c + T[4]*c + T[5];

I2[(int) rn]l[(int) cn] = I1[i][j];

. Cémo corregir este efecto?. Una manera de hacerlo es en lugar de barrer todos los puntos
de la imagen origen I;, barreremos todos los puntos de la imagen destino I» y las coor-
denadas correspondientes en la imagen origen las calculamos utilizando la transformacion
inversa. Las coordenadas nuevas que no sean enteras las redondearemos como el piso de
los valores reales Io[r,c] = I1[|rn], [¢n]]- En la Figura 1.16 se muestra un ejemplo de c6mo
las coordenadas enteras en la imagen destino I2 vienen de unas coordenadas reales en la
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Figura 1.15: Lena aplicando una transformacién de rotaciéon R(18°)

3 3
T T4

Figura 1.16: Puntos correspondientes en imégenes I; e I» aplicando la transformacion
inversa

imagen origen I;.

El cédigo para hacer esto es el que se muestra a continuacién.

for(r=0; r<Nr; r++)
for(c=0; c<Nc; c++) {
cn = Tinv[0]*c + Tinv[1]*c + Tinv[2];
rn = Tinv[3]*c + Tinv[4]*c + Tinv[5];

I2[r] [c] = I2[rn][cn]
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El cédigo para la transformacién afin resume todo lo antes dicho agregando la interpolacién
bilineal para evitar hacer el truncamiento de las coordenadas. Este cédigo se muestra a
continuacion:

static public void afin(double f[][], double g[][], double T[])

{

int r, ¢, Nr, Nc;

double rn, cn;

Nr
Nc

f.length;
f[0].length;

for (r = 0; r < Nr; r++)
for (c = 0; ¢ < Nc; c++) {

T[Ol*c + T[1l*r + T[2];
rn = T[3]l*xc + T[4]*r + T[5];
I2[r] [n] = bilineal(Il1, cn, rn);

cn

La Figura 1.17 podemos ver la diferencia entre la aplicacion de la transformacién inversa
con interpolacién 1.17 (a) y la aplicacién de la transformacién directa 1.17 (b).

Ejemplo

Considere una imagen I; dada como

1 2 3 4 5 6
7T 8 9 10 11 12
13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24

I =
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(a) Aplicando R(—18°) (b) Aplicando R(18°)

Figura 1.17: Transformacién Afin. (a) Aplicando transformacién inversa e interpolacion.
(b) aplicando la transformacion directa

y la Transformacion

300 200
—1 2
T=|0 20| T"'=|0 20
0 0 1 0 0 1

Vamos a Determinar la imagen Is considerando la transformaciéon 7'y como referencia los
puntos de la Imagen I;. Para este caso tenemos los resultados en la Tabla 1.1.
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Cuadro 1.1: Puntos calculados con la transformacion Ty con referencia en la imagen [

roc Tn Cn Iy(|rn], len)) = Li(r, c)
0 0 0.000000 0.000000 15(0,0) = 1;(0,0)
0 1 0.000000 1.500000 I5,(0,1) = I1(0,1)
0 2 0.000000 3.000000 15(0,3) = 1,(0,2)
0 3 0.000000 4.500000 15(0,4) = I1(0, 3)
0 4 0.000000 6.000000 15(0,6) = 1,(0,4)
0 5 0.000000 7.500000 I15,(0,7) = I,(0,5)
1 0 1.500000 0.000000 I5(1,0) = I1(1,0)
1 1 1.500000 1.500000 I>(1,1) = I1(1,1)
1 2 1.500000 3.000000 I,(1,3) = I1(1,2)
1 3 1.500000 4.500000 I(1,4) = I,(1,3)
1 4 1.500000 6.000000 I5(1,6) = I1(1,4)
1 5 1.500000 7.500000 I,(1,7) = I1(1,5)
2 0 3.000000 0.000000 I5(3,0) = I1(2,0)
2 1 3.000000 1500000  I(3,1)=I;(2,1)
2 2 3.000000 3.000000 I5(3,3) = I1(2,2)
2 3 3.000000 4.500000 I15(3,4) = I1(2,3)
2 4 3.000000 6.000000 I5(3,6) = I1(2,4)
2 5 3.000000 7.500000 I>(3,7) = I1(2,5)
3 0 4.500000 0.000000 15(4,0) = I(3,0)
3 1 4.500000 1.500000 I,(4,1) = I1(3,1)
3 2 4.500000 3.000000 I>(4,3) = 1(3,2)
3 3 4.500000 4.500000 I5(4,4) = I1(3,3)
3 4 4.500000 6.000000 I>(4,6) = I,(3,4)
3 5 4.500000 7.500000 I,(4,7) = I1(3,5)

Ahora vamos a Determinar la imagen I considerando la transformacién 7! y como refe-

rencia los puntos de la Imagen I>. Para este caso las coordenadas quedan como 1.2.
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Cuadro 1.2: Puntos calculados con la transformacién inversa y con referencia en la imagen

2

r c T Cn Iy(r,c) = Ii(|rn], Len))
0 0 0.000000 0.000000 15(0,0) = I;(0,0)
0 1 0.666667 0.000000 15(0,1) = I,(0,0)
0 2 1.333334 0.000000  I»(0,2) = I;(1,0)
0 3 2.000001 0.000000  I5(0,3) = [,(2,0)
0 4 2.666668 0.000000  I»(0,4) = I;(2,0)
0 5 3.333335 0.000000  I»(0,5) = 1(3,0)
1 0 0.000000 0.666667 I5(1,0) = I,(0,0)
1 1 0.666667 0.666667 I5(1,1) = I1(0,0)
1 2 1.333334 0.666667  I»(1,2) = I;(1,0)
1 3 2.000001 0.666667  I»(1,3) = I1(2,0)
1 4 2.666668 0.666667  I»(1,4) = I,(2,0)
1 5 3.333335 0.666667 I5(1,5) = I1(3,0)
2 0 0.000000 1.333334 15(2,0) = I1(0,1)
2 1 0.666667 1.333334  I»(2,1) = [;(0,1)
2 2 1.333334 1333334  I»(2,2) = I;(1,1)
2 3 2.000001 1.333334 15(2,3) = 1,(2,1)
2 4 2666668 1333334  I»(2,4) = I;(2,1)
2 5 3.333335 1.333334 I(2,5) = I1(3,1)
30 0.000000 2.000001  I(3,0) = 1,(0,2)
3 1 0.666667 2.000001 I5(3,1) = I,(0,2)
32 1.333334 2000001  Ip(3,2) = [1(1,2)
3 3 2.000001 2.000001  I»(3,3) = [1(2,2)
3 4 2.666668 2.000001 I(3,4) = I1(2,2)
3 5 3.333335 2.000001 15(3,5) = I(3,2)

Finalmente en cada uno de los casos la imagen Iy para los tres casos queda como:
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Referencia I
1.0000  2.0000 0.0000 3.0000 4.0000 0.0000
7.0000 8.0000 0.0000 9.0000 10.0000 0.0000

Iy con T 0.0000  0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
13.0000 14.0000 0.0000 15.0000 16.0000 0.0000
1.0000 1.0000 7.0000 13.0000 13.0000 19.0000
. 1.0000 1.0000 7.0000 13.0000 13.0000 19.0000
I conT

2.0000 2.0000 8.0000 14.0000 14.0000 20.0000
3.0000 3.0000 9.0000 15.0000 15.0000 21.0000

1.0000 1.6667 2.3333 3.0000 3.6667  4.3333
5.0000 5.6667 6.3333 7.0000 7.6667 8.3333
9.0000 9.6667 10.3333 11.0000 11.6667 12.3333
13.0000 13.6667 14.3333 15.0000 15.6667 16.3333

I, con T~ interpolada

ver (afin.java)

1.3.4. Transformacién Log Polar

La geometria log polar en imagenes fue motivada por la estructura de la retina de algunos
sistema de vision y esta tiene algunas propiedades de compresion. Cuando comparamos el
sistema usual de coordenadas cartesianas en imagenes, las imagenes log - polar permiten
muestreo mas rapido en los sistema de visién artificial sin reduccién en el tamano de la
vista y la parte centra de la retina (fovea).

La transformacién log-polar es un mapeo de puntos en el plano cartesiano (x,y) a puntos
en el plano log-polar (§,7). La Figura 1.18 (a) muestra un conjunto de puntos en linea
recta a los que se les aplica la transformacion log-polar y la Figura 1.18 (b) muestra como
quedan representados esos puntos. Los valores graficados en la Figura 1.18 se presentan en
la tabla 1.3. La manera de llevar a cabo la transformacion es mediante:

Aplicando esto tenemos que una imagen luce como la figura 1.19

ver (logpolar.java)
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0.5

(a) (b)

Figura 1.18: Interpolacién lineal en una dimensién

n | Tn Yn n Tin

1 ] 4. 0. ] 1.38629 0

2 | 4. 1. | 1.41661 0.2450
3 | 4. 2. | 149787 0.4626
4 | 4. 3. | 1.60944 0.6435
5 | 4. 4. | 1.73287 0.7854
6 | 4. 5. | 1.85679 0.8961
7 1 4. 6. | 1.97562 0.9828
8 | 4. 7. | 2.08719 1.0517
9 | 4. 8. | 219101 1.1071
10 | 4. 9. | 2.28736 1.1526
11| 4. 10. | 2.3768 1.1903
12 | 4. 11. | 2.45999 1.2220
13| 4. 12. | 2.53759 1.2490
14 | 4. 13. ] 2.61018 1.2723
15| 4. 14. | 2.67829 1.2925
16 | 4. 15. | 2.7424 1.3102
17 | 4. 16. | 2.8029 1.3258
19 | 4. 17. ] 2.86016 1.3397
20 | 4. 18. | 291447 1.3521
21 | 4. 19. ] 296612 1.3633
22 | 4. 20. | 3.01534 1.3734

Cuadro 1.3: Transformacién de puntos de coordenadas x,y a coordenadas polares &, 7
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Figura 1.19: Lena aplicando una transformacion log polar

static public void LogPolar (double datos[][], double res[]1[]) { int nr, nc,
i, j, ren, col;
double alfa, r, x, y;
nr = datos.length;
nc = datos[0].length;
ren = res.length;
col = res[0].length;
System.out.println (ren + + col);
double rmax = Math.sqrt (ren*ren + col*col)/2.0;
for (i = 0; i < ren; i++)
for (j = 0; j < col; j++) {
alfa = (2.0%«Math.PI*i)/(ren - 2);
r = Math.exp (j*Math.log (rmax)/col);
x = r*Math.cos (alfa) + nc/2.0;
y = r*Math.sin (alfa) + nr/2.0;
res[i] [j] = bilineal (datos, x, y);
}
}

La transformacion log-polar inversa se calcula con el codigo

static public void InvLogPolar (double datos[][], double[][] res)
{

int nr, nc, i, j, ii, jj, ren, col;

double alfa, r;

double fac = 65.0;

nr = datos.length;

nc = datos[0].length;
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ren = res.length;
col = res[0].length;
double phimax = Math.log (Math.sqrt (nr*nr + ncxnc)/2.0);
for (i = 0; 1 < ren; i++)
for (j = 0; j < col; j++) {
ii ren/2 - ij;
jj = col/2 - j;
alfa = (Math.atan2 (ii, jj)/Math.PI + 1.0)*(double) (nr - 2)/2.0;
r = Math.log (Math.sqrt (iixii + jj*jj))/phimax*nc;
res[i][j] = bilineal (datos, r, alfa);

1.3.5. Transformacién Proyectiva

Una transformacién proyectiva es la generalizacién de las transformaciones R?> — R?, en la
que las lineas paralelas no son transformadas necesariamente en tales. Se puede expresar
de la forma

W S K
I
VR
C»ﬂtb
—
N—
R SRS

donde vT es la diferencia entre la transformacién proyectiva y la afin. Note para el caso
de la transformacién proyectiva la coordenada Z no necesariamente es unitaria lo cual
implica que la imagen transfromada se fue a un plano con coordenadas diferentes a esta.
Una manera de regresar al sistema de coordenadas es dividir entre Z. Asi la matriz de
transformacion queda

— < B
Il

N | =
N
Gﬂ:]>
—
N———
<y

Esta ecuacién es conocida también como homégrafia. La aplicacién a una imagen de una
transformacion
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0 0
T = 0 10
0 1

Aplicando esta transformacién tenemos una proyeccién de la imagen de Lena que se muestra
en la figura 1.20

Figura 1.20: Transformacién Proyectiva en la imagen de Lena

El c6digo Java para hacer esta transformacién es:

static public void proyecccién (double f[1[], double g[]l[], double T[])
{

int i, j, nr, nc;

double in, jn, kn;

nr = f.length;

nc = f[0].length;

for (i = 0; 1 < nr; i++)

for (j = 0; j < nc; j++) {

// System.out.println (T[0]);

jn = T[0]*j + T[11*i + T[2];

in = T[3]*j + T[4]*i + T[5];

kn = T[6]*j + T[7]*i + 1.0;

jn /= kn;

in /= kn;

glil[j] = bilineal (f, jn, in);

}

}
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Parametros a partir de puntos correspondientes

En esta secciéon vamos a calcular los parametros de una homografia, la cual representa un
modelo proyectivo, dada por la ecuacién

X9 hi hg h3 1 X1
At
y2 | =\ ha hs he mo =g Y1
29 h7 hg hg 21 21
donde el vector P, = [xl,yl,zl]T es un punto en el espacio tridimensional, el vector
P, = [.’L‘Q,yQ,ZQ]T es la proyeccién en un plazo con zo = 1y ambos puntos son corres-

pondientes P; +— P»

El problema consiste en determinar el vector H = [hy, ho, h3, ha, hs, he, b7, hg] T a partir
de un conjunto de puntos correspondientes. Una manera de resolver este problema es
utilizando minimos cuadrados, sin embargo tiene problema de estabilidad numérica por lo
que es preferible utilizar el método siguiente.

Dado los puntos y que estos son correspondientes, entonces podemos decir que P, x HP; =
0, dado que ambos vectores on paralelos. Esto no lleva a la siguiente representacién.

H,

( ol _2'2,ipljji y2,iP17:i ) s —0
2271'P17:i OT —Z‘Q’ipljji H3

donde Hy = [hy, hg, ha] T, Hy = [ha, hs, he] T y Hz = [hy, hs, ho] T .

La solucion del sistema de ecuaciones puede llevarse a cabo utilizando la descompisicion en
valores singulares SVD. La descomposicién en valores singulares calcula tres matrices USV
= SVD(A) donde U y V son matrices y S una matriz diagonal. La solucién del sistema es
el ultimo vector de la matriz V (ver Harley-Zisserman pp 90).

Ejemplo

Dados los puntos P1 = { [10.0 10.0 1.0], [10.0 50.0 1.0], [50.0 50.0 1.0 ], [50.0 10.0 1.0 ], [25.0
25.0 1.0]} y P2 = {[8.9108, 10.89108, 1.0], [4.95049, 46.53465, 1.0], [39.04761, 48.57142,
1.0], [42.85714, 14.28571, 1.0 |, [20.48780, 25.36585, 1.0 |, determinar la Homografia corres-
pondiente. La siguiente imagen muestra los puntos P1 a la izquierda y los puntos P2 a la
derecha.
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Figura 1.21: Puntos correspondientes

De acuerdo con la ecuacion

o _22,ip17:i yQ,iPEZ' _ _
< zg,ipﬂ o” —:EQJ‘PIY:i > gz =BH =0
Tenemos

0. 0. 0. —10. —-10. —1. 108.911 108.911 10.891

10. 10. 1. 0. 0. 0. —89.109 —89.109 —8.911

0. 0. 0. —10. —=50. —1. 465.347 2326.73 46.535

10. 50. 1. 0. 0. 0. —49.505 —247.525 —4.95
B — 0. 0. 0. —=50. —=50. —1. 2428.57 2428.57 48.571

50. 50. 1. 0. 0. 0. —1952.38 —1952.38 —39.048

0. 0. 0. —50. —10. —1. 714.286 142.857 14.286

50. 10. 1. 0. 0. 0. —2142.86 —428.571 —42.857

0. 0. 0. —25. —25. —1. 634.146 634.146 25.366

25. 25. 1. 0. 0. 0. —512.195 —512.195 —20.488

Haciendo la SVD(B) tenemos que la matriz v es

—0.008799 —0.01804 0.4915 0.0774 —0.4276 —0.5010 —0.07493 0.3712 —0.4178
—0.006549 —0.001930 0.6014 —0.7039 0.06790 0.3676 —0.009472 —0.02489 0.04643
—0.0001982 —0.0003293 0.01553 —0.01201 —0.01818 0.007560 0.7942 —0.3909 —0.4641
—0.008647 —0.002579 —0.5090 —0.7008 —0.03908 —0.4922 0.005096 0.05909 —0.04643
v = —0.01059 0.0176 —0.3700 —0.07726 —0.4068 0.6088 —0.06827 0.3757 —0.41782
—0.0002489 0.0002550 —0.01247 —0.01494 —0.02256 —0.005127 —0.5945 —0.6558 —0.4642

0.7018 0.7119 0.01084 —0.00820 —0.01566 —0.01418 0.00008070 0.0008968 —0.0004646

0.7119 —0.7018 —0.01073 —0.007749 —0.01538 0.01458 —0.0002675  0.0004953  2.6997e — 7
0.01740 —0.000201 —0.001353 0.02651 0.8025 —0.01339 —0.07222 0.3660 —0.4642

Tomando la tltima columna de la matriz v y normalizando respecto a vg 9 tenemos que la
Homografia es
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0.900036
—0.100016
0.999866
0.100021
0.899986
0.99995
0.00100087
—5.8153e — 7
1.
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Calibracion de Camaras

En esta seccién daremos el modelo de una cdmara y la manera de calcular el médelo de la
misma. El modelo esta disenando principalmente para sensores como CCD pero también
es aplicable a otras camaras.

2.1. El modelo de camara pinhole

Consideremos el punto central de proyeccion del espacio en un plano. Centraremos la pro-
yeccion del espacio Euclidiano de coordenadas y consideraremos que el plano es Z = f, el
cual es llamado el plano focal de la cAmara. Bajo el modelo de camara pinhole, un punto de
coordenadas en el espacio X = [X,Y, Z}T es mapeado en el punto del plano de la imagen
donde las lineas se unen en el centro de proyeciéon. Esto puede mostrarse por tridngulos
similares en las figuras 2.1(a) y 2.1(b).

(a) Tres dimensiones (b) dos dimensiones

Figura 2.1: Modelo de la cdmara de pinhole
En la figura, por triangulos similares podemos ver que el punto [X,Y, Z]7 es mapeado a un

punto en el plano de la cdmara como [fX/Z, fY/Z, f]*. Esto lo podems escribir de forma
matricial como

29
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X
rx f o\ [ v
Y| = rooll
Z 10 1
esta matriz puede ser escrita como diag(f, f,1)[Z]0] asi la matriz de proyeccién para una
cdmara con modelo pinhole es P = diag(f, f,1)[|0]. La expresién anterior asume que el
origen de coordenadas en el plano de la imagen es el punto principal. En la practica no es
asi por lo cual debemos aplicar un mapeo

(X,Y, 2)T| = (fX/Z + pu, X)Z +p,) T

esta ecuacion puede expresarse como

JX + Zp, f Pz O )}f
fY + Zpy = f py O 7
Z 1 0
1
donde
f Dz
K = f Dy
1

y * = K[I|0]Xcam donde la matriz K es llamada la matriz de calibracién de la cdma-
ra.

En general puntos en el espacio son expresados en términos de coordenadas euclidianas
diferentes, conocidas como marco de coordenadas del mundo. Estos dos marco son relacio-
nados por una rotacién y una translacién. Si X'son las coordenadas homogeneas del mundo

estas pueden ser representadas en el marco de la camara como como X¢a = R (X — C),

donde C' representa las coordenadas de la camara centradas en las coordenadas del mundo.
El modelo puede ser escrito en coordenadas homogenas como

X
A R —-RC Y
“am o0 1 Z
1
Poniendo todo junto tenemos x = KR [I ‘—CN' } X donde la matriz de la camara es

P = K[R|t] donde t = —RC
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2.2. Camaras CCD

El modelo de cdmara pinhole asume que las coordenadas de la imagen tienen igual escala
en ambos ejes. En el caso de la cdmaras CCD existe una posibilidad adicional de no tener
pixeles cuadrados. Por lo tanto manejaremos en lugar de usar un factor de escala f en la
diagonal consideraremos que existe un numero de pixeles en la direciéon x llamado m, y
uno en la direcién y llamado m, por lo tanto nuestra matriz de pardmetros queda como

fmm Zo Oy Zo
K = fmy yo | = ay Yo
1 1

Podemos consideran un modelo mas general si agregamos un parametro s al que deno-
minaremos sesgo. En la mayoria de la cdmaras normales este valor es cero, sin embargo lo
consideraremos en el sentido de tener un modelo més general.

Oy S i)

K = Qy Yo

1
El modelo de la camara proyectiva es una matriz no cuadrada con tres renglones y cuatro
columnas, por lo tanto el modelo tendrd 11 grados de libertad. Este modelo lo podemos
escribir como P = M [I }M _1p4} = KR {I ‘—C’ }donde p4 es la dltima columna de la

matriz P. El modelo completo es conocido como el médelo de la cdmara proyetiva.

2.3. Propiedades de la camara Proyectiva

Algunas propiedades de la camara proyectiva son

= Centro de la camara. El centro de la caAmara es el vector C el cual puede ser calcula-
do para una cdmara finita como el vector en el espacio nulo es decir PC=0. Esto se
resuelve utilizando descomposicién en Valores singulares y

= Puntos columna. Para i =1,2,3 los vectores columna p;son los puntos de fuga en la
imagen correpondientes a los ejes X, Y y Z. Columna p4 es la imagen de las coorde-
nadas del origen.

= Plano principal. El plano principal de la cdmara is p?, el dltimo renglén de P.
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» Ejes del plano. Los planos p'y p? representan los planos a través del centro de la
camara.

» Punto principal. Punto de imagen zy = Mm3es el punto principal de la cdmar, donde
m37 es el tercer renglén de la matriz M.

= Rayo principal. El rayo principal de la camara es el rayo que pasa a través de la caAmara
con centro C con direccion m37. El eje principal es el vector v = det(M)m3es la
direccién hacia el frente de la camara.

2.4. Calibraciéon de Camaras a partir de puntos correspon-
dientes

La calibracién de cdmaras la definiremos como el proceso de calcular los pardmetros internos
a partir de la observacién de una imagen y sus puntos correspondiente en el mundo real.
Comenzaremos por dada la matriz de proyeccion, calcular la matriz de parametros internos
K, el centro de la cAmara C y la matriz de rotacién de la camara P = KR[I|C].

2.4.1. Centro de la Camara

Podemos ver de lo expuesto en la seccién anterior que el centro de la camara dado la matriz
de proyeccion se puede calcular como PC = 0 cuya solucién es el vector con el menor
eigenvalor una vez calculado la descomposicién en valores singulares (espacio nulo).

2.4.2. Descomposicion RQ

Definamos la matriz M = KR la cual es una matrix de 3 renglones por 3 columnas. Pa-
ra ello tendremos que hacer una factorizacién matricial. Recordemos que la matriz R
puede calcularse como la multiplicacién de tres matrices de rotaciéon en cada eje como
R= RZTRZRg dado que todas estas matrices son ortogonales, entonces podemos escibir

M = KR = KRIRI'RT
MR,RyR. = K

Las matrices de rotacién estan definidas como
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1 0 0 cy 0 sy cy —s. 0
R, = 0 ¢ —sz | ,Ry= 0O 1 0 y R, = s, 1 0
0 s, ¢z =5y 0 ¢y 0 0 ¢y

donde ¢; = cos (0;) y s; = seno (6;)
Dada la matriz M Los pasos son

1. Multiplicar M' = M R, y calcular ¢, y s;para que el elemento M?’)g =0yc2+s2=1.
La solucién es

Ms33 M3 2
Co =5 2 I = T e o
2. Multiplicar M” = M'R,, y calcular ¢, y sypara que el elemento M”31 =0y C?2J + SZ =1
La solucién es

M373 M3,1

2 > ISy = — 2 2
Mz +M3 g Mz +M3

3. Finalmente multiplicar K = M” R, y calcular c, y s,para que el elemento M”91 =0y
¢ + 52 = 1. La solucién es

Cy:

Ms o Ma 1
Tz a2V T oz
\/ 21 TM3 o \/ g1TM3 5

ver calibra_camaras.java

Cy —

2.4.3. Ejemplo

Dada la matriz de proyeccién de la camara

353.953 339.645 277.744  —1.44946 x 10°
P=1 -103.528 23.3212  459.607 —632525.
0.707107 —0.353553 0.612372 —918.559

determinar el centro de la caAmara y la matriz de pardametros internos.

La matriz M de acuerdo con la definicion es:

353.553 —103.528 0.707107
M =1 339.645 23.3212 —0.353553
277744 459.607  0.612372

Para encontrar el centro de la cAmara hacemos la descomposicién en Valores singulares de
la matriz [u, s,v] = svd(P) donde
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—0.916531 —0.399962 —0.000424686

u= —0.399962 0.916532  —0.000479022
—0.000580829 0.00026918 1.
1.58146 x 106 0. 0. 0.
s = 0. 406.369 0. 0.
0. 0. 0.837954 0.
—0.000178718  —0.581477 0.723847 0.371391
Yy —0.000202738  —0.281691 —0.607393 0.742782
| —0.000277203 0.76324 0.327293 0.557086
1. 0.0000505429 0.0000969494 0.00037139

El vector vy es el que tiene el menor eigenvalue asi que dividiendo este entre v4 4 tenemos
que el centro de la caméra es C' = {1000.,2000.,1500., 1.}

De la descomposicién QR tenemos que la matriz M puede representarse como:

468.1648 91.2251 300.0001 0.4138  0.9091 0.0471
KxR= 0.0 427.201 199.9999 | x | —0.5733 0.2201 0.7892
0.0 0.0 1.0 0.7071 —0.3535 0.6124

2.4.4. Calculo del modelo utilizando puntos 3D - 2D

Asi dado un conjunto de puntos en 3D Q = {Q1,Q2,...,Qn} con Q; = (X;,Y;,Z) T y
otro conjunto de puntos correspondientes en el plano de la imagen ¢ = {q1, g2, ...,qn } con
¢ = (24,9, w;) T podemos determinar el modelo de la cdmara con al menos 6 puntos co-
rrespondientes X; +— x;resolviendo

T Py Pip Pi3 X QI ~
vi | = Po1 P2 Pog Y, | =| QI'p,
w; Ps1 P3o Ps3 Z; QTP

Para resolver calculamos un vector paralelo, el cual tiene un producto vectorial igual a
cero ¢; X PQ; = 0. El sistema resultante lo podemos calcular encontrando el vector en el
espacio nulo con descomposicion en valores singulares. El sistema resultante a resolver es

i j k ¥iQ! Ps — w;QT P
g X PQ; = z; Yi w; =| QP —w,QI'P | =0
QTP QTP QP QT Py — w; QT Py

de lo cual podemos desprender
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Py
0 —w;QF i QF _ _
( —w;QF 0 z,QT Py | =AP=

2.4.5. Ejemplo

Dados los los puntos correpondientes Q = { [0.0, 0.0, 0.0], [ 100.0, 0.0, 0.0], [100.0, 100.0,

0.0, [0.0, 100.0 , 0.0], [0.0, 0.0, 100.0], [100.0, 0.0 100.0], [100.0, 100.0, 100.0], [0.0,

100.0, 100.0 |} y q = {[1577.9715837523775, 688.6057400776651], [1667.8746657863205,
758.2462570249891], [1562.6523714350803, 725.2525691697816], [1483.8812040033367, 660.6388854847863],
[1658.2870049496003, 684.1821822330893], [1762.4087684498734, 758.8465253032915], [1645.2811209801278,
723.3689600937458], [1554.5611061379307, 654.4720145727945]}, calcular

a) La matriz de proyeccién de la cdmara,
b) La posicién del centro de la cdmara,
c¢) La matriz de Rotacién y

d) la matriz K de pardmetros internos.

0. 0. 0. 0. 0. 0.
0. 0. 0. 1. 0. 0.
0. 0. 0. 0. —99.9999 0.
100. 0. 0. 1. 0. 0.
0. 0. 0. 0. —99.9999  —99.9999
100. 100. 0. 1. 0. 0.
A 0. 0. 0. 0. 0. —99.9999.
1..6 0. 100. 0. 1. 0. 0.
0. 0. 0. 0. 0. 0.
0. 0. 100. 1. 0. 0.
0. 0. 0. 0. —99.9999 0.
0. 0. 0. 0. 0. 0.
100. 100. 100. 1. 0. 0.
0. 0. 0. 0. 0. 0.
0. —0.9999 0. 0. 0. 688.606
0. 0. 0. 0. 0. —1577.97
0. —0.9999 75824.6 0. 0. 758.246
0. 0. —166787. 0. 0. —1667.87
0. —0.9999 72525.3 72525.3 0. 725.253
0. 0. —156265. —156265. 0. —1562.65
0. —0.9999 0. 66063.9 0. 660.639
A7.12 0. 0. 0. —148388. 0. —1483.88
—99.9999  —0.9999 0. 0. 68418.2 684.182
0. 0. 0. 0. —165829. —1658.29
—99.9999  —0.9999 75884.7 0. 75884.7 758.846
0. 0. —1.27487 x 1010 0. —1.27487 x 100 —1.27487 x 106
0. 0. —164528. —164528. —164528. —1645.28
0 0 —1.01742 x 10'°  —1.01742 x 10'°®  —1.01742 x 106

a) Comenzamos por hacer la SVD. El 1ltimo vector de la matriz v después de la descom-
posicién es

Vio = [2.2356 E—4,2.1476 E—4, 1.7562E —4, —0.9165, —6.5463E —5, 1.4T46 E —5, 2.9062F —
4,—-0.3999,4.4712E — 7,—2.2356FE — 7,3.8721E — 7, —5.8082F — 4]

La matriz de proyeccién
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2.2356F —4  2.1476F —4 1.7562F — 4 —0.9165

P=| —6.5463F —5 1.4746F —5 2.9062F —4 —0.3999
4.4712E — 7 —2.2356FE —7 3.8721E —7 —5.8082F —4

b) El centro de la cdmara es

Para calcular el centro de la caAmara calculamos svd de P. La matriz v es

—1.0F—4 0.5815 —0.7237 0.3714

—-1.0E—-4 0.2817  0.6074 0.7428

—2.0F -4 -0.7631 —0.3272 0.5571
1.0 0.0 0.0 4.0 -4

P=

El vector con el eigenvalor menor es vg = [0.3714,0.7128,0.5571,4.0F — 4] por lo tanto el
centro de la cdmara es C' = [1000.0007,2000.002, 1500.0003, 1.0]

De la descomposicién QR tenemos que la matriz M puede representarse como:

468.1648 91.2251 300.0001 0.4138  0.9091 0.0471
K xR= 0.0 427201 199.9999 | x | —0.5733 0.2201 0.7892
0.0 0.0 1.0 0.7071  —0.3535 0.6124



Procesamiento de Senales

3.1. Definiciones.

Representaremos a una sefial discreta x como un arreglo de tamanio N con muestras
[[0], z[1],--- ,z[k], - x[N — 1]] y una sefial continua & como una funcién del tiempo ()
donde t € R es un nimero real que representa el tiempo en segundos. Esta senal discreta
resulta multiplicar una senal continua f(t) por un tren de pulsos §(t — nT") representados
por

zln] = £ (£) 6(t — nT)

La funcién §(t) es la delta de dirac la cual toma el valor unitario cuando su argumento es
cero (ver Figura 3.1).

it d(tkT)

t t

f(t) d(t-kT)

I L LB
t

Figura 3.1: Multiplicaciéon de una funcién por un tren de pulsos
Otra manera de muestrear un senal, es sutituyendo el tiempo ¢ por un miltiplo de T

37
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mediante

zn] = f(nT) (3.5)

donde n € N es un niimero entero y 1" es conocido como perido de muestreo muestreo.

3.2. Senales basicas de tiempo continuo.

A continuacion se hace una descripcién de algunas de las principales senales que estaremos
utilizando y que son importantes para el desarrollo del curso.

3.2.1. Senales Sinusoidal

Definimos una senal continua z sinusoidal como

x(t) = sin(wt + ¢)
donde el tiempo t estd en segundo, la w es definida como la velocidad angular la cual se
expresa en rad/seg y ¢ es un angulo de fase.

Para esta senal senoidal podemos definir la frecuencia fundamental f expresada en ciclos
por segundo o Hertz como

El periodo lo podemos entender como el tiempo que tarda en repetirse la senal, es decir,
una senal con periodo T" volvera a ser la misma cada T segundos z(t + 1) = x(t).

La senal coseno puede expresarse como una senal seno desfasada un dngulo ¢ = 7/2.

x(t) = sin(wt 4+ 7/2) = cos(wt)
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3.2.2. Exponencial compleja

La senal exponencial de tiempo continuo es de la forma

z (t) = Ce™

donde C' y a son, en general ntimeros complejos. Dependiendo de los valores de estos
parametros, la exponencial puede adoptar varias caracteristicas diferentes. Una clase de
exponenciales complejas que nos interesa es

z(t) = e

donde w = 27 f es definida como la velocidad angular en radianes por segundo y f es la
frecuencia en ciclos por segundo o Hertz. Utilizando la relacién de Euler esta senal puede
expresarse como

x (t) = cos (wt) + jsen (wt)

La Figura 3.2 muestra una exponencial compleja con frecuencia angular w = 1, la gréfica en
rojo corresponde a la parte real y la grafica en azul corresponde a la parte imaginaria.

et

1.0

0.5+

—0.5

Figura 3.2: Exponencial Compleja

Una propiedad importante de esta senal, es su periodicidad. Una senial es peridédica si cada
intervalo de tiempo T, tenemos un repeticién de la senal. Para verificar esta propiedad
hacemos

ejwt _ ejw(t—l—T)

ejwt — e]wteij
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para que esta ecuacién se cumpla debemos tener que

wT:1

Existen dos posibilidades para que esta condicién se cumpla: la primera cuando w = 0, la
cual es periddica para cualquier valor de T', pero si w # 0, entonces tenemos que existe un
valor T' al cual llamamos periodo fundamental y esta dado por la ecuacién

_ 2
w|

3.2.3. Funcién impulso unitario

La funcién impulso unitario se define como

La Figura 3.3 muestra la funcién §(t — 2)

o0
LOF

08}
0.6}
04

0.2+

Figura 3.3: Funcién impulso unitario

3.2.4. Funcion escalén unitario

Otra senal de interés es la funcién escalén unitario la cual esta dada por

0, t<0
u(t):{ 1, t>0
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u(t)
1.O|

0.8 -
0.6
0.4+

02+

,

Figura 3.4: Funcién escalon unitario

La Figura 3.4 muestra la funcién u(t — 3)

La funcién impulso unitario de tiempo continuo estd relacionada con el escalén unitario
por la ecuacion

u(t)z/_;a(T)dT

3.3. Senales Periddicas

Una senal es periddica si tiene la propiedad de tener un valor positivo 1" para el cual

x(t)=z(t+T) Vt

en este caso diremos que la senal es periddica con periodo T.

Para senales discretas se debera cumplir que

~

z[n) =zn+T]

donde T' es un ndmero entero.

Cualquier senal z que sea igual a la suma de dos senales periddicas, x1 y =9, con pe-
riodos fundamentales T y 15 respectivamente, serd peridédica si se cumple la siguiente
relacion:
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L _

m
TQ n

y el periodo se calcula como T = nl7 = mT'2 para n y m enteros, en caso contrario se
considera que la senal no es periddica.

3.3.1. Ejemplos

Calcular el periodo de la senal en el caso de que esta es periddica
a) x(t) = cos(257t)

b) z(t) = sen(5t) + cos(6t)
c) x(t) = sen(20t) — sen(4t)

d) z(t) = sen?(2nt)

Inciso a)

Dado que tenemos una senal simple

z(t) = z(t+T)
cos(25mt) = cos(25m(t + 1))
cos(25mt) = cos(25mt)cos(25mT) — sen(257t)sen(257T)
2

por lo tanto cos(2571") = 0y el valor que hace esto es 2577 = 27 por lo tanto 7' = 5z

Otra manera de resolver el problema es haciendo w = 257 y de la definicién del periodo
tenemos que

_27‘(’
_w
_ 2 _ 2
251 25

Inciso b)

Los periodos fundamentales de cada una de las senales es T = %’r y Ty = %’r, de acuerdo
con la formula tenemos
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Podemos notar que tenemos la razén de dos numeros enteros por lo tanto la senal es
periddica y tendra periodo T' = nTy; = mT5 lo cual nos da

2
T:nT1:5§:27r

Inciso ¢)

Los periodos fundamentales de cada una de las senales es T} = % y Ty = %T”, de acuerdo
con la formula tenemos

21
Tl_m_QT)_Zl_

T, n 20 20 5

Podemos notar que tenemos la razén de dos numeros enteros por lo tanto la sefial es
periddica y tendra periodo T = nTy; = mT5 lo cual nos da

2r 7
%0 T 2
2w
mRE T T
Incido d)
Aplicado la identidad z(t) = sen?(27t) = 1_%(47”) tenemos que la frecuencia fundamental
es w = 4m por lo tanto el periodo es T' = % =0.5

3.3.2. Ejemplo

Considere un senial muestreda z,, donde cada elemento se calcula como z,[n] = x(nT),) y
la senal z(t) esta dada como z(t) = cos(0.2wt). Calcular el periodo de la sefial muestreada
con periodos 11 = 1/10, T» = 2/10 y T3 = 3/10.

Para la senial 1 muestreada con periodo T' la podemos escribir como

2
zm[n] = z(Tn) = cos(0.2nT,,n) = cos (;Tmn>
0
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donde el periodo de muestreo de la senal continua es Ty = %’T = 27 — 10 y el periodo de

021
muestreo de la nueva senal es

A TO
Ty = —
T
de acuerdo con esto tendremos diferentes periodos de muestreo para la nueva sefial dados

como Ty = 10/(1/10) = 100, T, = 10/(2/10) = 50 y T3 = 10/(3/10) = 100/3 para las
senales =1, r9 y x3 respectivamente.

3.4. Senales pares e impares

Podemos decir que una senial es par si es idéntica a su reflexién alrededor del origen, esto
es

y que es impar si

Una caracteristica importante de cualquier senal, es que esta pude ser representada por la
suma de una senal par y una senial impar

(t) = Px(t) + Z(x(t))

donde la parte par la calculamos

y la impar por
ver [7]

3.4.1. Ejemplos.

(a) Demostrar que si  [n] es discreta impar entonces

o0

Z z[n] =0

n=—oo
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Demostracién: si, x[n] es impar, entonces

x[n] = —z[—n]
es decir
[n] + 2[-n] =0
considerando
o -1 o)
> abl= 3wl e+ Y
n=-—00 n=-—00 n=1
reordenando
) -1 )
el = wbl+ Y el + Yrl
o0 n=-—00 n=1
oo
SR IO RIS o
= n=1
- Z xz[n]+ax[—
n=1
con z[0] = 0 y sustituyendo la definicién de senal par en la ecuacién anterior tenemos

Zx[n] = O+ZO

—0o
(b) Comprobar, si z1 [n] es impar y x2 [n] es par, entonces

x1 [n] X x2 [n] = impar

Comprobacion: Hacemos que

z[n] = x1 [n] x x2 [n]
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z[—n] =z1[—n] X 2 [-n]

Ademads, sabemos que
21 [n] = —a1 [-n]

x9 [n] = xo [—n]

sustituyendo las ecuaciones tenemos

z[n] = —x1 [—n] X 9 [-n]

resulta

Lo cual implica que z [n] es impar, i.e. 21 [n] X 2 [n] es impar.

(c) Considere que z [n] es una senal con parte par P (x [n]) y parte impar Z (z [n]) , demos-

trar que
oo o (o9}

Yo =) PP+ Y I*(x[n])

n=—oo n=—oo n=—oo

Demostracién: Hacemos

P(aln)) = o]
I(a[m) = ailn
y
2. 2l = 3 o]+l
= > (a2[n] + 22, [n) 2 [n] + 22 [n])

sustituyendo el término z, [n] x; [n] por z[n] y reordenando

o0 [e.o] [e.o]

Z 2% [n] = Z (xz[n]+:cf[n])+2 Z 2 [n]

n=—oo n=—oo n=—oo
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Como z [n] es el producto de una sefial par y una impar, usamos el resultado del inciso b) y,
concluimos que z [n] es impar. Ahora, usando el resultado del inciso a) sabemos que

2 Z z[n] =0

n=—0o0

Si sustituimos este resultado en la ecuacién tenemos que

_Z w?[n] = _Z (a7 [n] + 27 [n])
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Sistemas

4.1. Introduccién

Un sistema se puede ver como cualquier proceso que produce una transformacion de senales.
Un sistema tiene una senal de entrada y una senal de salida la cual esté relacionada con la
entrada a través de la transformacion del sistema.

donde z(t) es la senal de entrada, y (¢) es la senal de salida y T'[] es la transformacién del
sistema.

Entre los sistemas podemos tener interconexiones serie y paralelo dadas como los mostrados
en la figura 4.1.

Sistemas con y sin memoria.

Si la salida de un sistema para cada valor de la variable independiente depende solo de la
entrada en ese mismo instante de tiempo se dice que el sistema no tiene memoria.
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x(n) y(n)

x(n) y(n)

Figura 4.1: Sistemas serie y paralelo

4.1.1. Sistemas inversos.

Decimos que un sistema es invertible si dada una transformacién T' podemos encontrar la
transformacion 7! tal que:

y(t) = Tlz(t)]
a(t) = T '[y(t)]

Un ejemplo de un sistema que no es invertible es y () = 0.

4.1.2. Sistemas causales.

Un sistema es causal si su salida en cualquier instante de tiempo depende sélo de los
valores en el tiempo presente y en el pasado. Estos sistemas también son llamados no
anticipativo.
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4.1.3. Estabilidad.

Un sistema es llamado estable si se produce una salida acotada para una entrada acotada.
Una senial es acotada si
lx(k)] < M < oo

y la senal de salida y(k) = T [z(k)], es acotada si

ly(k)] < N < o0

Ejemplo. Consideremos la secuencia de los némeros de Fibonacci donde z(k) = {1,2,3,5,8,13, ...}
6 x(k) = x(k—1)+xz(k—2). En este caso tenemos un sistema no acotado ya que la sucesién
crece indefinidamente para valores de k.

Un ejemplo de senal estable lo tenemos en la sucesién

r)=3

para esta sucesién podemos ver que

x(n)—x(n—l):%

si tomamos el limite podemos verificar que la sucesién converge en un valor estable

lim [z (n) —xz(n—1)] = lim i:O

n—00 n—oo N2

4.2. Invariancia en el tiempo.

Para que un sistema sea invariante en el tiempo se debe cumplir que para un desplazamiento
en la senal de entrada se produzca el mismo desplazamiento en la senal de salida.

TD"[x ()] = D" [T [ @)]]

Ejemplo. Considere la senal y (t) = sen [z ()]
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4.2.1. Linealidad

La caracteristica principal de los sistemas lineales es

Tlox(t) + Py(t)] = T [ax(t)] + T [Py ()]

esta propiedad es conocida como el principio de superposicion.

Ejemplo. Considere el sistema y(t) = ma(t) + b. Que valores debe tener el sistema para ser
lineal.

Consideremos dos senales z1(t) y x2(t)
y1(k) =maxi(t) + b

(
y2(k) = maa(t) + b
y1(k) +y2(k) = m (21(t) + 22(t)) + 2b

Si aplicamos la transformacién a la suma de z1(t) y x2(t) tendremos
yg(k/’) =m (Cﬂl(t) + CEQ(t)) +b

note que y3(k) es diferente de y; (k) + y2(k), la 6nica posibilidad es que la constante b sea
igual a cero.

4.3. Ejemplos

4.3.1. Ejemplo

Demuestre que y(n) = z(n) — x(n — 1) es invariante en el tiempo.

Solucién. Sea, v(n) = D™ {T[z(n)]} y 0(n) = T {D"[z(n)]}. Un sistema es invariante si

v(n) = 0(n)

Para nuestro ejemplo v(n) = D™[z(n) — z(n — 1)] = x(n — ng) — x(n — ng — 1) por otro
lado v(n) = T[z(n — no)] = z(n — ny) — x(n — ng — 1), como v(n) = v(n) el sistema es
invariante en el tiempo.

Nota: En este ejemplo, hacemos una aproximacién de la derivada utilizando diferencias

finitas y(n) ~ d%sln) =z(n)—z(n—1).
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4.3.2. Ejemplo

Demuestre que y(n) = >_p_ , x(k) es invariante en el tiempo.

Solucién. En éste caso, v(t) = D" [zk b ()} b (k—ng) y o(k) = T[D™ [2(k)]] =

Ellzf:ko x(k —ng). Como v(k) = v(k) el sistema es invariante en el tiempo.

4.3.3. Ejemplo

Dada la sucesion
y(n) = qy(n — 1)+ a(n) (16)
1. Probar que es un sistema Lineal invariante en el Tiempo (LIT) y
2. Determinar la salida y(n) si z(n) = 6(n — 1)

Comenzaremos por dar una solucién de la recurrencia, haciendo sustituciones sucesivas

y(n) = () + Jy(n — 1)

—a(n) + 5”<"4_ b, Lyn—2)

o) 4 x(n4— D, a:(n42— 2, %y(n Ly

o) + x(n4— 1) a:(n42— 2) x(n43— N, i«ﬂ(ﬂ . xig)

Linealidad

Por otra parte tenemos que verificar que el sistema dado por 4.6 es Lineal, primero calcu-
lamos utilizando 4.7

Tlazi(n)] + T[Br2(n)] = « Z zi(n + 5 Z za(n
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y segundo utilizando 4.7 calculamos

Tlazi(n) + Bra(n)] = Y azi(n — k) + Bas(n — k)

4k
k=0
n n
x1(n — k) xa(n — k)
=a) T p T8 T
k=0 k=0
lo cual demuestra que el sistema es lineal.
Invariancia en el tiempo
En este caso tenemos que mostrar D™ [T [z(n)]] = T' [D™ [z(n)]] , aplicando la solucién de

la recursién dada por 4.7, tenemos

D™ [T [s(n)]] = D™ [Z S

k=0

Si aplicamos la traslacién a la sefial z tenemos
D™ [z(n)] = x(n —ng),x(n — 1 —ng),z(n — 2 —ng),--- ,x(—ng),

y posteriormente calculamos

D™ [z(n)] =
k=0

x(n—ng — k)

4k
De lo anterior podemos concluir que el sistema es invariante en el tiempo.
Respuesta al impulso

Para determinar la salida y(n) = Yy(n — 1) +z(n) y suponiendo que y(—1) = 0, se obtiene
la siguiente tabla al evaluar recursivamente:

n_z(n) y(n)
0 1 1
1 0 i
2 0 =
30 i

'
X

. . , n <z
Se observa que para cualquier n la salida seré y(n) = (i) , note que esta solucién puede
verificarse utilizando la solucién de la recursion.



Convolucion

5.1. Correlacion

Consideremos dos senales = y y, donde = = [y;, yi+1, - ¥itnN] €s un subconjunto de los
valores de la senal y = [yo,y1,¥2, - ,ym]. 6En que punto la senoal x empatard mejor con
la sefial y. Comenzaremos por utilizar como medida de similitud el producto escalar de
vectores, asi el angulo entre estas dos senales lo podemos calcular como

T/\
cos(0) = ’ 3
|| [y]
donde ¥ = [y;,yj+1- - ,yj+n] ¥ 0 es el angulo entre los dos vectores. Note que cuando los

dos vectores son iguales tendremos que el dngulo es cero, el valor maximo serd dado por
|z|? ¥ que el producto x7% tenders a este maximo.

El producto de 7% lo podemos calcular como

N

k=0

dado que ¥ es un subconjunto de y, si aplicamos un desplazamiento podemos calcular el
producto 2”7y, en las n posiciones posibles de la serie con la siguiente expresién

N
ray(n) = w(k)y(k + n)

k=0

La cross—correlacién de las senales x (n) y y (n) es la secuencia r4, (n) definida por

k=—o00
ry )= [ 2@y +0dr

95
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La funcién de correlacién suministra una medida de la similitud o inter—dependencia entre
las funciones z y y.

5.1.1. Propiedades

Conmutacion

Demostrar que la funcién de correlacién y auto—correlacién no son conmutativas, es de-
cir

Tay (1) = Ty (=1)

Tox (1) = rex (—1)

para ello hacemos

y sustituimos 7 = 7 + ¢
o0
Tyz(—t) = / x(T—t)y(7)dr

—00
en el caso de la auto—correlacion tenemos
oo

- _/ () (r +t)dr

— 0o

y sustituimos 7 =7 + ¢

Faa(—t) = /OO r(F -ty () d7

—00

Lo cual significa que la correlacién no es conmutativa.

Invariancia a traslacion

Es la correlacion invariantes a traslacién.

rxy:/oox(T—i—a)y(T—{—t)dT

—0o0
si sustituimos
T=T+4a
T=T—a
o0
/ z(T)y(T+(t—a))dr =1y (t—a)
— 00

dado lo anterior la correlacién no es invariante a traslacion.
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Linealidad

Pero, Ser4 lineal la correlacién?

roy (£) = / Tl (7) 4 e ()] y (4 £) dr

—00

:/OO ml(T)y(T+t)dT—|—/oo xo (T)y (T +1t)dr

— 0 —00
=Toy + T2l

si es una transformacion lineal la correlacién.

5.1.2. Ejemplo

Suponga una senal z(t) = [0,1,2,3,4,0,1,2,3,4,...] (Fig. 6.5(a)) y una senal y(t) =
[0,1,2,3,4] (Fig. 5.1(b)). La correlacién entre ambas senales, se muestra en la Fig. 6.5(b).
Note que los maximos se obtienen cuando la senal y empata perfectamente con x.

5.1.3. Correlacién en dos dimensiones

Si la senal esta en dos dimensiones, como es el caso de imagenes la correlacion se representa
como

rxynm Z Z (k,0) xy(k +n,l +m)

k=—ny l=—ny

5.2. Representacion de senales en términos de impulsos.

La funcién impulso unitario, puede utilizarse para construir una clase amplia de senales.
Para ilustrar como funciona consideremos que tenemos una senal discreta dada por x(n).
Si queremos ver un parte de la senal en cierto instante de tiempo multiplicamos la senal
de entrada por un impulso en el instante que deseamos analizar, asi por ejemplo:

x(—1) sin=-1
0 si no
x

2 (0)5(n + 0) :{ 0(0) si n=0

x(—1)5(n+1):{

si no
x (1) sin=1

m(l)&(n—l):{ 0(

si no
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0 15 10
tiempo (1) tiempo (1)

(a) =(t) (b) y(?)

0 5 10 15 20 25
tiempo ()

(c) z(t) correlacién entre z(t) y
t

y(t)

Figura 5.1: Correlacion

por lo tanto la suma suma de estos términos me da la senal z. Matematicamente podemos
expresar esta suma como

y(n)= Y a(k)s(n—k)

k=—o00

esta ecuacion es llamada la propiedad de escudrinamiento del impulso unitario.

5.3. Convolucién

Podemos extender el concepto sustituyendo la funcién impulso por cualquier otra funcién,
asi obtenemos la expresion de la convolucién.
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99

note que también es un sistema LIT. La convolucién la podemos representar por y =

Txh

5.3.1. Propiedades

Conmutacion

La convoluciéon es conmutativa es decir

Jixfo=foxfi

demostracién, para probar la propiedad conmutativa hacemos
fixfo= Z fi (k) f2 (n — k)
k=—o00

haciendo el cambio de variable & = n — k tenemos

SRR (E) = s

Asociativa

La propiedad asociativa consiste en

(fr* f2) x f3 = f1* (fa* f3)

para demostrar la propiedad asociativa hacemos f1 * fo =gy fo*x fs=nh
gxfs=fixh

puesto que
Z fi (k) fa(n—k)
k=—00
se tiene que

[e.o]

g(n)xfs(n) =Y g(j) fs(n—3j)

j=—00

Z Z fi(k) f2( = k)| f3(n—j)

j=—00 Lk=—o00
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sustituyendo | = 7 — k y cambiando el orden de las sumatorias

Zﬁ ZfQ ) fa(n—(+Fk))

k=—00 l=—00
S NACD SR ACEACEr
k=—0o0 l=—00
= Z fi(k)h(n—k)
k=—00

= fixh

Invariancia a traslacion

Para probar que la convolucién es un sistema invariante a traslaciéon hacemos la convolucién
de la senal z(k) trasladada un valor kg

o

y(n) = > x(k—ko)h(n—k)

k=—00
haciendo k = k — ko tenemos:

Ai o (®) 0 (- (R ko))

k=—o00
0o

Z ac(%)h((n—ko)—g)

k=—00

=y(n — ko)

Linealidad

Para probar que se trata de un sistema lineal, calculamos la convolucion de la suma de dos
senales 1 y x2

y(n) = Y [ (k) + a2 (k)] h(n—k)
k=—o00
=Y w(k)h(n—k)+ > z(k)h(n—k)
k=—o00 k=—00
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5.3.2. Sucesion util

Una sucesién que nos sera especialmente 1til para realizar los célculos de convolucién y
correlacion es la sucesion geométrica
N
sN:Zanzl—l—a—i—aQ—i—...—i—aN
n=0
para esta serie podemos ver
sy =1+a(l+a+a®+..+a" 1)
=1+4+asy_1
que pasa si multiplicamos sy por (1 — a)
(I-a)sy=(1+a+a*+..+a") -
= (a +a?+ad.. + aN+1)
=1-—VH!

de lo cual concluimos que
1— CLN+1
S = —————--:
N 1—a
Esta serie serd convergente en el caso de que |a| < 1y divergente en el caso de que |a| > 1.
Lo cual lo podemos verificar haciendo
lim o™ =0
N—o0

y el valor de convergencia lo podemos calcular con
SN = 1+as N—1

en el lémite sy = sy_1 =7

r=14ar

r(l—a)=1
1

rT =
1-a

En el caso de que |r| = 1, la serie converge al valor de

N
sN:§:ﬂ:1+1+ﬁ+nﬁdN
n=0
=N+1

y en el caso de |r| > 1 la serie diverge

lim oV #0
Ngnooa 7&
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5.3.3. Ejemplos
Ejemplo 1

Considere una senal z(n) = o™ y un kernel dado por h(n) = ™. Calcular la convolucién
de estas dos senales.

N-1

_ Z ok gn—h)
k=0

N-1

y(n)= Y ofprpg*

ﬂ"ij( )

N
1_ a
B
-2
B
si quisieramos calcular la correlacién hacemos
N-1
y(n) =Y arptkm
k=0
N-1
y(n)=) o'p"p"
k=0
N-1
y() =573 (ap)*
k=0
n1— ()"
n)=p"
A )

Ejemplo 2

Mostrar que la convoluciéon de una senal impulso unitario con un kernel cualquiera es el
mismo kernel

d(n) * h(n) = h(n)
prueba

Por definicién tenemos
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y(n) = > a(k)h(n —k)

k=—o00

para nuestro caso sustituimos z(n) por la funcién impulso d(n) dando lugar a

y(n)= Y 8(k)h(n—k)

k=—o00

recordemos que la funcién impulso, serd igual a 1 solo cuando su argumento es cero, por
lo cual

yn)=---+0xh(n—1)+1xh(n)+0xh(n+1)+---

Por esta propiedad al kernel se le conoce también como respuesta al impulso.

Ejemplo 3

Mostrar que dado y(n) = z(n) * h(n) podemos hacer y'(n) = z(n) * h'(n)

Por definicién tenemos
o

y(n)= Y (k) h(n—k)

k=—o0

y que la derivada de una funcién discretizada puede ser representada por y'(n) = y(n) —
y(n — 1) tenemos

y(n) —yn—1)= > a(k)xh(n—k)— > a(k)*h((n—1)—k)
k=—o0 k=—o00
y(n) —y(n—1)= > z(k)x[h(n —k) — h((n— 1) — k)]
k=—00
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5.4. Algunos kerneles interesantes

5.4.1. Suavizadores
Caja

Para implementar este suavizador, en una dimension, utilizamos una senal dada como
h(n) = [07 07 07 O? 07 17 17 17 ]" ]" ]" 17 07 07 0? 07 0]

En dos dimensiones, podemos implementar este kernel de manera separada si hacemos la
siguiente operacién

0 00 O0O 0 00 0O 0 00O0O
0 00 0O 001 0O 01110
011 1O0(x001O0O0]=101T1T1F2@0
0 00 0O 001 0O 01110
00 00O 00000 00000

En la figura 5.2(a) y 5.2(d), se presentan gréaficamente, los kerneles para suavizadores de
caja en una y dos dimensiones

Binomial

Este kernel esta basado en los coeficientes binomiales. Una manera facil de calcularlo es
utilizar un tridngulo de Pascal, de la siguiente forma.

1,11,211,3,3,11,4,6,4,1 1,5,10,10,5,1 1,6,15,20,15,6,1

Dado b; = [1,1] podemos calcular

ba = b1 x by
bg:bg*bl
b4=b3*b1

bry1 = by x by

Para su implementacion este kernel es normalizado para que su suma de 1. En dos dimen-
siones de manera separable se puede implementar como
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Bg = b3 * bg
Note que este kernel es recursivo.
00000 00000 000 00O
1 00 00O 1 00100 1 01 2 10
1 01 2 1 0 [= 1 00 200 |= 6 0 2 4 20
00000 00100 012 10
00000 00000 000 00O
Gaussiano

Este kernel es creado utilizando una campana de Gauss. Par calcularla utilizamos la ex-
presion

1 (z—p)?
exp 202

g(x) = 5

donde: p es la media de la distribucion y o es la varianza. En nuestro caso la media la
consideraremos cero y la varianza la utilizaremos como una estimacién del tamado del
kernel.

En dos dimensiones calcularemos nuestro kernel de manera desacoplada haciendo g(z,y) =
g(x) * g(y). En la figura 5.2(c) se muestra el kernel Gaussiano en una dimensién y 5.2(f)
en dos dimensiones.

5.4.2. Derivadas

Derivada en =z y y

La derivada de una funcién esta definida como

$@) _ . fa) = fa—h)
dx h—0 h

considerando un incremento unitario, que para el caso discreto es el méas pequeno y que la
senal fue capturada con una frecuencia de muestreo adecuada tenemos que la derivada la
podemos aproximar por

df () _
Wﬁ\,f(x)—f(x—h)
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(a) Caja en 1d (b) Binomial 1d (c¢) Gaussiano 1d

(d) Caja 2d (e) Binomial 2d (f) Gaussiano 2d

Figura 5.2: Kerneles para suavizado de senales en una y dos dimensiones

De la expresién anterior podemos ver que el kernel de derivadas seré d(n) = [1 — 1], asé la
derivada la calcularemos como y(n) * d(n).

Para calcular las derivadas de orden N, solamente debemos recordar que se debe aplicar
sucesivamente la derivada de orden uno, con ello damos lugar a la siguiente familia de
kerneles.

+1,-1 +1,-2,41 +1,-3,43,-1 +1,-4,+6,-4,-1

Derivadas de Gaussianas

Un problema que presenta el célculo de las derivadas utilizando convolucién es que son
amplificadores de ruido. Esto quiere decir que si la senal presenta ruido, la senal resultante
de la convolucidn, el ruido serd mas notorio. Una manera de eliminar el ruido de una senal
es aplicar un suavizador, el mds apropiado es el suavizado Gaussiano [?]. Asi pues, para
eliminar el ruido, es deseable primero convolucionamos con un kernel gaussiano y luego
aplicamos un kernel de derivadas de la siguiente forma

dg(z)
dx

Resulta que tanto h(n) y d(n) son aproximaciones de una Gaussiana y una derivada res-
pectivamente, y que ambos dan lugar a un nuevo kernel, pero es mas inteligente calcular

y(n) = ((n) * h(n)) * d(n) = 2(n) * (h(n)  d(n)) = =(n)
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este kernel como la derivada de una funciéon gaussiana. El kernel de derivada Gaussiano

o) e[ 1
dzx o2 2mo

€S

El kernel de segunda derivada es

d?g(z) _ [;::2 1] [ 1 12]

exp 202
dx 2o P

ot o2

(a) Primer derivada 1d (b) Segunda derivada 1d

Figura 5.3: Kerneles de derivadas de gaussianas con o = 10

En dos dimensiones, la implementacion de estos kerneles lo haremos de manera separable
de la siguiente manera. Asi la derivada en la direccién x serd

9(w,y) = g(w) * g(y)
dg(x,y)  9g(x) (

or Ox *9(y)
og(z,y) dg(y)

Las segundas derivadas se calculardn como:

Og(x,y)  9%g(x)

R *g(y)
Pg(z,y) _ d9(x) _dg(y)
0xdy ox y
gz, y) , P9

T/g = g(z) B2
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En la figuras 5.4(a), 5.4(b) y 5.4(c), se presentan los kerneles de derivadas de Gaussianas
en dos dimensiones.

(a) Kernel o2 9(22 Y en (b) Kernel o g(z y) en (¢) Kernel o g(zg Y en
2d 2d 2d

Figura 5.4: Kerneles de derivadas de gaussianas con o = 10 en dos dimensiones

Laplaciano

El Laplaciano resulta de sumar las segundas derivadas en x y y de una senial bidimensional
y esta dado por la siguiente expresién

Pg(z,y) | Pg(x,y)

Ox? oy?
Este kernel lo podemos construir sumando los kerneles de segundas derivadas de la siguiente
forma

A =

0 0 O 0 1 O 0 1 O
1 21 |4+410 -20]=|1 -41
0 0 O 0 1 0 0 1 O

De manera robusta lo podemos calcular utilizando derivadas de Gaussiana, lo cual da lugar
al kernel denominado ”"Mexican Hat”. Este kernel se utiliza para determinar bordes en una
imagen y podemos ver este kernel en la figura 5.5

5.5. Respuesta de Sistemas lineales invariantes en el tiempo
a exponenciales complejas.

La importancia de las exponenciales complejas en el estudios de sistemas LTI proviene del
hecho, de que la respuesta de un sistema LTI a una entrada exponencial compleja es la
misma exponencial compleja modificada solo en amplitud.

T[z"] = H(z)z"
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Figura 5.5: Laplaciano. Mexican Hat

donde el factor complejo de la amplitud H(z) seré en general una funcién de la variable
compleja s. Esto lo podemos mostrar haciendo

y(n) = Y h(k)z(n—k)
k=—0o0
yn)= Y h(k)z"N
k=—oc0
y(n) = Z h(k)z"z"k
k=—0o0
y(n) = 2" Z h(k)z""
k=—o00
y(n) = H(z)z"
donde -
H(z)= Y h(k)z"
k=—o00

hemos demostrado que cualquier exponencial compleja es una funcion caracteristica de un
sistema LIT.

Si la entrada de un sistema LIT de tiempo discreto se presenta como una combinacién de
exponenciales complejas, esto es, si

x(n) = Z agzjy
k



70 CONVOLUCION

entonces la salida es

y(n) = Z arpH (z1) 2}
k



Transformada de Fourier

6.1. Representacion de senales periddicas.

Recordemos que la exponencial compleja e/7/N)" eg periddica con periodo N. A partir

de esta podemos crear una familia de exponenciales complejas también con periodo N/k
dadas por

(bk (n) _ 6jk(27r/N)n

or (n) = cos(%n) + jseno(%n) (6.8)

donde k£ es un numero entero que representa una frecuencia fundamental. Todas estas
exponenciales complejas tienen frecuencias que son multiplos de las misma frecuencia fun-
damental 27/N. Asi cuando k = 0 llamaremos a este el componente de CD de la senal
(constante), cuando k£ = 1 como arménico de frecuencia 27k /N fundamental, con k = 2
tenemos 47k /N segundo arménico y asi sucesivamente para todos los valores k.

Con esto queremos llegar a hacer la representaciéon de una sefial periddica como la combi-
nacién lineal de exponenciales complejas, dadas como (6.9)

N-1
1
=3 X (k
k=0
N-1
1
z(n) = & Y X (k) (6.9)
k=0

donde la ecuacién (6.9) es conocida como la Transformada Discreta Inversa de Fourier
(TDIF) de z(n) y cuyos coeficientes son X (k) .

71



72 TRANSFORMADA DE FOURIER

Para determinar los coeficientes X de la TDIF procedemos

5 (X(0)60(0) + X(1)61(0) + X(2)62(0) + ..+ X(N = 1)g1(0))
#(1] = - (X(O)60(1) + X(1)61(1) + X(2)6(1) + .+ X(N ~ 1)-1(1)
+ (X(O0)60(2) + X(1)61(2) + X(2)62(2) + ..+ X(N ~ Dow 1(2)

En forma matricial

%0 (0) $1(0) ... éN-1(0) X(0) z(0)
1 ¢o (1) p1(1) ... éN-1(1) X(1) B z(1)
N : : : : B z
po(N—=1) ¢ (N—-1) ... ¢én_1(N—1) X(N—-1) (N —1)

donde ¢y (n) se calcula utilizando (6.8), podemos representar en forma compacta esta ecua-
cién como :

1
X =q (6.10)

Para el sistema de ecuaciones ponemos calcular la Transformada Discreta de Fourier X
resolviendo 6.10

X = N[®] 'z

6.2. Calculo de la Transformada Discreta de Fourier

Si bien, la Transformada Discreta de Fourier (TDF') se puede resolver a partir de un sistema
de ecuaciones (6.10) como X = ®~1x no es del todo correcto, ademds de requerir la inversa
de un sistema de ecuaciones.

Una alternativa es multiplicar, ambos lados de la ecuacién (6.9), por eJr(2m/N)n

N—
x(n)e_.ﬂ“ 27T/N % Z e]k’ QTF/N)n —]7"(27-(/N)n
k=0

y sumar para todos los N términos de la serie
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N-1 1 N—-1N-1
Z z(n —j?" 2r/N)n _ Z Z X ]k(QW/N)ne—jr(Qﬂ/N)n
N-1 1 N-1
—jr(2n/N)n _ — j(k—r)(27/N)n
x(n)e™? N X(k Z e’

S
Il
o
?v
o

N-1 N—

1
—jr(27/N)n -
g z(n)e I X(k
n=0 k=0

)_l

Para la resolver s(IN) de la ecuacién anterior

N-1 N-1

s(N) = 3 edlb-nen/Nn _ ™ gn

n=0 n=0

con a = ej(k_r)(Qﬂ/N)

La solucién de s(N) en el caso de (k: =r)es:

N—

0)(27/N)n Z

y en caso de que (k #) haremos uso de la sucesién dada por (6.11)

||F12

S(N)—Za"—liaN (6.11)
n vt l-a ’
1 — eJ(k=—r)(27/N)N 1 — ed(k—r)(2m) 1-1
s(n) = - = © = : =0

1 — ed(k=—r)(27/N) 1 — ei(k=r)(27/N) 1 — ei(k—r)(27/N)

Por tanto si escogemos valores de r igual que k, tendremos que esta suma es igual a N y
cero de lo contrario, por lo que tenemos

N-1

X(r) =Y z(n)e 7m/N)
n=0
N-1

X(r) = x(n)e I @m/N)
n=0
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En lo general representaremos la transformada Discreta de Fourier como (6.12)

X (k) = Z z(n)e T2 /N)n (6.12)
n=0

En forma matricial lo podemos expresar (6.12) como

X(0) 60 () b3 1 (0) £(0)
x| | e e b1 (1) £(1)
X(N - 1) SN 1) GI(N-1) ... ¢y (N—1) ] | a(v 1)
X =d*x

donde ¢;(n) es el valor conjugado de ¢y (n) y se calcula utilizando (6.8) cambiando el signo
de la parte imaginaria.

6.2.1. Ejemplo

Determinar la TDF X (k) para una sefial x = [1,4,1,1]7

De acuerdo con la ecuacién (6.12), tenemos que calcular la TDF X, haciendo simplemente
la multiplicacién:

X(0) 11 1 1 1 7
X)) | |1 = -1 4 | -3
X2 | |1 -1 1 -1 1]~ | -3
X(3) 1§ -1 —j 1 3

Si nuestra formulacién es consistente la transformada Inversa de Fourier de X, nos debe
dar el vector original x

z(0) 11 1 1 7 1
c(1) | 1|1 5 -1 —j 53| | 4
x(2) | 41 -1 1 -1 -3 |1
z(3) 1 —j -1 4 73 1
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Ejemplo

6.2.2.

Encontrar los coeficientes de la TDF para la senal mostrada en la Fig. 7.16(a), cuyos

[1,1,1,0,0,0,0,1,1]%.

elementos son x

Figura 6.1: Senal a descomponer en Fourier

Para encontrar los coeficientes de Fourier de la senal x, es necesario calcular :

X =d*x

donde ® es la matriz de exponenciales complejas (6.8) y N es la cantidad de muestras de

la senal, en este caso es 9. Asi la matriz es:

NN AN N N N N N N

— N N N

. ~  ~ ~ ~ —~

— N N N N N N e

AN AN AN N N N N N

— N N N N N

AN AN AN AN N N N N N

— N N N S N

P N e

— N N N N e

AN AN AN N N N N N N

— N N N

. ~  ~ ~ ~ —~

S N N N N N N e

AN AN AN N N N N N

— N N N N N
— = o= = = = = =

AN AN AN AN N N N N N

— N N N N N N
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La parte real de ®* es

1.000  1.000  1.000 1.000  1.000 1.000  1.000 1.000  1.000
1.000 0.766  0.174 —-0.500 —-0.940 -0.940 -0.500 0.174  0.766
1.000  0.174 —-0.940 -0.500 0.766  0.766 —0.500 —0.940 0.174
1.000 -0.500 -0.500 1.000 -0.500 -0.500  1.000 —-0.500 -—0.500
¢ =] 1.000 —0.940 0.766 —0.500 0.174 0.174 —0.500  0.766 —0.940
1.000 -0.940 0.766 —0.500 0.174  0.174 —-0.500 0.766 —0.940
1.000 -0.500 -0.500 1.000 —0.500 -0.500  1.000 —0.500 —0.500
1.000 0.174 -0.940 -0.500 0.766  0.766 —0.500 —0.940 0.174
1.000 0.766  0.174 —0.500 —-0.940 —-0.940 -0.500 0.174  0.766

y la parte imaginaria de ®* es

0.000  0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 —-0.643 —0.985 —-0.866 —0.342 0.342 0.866 0.985  0.643
0.000 —0.985 —0.342 0.866 0.643 —0.643 —-0.866 0.342  0.985
0.000 —0.866  0.866  0.000 —0.866 0.866  0.000 —0.866  0.866
0.000 —0.342 0.643 —-0.866 0.985 —0.985 0.866 —0.643  0.342
0.000 0.342 -0.643 0.866 —0.985 0.985 —0.866  0.643 —0.342
0.000  0.866 —0.866 0.000 0.866 —0.866  0.000 0.866 —0.866
0.000 098  0.342 —-0.866 —0.643 0.643 0.866 —0.342 —0.985
0.000 0.643 0985 0.866 0.342 —-0.342 -0.866 —0.985 —0.643

A
*
Il

La solucién del producto (®; + j®F)x es:

5.0000
2.87939
—0.5321
—1.0000
X = 0.6527
0.6527
—1.0000
—0.5321
2.8794

Note que X no contiene elementos imaginario.

A continuacién se va a reconstruir la senal original usando los coeficientes de Fourier
obtenidos calculando,

y=oX
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Para poder observar la importancia de cada uno de los coeficientes encontrados, primero se

va a reconstruir la sefial usando un solo coeficiente de manera que X = [X(0),0,0,0,0,0,0,0,0]%,
después se van a usar dos coeficientes, de modo que X = [X(0), X(1),0,0,0,0,0,0,0]7, y asf
sucesivamente hasta utilizar los 9 coeficientes. Los resultados de este ejercicio se muestran

en las Figs. 6.2(a)-6.2(i).

<
<

(b) (©)

(a)
(d) () (f)
(8) (h) (1)

Figura 6.2: Reconstruccion de la senal usando los coeficientes de Fourier

6.3. Implementacion de la Transformada de Fourier

A partir de las ecuaciones de la TDF (6.12) y de la TDIF (6.9), es necesario construir
una matriz ®* y ® respectivamente. Matricialmente la TDF se calcula con X = ®*z y
TDIF como z = %CI)X . Note que la diferencia es un signo en la parte imaginaria de las
exponenciales complejas y la division entre N. La implementaciéon genérica de la TDF y
TDIF se muestra en el siguiente cédigo denominado DFT_1D:
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private static void DFT_1D(double entrada_r[], double entrada_i[],
double salida_r[], double salida_i[], int signo){

int N = entrada_r.length, n, k;

double Ar[][] = new double [N][N];
double Ai[][] = new double [N][N];
double w = 2.0*Math.PI/(double) N,

double factor;

factor = signo == 1 ? 1.0/(double)

for(n=0; n<N; n++){
for (k=n; k<N; k++) {

Ar[n] [k]
Ar (k] [n]
Ai[n] [k]
Ai[k] [n]

Math.cos (wxn*k) ;

Ar[n] [k];

suma_r, suma_i;

1.0 ;

signo*Math.sin (wxnxk) ;

Ai[n] [k];

for(k=0; k<N; k++) {

suma_r = O;
suma_i = 0;

for(n=0; n<N; n++){
(Ar[k] [n]*entrada_r[n] - Ailk] [n]*entrada_i[n]);
(Ar[k] [n]*entrada_i[n] + Ai[k] [n]*entrada_r[n]);

suma_r +=
suma_i +=

salida_r[k]
salida_i[k]

}

Para evitar confusiones, de
funcién

suma_r*factor;
suma_ix*factor;

manera particular, para el calculo de la TDF utilizaremos la

public static void Fourier(double entrada_r[], double entrada_il],
double salida_r[], double salida_i[]){
DFT_1D(entrada_r, entrada_i, salida_r, salida_i, -1);



6.4. PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER 79

y para la TDIF utilizamos

public static void Inversa_Fourier(double entrada_r[], double entrada_il[],
double salida_r[], double salida_i[]l){
DFT_1D(entrada_r, entrada_i, salida_r, salida_i, 1);

}

Se puede comprobar los resultados de estas funciones en Mathematica haciendo Fourier|x,
FourierParameters-;1,-1] y InverseFourier[X, FourierParameters-;1,-1].

6.4. Propiedades de la Transformada Discreta de Fourier

La transformada de Fourier discreta, presenta algunas propiedades un cuanto diferentes que
la transformada continua. A continuacién se mencionan algunas y se da la demostracion
de tales

6.4.1. Periodicidad

Sea una senal z(n), mostrar que la transformada de Fourier, X (k) tiene periodo N.

Si la funcion es periédica entonces

La TDF (6.12) de x es

y la TDF para x(n + N) se calcula a partir de (6.12) como

N-1

X(k+N) = Y a(n)e d(F)nk+N)
o

X(k+N) = w(n)e I (F Inke=i(F )nN
v

X(k+N) = 2(n)e I (F)nk = X (k)
n=0

Note que
X(k+ N)=X(k)
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6.4.2. Linealidad

Si
x1(n) L Xi1(k)
2a(n) & Xo(k)
entonces

az1(n) + bra(n) & aXy (k) + bXa(k)

Prueba: Comenzamos por la TDF (6.12)

&

N-1 '
X(k) =Y a(n)e
para la suma de az1(n) + bra(n) queda

N-1 L
X(k) =Y [az1(n) + baz(n)] e (F)k
n=0

N-1 N-1
X(k) =a Z xl(n)e_j(%r)”k +b Z x2<n)6_j(2ﬁﬂ)”k
n=0 n=0

X(k) = aXl(k:) + bXQ(k)

6.4.3. Desplazamiento en tiempo
Si
z(n) & X (k)

x(n —mng) & e_j(%r)"okX(k)

Demostracién:
La TDF (6.12) de la senal desplazada x(n — ng) es;

N
X(k) = Z z(n — no)ej(%ﬁ)”k

n=0
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haciendo en cambio de variable 7 = n — ng tenemos

N—-1—ng
27

Xo(k) = Y a(@)e d(F)@rnok

N-1
Xo(k) = Y a(@)e I(F)hemi(5)nok

" N-1
XQ(k) = G_J(%)nokzx(n)e_](%)ﬁk
n=0

6.4.4. Desplazamiento en frecuencia

Ahora si hacemos un desplazamiento en frecuencia tenemos que
el (K )k (n) & X (k — ko)

Demostracién: Escribimos la formula de la TDIF (6.9)

X (k — ko)e! ()

| Ndko
1‘2(]{2) = N X(k)e](ﬁ)”(k+k0)
k=—ko
1 N2~ i(2md (2
(k) = & Y X(R)/(F)rked(F)nko
k=0
1 i2n R
za(k) = ()0 37 X (k) (K
k=0

xo(k) = ej(W)"kOx(n)

6.4.5. Conjugacién

La definicion del conjugado de un numero complejo es
r=R+jI
" =R—jI

81



82 TRANSFORMADA DE FOURIER

Mostrar que:

comenzaremos por

N-1
Xo(k) = Y a*(m)e (R
nJ:VO—1 *
Xo(k) = w(n)e I (F)n=h)
n=0

6.4.6. Inversion en Tiempo

Mostrar que

2(—n) & X (—k)

Comenzaremos por calcular la transformada de Fourier de z(—n)

N-1
Xo(k) = Y a(—n)e (5 )nk
n=0
hacemos el cambio de variable m = —n
—N+1

6.4.7. Escalamiento en tiempo

Sea x(an) una senial multiplicada por un entero, calcular latransformada de Fourier para

este caso
N-1

Xo(k) = Z x(an)e‘j(%ﬂ)"k

n=0



6.4. PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER 83

haciendo m = an tenemos

Note que el rango de la TDF, también se escala.

6.4.8. Convoluciéon

El teorema de la convolucién afirma que si Flz (n)] = X(k) y Fly(n)] = Y (k) enton-
ces

(n)xy(n) = X(k)Y (k)
demostracion:
Consideremos que la convolucién estd g(n) = z (n) *x y (n) dada por

-1

N
g(n) = @ (m)y(n—m)

=0

y la transformada de Fourier de g(n) es

G(k) = [g(n)] e (5 )nk
S )
G(k) = [Z x(m)y(n— m)] eI (5 )k
n=0 Lm=0

haciendon =n —m
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N-1 N-1

Gk) = z (m) [Z y(A)e J(%’)(wrm)k]

G(k) = Z x (m) eI (5 )mk [Z y (1) e](%@r)nk]
m;(il n:?\/—l

G(k) = [ x (m) e—ﬂ(%&)mk] [Z?J(")e ](Zp)nk]
m= n=0

6.4.9. Multiplicacién

De manera inversa podemos ver que si F [z (n)] = X(k) y F [y (n)] = Y (k) entonces

demostracion:

Consideremos que la convolucién G(k) = X (k) = Y (k) estd dada por

N-1

Gh)=> XY (k-1

=

y su transformada Inversa de Fourier (6.9) la podemos calcular como:

1= 2
gn) = & DGR/ F)m
k=0
1 N—-1[N-1 )
gn) = + ZX@N%#JWW
k=0 L1=0

cambiando el orden de la sumatoria

N-1

o) =+ X ()

1=

N—-1
S Y (k1) ej<21\77r)"k]

k=0
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haciendo k = k —

6.4.10. Diferenciacién en Tiempo

Demostrar que

tenemos que

27

z(n—1) & e (X (k)X (k)

por superposiciéon demostramos la primera.

6.4.11. Diferenciacion en Frecuencia

Demostrar que

tenemos que

X(n—-1) & ej(%ﬁ)kx(n)

por superposicion demostramos la primera.

85
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6.4.12. Propiedades de Simetria de la transformada de Fourier.

Para cualquier secuencia x(n) la parte real la podemos calcular haciendo

Rz (n)] = 5 [z(n) + 27 (n)]

y la parte imaginaria como

lo que es equivalente a

Al aplicar la transformada de Fourier tendremos que

X(n)=X*(—n)

A partir de esto se observa que la parte real de X (k) es una funcién par de k y la parte
imaginaria de X (k) es una funcién impar de k. De manera similar, la magnitud de X (k)
es una funcién par y el dangulo de de fase es una funciéon impar. Ademéds

E{e(n)} & R{X (n)}

O {z(n)} & I{X (n)}
demostracién:

En el caso de una senal real y par se cumple que z(n) = z(—n) y que x(n) = z*(n) por lo
tanto en el dominio de Fourier

S
—~
=
I
S
|
x5
N—
I

RIX (k)] + T [X(=F)]
RIX (k)] = JZ[X(=F)]

P
~
w
N—
I
S

*
T
™
SN—
I

la unica posibilidad de que esto sea cierto es que la parte imaginaria sea cero. Asi la
transformada de Fourier se transforma en
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X (k) = nﬁ;x(n) cos G\T;nk)

a esta ecuacién es comin que se le conozca como la transformada coseno.

En el caso de una senal real e impar, se cumple que z(n) = —x(—n) z(n) = x*(n), entonces
en el dominio de Fourier

X(k) = =X (=) = ~R[X(~)] ~ JT[X(~h)
X(k) = X*(~k) = RIX(~H)] ~ JT[X(~F)

la tnica posibilidad de que esto ocurra es que la parte real sea cero. La transformada de
Fourier en este caso queda como

6.4.13. Relacion de Parseval.

Siz (n)y X (k) son la senal y su transformada respectivamente, entonces tenemos que:

N-1 - N—-1
NY lz(m)? & Y 1X (R
n=0 k=0
podemos representar como
N-1 N-1
N a(n)zt(n) =Y X(k)X(k)*
n=0 k=0

Tomando tdnicamente el segundo termino de la ecuacién anterior

N—
E=3" X(k)X(k)*
k=0

—
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k=0 n=0
N-1 N-1 Y
E=Y"X(k) Y a*(n)ed Gk
k=0 n=0

cambiando el orden en que se hacen las sumatorias

6.4.14. Resumen de Propiedades

Dado lo anterior podemos resumir en la siguiente tabla las propiedades de la transformada
discreta de Fourier.
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Senal en Senal en

Propiedad el tiempo la frecuencia Referencia
Periodicidad z(n) X (k) periodo N 6.4.1
Linealidad azi(n) + bxa(n) aX1(k) + bXa(k) 6.4.2
Desp. en tiempo x(n —ng) e_j(%)"OkX(k:) 6.4.3
Desp. en frecuencia e](%ﬂ)”kox(n) X(k — ko) 6.4.4
Conjugacién x*(n) X*(—k) 6.4.5
Inversién en tiempo x(—n) X(—k) 6.4.6
Escalamiento en el Tiempo x(an) X(k/a) 6.4.7
Convolucién x(n) *y(n) X (k)Y (k) 6.4.8
Multiplicacién Nz(n)y(n) X (k)Y (k) 6.4.9
Dif. en tiempo x(n) —xz(n—1) (1 — efj(%r)k) X (k) 6.4.10
Dif. en Frecuencia (1-F)at) | X0 - X(k—1) 6.4.11
Simetria conjugada x(n) real X (k) = X*(k) 6.4.12
Simetria x(n) real y par X (k) real y par 6.4.12
Simetria z(n) real e impar X (k) imaginaria e impar 6.4.12
Parseval NZ ]:1:( )|? Z |X( B 6.4.13

6.5.
santes

6.5.1.

27

Exponencial Compleja

Dado z(n) = ¢/ (% )kom 15 transformada de Fourier esta dada como

La sumatoria tendrd solucién N en el caso de que kK = kg dado que e

0

Transformada de Fourier de algunas funciones intere-

= 1 y en caso




90 TRANSFORMADA DE FOURIER

contrario aplicamos la formula (6.11)

Por lo tanto la transformada de Fourier es

27

I (5 )kon By NS (K — ko)

6.5.2. Funcion seno
Dada la funcién seno, podemos hacer la representacién de esta funcién como

sen 2—7rkon = i [ej(%ﬁ)kon — e_j(%ﬂ)kon}
N 27

dado que tenemos la suma de dos exponenciales complejas, la transformada de Fourier
es

27 N N
sen (Nk0n> PN —355 (k — ko) —l—j;& (k + ko)

6.5.3. Funcion coseno

La representacion de la funcién coseno la podemos dar como

de manera similar que en la funcién seno tenemos

2m N N
cos <Nk0n> & 5(5 (k — ko) + 5(5 (k + ko)

6.5.4. Funcién impulso unitario

Recordemos que la funcién impulso unitario es

5(n):{ 1sin=20

0 en caso contrario
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la transformada de Fourier para esta la calculamos
N-1 L,
X(k) =Y 6 (n—ng)e I(F)kn
n=0

X (k) = eI (5 o

—i(2z
podemos comprobar que |e™’ (5 )kno

= 1 para cualquier valor que tome k por lo que
finalmente la magnitud de la transformada de Fourier es

5(n7n0)<£>1

6.5.5. Constante

Consideremos una funcién x (n) = a la transformada de Fourier es

N—-1
X(k) = Z ae— I (5 )kn
i
X(k)=ua Z e 3 (55 )kn
n=0

la sumatoria tendra la solucién N para k = 0 y 0 para k % 0 por lo cual

ad Nas (k)

6.5.6. Escalén Unitario

La funcidn escalén unitario esta definida como

(o) 1sin>=ng
u(ng) = .
0 0 en caso contrario

la transformada de Fourier estarda dada como
N—1
27

Uk) =Y u(ng)e 7 (F)kn

n=0
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Lo cual da como resultado

o N-—-ngsik=0
Uk) = { ﬁ(k) en caso contrario
con
- 1 — e~3(5F)kmo
Uk) = - —
1—e i( N)
_ ¢=3 (% )kno (ez’(%)kno . J(%)kno)
Uk) = — - -
eI(F )k (6](N)k e J(N)k)
s rmngk
A(k) _ _sm( 0 )efj(ﬁ)k(noﬂ)
sin(%k)
6.5.7. Caja

Consideremos una funcién x (n) dada por la siguiente expresién

o(n) = lsi-d<n<d
| O0sino

Aplicando la formula podemos ver

Ck) = Ze—d%")kuze—y(%)kn
n:—d n_(;

Clky = S e (FIMm L5 ema(5F)kn
n=1 n=0
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Lo cual da como resultado

1—ed FFk(d+1) n 1—e i FRE+D 1
...... ,271.]9 liefj%k

1-e/'N

En la figura 6.3 se presenta la parte real de esta funcién ya que la imaginaria es cero.
La transformada de Fourier continua de esta funcién, esta dada por la siguiente expre-
sién

o0

C’(k):/ c(t)e*j(%ﬁ)ktdt

—00

al sustituir nuestra funcién obtenemos

—d
_ L i@k
O = “”
1 2
Ck) = EEan (—27) sen [Nk:d]
B sen [Qik:d]
C(k) Wflz

la cual luce como 6.4

6.5.8. Ejemplos

En un programa en Java que utilice las clases funciones y grafica, obtener y explicar bre-
vemente la Transformada de Fourier Discreta (TFD) de las siguientes senales:

1. z1(n) = cos(2En) + sin(3n)
2. xo(n) =0(n) 4+ d(n—3)

3. z3(n) = 1+ 8(n +5) + cos(5En) + exp I (FIn
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0.2

0.05 q

_0.05 I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140

Figura 6.3: Funciéon Sinc con d = 10 y N = 128.

0.8 q

0.6 q

0.4 q

Sinc(x)

0.2r q

—02f 4

-0.4
0

Figura 6.4: Funcién Sinc con k = 10 y N = 128.
Ejercicio 1

La figura 6.5.8 muestra las cuatro graficas que se obtienen al aplicar la TFD en la senal
1. Se puede observar en la figura 6.5(a) la senal que contiene parte real pero no contiene
parte imaginaria, ademas la parte real se forma por un seno y un coseno. El resultado de
aplicar la TFD a esta senal equivale a aplicar la TFD a las dos senales que la componen
por separado y luego sumarlas. En las figuras 6.5(b) y 6.5(c) se puede observar el resultado
de la aplicacion de la TFD a la sefial 1, cuya solucién analitica es:
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W 00 20

E]

(a) x(n) 1 (b) Parte real de Ia (c) Parte imaginaria de
FFT(x(n)) la FFT(x(n))

Figura 6.5: Senal 1 y su transformada de Fourier

Con las figuras podemos constatar que el coseno efectivamente contribuye con dos impulsos
positivos en kK = 1 y k = —1. Asimismo, el seno contribuye con dos pulsos con diferente
signo en la parte imaginaria de la senal, el positivo en kK = 5 y el negativo en k = —5.

Ejercicio 2

La solucién analitica de la senal 2 es:

6 6

Xo(k) =1+ cos(ﬁﬂk) —jsin(ﬁﬁk)

Las figura 6.5.8 muestra las graficas de la senal original su TFD. Observando las graficas
6.6(b) y 6.6(c) se puede observar que existe un coseno con frecuencia 3 en la parte real
y un seno con igual frecuencia en la parte imaginaria. La contribucién del impulso en el

origen casi no se percibe en las graficas, ya que es es una constante que se suma al resto
de la senal.

Ejercicio 3

Las figuras 6.7(a) y 6.7(b) muestra la parte real e imaginaria respectivamente de la senal
3. Al aplicar la TFD de manera analitica a la senial se obtiene:

X;3(k) = No(k) + cos(%k} —j sin(%) + No(k + 1)
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x10™
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oore
001 2]
Zoome B
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140 0 20 ) 0 80 100 120 140 h 20

(a) Senal real (b) Parte real de Ila (c) Parte imaginaria de
FFT(x(n)) la FFT(x(n))

£

Figura 6.6: Senal 2 y su transformada de Fourier

La contribucién de la constante se puede observar en la grafica de la figura 6.7(c) como
un impulso en 1 de la parte real. La contribucién del impulso es coseno con frecuencia 5
en la parte real y un seno negativo con frecuencia 5 en la parte imaginaria (figura 6.7(d)).
El coseno contribuye con un par de impulsos en la parte real, cuando k =3y k= -3,y
finalmente el exponencial complejo contribuye con un pulso en k& = —1.

6.6. Transformada de Discreta de Fourier en Dos dimensio-
nes.

En dos dimensiones las exponenciales complejas (6.8) las expresaremos como

¢k,l(na m) _ 6j((27mk)/N+(27rml)/M) (613)

Pri(n,m) = ér(n)pi(m)

Definidas las exponenciales complejas (6.13) y de acuerdo con (6.12) podemos escribir la
Transformada Discreta de Fourier en 2D (TDF2), como

N—-1M-1
X(k.)= 30 3 w(nm)e SO (6.14)
n=0 m=0
reorganizando términos tenemos:
M—1[N-1
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2 Tiempo - Parte real B[EX] 2 Tiempo - Parte imaginaria 8= (& Frecuencia - Parte real AEX]
1

s\/ 780

| Java Applet Wind: dow Java Applet Window | v Applet Window
(a) Senal real en el tiem- (b) Senal imaginaria en (c) Senal real en la fre-
po el tiempo cuencia

2 Frecuencia - Parte imaginaria 9[=)% )

10

lava Aopet Window

(d) Senal imaginaria en
la imaginaria

Figura 6.7: Senal 3 y su transformada de Fourier

La formulacién de la Transformada Discreta Inversa de Fourier en dos dimensiones (TDIF2)
esta dada por (6.15):

1 L (2% 21
w(n,m) = s X (k, 1)e! G nt3rm) (6.15)
k=0 1=0
reorganizando términos
1 = 1 MY j(Zzm) (Zz5)
z(n,m) = — — X (k,1)e?(5im) | (3
N k=0 M =0

En la siguiente seccion se muestra la implementacién de la TDF y TDIF en dos dimensio-
nes.
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6.6.1. Ejemplo

Calcular la TDF2 para la senal bidimensional
112 3 4
T4 3 21

De acuerdo con las formulaciones, podemos hacer la TDF en una dimensién para cada uno
de los renglones para luego proceder por columna. La matriz de exponenciales complejas
por columnas es

1 1 1 1
a1
= 1 -1 1 -1
Ly -1 =
y por renglones es
1 1
*
=il

Comenzamos haciendo la Transformada de Fourier por renglones.

Asi para el primer renglén calculamos

11 1 1 1 10 + 70
1 -5 =1 3 2 | —2+4+j2
1 -1 1 -1 31 | —2+440
1 45 -1 —j 4 —2—352
para el segundo renglén calculamos
11 1 1 4 10 + 40
1 -5 =1 g4 3| 2—342
1 -1 1 -1 2| 2+ 30
1 5 -1 —j 1 2472

Los dos renglones quedan

10440 —2+472 —2450 —2— 52
10+40 2-352 2450 2452
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Por columnas hacemos

v — [1 1][1040 —2452 —24j0 —2-j2

T 11 -1 ]] 10450 2-j2 2440 2442
X 20450 0440 0+40 0+ 40
0450 —44j4 —4+50 —4—j4

6.7. Implementacion de la Transformada Discreta de Fourier
en 2D

Analizando las expresiones reorganizadas de la TDF2 y TDIF2 podemos ver que son equi-
valentes a realizar la Transformada en una direccién del arreglo bidimensional y después
realizarlo en la otra direccién. Adicionalmente en las formulaciones dadas por (6.14) y
(6.15), podemos ver que la diferencia entre ambas es un signo y una divisién, por lo tanto
la implementacién genérica de ambas es:

private static void DFT_2D(double entrada_r[][], double entrada_i[][],
double salida_r[][], double salida_i[][], int signo){

int N = entrada_r.length, M = entrada_r[0].length, n, k;
double Cr[][] = new double [M][M];

double Ci[][] new double [M][M];

double Rr[][] new double [N][N];

double Ri[][] new double [N][N];

double w , suma_r, suma_i, factor =1.0;

int i, j;
int max = N >M 7?7 N : M;

new double[max];
new double[max];

double b_r[]
double b_i[]

w = 2.0%Math.PI/(double) N;

for(n=0; n<N; n++){
for (k=n; k<N; k++) {

Rrn] [k] = Math.cos(w*n*k);

Rr[k] [n] = Rr[n][k];

Ri[n] [k] = signo*Math.sin(w*nxk);
Ri[k] [n] = Ril[n][k];
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}

w = 2.0*Math.PI/(double) M;

for(n=0; n<M; n++){
for(k=n; k<M; k++) {

Cr[n] [k] = Math.cos (wxn*k) ;

Cr[kx] [n] = Cr([n][k];

Ciln] [k] = signo*Math.sin(w*n*k);
Cilk] [n] = Cil[n][k];

}
factor = signo == 1 7 1.0/(double) N : 1.0 ;

for(i=0; i<N; i++) {
for(k=0; k<M; k++) {
suma_r = 0;
suma_i = 0;

for(n=0; n<M; n++){
suma_r += (Cr[k] [n]*entrada_r[i] [n] - Cilk] [n]*entrada_i[i][n]);
suma_i += (Cr[k] [n]l*entrada_i[i] [n] + Cil[k] [n]*entrada_r[i][n]);
}
salida_r[i] [k]
salida_i[i] [k]

suma_r*factor;
suma_ix*factor;

}
factor = signo == 1 7 1.0/(double) M : 1.0 ;
for(j=0; j<M; j++) {
for(k=0; k<N; k++) {
suma_r = O;
suma_i = O;
for(n=0; n<N; n++){

suma_r += (Rr[k] [n]l*salida_r[n][j] - Rilk] [n]l*salida_il[n][jl);
suma_i += (Rr[k] [n]l*salida_i[n][j] + Rilk] [n]l*salida_r[n][jl);
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}
b_r[k] = suma_r;
b_i[k] = suma_i;

}

for(i=0; i<N; i++){
salida_r[i][j] = b_r[il*factor;
salida_i[i][j] = b_i[il*factor;

}
Para el calculo de la TDF2 y de Is TDIF haremos uso de las funciones

public static void Fourier(double entrada_r[][], double entrada_i[][],
double salida_r[][], double salida_i[][]) {
DFT_2D(entrada_r, entrada_i, salida_r, salida_i, -1);

}

public static void Inversa_Fourier(double entrada_r[][], double entrada_il[][],
double salida_r[][], double salida_i[][]) {
DFT_2D(entrada_r, entrada_i, salida_r, salida_i, 1);

6.7.1. Ejemplo

Transformada de Fourier de una senal bidimensional
Dada la sefial « (n.m) = cos [%Z (kon + lpm)| determinar su transformada de Fourier.

Esta senal puede ser representada como la suma de dos exponenciales complejas

il (kon + lom)

x(n,m) = cos

= lej(%)(k’on—f—lom) + le_j(zﬁw)(kon-‘rlom)
2 2
por lo tanto

N N
X (k1) = 50 (k — ko,l = lo) + 50 (k + ko, 1 + o)

En la figura 6.8 podemos ver la sefial bidimensional correspondiente z(n, m) = cos [2Z (10n + 20m))]
y su transformada de Fourier. Note que en la imagen de la transformada de Fourier apare-
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cen dos picos en las coordenadas [10,20] y [118,108], lo cual, corresponde con la deduccién

anterior.

Figura 6.8: Senal coseno en dos dimensiones

6.7.2. Ejemplo

El primer renglén de una imagen es creado utilizando una distribucién normal N(0,1)
(ver 6.10) y los renglones subsiguientes se calculan de acuerdo con la siguiente sucesién
fn,m) = f(n—1,m — 1) tal que se produce un patron como el mostrado en la figura 6.9
(a la izquierda). Explique a que se debe que la magnitud de la transformada de Fourier esta
dominado por una linea recta a 45 grados. La transformada de Fourier del ruido gaussiano
la podemos ver a la derecha de la figura 6.9 .

[-2.3352,3.1952] [0.0,3155.026]

Figura 6.9: A la izquierda Patron regular creado con una senial uni—dimensional trasladada
(ruido Gaussiano) y a la derecha Magnitud de su transformada de Fourier
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25007074441512376
19007074401512376
1300707 448151/337
7.0Q70F 34 1 2H7]
1007074441512 :?71 + }
p.o 26.0 52.0 78.0 104.0

Figura 6.10: Valores aleatorios calculado con una distribucién Normal con media cero y
varianza unitaria

Demostracion:

El primer renglén de imagen fue generado utilizando una distribucién normal, y los ren-
glones subsecuentes utilizando la recursién

fn,m)=f(n—1,m—1)

la transformada de Fourier para f(n,m) es F'(k,l) si aplicamos la propiedad de translacién
de la TF, podemos ver:

fn,m) & Fk, 1)

F(n = ng,m —mo) & eI (Fir)moktmal) )

lo cual nos da como resultado la transformada de Fourier F'(z), esta multiplicada por una

. . — (2 s - .
exponencial compleja e’ (¥77) (nok-+mol) cuyo maximo se localiza sobre la recta ngk +mgl =

0, dado que ng = mgy = 1, tendremos que la pendiente de

esta linea recta es 45 grados.

6.8. Transformada Rapida de Fourier

La trasformada Discreta de Fourier TDF es O(N?) y existe la Transformada Répida de
Fourier FFT la cual es O(N log N), para una senial en una sola dimensién. Para el caso
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de senales en dos dimensiones, la TDF es O((NM)?) y la FFT es O(NM log N M), razén
por la cual se utiliza la FFT. Sin embargo, la FFT requiere que el tamano de la senales
sea potencia de 2, es decir N = 2" y M = 2°. Todas la propiedades de la transformada de
Fourier son validas para el caso multidimensional y para hacer la demostracién solo hay
que tener en cuenta que se trata de arreglos bidimensionales.

Danielson y Lanczos mostraron que la transformada Discreta de Fourier para una senal x
de longitud N, puede ser descrita como la suma de dos transformadas Discretas de Fourier,
cada uno de tamano N/2. Esto lo podemos mostrar a partir de la definicién de la TDF
(6.12), podemos reagrupar la suma en los componentes N/2 pares e impares como

N—-1 N/2-1 N/2—-1
X9 = X ot = S a5 s iR
n=0 n=0

Agrupando términos tenemos

N/2-1 N/2-1
.27 .27k
X(k‘) _ Z x(2n)e—j(%)2n + 6_](%) Z (21’L—|— 1)6 3 (3R N )(2n)
n=0 n=0
N/2—-1 omk N/2—-1 ok
X(k)= Y a@n)e 7T L w(v) Y x@2n+ 1)e W2
n=0 n=0

El paso recursivo de la Transformada Rapida de Fourier es

TDF(z) = TDF(zp) + W(n) x TDF(z;)

y el caso Base sera cuando la senal sea de tamano N =1

donde z, y x; son vectores de tamano N/2 con los coeficientes pares e impares de x y
W(N) = e 1R,

6.8.1. Ejemplo

Calcular la Transformada Rapida de Fourier de la sehal = = [3,2,1,5,9,4,7,6]7
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TDF(3,2,1,5,9,4,7,6) = TDF(3,1,9,7) + W(8)TDF(2,5,4,6)

= TDF(3,9) + W(4)TDF(1,7)
+W(8)(TDF(2,4) + W(4)TDF(5,6)))

— TDF(3)+ W(2)TDF(9)
+W(4)(TDF(1) + W(2)TDF(T7))
+W(8)(TDF(2) + W(2)TDF(4))

+W (YW (4)(TDF(5) + W (2)TDF(6))

Sustituyendo valores tenemos

X(k)=3+9xe7Cm™/2) 41« 7@/ L7 5 oI (37R/2)

19 % eI CTR/8) 4 g o o=I(10TK/8) | 5 o o=i(6Tk/8) | g s o—i(l4T/S)

X (k) = [37.0000, —6.70711 4 j8.1213,4.0000 + j5, —5.2929 — j3.8787,
3.0000, —5.29289 + 53.8787, 4.0000 — j5.0000, —6.7071 — j8.1213]"

6.8.2. Complejidad

Consideremos que el ntiimero de elementos es potencia de 2, asi por ejemplo N = 32 = 25,
Definimos (' el tiempo para calcular la TDF de una senal con un elemento y Cs el tiempo
para sumar la TDF de los elementos pares e impares. Asi el tiempo para calcular la TDF
de una senal con N elementos lo resolvemos con la recurrencia

T(N)=2T(N/2)+ NC,
lo cual significa que el tiempo calcular la TDF de N datos sera equivalente al tiempo de la
TDF de dos senales la mitad del tamano mas el tiempo de sumar los N elementos

Por ejemplo en el caso de tener N = 32 elementos los tiempo los calculamos de la manera
siguiente:
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Llamado Regresa
T(32) = 27(16) 4+ 32Cy T'(32) = 32C, + 160C,
T(16) =27 (8) + 16Cy  T(16) = 16C; + 64C,
T(8) =2T(4) 4 8C> T(8) = 8Cy + 24Cy
T(4) =2T(2) + 4C, T(4) =4C1 + 8Cq
T(2) =2T(1) +2C, T(2) =2C1 + 2Cs
T(1)=C &

De la solucién podemos generalizar

T(N) = NC; + kNCj

donde k = loga(N)

De acuerdo con esto la complejidad es

T(N) = NCi + Nlogs(N)Cy = O(Nlog(N))

6.8.3. Implementacion

Para la implementacién de la Transformada Répida de Fourier, se utilizo el cédigo de
Numerical Recipies using C [?] y para correr la transformada y anti transformada hacemos
uso de las funciones:

En una dimensién

public static void Fourier_R(double entrada_r[], double entrada_il[],
double salida_r[], double salida_il[])

public static void Inversa_Fourier_R(double entrada_r[], double entrada_il[],
double salida_r[], double salida_il[])

En dos dimensiones

public static void Fourier_R(double entra_real[][], double entra_imag([][],
double sale_real[][], double sale_imag[][])

public static void Inversa_Fourier_R(double entra_real[][], double entra_imag[][],
double sale_real[][], double sale_imagl[][])
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6.9. Convolucion utilizando TF.

En una imagen tenemos que la referencia se encuentra en la esquina superior izquierda.
Cuando estamos utilizando la transformada de Fourier debemos recordar que estd, consi-
dera que las sefiales tienen periodos N en la direccién de x y M en la direcciéon de y. Asi,
una imagen estard representada virtualmente, por un conjunto de copias infinitas es un
espacio infinito.

Para realizar una translaciéon de la imagen, una manera es convolucionar la imagen con la
funcién delta de Dirac 6 (n — ng, m — mg) donde ng y myg es el desplazamiento, hay que
recordar que la convolucién es Lineal e invariante a la translacién, por lo que, la convolucién
de dos senales no se vera afectada cuando hacemos la translacién del kernel.

Cuando aplicamos el teorema de la convolucién
x(n,m) xy(n,m) & X(k, DY (K,I)

debemos tomar en cuenta que si el kernel se desplaza, la transformada de Fourier del kernel
estard multiplicada por una exponencial compleja
I —jﬂ(nok’-i-mol)
x(n —ng,y —mg) & X(k,l)e /Nnm

x(n,m) * d (n — ng,m —myg) Z X (k, l)e—j%(nok’—i-mol)

Cuando aplicamos el teorema de la convolucién tendremos
_ _ Z —J 73z (nok-+mol)
x(n,m) * [y(n,m) x 6 (n — ng,m —mg)] & X(k,1) [Y(k‘,l)e NM ]
[z(n, m) * & (n — ng,m —mgp)] *y(n,m) & {X(k:, l)e_j%(”ok"rmol)} Y (k,1)

x(n —ng,m —mg) *y(n,n) & [X(k:, l)e_j%(”0k+mol)} Y (k,1)

lo cual significa que x(n — ng, m —my), estard desplazada a las coordenadas [ng, my|

6.10. Teorema del Muestreo para senales discretas

Consideramos el caso de una senal continua en el tiempo dada por z(t) = cos(157t). Es
claro que la senal tiene una frecuencia angular w = 157, una frecuencia f = 7.5 y un
periodo T = % Esto significa que si graficamos la senal tendremos siete ciclos y medio
por segundo y la grafica para esta lucird como la figura 6.11(a). Si esta misma funcién la

submuestreamos con incrementos de § lucird como la fig 6.11(b) y esta misma a intervalos
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(a) Senal original (b) Senal muestreada (c¢) Senal muestreada

ayg a 0.01

Figura 6.11: Senal cos(157t) con diferentes muestreos

de 0.01 lucird como 6.11(c). ;Cual es el valor de incremento al que debo discretizar mi
senal sin perder informacién?.

Podemos definir una senal muestreada z,,(n) con un periodo 7T}, como:

Tm(n) = x(nT),) (6.16)

Aplicando (6.16) a la senal x(t) = cos(157t) tenemos una sefial muestreada
Zm(n) = cos((157T,)n)

note que la frecuencia de la senal original se ve afectada por el periodo de muestreo. La
transformada de Discreta de Fourier de una funciéon coseno con periodo de muestreo 1,
es:

cos (Wﬂ) & %5(/6 — Tmko) + 0(k + Tmko)]

En la figura 6.12, se muestra la TDF de la senal con diferentes periodos de muestreo
T = 2/150, T,,, = 4/150, T,,, = 6/150, T, = 8/150, T,, = 10/150 y T,,, = 12/150. Note
en esta figura que la los impulso se encuentran en diferentes posiciones de kg, debido a que
alteramos la frecuencia original de la senal al multiplicarla por el periodo de muestreo Tj,.
i Ahora que relacién tienen?.

Recordemos que la TDF solamente tiene valores de frecuencia que son miltiplos de 27 /N,
a acuerdo con esto, todas las frecuencias wy tendran una representacién dada por:

2m
WOT = Fk()
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y el multiplo ko de la frecuencia 27w /N lo podemos encontrar como (6.10)

_ NuwTpy,

o (6.17)

ko

De acuerdo con y considerando que la senal tiene N = 100 muestras, en la siguiente tabla,
se presentan los valores de kg para diferentes valores de muestreo 7,

Cuadro 6.4: Multiplos de la frecuencia 27 /100 para la senal cos(157T,,n)

T ko
2/150 | 10
47150 | 20
6/150 | 30
8/150 | 40
10/150 | 50
12/150 | 60
| |4 | | |
| | | | | |
| | | | | |
1l . - : - 1 . . K\U\ S 1l - . 1l .
(a) T = 2/150 (b) T = 4/150 (€) T = 6/150
| .
- |
| -
: J]\ (U . I . . il . . n 4\“ i
(d) T = 8/150 (€) T = 10/150 (f) T, = 12/150

Figura 6.12: TDF de la senal cos(157t) con diferentes valores de T,

Note que cuando tenemos un periodo de muestreo T, = 12/150 el multiplo de frecuencia
ko = 60. Si solamente tenemos multiplos que van de —N/2 hasta N/2, tenemos el problema
que no podemos representar la senial sin que se traslapen sus transformada.
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6.10.1. Teorema del muestreo de Nyquist

De acuerdo con la antes expuesto tenemos una cuota maxima;:

N
k‘o<§

donde kg es el multiplo de nuestra frecuencia que queremos representar y N/2 es el multiplo

de frecuencia maxima que podemos representar.

En virtud de esto podemos calcular para una frecuencia wg, muestreada con periodo T, el
valor de kg utilizando (6.10) y sustituyendo en la ecuacién anterior

_ NwoTp,

k
0 2

<N
2

< m
w —_
0 T,

s
2wy < 2—
wo Tm

de donde se desprende la formulacion del Teorema de Nyquist

2wy < Wm

donde w,, es la frecuencia de muestreo y esta definida por %—”
m

poner también como
227T < 2
o Tn

2T, <Tpy

(6.18)

. Esta ecuacion la podemos

Con esto podemos concluir que para una senal con ancho de banda wgy tenemos que mues-
trear, si queremos recuperar la senal original, al menos a una frecuencia de dos veces el

ancho de banda o que el periodo de muestreo tiene que ser al
el periodo de la senal.

meno dos veces menor que

En la figura 6.13 se muestra una senal coseno, con un periodo Ty = 1333.33, la cual fue
muestreada con un periodo mayor que T,, = 28. Para este caso podemos notar que la
senal muestreada para nada luce como una senal de la frecuencia original y el Teorema de

Nyquist no se cumple ya que 27y > T'm
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1.0¢

S

il

—1.0H

Figura 6.13: Ejemplo de una senal con bajo muestro
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6.10.2. Transformada Discreta de Fourier de un tren de Pulso

La transformada de Fourier de una funcién §(n — ng) es una exponencial compleja dada

por

m=0
por linealidad la podemos calcular utilizando
T-1

Pk) =Y e (FmD)k

m=0

Utilizado la (6.11) podemos ver que

V)

Sin embargo cuando m es multiplo de N/T tenemos que e_(Wﬁ¥lT)k

0,1,2,...

= 1 para |l =
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1 m=0
1 m:%
2N
m:T

de manera compacta lo podemos escribir como
> N
P = — —
(k) lE_O 0 <I<: Tl>

Podemos concluir que la TDF de un tren de pulso con periodo T' es un tren de pulso con
un periodo N/T. En la figura 6.14(a) se muestra un tren de pulsos con periodo T' = 6
y su TDF en 6.14(b). Note que el periodo de la TDF es N/T = 25, para una senal con
N =150

e n .

. " - . n " " " " . " " k
20 40 60 80 100 120 140 20 40 60 80 100 120 140

(a) Tren de pulsos con periodo 6 (b) Transformada de Fourier

Figura 6.14: Tren de Pulsos y su transformada

Senal muestrada con un tren de pulsos

Una forma de muestrear una senial es multiplicando la sefial 2(n) por un tren de pulso p(n)
cuya TDF esta dada por

Nz(n)p(n) & X (k) * P(k)

En la figura 6.15(a) se muestra una Gaussiana g(n;u,o) con media p = 0 y varianza
o = 10, la cual se muestrea con un tren de pulsos p(n;T), con periodo T' = 6, como el
que se muestra en la figura 6.15(c). La transformada de furier G(K) de la Gaussiana se
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muestra en la figura 6.15(b) y en la figura 6.15(d) la TDF del tren de pulsos. Finalmente
en la figura 6.15(e) se muestra la TDF de la funcién g(n;0, 10) multiplicada por el tren de
pulsos p(n;6)

Para el ejemplo de la figura 6.15(e) podemos notar que tenemos una cuota superior que
no debemos superar. Si definimos el ancho de banda k; como la mitad del tamano de la
Gaussiana, tenemos que para que la Gussiana no se mezcle con los datos de otra Gaussiana,
se debe cumplir:

N
2ky < —
b T

si multiplicamos ambos lados por 27/N

2 2\ N
9 (22 el
(5)0<(F)z,

tenemos
27 27
2 — ) kp < —
(5)w<z
2wp < W

que coincide con el resultado de la ecuacién (6.18) del Teorema de Nyquist.

6.11. Teorema del Muestreo senales continuas

En esta seccién se presenta todo el andlisis con senales continuas a diferencia de la seccién
anterior donde se presento con senales discretas.

6.11.1. Transformada de Fourier de una senal periédica

Supongamos que una sefial con periodo Ty (con wy = 2T—g), pudiera representarse como la

serie
k=00

2(t) = > X(k)elor (6.19)

k=—o00



114 TRANSFORMADA DE FOURIER

g(n) G(k)
1.0
A /= |
ol | [ |
/ s |
ol | \‘ ‘
\ / | |
\\ // 1.07\‘ “
041 \ / | |
/ | “
/ 05+ ‘ ‘
021 \
20 40 60 80 100 120 140 20 40 60 80 100 120 140
(a) 9(n;0,10) (b) TDF(g(n;0,10))
p(n) P(k)
10fe o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o o 2510
081 20+
0.6 - 158
041 10+
021 sk
20 40 60 80 100 120 140 " 20 40 60 80 100 120 140 K
(c) p(n;6) con periodo 6 (d) TDF(p(n))
G(k)*P(k)
0.35 -
0.30 :—
0.25 }
0.20 -
0.15
0.10 -
0.05 :—
_ k

s 20 40 60 80 100 120 140
(e) TDF(g(n;0,10)p(n;6))

—jnwot

multiplicando ambos miembros de la ecuacién por e e integrando en el intervalo
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Ty To
2 ( —jnwotdt § : engkte—jnwotdt
Ty To

) T2 k=—0o0

reagrupando los términos tenemos

Ty
° —jnwot 7 jwo(k—n)t

/ 5, P(BeTm0dt = kz X(k e dt
2 =—00 2

La evaluacién de la integral en los corchetes es, considerando que k # n:

e]wo(k—n)tdt — #eﬂdo(k n)t ’1;0
1 j(k — n)wo £
1 . .
- = | gk=n)r _ _—j(k—m)T
J(k —n)wo [e ’ ]
1
Jj(k —n)wo [F1+1]
= 0

en el caso de que k = n, la integral se transforma en

Por lo tanto la transformada de Fourier de una senal periédica ecuacién (6.19) es

Ty

1 %2 )
X(n)= 7 / ; w(t)eImeot gt (6.20)

6.11.2. Transformada de Furier de un Tren de Pulsos

Un tren de pulsos lo podemos definir por

pt) =+t +2T)+5(t+T)+4(t)+
S(t—T)+d(t+2T)+
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la cual podemos representar en forma compacta como

i 5 (t — kT)

k=—o0

donde T = 2” . Note que esta ecuacién es una funcion peridédica y su transformada puede
ser calculada “utilizando el resultado de la ecuacién (6.20)

En este caso hablamos de una transformada de Fourier continua por lo cual haremos la
transformada de Fourier utilizando la definicién continua

+oo

Plw) = / p(t)e—Ttdt

—00

sustituyendo tenemos

+oo
Z / S (t — kT) e 7% dt (6.21)

k=—o0c0"”

Aplicando el resultado de la ecuacién (6.20) tenemos

N e
ZTO/ §(t — KT) e 7t dt

de donde se desprende que si k =0

To
LY (t — kT) e 7¥dt =
To Ty © N

0(w — Ows)

Nl
M|~

entonces da como resultado un tren de pulsos equiespaciados en la frecuencia con ws =
21
T

Z § (w — kws)

k=—o00
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6.11.3. Senal Muestreada en el Tiempo

Una senal muestreada se calcula como

Esto significa que tenemos que hacer la convolucién de la TDF de la senal X (k) con un
tren de pulsos P(k). En la figura se muestra una funcién gaussiana

donde p(t) es un tren de pulsos. Aplicando el teorema de la convolucién tenemos que la
transformada de Fourier de esta senal es

Xp(w) = X (w) * P(w)

Xp(w) = X(w) * Z 0 (w — kwp,)
k=—o00

= Z X(w — kwp,)
k=—00

lo cual significa que tendremos copias de nuestra senal X (w) repetidas cada 2% . Pero que

ocurre si el ancho de banda de la senal X (w) sobre pasa el valor 2%?.

Llamemos wy,, la frecuencia de muestreo la cual esta dada como

o

Wm
Tm

y wp el ancho de banda de la senial z(t), podemos ver que si

W, > 2wy

podemos reconstruir exactamente la senal continua x (t) a partir de la senal muestrea-
da ) (t). La frecuencia de muestreo w,, también se conoce como la frecuencia de Ny-
quist.

Podemos notar que

zp(n) =x(nT) = % /00 X (w) e dw

dado que la senal en el dominio de la frecuencia es periédica podemos considerar que
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e}

(2r4+1)7/T '
zp(n) = — / X (w) e dw
(2r—1)7/T

r=—00
y cada término de la suma puede ser reducido a una integral sobre el rango 7 a 7 haciendo
el cambio de variable w = {2 + 2”%

w/T
X

nin = 3

r=—00

<Q+ 2;T> eanTej27rrndQ
w/T

Si intercambiamos el orden de integracién y considerando que e/?™™ = 1 para cualquier
valor de n y r, tenemos que:

dQ

_271' —71'/T oo

/T o )
xp(n) ! [ Z X (Q + 2;T> /T

haciendo un cambio de variable ) = £

T
1 /™11 w 2T\
— E Jjwn
“”'3”(")_27r/_7r T X<T+T)e ]d‘”
de esta ecuacién tenemos que

rT=—00

SO 2
X, @) =5 > X(w—l—;r)

6.11.4. Integracion de la senal continua.

Ahora que hacemos para recuperar la sefial continua a partir de la senal muestreada. Puesto

que la sefial X, (w) solo esta definida en el rango [—%, %], calcularemos la antitrasformada

en estos limites, ademds X, (wT) = +X (w)
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+T :
x(t) = / TX, (WT) e dw

7t dw

El codigo para realizar esta integracion es:

public static double Interpola(double x[], double t, double T)

{
int n, N = x.length, 1i;
double val =0;

for(i=-3*N; i<3%*N; i++)
{

n = (i1\%N);

if(n<0) n =N + n;

val += x[n] * Sinc( (t - (double) i * T) * Math.PI / T);
}

return val;

6.11.5. Ejemplos
Ejemplo 1

Aquella frecuencia que de acuerdo con el teorema de muestreo, debe ser excedida por la
frecuencia de muestreo se llama razén de Nyquist. Determine la razén de Nyquist para las
siguientes senales

a) z(t) = 1 4 cos(20007t) 4+ sen(40007t).

La transformada de Fourier para esta senal es
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1 .
z(k) =6(0) + 5 [0(w — 20007) + d(w + 20007)] + % [6(w — 40007) — §(w + 40007)]

lo cual indica que el espectro de frecuencia tendra valores en el intervalo [—40007, 40007],
o bien que wp = 40007. De acuerdo con esto la razén de Nyquist es ws = 80007.

b) z(t) = %. Podemos ver que la antitransformada de Fourier de una caja es

d .
x(t) = A/ eIt dw

—d

A jryd
iU(t) = ﬁ e 4
2(t) = jlt (27) sen [df
~ 2Asen [dt]
(p) = 2Asenld]

de donde podemos ver que la transformada de Fourier de esta senal es una caja de ancho
d = 2007 y altura A = ﬁ, por lo tanto su ancho de banda sera de w, = 2007 y su razén
de Nyquist serd ws = 4007.

Ejemplo 2

Dada la seial continua x(t) = sen?(107t), calcular:
a) El ancho de banda correspondiente a esta senal

b) La transformada discreta de Fourier si la sefial es muestreada en con periodo Ts = %
segundos, con un nimero de muestras N = 128.

c¢) Cual es la transformada discreta de Fourier si la senal es muestreada con un periodo del
doble del anterior.

Para esta senal aplicando identidades trigonométricas tenemos que:
1
x(t) = sen®(10mt) = 3 (1 — cos(207t))

Respuestas

a) La frecuencia del primer termino es wp = 0 y del segundo termino es w; = 207, con lo
cual tenemos que el ancho de banda es w, = 207
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2w __ 4Nw

b)En este caso la frecuencia de muestreo es wy, = = =5 considerando 128 muestras la

5
2N
frecuencia de muestreo es w,, = 321.6991, note que

W >= 2 % wp3
321.6921 >= 40m

Nuestra seﬁal cumple con el teorema del muestreo, ahora es necesario calcula k de la
frecuencia 2% ~ para ello

ap[n] = (nT)
xp[n] = % (1 — cos(20mnT))
xp[n| = % (1 — cos(%kzn))

Por comparacién podemos ver que 20771 = Zwﬂk con lo cual tenemos

2
Fﬂk — 20T
P 20T N
2
5
2
k = 25

Con esto tenemos que la transformada Discreta de Fourier es

X[k] = 645(k) — 32 (0(k — 25) 4+ d(k + 25)))

c¢) Si duplicamos el periodo de Muestreo Ts = % aplicando los pasos anteriores tene-
mos
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2
Wﬂk — 20qT
. _ 207TN
2
5
. _ 207N
27
E = 50

y la TDF es
X[k] =64(k) — 32 (0(k — 50) + 0(k + 50)))

Note como la frecuencia de muestreo afecta la transformada discreta de Fourier.

Ejemplo 3

Para el ejemplo anterior considerando un periodo de muestreo Ts = 0.0390625, calcular
utilizando el cédigo dado y los valores muestreados x,[n], los valores de la funcién en
t=T,t=15Tyt=2.0T.

Solucién

Para llenar el arreglo dada la funcién z(t) = sen?(107t) se hizo

xp[n] = sen®(10mnT)

Al aplicar

t calculados | valores reales
T 0.0390625 0.886505 0.886505

1.5 T | 0.05859375 | 0.928864 0.928864

20T | 0.078125 0.402455 0.402455

6.12. Filtro de Wiener

Dadas dos senales x y y y un kernel h podemos establecer la siguiente relacién entre las
senales y el kernel dada por la convolucion.

—_

y[n] = x * hin] = Z x[m|h[n — m)|
m=0
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lo cual indica que si realizamos convolucién con un kernel h de z, tendremos una senal
y. Aplicando transformada de Fourier podemos intentar calcular el valor de la senial x(n)
haciendo:

yln] =z + hn]
Y[k] = X[k H[K]
de esta expresién podemos despejar el valor de X[k] = Y[k]/H]Ik], pero si un valor de

H[k] = 0, no tenemos manera de estimar el valor del mismo.

En su lugar utilizaremos técnicas de Regularizacién, para ello, minimizamos la funcién

|y—:n>c<h|2

sugeto a |l % z|?

donde y[n| es la senal filtrada, z[n] es la senal origen, [[n] es un operador lineal que escoge-
remos de la mejor manera para facilitar la solucién y h[n] es el kernel. Para nuestro calculo
procedemos

N-1

Ux) =Y [yln] -z * hn] +ﬁZ|l*w

o5 nm]r

m=0

reorganizado términos tenemos
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N—-1[N-1 N—-1[N-1 N-1
> [Z z[m]hn — m]] hin—m]+8> [Z z[m)i[n — m]] IIn—m] =Y y[nlhln—m]
n=0 Lm=0 n=0 Lm=0 n=0
Definiendo A" [n] = h[—n] y I"[n] = l[-n]:
N—-1[N-1 N—-1T[N-1 N-1
> [Z z[m]hn — m]] AT [m—n]+3 ! z[m]l[n — m]] I"[m—n] =Y y[n]h" [m—n]
n=0 Lm=0 n=0 Lm=0 n=0
N-1 N-1
> fwshn]] R m = n]+ B> [z ln]]1"[m - n] =y« h'[m]
n=0 n=0

xxhxh"[m]+ Bx*xl*1"m] =yx*h"[m)]
Aplicando el teorema de la convolucién y las transformadas Discretas de Fourier para

DFT([x[-n]) = DFT([z"[n]) = X[-k] = X*[k] y DFT([h[-n]) = DFT([h"[-n]) =
H|[—k] = H*[k] podemos reescribir:

X[k H[k|H*[k] + BX KLk L*[k] = Y [k] H*[K]

XK H[E)? + BX k]| L[K][® = Y [k H* [K]
Despejando para X [k]

Y [k] H*[K]

X = T L wp

al sacar la antitrasformada de discreta de Fourier de X calculamos la senal x aproxima-
da.

En dos dimensiones el filtro queda

Y[k, [|H*[k,]

= e 0P+ 8 Lk

(6.22)
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En general podemos considerar que L[k,l] = cte y simplificar la expresién haciendo v =
BIL[k, 1]

_ H R, )Y [k,

=T+

(6.23)

Algoritmo 1 Filtro de Wiener
1: Dadas h, y y v
2: Calcular H =TDFh|y Y =TDF[y]
3: para k=0 to N — 1 hacer
4: paral=0to M — 1 hacer
5: Calcular X[k,l] = HIkI Yk
6
7
8
9

[ H k1> 4+
fin para

: fin para
. Calcular z = TDF~1[X]
: devolver =z
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Transformadas Coseno y Wavelet

7.1. Transformada Coseno a partir de la Transformada de
Fourier

Partiremos de una senal z de tamano 2N — 1 dada por (7.24) la cual es real y par. La
transformada de Fourier de esta sefial también sera real y par de acuerdo con la propiedades
de la Transformada de Fourier.

z(n) =x(2N —1—n) (7.24)

de otra forma

Un ejemplo de esta senal podria ser x = [1,2,3,4,4,3,2]. La transformada de Fourier de
cualquier senal x la con la forma dada por (7.24) la podemos calcular como:

N2 - 2tnk
X(k)= ) a(n)e’2n-

n=0

La sumatoria la podemos dividir en dos partes

N-1 - 2tnk N2 - 2nnk
X (k) = x(n)e J2N-1 + Z x(n)e 72N-1
n=N

n=0

127
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Si en la segunda sumatoria hacemos el cambio de variable n = 2N — 1 — n tenemos que
n=2N —1—n y podemos escribir

1
2nnk 2n(2N—1—n)k
X (k) = z(n)e J2N-1 4 E (2N —1—n)e /) 28T
n=0 n=N-—1

=2
=
L

_ . 27n 27 (—n)k QW(W
X(k)=2(0)+ 3 a(n)e 7551 £ 3" (2N — 1 —n)e I AT g

1

n=1 n

Dado que z(n) = (2N — 1 — n) podemos simplificar

N-1
X (k) =z(0) + Z x(n) ( b + €+]22]7\T7nkl)
n=1
N-1
X(k)==z(0)+2 ) x(n)Cos <;\7;”_k1) (7.25)
n=1

La funcién que resulta ya es una sucesién de cosenos por lo cual podemos decir que es una
Transformada Coseno implementada a partir de la transformada de Fourier.

El Cédigo en Java para hacer la implementacién de la Transformada Coseno es:

static public void MiTCos(float x[], float X[]) {
int N = x.length;
int n, k;
double w;

= (2.0*Math.PI/(2.0%N-1.0));

for(k=0; k<N; k++){
X[x] = x[0];
for(n=1; n<N; n++)
X[k] += x[n]*2.0*Math.cos (w*k*n) ;



7.1. TRANSFORMADA COSENO A PARTIR DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER129

7.1.1. Transformada Inversa

Para llevar a cabo la transformada inversa consideraremos los mismos principios que la
transformada Coseno. Por definicién la transformada Inversa es:

| 22 -
_ Vg
x(n) = SN 1 ,;_0 X(k)el2n-1

La sumatoria la podemos dividir en dos partes

N—

1 . 2mn 1 - 21n

— X (k)eI 3" > X (k)R
k=0 k=N

—
[\
7
[\

x(n) = 5N

Si en la segunda sumatoria hacemos el cambio de variable k = 2N — 1 — k tenemos que
k=2N —1—k y podemos escribir

~  27(2N—1—k)n

X(2N —1— k)™ 2n1

1 N—-1 - 1 1
— j2§211
v(n) = 557 > X(k)e TON 1 >

k=0 k=N-1

Reorganizando términos tenemos

- 2mnk - 2mn(—k) 27 (20N i

N-1
1
z(n) = (X(k) + X (k)elan-1 + X(2N —1—k)ed 2n—1 =1

- 2mnk - 2mnk

N-1
xz(n) = (X(O) + X (k) <6]2N71 e 2N1)>

Finalmente

N-1
z(n) = 5 Nl_ : (X(O) +23 X(k)Cos (;\ﬁlﬁl)) (7.26)



130 TRANSFORMADAS

7.1.2. Ejemplo

Consideremos una senal z1 = [1,2,3,4,4,3,2] y otra senal xo = [1,2, 3, 4] calcular:
1. Calcular la transformada de Fourier z,
2. Calcular la transformada Coseno dada por (7.25) para x3 ,
3. Calcular la transformada Coseno Inversa dada por (7.26) para Xa(k) y
4. Concluir

La Transformada de Fourier de x1 es

X1(k) = [19, —5.04892, —0.307979, —0.643104, —0.643104, —0.307979, —5.04892]

La Transformada Coseno de x5 es

Xo(k) = [19.0, —5.04892, —0.307979, —0.643104]

La transformada Coseno inversa para Xs(k) es

Za(n) =[1,2,3,4]

Note que los términos de X3 (k) corresponden exactamente a los primero 4 términos de
X1(k).

7.2. Definicién de la DCT

Para derivar la DCT de una senal real de con N muestras ' = [2/(0),2/(1),--- ,2'(N —1)],
primeramente construiremos una senal 2’(n) con 2N puntos

' (n) 0<n<N-1)
:U(n):{ F(en—1) (-N<n<-1) (7.27)

En la Figura 7.15(f) se muestra la imagen correspondiente a la senal generada con (7.27).
Pare esta senal z(n) asumiremos que tiene periodo 2N y es par con respecto al punto
n = —1/2. Si aplicamos una translacién de 1/2 hacia la derecha de la senal x(n) haciendo
el cambio de variable n’ = n + 1/2, entonces tenemos que z(n) = z(n’ — 1/2) y la senal
resultante es par con respecto a n’ = 0 como se muestra en la Figura 7.15(g).
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(f) I (g) Ih

Figura 7.15: Reconstruccion de la senal usando los coeficientes de Fourier

La transformada discreta de Fourier para la senial z(n’ —1/2) la podemos calcular con

N—-1/2

AT S (e

n/=—N+1/2

Podemos hacer la extension de la exponencial en su forma rectangular y dado que x es real
expresar

N—1/2 N—-1/2

Xky= > = (n’ - ;) cos(2m'k/2N) —j > @ (n/ - ;) sin(2mn'k/2N)

n'=—N+1/2 n'=—N+1/2

Dado que la senal x es par y que el cos(.) y el sin(.) son par e impar respectivamente con
respecto a n’ = 0 entonces la segunda sumatoria seré cero.

N-1/2

Xky= > = <n’ - ;) cos(2mn'k/2N)

n'=—N+1/2

Separando la sumatoria en dos términos

—1/2 N-1/2

X(ky= > = <n’ - ;) cos(2m'k/2N) + Y (n' - ;) cos(2mn'k/2N)

n/=—N+1/2 n'=1/2
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N-1/2 ) N-1/2 )
X(k) = Z T (—n/ + 2> cos(—2mn'k/2N) + Z T (n’ — 2> cos(2mn'k/2N)
n'=1/2 n'=1/2

Dado que la sefial es par entonces z(n’ — 1/2) = z(—n’ + 1/2) podemos simplificar la
expresion y obtener

N—-1/2

X(hy=2Y = <n' - ;) cos(2mn'k/2N)

n'=1/2

Finalmente si hacemos el cambio de variable n = n’ — 1/2 obtenemos

N-1
X(k) =23 #(n)cos <”("*;Vl/2>k> (7.28)
n=0

7.2.1. Transformada Coseno Inversa

Para derivar la DCT inversa de una sefial real X’ con N muestras X’ = [X'(0), X'(1),--- , X'(N—
1)], primeramente construiremos una nueva senal X con 2N puntos dada por (7.29)

[ X'(k) (0<k<N-1)
X(k:)—{ X'(—k—1) (=N <k < —1) (7.29)
Pare esta senial X (k) asumiremos que tiene periodo 2N y es par con respecto al punto
k = —1/2. Si aplicamos una translacién de 1/2 hacia la derecha de la senal X (k) haciendo
el cambio de variable k' = k + 1/2, entonces tenemos que X (k) = X (k' — 1/2) y la senal
resultante es par con respecto a k' = 0.

La transformada discreta de Fourier inversa para la senal X (k' —1/2) la podemos calcular
con

N-1/2

1 1 . /
z(n) = IN Z X <k‘/ — 2> ei2mnk /2N

k'=—N+1/2

Podemos hacer la extensién de la exponencial en su forma rectangular y dado que X es
real podemos expresar
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N—1/2
. 1 / 1 /
z(n) = 2N Z X <k: — 2) cos(2mnk’ /2N
k'=—N+1/2
i N-1/2 .
_J /I = . /
+ 5N Z X (k 2) sin(2mnk’ /2N)

E'=—N+1/2

Dado que la senial X es par y que el cos(.) y el sin(.) son par e impar respectivamente con
respecto a n’ = 0 entonces la segunda sumatoria serd cero.

N-1/2
1 1
x(n) = N Z X <k’ — 2) cos(2mnk’ /2N)

k'=—N+1/2

Separando la sumatoria en dos términos

~1/2 N-1/2
1 ;1 , /
z(n) = TN Z X <k: - 2) cos(2mnk’ /2N) + Z X < - ) cos(2mnk’ /2N)
k'=—N+1/2 k'=1/2
L (N2 ] N-1/2 1
_ / / / /
xz(n) = N Z X (—k + 2> cos(—2mnk' /2N ) + Z X <k — 2) cos(2mnk’ /2N)
k'=1/2 k'=1/2
Dado que la senal es par entonces, es decir X (k'—1/2) = X(—k'+1/2), podemos simplificar

la expresién y obtener

- 25 (v L) ontmutr )

k/ 1/2

Finalmente si hacemos el cambio de variable k = k' — 1/2 obtenemos

N-1

1 > X(eos (””(’“ Ll 2>) (7.30)
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7.2.2. Transformadas Coseno Utilizadas

Se pude tener un sin nimero de definiciones de la transformada coseno, sin embargo,
centraremos en cuatro principalmente:

tipo | Definicion

| X = o (B2 (1) 2 SN a(n)eos (§24))

2 | Xa(k) = ks N w(n)cos (ZL2E)

3| Xah) = g (40) + 2505 amjeos (522

4 | Xa(k)=/% SN x(n)cos (W)

Las transformadas discreta de coseno inversa para los tipos 1,2,3 y 4 eslatipo 1, 3,2y 4
respectivamente.

7.2.3. Ejemplo de aplicacién

Dada una senal z[n] = sin(0.5n)+N (0, 0.3) queremos obtener una senial filtrada eliminando
el 75% de los coeficientes correspondientes a las altas frecuencias. Considere que se tienen
N = 64 muestras.

En la Figura 7.16 se muestran los resultados en cuatro sub figuras. En la Figura 7.16(a) se
muestra la senal original la cual tiene una frecuencia w = 0.5. La Figura 7.16(b) muestra
la transformada de Coseno de la senal x, note como cerca de la frecuencia fundamental se
muestra el maximo de la senial. La Figura 7.16(c) muestra la Transformada Coseno una vez
que se eliminaron el 75 % de las altas frecuencias y finalmente en la Figura 7.16(d) sobre
impuestas la senal original y la senal muestreada.

La frecuencia fundamental la podemos calcular haciendo

~ m(k+1/2)n
0.5n = 61
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despejando tenemos

64x05 1
k= —————-=9.6858
T 2
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Figura 7.16: Ejemplo de filtrado y compactaciéon de una senal utilizando Transformada
Coseno

7.2.4. Transformada Discreta Coseno en dos Dimensiones

En forma similar al calculo de la TDC en una dimensién donde se definié una senal par
(7.27), en dos dimensiones partimos de la transformada discreta de Fourier para la sefial
bidimensional par desplazada z(n' —1/2,m' —1/2).
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N—1/2 M—1/2

1 1 9am! 9mm!
/ / —j2nn'k/2N—j2mm'k/2M
X (k1) = g E x(n—Q,m—2>e J J

n'=—N+1/2m/'=—M+1/2

Aplicando la propiedad asociativa de la suma y la propiedad de los exponentes podemos
escribir como (7.31)

N-1/2 M-1/2

1 1 P o
X(k, l) _ Z Z z <n/ o = ) e—]27rm k/2M e—]27rn k/2N (731)

2’ 2
n'=—N+1/2 \m/'=—M+1/2

Si definimos X, como (7.32) por podemos escribir (7.31). Esto significa que podemos calcu-
lar la transformada coseno primero por columnas X, (7.31) y posteriormente por renglones
(7.33).

1 1 -,
XC = [ I = —j2mm’k/2M 39
(k,1) __EJ\;H/;: (n 5 ™M 2) e (7.32)
N-1/2 . X
HED= %:+1/2 e (n, 2 "' 2) e A (7.33)

7.2.5. Compresion de Imagenes utilizando TDC

Una aplicaciéon de la TDC es la compresién de imagenes. Para mostrar comé se lleva
cabo la compresién vamos a considerar una imagen a la cual le aplicaremos la TDC y nos
quedaremos con el 100, 80, 25y 10 % de las bajas frecuencias, a estas imagenes recortadas se
les aplica la TDC inversa y el resultado se muestra en la Figura 7.17. En el primer renglén
Figuras 7.17(a), 7.17(b), 7.17(c) y 7.17(d), se muestra las imdgenes, resultado de dejar
pasar 100, 80, 25 y 10% de las bajas frecuencias. En el segundo renglén Figuras 7.17(e),
7.17(f), 7.17(g) y 7.17(h) se muestra en blanco los valores de la TDC que se conservan
y en negro los que se eliminan. Note que se puede tener un recorte significativo de altas
frecuencias y la senal que se obtiene mantiene mucha informacién de la imagen original,
condicion que permite hacer la compresion de la imagen.
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(a) Lena 100 (b) Lena 80 (c) Lena 25 (d) Lena 10

(e) Mascara 100 (f) Mascara 80 (g) Mascara 25 (h) Mascara 10

Figura 7.17: Ejemplo de filtrado y compactacién de una imagen utilizando Transformada
Coseno

7.3. Transformada Wavelet

La Transformada Discreta Wavelet TDW de una senal x se calcula pasandolo a través de
una serie de filtros. Primero, la sefial x se pasan a través de un filtro de paso bajas con
respuesta al impulso g para posteriormente muestrearla a la mitad. Esta operacion se puede
representar como la convolucién dada por (7.34).

Yiowln] = Y glklx[2n — K] (7.34)

k=00

Posteriormente la senal x es convolucionada con un filtro pasa altas y mestreada a la mitad
de acuerdo con (7.35). El proceso completo se muestra en la Figura 7.18

Unighln] = > hlk]x[2n — K] (7.35)

k=00

El cédigo Java para realizar la TDW se muestra a continuacién:

static void pwt(double al[l, double cc[], double cr[], int n, int isign) {
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—{ o[n] >@ »  Approximation coefficients

x[n] ——{ h[n] 2 » Detail coefficients

Figura 7.18: Ejemplo de aplicacion de la transformada Wavelet

double ai,ail,wkspl];
int i, ii, j, k, nh, ncof;

if (n < 4) return;

ncof = cc.length; // Numero de coeficientes de los kerneles
//System.out.println("Numero de coeficientes " + ncof);

nh=n >> 1; // Calcula la mitad del arreglo
n = nh << 1; // forza a que n sea par
wksp = new double[n];

for (j=0;j<n;j++) wksp[jl1=0.0;

if (isign >= 0) {
for (ii=0,1i=0;i<n;i+=2,ii++) {
for (k=0;k<ncof;k++) {
j = (i+k)< n 7 i+k : i+k-n;
wkspl[ii] += cclkl*alj];
wkspl[ii+nh] += crlk]*al[j];

}
}
}
else {
for (ii=0,i=0;i<n;i+=2,ii++) {
ai=al[iil;

ail=a[ii+nh];

for (k=0;k<ncof;k++) {
j= (i+k) < n 7 i+k : i+k-n;
wksp[j] += cclkl*ai;
wkspl[j] += crlk]*ail;
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Cuadro 7.5: Transformada Wavelet para una senal discreta
| = [56 40 8 24 48 48 40 16
Iz

(%) diow H dhigh

M 48 16 48 28 8 -8 0 12
@)

6)

2132 38 16 10 8 -8 0 12
313 -3 16 10 8 -8 0 12

e 5 2| 3

}

for (j=0;j<mn;j++) aljl=wkspl[j];

7.3.1. Ejemplo
Dada la senal x = [56,40, 8,24, 48,48, 40, 10] y los filtros g = [1/2,1/2] y h = [1/2,—1/2]
determinar la transformada discreta wavelet de x.

Los resultados de la TDW se muestran en la tabla 7.5. En el primer renglén se muestra la
senal original y en los siguiente renglones la TDW para diferentes niveles k = 1,2,3,---.
Note que el primer elemento del ultimo renglén corresponde al promedio de la senal.

7.3.2. Antitransformada Wavelet

Consideremos el caso en que se utilizan dos kerneles ¢ = [¢,c] y h = [¢, —¢|. Con esta
condicién podemos ver que:

diowli] = w[i] x e+ zli +1] x ¢

dhignli] = ali] x c —afi+1] x ¢

Si sumamos y restamos djow|i] y dpign[i] tenemos

diow [’L] + dhz‘gh [’L] = 23:[1] X c
diow M - dhigh[i] = 21:[1 + 1] X c



140 TRANSFORMADAS

Cuadro 7.6: Transformada Discreta Wavelet Inversa para una sefnial
| X [350 -30 160 10.0 80 -80 0.0 12.0]

’ X(k) ‘ diow H dhigh ‘
X®) 350 -3.0
X®@ 320 380 16.0 10.0
XM | 480 16.0 480 28.0 80 -8.0 0.0 120
z | 56.0 40.0 80 24.0 48.0 48.0 40.0 16.0

Finalmente obtenemos

_ dlow [2] + dhigh [Z]
2c

.’L'[’L + 1] _ dlow [Z] ;cdhigh[i]

Esto nos permite ver qué la transformada wavelet es invertible y se puede mostrar que
la invertibilidad no es exclusiva de kerneles con dos valores solamente. En la tabla 7.6 se
muestra el procedimiento inverso para calcular la inversa de la TDW.

7.3.3. Transformada Wavelet para compresion de senales

Una aplicaciéon de la TDW es la compresién de seniales. Para ello se toma como cri-
terio poner en cero los coeficientes con los valores menos significativos. Asi por ejem-
plo dada la senal =z = [56.0,40.0,8.0,24.0,48.0,48.0,40.0,16.0] y su transformada Wa-
velet es X = [35,-3,16,10,8, —8,0,12] podemos construir dos senales. La primera una
senal donde se hacen cero todos los valores con valor absoluto menor o igual a 4 X; =
[35,0,16,10,8,—8,0,12] y una segunda senal donde se hacen cero los valores cuyo va-
lor absoluto es menor igual a 9 X; = [35,0,16,10,0,0,0,12]. Las antitransformadas de
estds senales son x; = [59.0,43.0, 11.0,27.0,45.0,45.0,37.0,13.0] y z2 = [51.0,51.0,19.0,
19.0,45.0,45.0,37.0, 13.0] respectivamente. En la Figura 7.19(a) se muestra la sefial x en
negro y la senal x; en rojo y de manera similar para la Figura 7.19(b).

7.3.4. Transformada Wavelet en dos dimensiones

La transformada Discreta Wavelet pude realizarse en mas de una dimensién al igual que la
convolucién. Sin embargo si consideramos kerneles separables en cada dimensién la TDW
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(a) Senal original y filtrada con |X (k)| >4 (b) Senal original y filtrada con |X (k)| > 9

Figura 7.19: Ejemplo de filtrado y compactaciéon de una senal utilizando Transformada
Wavelet

puede realizarse de manera optima. Asi dado un filtro pasa bajas g y un pasa altas h la
transformada Wavelet puede llevarse a cabo mediante (7.36) y (7.37)

k=00 Ll=oc0o

ylow[na m] = Z [Z l‘[27’L - k? 2m — l]g[l]] g[k} (736)

oo oo
Ynigh|n, m] = Z [Z z[2n — k,2m — l]h[l]] hlk] (7.37)
k=00 Ll=c0

El c6digo en Java correspondiente se muestra a continuacién. La funcién pwd_T recibe una
imagen I, el nivel al cual se va aplicar la TDW p y una variable ising = 1 para transformada
directa y ising = —1 para transformada inversa. La funcién pwd2d realiza la transformada
Wavelet utilizando los kerneles g = [1/v/2,1/v2] vy h = [1/v/2, —1/V/2]

static public void pwd_T(double I[][], int p, int ising) {
int i, j, nr = I.length, nc = I[0].length, fact;

Imagen a;
a = new Imagen(I, "datos");
System.out.println("Datos " + p + " " + ising);

if(ising > 0 ) fact = 1;
else fact = 1 << (p-1);
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for(i=0; i < p; i++) {
//System.out.println(fact + " " + p);
pwd2d(I, nr/fact, nc/fact, ising);
if (ising > 0) fact *= 2;
else fact /=2;

static public void pwd2d(double I[][], int nr, int nc, int ising){
int i, j, N;

N =nr > nc ? nr : nc;
// Haar Wavelet Transform

double ¢ = 1.0/Math.sqrt(2);
double cc[] = {c, c};

double cr[] = new double[2];
cr[0] = -cc[1]; crl1] = ccl[0];

//Daubechies D4 Wavelet Transform
double aux[] = new doublel[N];

for(i=0; i<ar; i++) {
for(j=0; j<nc; j++)
aux [j] = I[i1[j];
pwt(aux, cc, cr, nc, ising);
for(j=0; j<nc; j++)
I[i1[j] = aux [j];

for(j=0; j<nc; j++) {
for(i=0; i<nr; i++)
aux [i] = I[i][j];
pwt(aux, cc, cr, nr, ising);

for(i=0; i<nr; i++)
I[i]1[j] = aux [i] ;
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static void pwt(double a[], double cc[], double cr[], int n, int isign) {
double ai,ail,wkspl[];
int i, ii, j, k, nh, ncof;

//if (n < 4) return;

ncof = cc.length; // Numero de coeficientes de los kerneles
//System.out.println("Numero de coeficientes " + ncof);

nh=n >> 1; // Calcula la mitad del arreglo
n = nh << 1; // forza a que n sea par
wksp = new doublel[n];

for (j=0;j<n;j++) wkspl[jl=0.0;

if (isign >= 0) {
for (ii=0,i=0;i<n;i+=2,ii++) {
for (k=0;k<ncof;k++) {
j = (i+k)< n ? i+k : i+k-n;
wksp[ii] += cclk]*alj];
wkspl[ii+nh] += crlkl=*al[j];

}
+
}
else {
for (ii=0,i=0;i<n;i+=2,ii++) {
ai=al[ii];
ail=a[ii+nh];
for (k=0;k<ncof;k++) {
j= (i+k) < n ? i+k : i+k-n;
wksp[j] += cclk]*ai;
wksp[j] += crlk]l*ail;
}
}
}

for (j=0;j<n;j++) aljl=wkspljl;
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7.3.5. Ejemplo de compresion de Imagenes

Una forma de llevar a cabo la compresion de imégenes utilizando la Transformada Wavelet
es hacer cero los valores de frecuencia alta. El la Figura 7.20 se muestra un ejemplo de la
imagen de Lena. La primer columna corresponde a la Transformada Wavelest de la imagen,
la segunda columna a la mascara utilizada para eliminar frecuencias y la tercer columna
la anti transformada Wavelet. Por renglones tenemos diferentes niveles de la transformada
Wavelet.
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(a) Transformada Wavelet (b) Mascara

(d) Transformada Wavelet (e) Mascara (f) Senal comprimida

(g) Transformada Wavelet (h) Mascara (i) Senal comprimida

Figura 7.20: Ejemplo de filtrado y compactaciéon de una imagen utilizando Transformada
Wavelet
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Filtros.

8.1. Filtros Pasa bajas.

La idea de un filtro es permitir el paso de solamente un cierto ancho de banda de un espectro
de frecuencias. En el caso de un filtro pasa bajas la frecuencias que este dejara pasar son
aquellas que se encuentran cerca de la frecuencia cero o componente de C.D.

El filtro pasa bajas mas simple es h(n) = [3, 5] consideremos una sefial dada por z(n) =

[1,1,1,2,2,2,2,1,1, 1] al realizar la convolucién de esta senial con el kernel tenemos

z1 (n) = x(n) * h(n)

11

= [1, 1,1,2,2,2,2, 1,1, 1] * [7, *]
2°2

=1[1,1,1,1.5,2,2,1.5,1,1,1]
si volvemos a convolucionar con el mismos kernel tenemos

2 (n) =[1,1,1,1.25,1.75,1.75,1.25,1,1, 1]

el aplicar sucesivamente el filtrado pasa—bajas dard lugar a una senal plana. En lugar de
convolucionar varias veces la sefial x(n) con el kernel h(n) resulta mas practico hacer la
convolucién del kernel consigo mismo dando lugar a

1,1
1,2,1
1,3,3,1
1,4,6,4,1

147
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FILTROS.

Pero veamos la transformada de Fourier del kernel propuesto para ser filtro pasa—bajas.

la magnitud de este filtro es

21k ) > 2k ?
|H (k)| = \/<1 + cos ;) + (senﬁ)

\/1+2 27rk:+ 227rk:+ 227Tk:
= coS —— + cos?2 —— + sen?——
N N N

o7k
=1/2+2cos ——
COS N

7k
— 9cos 2
cos I

note que esta funcién tiene un maximo en cero y un minimo en N, razén por la cual,
deja pasar las bajas frecuencias y atenta las altas frecuencias. En la figura podemos ver el
comportamiento del filtro pasa bajas en el dominio de la frecuencia (ver figura 8.21).

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 S0 55 B0 65 70 75 80 85 90 95 100 105 10 115 120 125

Figura 8.21: Respuesta a la frecuencia del filtro de pasabajas
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8.2. Filtros Pasa Altas.

El filtro pasa bajas mas simple es h(n) = [—3, 3] consideremos una sefial dada por z(n) =
[1,1,1,2,2,2,2,1,1,1] al realizar la convolucién de esta senal con el kernel tenemos

z1(n) = z(n) *

(n)
]

2
=[1,0,0,-0.5,0,0,0.5,0,0,0]

Y ) ) ) ) ) ) ) ) )

DO — >~
—_

=[1,1,1,2,2,2,2,1,1,1] = [—

El aplicar sucesivamente el filtrado pasabajas dard lugar a una senal plana. En lugar de
convolucionar varias veces la sefial z(n) con el kernel h(n) resulta mas préactico hacer la
convolucién del kernel consigo mismo dando lugar a
+1,-1
+1,-2,+1
+1,-3,+3,-1
+1,-4,46,-4-1

Pero veamos la transformada de Fourier del kernel propuesto para ser filtro pasa al-
tas.

la magnitud de este filtro es



150 FILTROS.

H(k)| = \/<1 - 2;?) .\ (ﬁ;\;’f)

2rk 2rk 2wk
:\/1—200817\Tf+cos27r+36n27r

N N
2k

=1/2—2cos =~
cos N

T

:2 _—
senN

note que esta funcién tiene un maximo en % y un minimo en 0, razén por la cual, deja

pasar las altas frecuencias y atenua las bajas frecuencias. En la figura podemos ver el
comportamiento del filtro pasa bajas en el dominio de la frecuencia (ver figura 8.22).

0 5 10 15 20 25 3 35 40 45 S0 55 60 65 7O 75 &0 85 90 95 100 105 110 115 120 125

Figura 8.22: Respuesta a la frecuencia del filtro de pasa altas

8.3. Filtro pasa bajas Butterworth.

La magnitud al cuadrado de la respuesta de un filtro Butterworth esta dada por la expre-
sién

Note que |H(O)]2 =1y que ‘H (%)‘2 = 0.5, lo cual le da su caracteristica de ser un

filtro pasa bajas, pero adicionalmente este filtro tiene otro pardametro de control que es el
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exponente n al cual esta elevado la frecuencia. Si cambiamos este valor tendremos que la
ventana del filtro se modifica tal como se observa en la figura 8.23.

Figura 8.23: Respuesta a la frecuencia del filtro de Butherword

Podemos notar que para valores bajos de n la ventana es suave y para valores grandes
tiende a una ventana cuadrada.

8.4. Filtros de pasa banda.

La ecuacion de una funcién Gaussiana g la podemos representar por:

1 _(@=—mw)?
[ 202

yO) =
g(p, o) 5

y podemos demostrar que la transformada de Fourier es otra Gaussiana G dada como

g 01) & G (,00)

y que o0, > K. Esta expresion es la formulacion del principio de incertidumbre y el caso de
una Gaussiana se tiene la igualdad. El principio de incertidumbre establece que no podemos
tener definicion simultaneamente en el dominio de la frecuencia y del tiempo.
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Esta funcién puede ser utilizada como filtro pasa bajas cuando p = 0, pero con valores
diferentes cambiaremos la banda de la senal que queremos filtrar. Asi por ejemplo para
filtrar una sefial consideraremos que la Gaussiana tiene una media cero y que aplicaremos
una translacién en el tiempo y/o en la frecuencia de la senal dada por u

1 k2

e_ 202

G (k) =

2o

si queremos hacer el filtrado en una frecuencia wy = %k simplemente situamos una Gaus-
siana en G (k — p) y otra en G (k + p) la transformada de Fourier de estas serd

G (k)L g(n)
3G (k=) & Zg(m)ed ()
SGkt ) & L gmyed(Fem)

el filtro en la frecuencia es la suma de G (k — ) y G (k + p) por lo que el filtro de convo-
lucién es la suma de estos dos

b (n) = %g(n) [cos (iﬁn) + jsen (%run ]

)
ha(n) = %g(n) [cos (?\%n) —jsen (%ﬂmﬂ

8.4.1. Ejemplo

Una senal z(t) = seno(10t)+ N (0, 0.3), esta corrompida con ruido de Naturaleza Gaussiana
con media cero y varianza 0.3. Entonar calcular la media y la varianza de un filtro Gaussiano
pasa banda dada una frecuencia de muestreo 75 = 0.05 seg y un nimero total de muestras
de N =64

Podemos calcular el multiplo de la frecuencia QW” recordando que la frecuencia de la senal

muestreada es wy; = wt. Con esto tenemos que
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WwIT'N
k: p—
2
P 10 x 0.05 x 64
- 2
k = 5.0929

Haciendo esto tenemos que nuestra Gaussiana la colocaremos en p = 5.0929 y dado que no
tenemos una frecuencia entera utilizaremos una varianza o = 0.5. El la figura 8.24(a), se
muestra la sefial original con ruido y en la figuras 8.24(b) y 8.24(c) la parte real e imaginaria
de su transformada Discreta de Fourier. El la figura 8.24(d) se muestra las Gaussiana
entonadas para filtrar la senal y en la figura 8.24(e) el resultado de haber aplicado el
filtro.

8.5. Filtro de Gabor

Pero que ocurre si en lugar de colocar un filtro en %G (k — p) y otro en %G (k+ ), pusiéra-
mos uno solo en G (k — p)

h(n) = g(n) [cos (ifwo + jsen G\%n)]

note que la parte real es equivalente a la encontrada anteriormente, pero ademas tenemos
una parte compleja. El hecho de tener solamente un filtro G en el dominio de la frecuencia,
nos da mas informacién acerca de la banda que andamos buscando

2
) = g(m) os (570
hin) = gn)sen
1(n) = g(n)sen { —-un
a este tipo de filtro se le conoce como filtro de Gabor. La magnitud del filtro nos dara los

puntos de la senal donde la frecuencia para la cual entonamos el filtro produce esa senal,
siendo mas alta en los puntos de dicha frecuencia.
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o 10 20 a0 a0 50 60 0 0 10 20 30 0 50 60 70

(a) Senal con ruido (b) Parte real DFT

0 10 20 30 a0 50 60 70 o 10 20 30 40 50 60 70

(¢) Parte Imaginaria DFT (d) Filtro entonado

(e) Senal filtrada

Figura 8.24: Ejemplo de filtrado de una senal con ruido

8.5.1. Filtro de Gabor en dos dimensiones

Para el caso de dos dimensiones el Kernel de Gabor que utilizaremos es

h(n,m) = g(n,m)e’ (X kot57mlo)
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La parte real del filtro es
27 27
hr(n,m) = g(n,m) cos (Nnko + Mml0>

y la parte imaginaria es

. 27 2
hi(n,m) = g(n,m)sin <Nnk0 + Mmlo)

Dado que la convolucién requiere de (N M)? operaciones, resulta mas réapido implementar
el kernel de Gabor de manera separable, asi el niimero de operaciones serd, N2M + NM?2.
De manera separable la parte real queda y aplicando identidades trigonométricas podemos
escribir:

hr(nm) = g(n)*g(m) [cos <§§nko> cos <2M”mz0> ~ sin (%nk()) sin <2M”mzo>]
ha(n,m) = [g(n) cos <?\7frnk0>] . [g(m) cos <2M”mzo>} _ {g(n) sin <?\T;nk0>] . [g(m) sin <2M7rml0>}

Si definimos

() = g(m) s ko
g2(n) = g(n)sin (i{;nko)
an(m) = gom)cos (37

podemos escribir la parte real como

hr(n,m) = gi1(n) * gs(m) — g2(n) * ga(m)

De forma similar podemos calcular la parte imaginaria y llegar al siguiente kernel separa-
ble.
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hi(n,m) = gi(n) * gs(m) + g2(n) * g3(m)

En la figura 8.5.1, podemos ver unos ejemplos del filtro de Gabor para diferentes valores
de frecuencia espacial.

(a) Parte real, entonado en la (b) Parte imaginaria, entonado
frecuencia espacial (0,0) en la frecuencia espacial (0,0)

4

(c) Parte real, entonado en la (d) Parte imaginaria, entonado
frecuencia espacial (2,2) en la frecuencia espacial (2,2)

Figura 8.25: Filtros de Gabor
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Algoritmo 2 Filtro de Gabor

: Dadas kg, lg, 0ny, o v I

: para n = —30, to 30, hacer
gln) = a—eap="/ o)
g1[n] = g[n] x cos(2mnky/N)
g2[n] = g[n] x sin(2mnky/N)

fin para

para m = —30,, to 30,, hacer
glm] = —A—eap=m"/(27n)
gslm] = g[m] x cos(2mmlo /M)
ga[m] = glm| x sin(2rmly/M)

: fin para

: Calcular f,g

— =
= O

[
N

_ =
B~ w
Q Q
o
_—
e e]

g &2
—_—
o
=R

ST

=2 ke

_ =

ISUA
@)
=
@}
=
=
I
=]
2
E
=
I
~
S
3

: paran =0to N — 1 hacer
para m =0 to M — 1 hacer
Calcular f,[n,m] = f,gl)[n,m] - fygz) [n, m]
Calcular f;[n,m] = fz-(l)[n, m] + fi(Q) [n, m]
fin para
: fin para
: devolver f.y f;

N NN = = =
M2 Y »® 3

8.6. Filtro de Wiener

Dadas dos imdgenes f' y f y un kernel h[n] podemos decir:

£l = f # hi]

lo cual indica que si realizamos convolucién con un kernel h[n| de f[n], tendremos una
imagen f/[n]. Aplicando transformada de Fourier podemos intentar calcular el valor del
kernel h(n) haciendo:
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de esta expresién podemos despejar el valor de H[k] = F'[k]/F[k], pero si un valor de
F[k] = 0, no tenemos manera de estimar el valor del mismo.

En su lugar utilizaremos técnicas de Regularizacion, para ello, minimizamos la funcién
y 2
|f' = f x4
2
sugeto a |l x g

donde f'[n] es la imagen filtrada, f[n] es la imagen origen, [[n] es un operador lineal que
escogeremos de la mejor manera para facilitar la solucién y g[n] es el kernel que intentamos
encontrar. Para nuestro calculo procedemos

Ulg)=>_ [f'In]— f=gln +BZ\Z*9

2+BZ Zln—z r

N—-1 N-1
—Z[ an—zgz
n=0 =0

Para encontrar el valor de g que minimiza esta expresion hacemos

Z_[Z_f[”‘”g”l ”ﬂﬂfZ[Z_ n—il [Z]]l[n—i]:if'[n]f[n—i]

[f 7+ BLx "] gln] = f"+ f7[n]

Al aplicar transformada de Fourier tenemos:



8.7. COMO ENTONAR UN FILTRO 159

P FIH
M = TF T PR + B LR 2
P FIK
K =
FI)IZ + B LIFIP

al sacar la antitrasformada de Fourier calculamos el kernel g[n] que aproxima al kernel
original h[n].

En dos dimensiones el filtro queda

[F'[k,1)]" Flk, 1]

Gkl = 8.38
o= e+ 512k P (539
donde F'[k,l]* es el conjugado de la imagen.
En general podemos considerar que L[k, [] = cte y simplificar la expresién
F'lk,1
Glk,l] = [FIk UL Pk, 4 (8.39)

|F[k, 1>+ 8

Algoritmo 3 Filtro de Wiener

Calcular g = TDF~![G]
devolver g

1: Dadas f, f'y 8

2: Calcular F = TDF|f]y F' = TDF|f’]
3: para k=0 to N — 1 hacer

4: paral=0to M — 1 hacer

5: Calcular G[k,l] = W

6: fin para

7. fin para

8:

9:

8.7. Como entonar un filtro

Resulta més natural al momento de entonar un filtro, hablar de frecuencias cuyas unidades
son ciclos por segundo o Hertz. Dado el proceso de discretizacién, perdemos la nocién del
tiempo y nuestra frecuencia en el dominio discreto ahora esta dada en ciclos/muestra. La
pregunta es como convertir Hertz a ciclos/muestra.
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Consideremos una funcién muestreada con tamano N, en el dominio de Fourier en la po-
sicién k = N tenemos que N representa la frecuencia angular 27, por lo tanto, podemos
representar todas las frecuencia como multiplos de QW“ como w = %’rk [rad /muestra] y la fre-
cuencia es f, = % [ciclos/muestra]. Dada una frecuencia de muestreo f,, en [muestras/seg]
podemos calcular el tiempo necesario para una muestra, asi : lmuestra = (1/fn) seg,
sustituyendo esto tenemos:

ciclos/ (1/ fin) seg]

fi= % [ciclos/seg]

fo = fmfx [ciclos/seg]

fi=

finalmente k = JZ%N .

8.7.1. Ejemplo

Consideremos una senal x(t) = sen(2007t)+ruido, la cual es muestreada con una fs = 800
Hz, calcular el valor al cual debe ser entonado el filtro pasa bandas para un tamano de la
muestra N = 128.

La frecuencia de la senal es f; = 2007/(27) = 100 hz, por lo tanto el valor al que debe
entonarse es k = %128 = 16. De otra forma

2
x(t) = sen(2007t) = sen(2007r$) = sen(l—;;lﬁn)

8.8. Filtro Elimina Banda

Dada una senal z(n) el filtro pasa banda nos permitira para la senial dada, solo mostrar
la senal para la cual fue entonado el filtro. Pero como hacer si queremos mostrar la senal
eliminando una banda dada.

En el domino de la frecuencia multiplicamos la transformada de Fourier de la senal por
una Gaussiana posicionada en kg, esto es

1 —(k_k0)2

Xi, (k) = X (k) N 2%,

k
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Para eliminar la senal hacemos

~ 1 —(k=hg)?
X_ko(k):X(k)mak l—e *%

y aplicamos la transformada de Fourier

T_p,(n) = x(n)=*cte [6 (n)—g(n)e ~

= cte [:E(n) —z(n)*xg(n)e ~ ”}
= z(n) — T, (n)

De la expresién anterior podemos deducir que el filtro elimina banda consiste en restar a
la senial original, la senal después de aplicar el filtro pasa banda.

8.9. Filtro de Mediana

Un filtro de mediana consiste en buscar en una vecindad de tamano N x M la mediana de un
conjunto de pixeles y reemplazar el valor del pixel centrada por la mediana. Para calcular la
mediana serd necesario, al igual que la convolucién, hacer un barrido sobre toda la imagen
y ordenar los N x M pixeles de menor a mayor y la mediana serd el valor a la mitad del
arreglo [?]. El filtro de mediana tiene la caracteristica de preservar los bordes.

En base a esto podemos proponer el filtro de moda, en el cual a diferencia de la mediana
de la muestra se calcula la moda. Otras alternativas podrian se remplazar la media o moda
por los valores min o max de la ventana de convolucién.

8.10. Filtro Binario

En el caso de tener una imagen binaria aplicar un filtro de convoluciéon dara como resultado
una imagen con numeros reales. En este caso la convolucién la reemplazaremos por

y(n,m) = \/ \/ z(k,l)h(n—k,m—1)=xVh

k=—o00l=—00

donde \/ representa la operacién or y esta operacién es conocida como la or convolucién o
dilatacién. La implementacion en OpenCV se muestra a continuacion.
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void Dilacion(CvMat *ent, CvMat *sal, CvMat *h) {
int i, j, k, 1;
int nr, nc, w, s;

nr ent->rows;
nc sal->cols;

w = h->rows;

for(i=0; i<nr-w; i++)
for(j=0; j<nc-w; j++){
s = 0;
for(k=0; k<w; k++)
for(1=0; 1<w; 1++) {
s += punto(ent, i+k, j+1)*punto(h, k, 1);
}

punto(sal, i, j) =s >=1 7 1 : 0;
}

Por otro lado podemos calcular la and convoluciéon como

y(n,m) = /\ /\ x(k,)h(n—k,m—1)=xAh

k=—o0l=—00

La or convoluciéon también es conocida como operacién de dilaciéon y la and convolucién
como contracciéon o erosion.

void Erosion(CvMat *ent, CvMat *sal, CvMat *h) {
int i, j, k, 1;
int nr, nc, w, s;

nr
nc
w = h->rows;

ent->rows;
sal->cols;

for(i=0; i<nr-w; i++)
for(j=0; j<nc-w; j++){
s =1;
for(k=0; k<w; k++)
for(1=0; 1<w; 1++) {
s *= punto(ent, i+k, j+1l)*punto(h, k, 1);
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}

punto(sal, i, j) = s;

¥

Si hacemos la aplicacién de ambos (x VV h) A h, tenemos primero una dilacién y posterior-
mente una contraccién, lo cual permite eliminar ruido de la imagen binaria. Se definen
cerradura a la operacién (z V h) A h y la apertura a la operacién (z A h) V h

Para obtener los bordes de la imagen podemos hacer la diferencia de la imagen original
con la imagen dilatada haciendo = — (z V h).

8.11. Filtro de Membrana

En esta seccién describiremos la aplicacién de la regularizacién al cdlculo de un filtro de
membrana. La regularizaciéon es una técnica de adaptable de filtrado de senales que per-
mite estimar componentes de baja frecuencia. Abordaremos el problema desde un punto
de vista estadistico, para ello, calcularemos primero el estimador de maxima verosimili-
tud, agregaremos informacién a priori y finalmente con regla de Bayes calcularemos el
filtro.

8.11.1. Probabilidad de un evento

Si un experimento puede dar como resultado cualquiera N resultado diferentes igualmente
probables, y si exactamente n de estos resultado corresponden al evento A, entonces la
probabilidad del evento A es

8.11.2. Probabilidad condicional

La probabilidad de que ocurra un evento B cuando se sabe que ha ocurrido algtiin otro
evento A se denomina probabilidad condicional y se denota como P(B|A).

Consideremos el espacio muestral S = {1,2,3,4,5,6,7}, donde cada uno de los eventos
son igualmente probables y estos eventos se agrupan en dos conjuntos A = {1,2,3,4} y
B = {3,4,5,6,7}, tal que S = AU B. De acuerdo a la definicién de probabilidad de un
evento, la probabilidad de A es P(A) = 4/7 y la probabilidad del conjunto B es P(B) = 5/7.
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En la figura podemos ver, de manera mas clara, como se agrupan estos conjuntos (ver fig
8.26).

Figura 8.26: Ejemplo de dos conjuntos

Note que existe una interseccién entre los conjuntos A y B, en notacién de conjuntos este
conjunto es AN B y la probabilidad de estos elementos es 2/7.

Ahora queremos determinar la probabilidad de que ocurra un elemento del conjunto A
dado que solo tengo solamente elementos del conjunto B, la cual denotaremos por P(A|B).
Aplicando nuestra definicién podemos ver que

n{AnN B}

P(AIB) = "

si dividimos esta ecuacion entre el total de elementos del espacio muestral tenemos

n{ANB} /N
n{B}/N
_ P(ANB)
- P(B)

P(AIB) =

Para nuestros datos tenemos 9
P(AIB) =

Por otro lado la probabilidad de P(B|A) = 1/2. Note que estos valores siguen cumpliendo
nuestra definicion de probabilidad muestral.
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Dado lo anterior, podemos definir la probabilidad condicional de B dado A, que se denota
P(B|A) com

P(ANB)

P(AIB) = =55

8.11.3. Independencia
Dos eventos A y B son independientes si y solo si P(B|A) = P(B) y P(A|B) = P(A),
también se cumple que P(AN B) = P(A)P(B).

8.11.4. Regla de Bayes

Silos eventos By, B, ..., B, constituyen una particién del espacio muestral S, donde P (B;) #
0, entonces, para cualquier evento A de S

P (By) P (A|By)

P(B/|A) = Sk P (B;) P (A|B;)

ver [?]

8.11.5. Estimador de maxima verosimilitud.

Para encontrar el estimador de maxima verosimilitud f, dado un conjunto de observaciones
g, suponemos que estos tienen una distribucién de probabilidad normal con varianza o2 =

1/2, la cual se expresa como:

1 2
J£) — = o~ (fi—g:)
p(gilfi) 016

considerando que los datos son generados de manera independiente tenemos que la distri-
bucién de probabilidades conjunta es

N-1

pols) = [ gre o

767
i @1

Note que la probabilidad conjunta es médxima cuando g; = f;. Queremos calcular una senal
suave, por lo que, nuestra informacién a priori sera
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N-1 N-1

Crr Loaawrs o1 LG fi)?
p(f)—gc2€ —E)CQe

aplicando la regla de Bayes, encontramos la expresiéon para la probabilidad a posteriori
dada por:

p(flg) = p(g\J;)(;p(ﬁ (8.40)
N—-1
p(flg) = H 1. PAAfifim1)?]
=0
N-1
p(flg) = 1
=0

La ecuacion 8.40 es la distribucién de probabilidad a posteriori, el minimo de esta funcion, lo
encontramos cuando la funcién de energia U( f) es minima. Nuestro problema lo traducimos
en calcular el minimo de la siguiente funcién:

la cual representa la energia potencial almacenada en un sistema de resortes acoplados, tal
como se muestra en la figura 8.27.

Para calcular el valor de f que minimiza la funcién U(f), hacemos 88%([{]) =0

= 2(f[i] = gli]) + 2A (f[i] = fli = 1]) = 22X (f[i] — f[i]) = O (8.41)

lo cual nos da el siguiente sistema lineal de ecuaciones :
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AT NA

0 Valores observados
X Valores a estimar

Bt — 1

Figura 8.27: Sistema de resortes equivalente al filtro de membrana

(14X —A £10] g[0]
“A 1420 =) f] g[1]
Y 1¥2>\ B\ f[i} _ é[i]
-2 1+2\ =\ fli+1] | gli+1]
A 1420 - FIN — 2] JIN — 2]
I “A 14+ A ][ fIN=1 ] [¢gN-1] ]

8.11.6. Interpretacion del filtro de Membrana en el dominio de la Fre-
cuencia.

Tomando la transformada discreta de Fourier a ambos miembros de la ecuacién 8.42 y
agrupando los términos obtenemos:

Flk] + A (F[k] — Flk]e(

2l
~—
>
N—
[
>
/N
3
=
a
—
2l
~—
>
[
3
e
N—
[
=2
e

agrupando términos obtenemos
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[1 20 — e (F)E Ae(zﬁ)k] FIk] = G[k]

2
{1 +2)\ — 2 cos <A7;k>] Flk] = G[k]
finalmente tenemos que

1
142X\ —2Xcos (%’Tkz)]

1
HIk] = [142X\ — 2\ cos (L k)]

Flk] = : Glk] = H[K|G[K]

donde la funcién H|[k| es un filtro pasa bajas equivalente al filtro de membrana. Note que
cuando el valor de A aumenta tenemos que el ancho de banda se disminuye, en las figuras
8.28 y 8.29 podemos ver la respuesta a la frecuencia de este filtro para valores de A 1y
1000 respectivamente.

RESPUESTA EN FRECUENCIA PARA LAMBEDA=1

Figura 8.28: Respuesta a la frecuencia para el filtro de membrana con A =1

En dos dimensiones tenemos

N-1M-1

) =32 3 [ ml = gl ml)? + A (Flnym] = = 1ml)+ A (fln,m] = flnym — 1)°]

n=0 m=0
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RESPUESTA EN FRECUENCIA PARA LAMBDA=10000

Figura 8.29: Respuesta a la frecuencia para el filtro de membrana con A = 1000

La derivada es

M_ n,my—gn,m
iy = 2 Ulnom] = gl m]) +

2)‘(f[n7m] _f[n_lvm])_2)‘(f[n+1vm] _f[nvm])
2)‘(f[n7m] _f[nvm_l]) _2)‘(f[n7m] _f[n7m+1]) =0

La Transformada Discreta de Fourier queda

27

14+ 47 = 2l = 2=k = 2! — 230 Pk, 1) = G, 1]

27 27
P — J— — F p—
[14—4)\ 2)\cos<Nk) 2 cos (Mlﬂ [k, 1] = Glk,]
El Filtro en el dominio de Fourier queda

Hik,1] =

[1 + 4\ — 2\ cos (%ﬁk‘) — 2\ cos (QMWZ)]
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Algoritmo 4 Filtro de Membrana
1: Dadas g y A
2: Calcular G = TDF[g]
3: parak=0to N — 1 hacer
4: paral=0to M —1 hacer
5: Calcular F[k,1] = Gkl
6
7
8
9

1+4X—2Xcos(2mk /N)—2Acos (2wl /M)
fin para

: fin para
. Calcular f = TDF~[F]
: devolver f
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