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Capitulo 1

Antecedentes

1.1. Definiciones.

Representaremos a una senial discreta por z(t) la cual pude ser funcién de
una o varias variables. Esta senal discreta resulta de hacer la multiplicacion
de una senal continua por un tren de pulsos representados por

z(t) = f(t)o(t —kT)

donde f (t) es una funcién continua y §(t —k7T') es un tren de pulsos unitarios
con periodo T'. La funcién 6(t) es la delta de dirac la cual toma el valor
unitario cuando su argumento es cero (ver figura 1.1).

1.2. Senales pares e impares

Podemos decir que una senal es par si es idéntica a su reflexién alrededor
del origen, esto es

y que es impar si
x(—t) = —x(t)
Una caracteristica importante de cualquier senal, es que esta pude ser
representada por la suma de una senal par y una senal impar

w(t) = Pa(t)) + Z(x(t))



d(t-KT)

t t

f(t)

fityd(t-kT)

Figura 1.1: Multiplicacién de una funcién por un tren de pulsos

donde la parte par la calculamos

y la impar por

ver [Oppenheim, 1997]

1.2.1. Ejemplos.

(a) Demostrar que si x (n) es discreta impar entonces

o0

Zx(n) =0

—00

Demostracion: si, x (n) es impar, entonces

es decir

considerando



rcordenando o -
i:ox(n) = x(0)+n:zlmx(n)+§:c(n)
= x(0)+§;x(—n)+§;x(n>
. x(O)—niO;x(n)+x(—n)

con z (0) = 0 y sustituyendo la definicién de senal par en la ecuacién
anterior tenemos :

Zw(n) = O+ZO

Zx(n) =0

(b) Comprobar, si x; (n) es impar y 3 (n) es par, entonces
x1(n) - 9 (n) = impar

Comprobacién: Hacemos que

z(n) =x1(n) - x9(n)

z(—n) =z (—n) - 3 (—n)

Ademas, sabemos que

x1(n) = —x1 (—n)

T9 (n) = x9 (—n)



sustituyendo las ecuaciones tenemos
z(n) = —x1(—n) - x9(—n)
resulta
z(n) = —z(-n)

Lo cual implica que z (n) es impar, i.e. x; (n) - x2 (n) es impar.
(c) Considere que x (n) es una sefial con parte par P (z (n)) y parte impar
Z (z (n)), demostrar que

Y 2Pn)= ) P (z(n)+ > I’(x(n)
Demostracion: Hacemos

Pla(m) = z,(n)
T(x(m) = a(n)

y
Do) = Y [ () +a @)
= Y (22(n)+ 2z, (n)x; (n) + 27 (n))

sustituyendo el término x, (n) z; (n) por z (n) y reordenando

[e.9] [e.o]

Z 2% (n) = Z (xi(n)+x12(n))+2 Z z(n)

n=—oo n=—oo n=—oo

Como z(n) es el producto de una senal par y una impar, usamos el
resultado del inciso b) y, concluimos que z(n) es impar. Ahora, usando el
resultado del inciso a) sabemos que

o)

2 Z z(n)=20

n=—0oo



Si sustituimos este resultado en la ecuacién tenemos que

o0 oo

Sooatn) = Y (22 (n) +22(n)
Yot = > )+ Y 2t(n)

Una senal es periddica si tiene la propiedad de tener un valor positivo T para
el cual
z(t)=z(t+T) Vt

en este caso diremos que la senal es periddica con periodo T

1.3. Senales basicas de tiempo continuo.

1.3.1. Exponencial compleja y senoidal.

La senal exponencial de tiempo continuo es de la forma
x(t) = Ce™

donde C' y a son, en general nimeros complejos. Dependiendo de los val-
ores de estos parametros, la exponencial puede adoptar varias caracteristicas
diferentes. Una clase de exponenciales complejas que nos interesa es

z(t) = e

donde wy = 27 fy es definida como la velocidad angular en radianes por
segundo y fy es la frecuencia en ciclos por segundo o Hertz. Utilizando la
relacion de Euler esta senal puede expresarse como

x (t) = cos (wot) + jsen (w,t)

Una propiedad importante de esta senal, es su periodicidad. Una senal es
periddica si cada intervalo de tiempo T', tenemos un repeticién de la senal.
Para verificar esta propiedad hacemos

eth . ewD(t—i—T)

6wot — 6woteon



para que esta ecuacion se cumpla debemos tener que

on — 1

Existen dos posibilidades para que esta condicién se cumpla: la primera cuan-
o w, = a cual es periddica para cualquier valor de ero si w

do w, = 0, 1 1 d 1 lor de T, o # 0,

entonces tenemos que existe un valor 7, al cual llamamos periodo fundamen-
tal y esta dado por la ecuacién

= 2"
|wol

1.3.2. Funcion escalén unitario e impulso unitario.

Otra senal de interés es la funcién escalén unitario la cual esta dada por
0, t<0
u(t) = { 1, t>0

Otra senal bastante 1til es la funcién impulso unitario de tiempo continuo
la cual estd relacionada con el escalén unitario por la ecuacion



Capitulo 2

Sistemas

2.1. Introduccion

Un sistema se puede ver como cualquier proceso que produce una trans-
formacion de senales. Un sistema tiene una senial de entrada y una senal de
salida la cual esta relacionada con la entrada a través de la transformacion
del sistema.

y(t) =T [x(1)]
donde x(t) es la senial de entrada, y(t) es la senal de salida y T[] es la
transformacion del sistema.
Entre los sistemas podemos tener interconexiones serie y paralelo dadas
como los mostrados en la figura 2.1.

Sistemas con y sin memoria.

Si la salida de un sistema para cada valor de la variable independiente
depende solo de la entrada en ese mismo instante de tiempo se dice que el
sistema no tiene memoria.

y(t) = Ra(?)

Un ejemplo de un sistema con memoria es



x(n) y(n)

x(n) y(n)

Figura 2.1: Sistemas serie y paralelo

2.1.1. Sistemas inversos.

Decimos que un sistema es invertible si dada una transformaciéon 7" pode-
mos encontrar la transformacién 77! tal que:

y(t) = Tla(t)]
w(t) = T '[y()]

Un ejemplo de un sistema que no es invertible es y (t) = 0.

2.1.2. Sistemas causales.

Un sistema es causal si su salida en cualquier instante de tiempo depende
solo de los valores en el tiempo presente y en el pasado. Estos sistemas tam-
bién son llamados no anticipativo.

o) = alt-1)
o) = [ atmar

— 00



2.1.3. Estabilidad.

Un sistema es llamado estable si se produce una salida acotada para una
entrada acotada. Una senal es acotada si

lz(k)| < M < oo
y la senal de salida y(k) = T [z(k)], es acotada si
[y(F)] < N < o0

Ejemplo. Consideremos la secuencia de los nimeros de Fibonacci donde
x(k) ={1,2,3,5,8,13,...} 6 (k) = 2(k—1) +x(k —2). En este caso tenemos
un sistema no acotado ya que la sucecion crece indefinidamente para valores
de k.

Un ejemplo de senal estable lo tenemos en la sucesion

"1
x(n)= 3
k=0
para esta sucesion podemos ver que
1
x(n)—xn—1)= =

si tomamos el limite podemos verificar que la sucecién converge en un valor
estable

’ 1
A o () = ln =1 = Jig 25 =0

2.2. Invariancia en el tiempo.

Para que un sistema sea invariante en el tiempo se debe cumplir que para
un desplazamiento en la senal de entrada se produzca el mismo desplaza-
miento en la senal de salida.

T [z @) = D* [T [z (1)]
Ejemplo. Considere la senal y (t) = sen [z (t)]
DFlz(t)] = =x(t—k)
k)]
k)]

= sen|x(t
DFy(t) = sen|x(t



2.2.1. Linealidad

La caracteristica principal de los sistemas lineales es
Tlox(k) + By (k)] = T [ax(k)] + T [By (k)]

esta propiedad es conocida como el principio de superposicién.

Ejemplo. Considere el sistema y(k) = mx(t) + b. Que valores debe tener
el sistema para ser lineal.

Consideremos dos senales z1(t) y xa(t)

oy
~—

yi(k) = mx(t)+b
y1(k) + ya(k) = m(z1(t) + xo(t)) + 2b

Si aplicamos la transformacion a la suma de x4 (t) y x2(t) tendremos

note que ys(k) es diferente de y;(k) + y2(k), la dnica posibilidad es que la
constante b sea igual a cero.

2.3. Ejemplos

2.3.1. Ejemplo

Demuestre que y(n) = z(n) — x(n — 1) es invariante en el tiempo.

Solucién. Sea, v(n) = D™ {T'[x(n)]} y 0(n) = T {D™[z(n)]}. Un sistema
es invariante si v(n) = 0(n)

Para nuestro ejemplo v(n) = D™ [x(n)—xz(n—1)] = z(n—ny)—x(n—ne—1)
por otro lado 0(n) = T[x(n—ng)] = x(n—ng)—xz(n—ne—1), como v(n) = v(n)
el sistema es invariante en el tiempo.

Nota: En este ejemplo, ha;:e(rr;os una aproximacién de la derivada utilizando

diferencias finitas y(n) ~ =5 = z(n) —x(n — 1) .

2.3.2. Ejemplo

Demuestre que y(k) = Z’,zf: k, T(k) es invariante en el tiempo.

10



Solucién. En éste caso, v(t) = D™ [ l,zf:kO :L‘(/f)} = l,zf:ko z(k —no) y

(k) = T[D™ [z(k)]] = S5, w(k — ng). Como v(k) = o(k) el sistema es

invariante en el tiempo.

2.3.3. Ejemplo

Dada la sucesion i
y(n) = qy(n — 1) +a(n) (2.1)

1. Probar que es un sistema Lineal invariante en el Tiempo (LIT) y
2. Determinar la salida y(n) si z(n) = d(n — 1)

Comenzaremos por dar una soluciéon de la recurrencia, haciendo sustitu-
ciones sucesivas

y(n) = ln)+ yln—1)
w + iy(n -2)
z(n—1) xz(n-2) 1
4 + 42 + 4—2y(n - 3)
x(n—1) N x(n —2) N z(n — 3) x(1)

4 42 43 +"'+4n—1

donde de manera general la solucién de la recursion es

—_

~— z(n — k)

yn) =) ——— (2.2)

il
o

Linealidad
Por otra parte tenemos que verificar que el sistema dado por 2.1 es Lineal,
primero calculamos utilizando 2.2

—_

n—

Tlax(n)] + T[Bra(n)] = a w +6 i W
k=0

il
o

11



y segundo utilizando 2.2 calculamos

axi(n — k) + Bra(n — k)

Tlazy(n) + Bre(n)] =

Ak
k=0
=z (n—k) =z (n—k)
1(n — 2(1n —
= o) T T T
k=0 k=0

lo cual demuestra que el sistema es lineal.

Invariancia en el tiempo

En este caso tenemos que mostrar D™ [T [x(n)]] = T [D™ [x(n)]] , apli-
cando la solucion de la recursion dada por 2.2, tenemos

D™ [T [x(n Dnolzx ] ZCE”—”O—’“)

k=0 k=0

Si aplicamos la translacién a la senal x tenemos
D™ [z(n)] =z(n —ng),xz(n — 1 —ng),z(n —2 —ng),- -+ ,x(—np),

y posteriormente calculamos

T(D" 2 Zajn—no— k)

k=0

De lo anterior podemos concluir que el sistema es invariante en el tiempo.
Respuesta al impulso
Para determinar la salida y(n) = fy(n — 1) + z(n) y suponiendo que
y(0) = 0, se obtiene la siguiente tabla al evaluar recursivamente:

W = o3
&
oo»—no/g
S~—
<@
r’§3|>~4>|>~>—no’§
S—

Se observa que para cualquier n la salida serd y(n) = ([—ll)nfl, note que

esta solucion puede verificarse utilizando la solucién de la recursion.

12



Capitulo 3

Convolucion

3.1. Correlacion

Consideremos dos senales = y y, donde = [y;, Yi+1, - - Yirn] €8 un sub-
conjunto de los valores de la senal y = [yo,v1, Y2, -+ ,ynm|. (En que punto
la senal x empatard mejor con la senal y. Comenzaremos por utilizar como
medida de similitud el producto escalar de vectores, asi el dngulo entre estas
dos senales lo podemos calcular como

'y
cos(l) = —=
|| []
donde ¥ = [y;, Yj+1 - -, Yj+n] v 0 es el &ngulo entre los dos vectores. Note que

cuando los dos vectores son iguales tendremos que el angulo es cero, el valor
méaximo serd dado por |z|> y que el producto 277 tenderd a este maximo.
El producto de 277 lo podemos calcular como

dado que 7 es un subconjunto de y, si aplicamos un desplazamiento podemos
calcular el producto x77, en las n posiciones posibles de la serie con la
siguiente expresion

rey(n) = _a(k)y(k +n)

k=0

13



La cross—correlacién de las senales = (n) y y (n) es la secuencia r,, (n) definida
por

P = > w0y +n)
Toy (1) = /_Oox(r)y(7+t)d7

La funcién de correlacién suministra una medida de la similitud o inter—
dependencia entre las funciones x y y.

3.1.1. Propiedades

Conmutaciéon

Demostrar que la funcién de correlacién y auto—correlacion son no son
conmutativas, es decir

Tay (1) = 7Tye (—1)
Tew (£) = Tap (—1)

para ello hacemos

y sustituimos 7 = 7 4+ ¢

et = [ o F-Dy@ar

o0

en el caso de la auto—correlacion tenemos

rm:/oox(T):c(T—i-t)dT

—00

y sustituimos 7 = 7 + ¢

Tez(—1) = /OO (T —t)x(T)dT

—00

Lo cual significa que la correlaciéon no es conmutativa.

14



Invariancia a traslacién

Es la correlacion invariantes a traslacion.

Tmy—/_ool‘<7'+a)y(7'—|—t)d7'

[e.9]

si sustituimos

N

= T7+a
/_OOx(?)y(?—i—(t—a))dT:rzy(t—a)

la correlacién es invariante a traslacion.

Linealidad

Pero, jsera lineal la correlacion?

rey () = /_OO [21(T) + 22 (7)) y (T + t) dT

o0

= /_le(T)y(T—i-t)dT—i-/_Z$2(T)y(7+t>d7

Toiy + Taol

si es una transformacion lineal la correlacion.

3.1.2. Ejemplo

Suponga una senal x(t) = [0,1,2,3,4,0,1,2,3,4,...] (Fig. 4.4(a)) y una
senal y(t) = [0, 1,2, 3,4] (Fig. 4.4(b)). La correlacién entre ambas sefiales, se
muestra en la Fig. 4.4(c). Note que los maximos se obtienen cuando la senal
y empata perfectamente con x.

3.1.3. Correlacion en dos dimensiones

Si la senal esta en dos dimensiones, como es el caso de imagenes la cor-
relacion se representa como

k—*TLk l—*?’Ll

15



(c) z(t) correlacién entre x(t)
y y(t)

Figura 3.1: Correlacién

3.2. Representacion de senales en términos
de impulsos.

La funciéon impulso unitario, puede utilizarse para construir una clase
amplia de senales. Para ilustrar como funciona consideremos que tenemos
una senal discreta dada por xz(n). Si queremos ver un parte de la senal en
cierto instante de tiempo multiplicamos la senal de entrada por un impulso

16



en el instante que deseamos analizar, asi por ejemplo:

z(-1)6(n+1) = {I(al) :i Ejl
z(0)d(n+0) = {960(0) s;ir:;o
sy = {7 G

por lo tanto la suma suma de estos términos me da la senal z. Matematica-
mente podemos expresar esta suma como

o0

y(n)= Y w(k)s(n—k)

k=—o00

esta ecuacion es llamada la propiedad de escudrinamiento del impulso uni-
tario.

3.3. Convolucion

Podemos extender el concepto sustituyendo la funcién impulso por cualquier
otra funcion, asi obtenemos la expresion de la convolucién.

oo

y()= > a(k)h(n—k)

k=—o00

note que también es un sistema LIT. La convolucién la podemos representar
pory=xxh

3.3.1. Propiedades
Conmutacién

La convolucién es conmutativa es decir

fix fa=fax fi

17



demostracion, para probar la propiedad conmutativa hacemos

(e 9]

fixfo=> fi(k) faln—k)

k=—o00

haciendo el cambio de variable k& = n — k tenemos
Z f1<n— > ( > f2* fi

Asociativa

La propiedad asociativa consiste en

(fl*f2)*f3:f1*(f2*f3)

para demostrar la propiedad asociativa hacemos f1 *x fo =gy fox fs =nh

g* fa=fixh

puesto que

Zfl f2n—)

k=—o00
se tiene que
g(n)*fs(n) = Z 9(j) f3(n—j)
— Z [Z fr(R) f2(5 = )]fs(n—J)

sustituyendo [ = j — k y cambiando el orden de las sumatorias

= Zfl Zf2 ) fa(n—(+Fk))

k=—0oc0 j=—00

= Z fu(k Z fa () f3((n = k) = 1)
k=—00 j=—o00

= > hik)h(n—k)
k=—o00

= fixh

18



Invariancia a traslacién

Para probar que la convolucion es un sistema invariante a traslacion hace-
mos la convolucién de la senal z(k) trasladada un valor kg

) = fij (s — ko) h(n = )
o & — o tenemos
pix (B)n (o= (F+1))
> o (B)n (0o - F)
T—

Linealidad

Para probar que se trata de un sistema lineal, calculamos la convolucién
de la suma de dos senales x1 y 2o

y(n) = Y o (k) +z2 (k)] h(n—Fk)
= > m(k)h(n—k)+ Y z(k)h(n—k)
k=—00 k=—o00

= 1(n) + y2(n)

3.4. Swucesion util

Una sucesion que nos sera especialmente util para realizar los calculos de
convolucion y correlacién es la sucesion geométrica

N
sN:Z&":1+a+a2—|—...+aN

n=0

19



para esta serie podemos ver

sy = l+a(l+a+ad®+..+a" ™)

= 1+ asy—1
que pasa si multiplicamos sy por (1 — a)

(l-a)sy = (1+a+a®+..+a")—

(a +a’+a’. + aN“)
- 1— aNJrl

de lo cual concluimos que

1— aNJrl

SN =
1—a
Esta serie serd convergente en el caso de que |a| < 1 y divergente en el
caso de que |a| < 1. Lo cual lo podemos verificar haciendo

lim o™ =0
N—o0
y el valor de convergencia lo podemos calcular con

SN = 1+ asy—1

en el limite sy = sy_1 =71

r = 1l+ar
r(l—a) = 1
1
T =
1—a

En el caso de que |r| = 1, la serie converge al valor de

N
sy = Z1“:1+1+12+...+1N
n=0
= N+1

y en el caso de |r| > 1 la serie diverge

lim o #0

N—oo
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3.5. Ejemplo.

Considere una senal z(n) = o™ y un kernel dado por h (n) = §". Calcular
la convolucién de estas dos senales.

N—-1

y(n) = ak B
k=0
N—-1

y(n) = ofprpF
k=0

—_

yn) = g° N (%)

y(n) = ﬁﬁ

B

—_

si quisiéramos calcular la correlaciéon hacemos

N-—1
y(n) = Y atpt
k=0
N-1
y(n) = a* g gk
k=0
N-1
y(n) = B> (aB)
k=0
. N
yn) = g

3.6. Ejemplo

Mostrar que la convolucién de una senal impulso unitario con un kernel
cualquiera es el mismo kernel

d(n) x h(n) = h(n)

prueba
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Por definicién tenemos

y(n)= Y w(k)h(n—k)

k=—o00

para nuestro caso sustituimos z(n) por la funcién impulso §(n) dando lugar
a

y(n)= Y 8(k)h(n—k)

recordemos que la funciéon impulso, sera igual a 1 solo cuando su argumento
es cero, por lo cual

yin) = -+ 0xh(n—1)+1xh(n)+0xh(n+1)+---
y(n) = h(n)

Por esta propiedad al kernel se le conoce también como respuesta al im-
pulso.

3.7. Algunos kerneles interesantes

3.7.1. Suavizadores
Caja

Para implementar este suavizador, en una dimension, utilizamos una senal
dada como h(n) =1[0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1,1,0,0,0,0, 0]

En dos dimensiones, podemos implementar este kernel de manera sepa-
rada si hacemos la siguiente operacion

00 00O 00 00O 00 00O
000O0O 00100 01110
0601 110(xf001O0O0]}|=]01T1T1F°0
00 0O0O 00100 01110
00 00O 000O0O 00 0O0O

En la figura 3.2(a) y 3.2(d), se presentan graficamente, los kerneles para
suavizadores de caja en una y dos dimensiones
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Binomial

Este kernel esta basado en los coeficientes binomiales. Una manera facil
de calcularlo es utilizar un triangulo de Pascal, de la siguiente forma.

1,1
12,1
1,3,3,1
1,4,6,4,1
1,5,10,10,5,1
1,6,15,20,15,6,1

Dado b; = [1, 1] podemos calcular

bgzbl*bl
bgzbg*bl

b4:bg*b1

b1 = br * by

Para su implementacién este kernel es normalizado para que su suma de
1. En dos dimensiones de manera separable se puede implementar como

Bgzbg*bg

Note que este kernel es recursivo.

00000 00000 00000
Jooooo] ;foo1oo o210
o121 0l«2loo200]=—=]02420
Y1oo0o0o00| *loo1o0o0 61091 921 0

00000 00000 00000
Gaussiano

Este kernel es creado utilizando una campana de Gauss. Par calcularla
utilizamos la expresiéon
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1 (z—p)?
exp 20?

g(z) = 5

donde: p es la media de la distribucién y o es la varianza. En nuestro ca-
so la media la consideraremos cero y la varianza la utilizaremos como una
estimacién del tamano del kernel.

En dos dimensiones calcularemos nuestro kernel de manera desacopla-
da haciendo g(z,y) = g(z) * g(y). En la figura 3.2(c) se muestra el kernel
Gaussiano en una dimensién y 3.2(f) en dos dimensiones.

iU IAN B AN

(a) Caja en 1d (b) Binomial 1d (¢) Gaussiano 1d

(d) Caja 2d (e) Binomial 2d (f) Gaussiano 2d

Figura 3.2: Kerneles para suavizado de senales en una y dos dimensiones

3.7.2. Derivadas

Derivada en = y y

La derivada de una funcién esta definida como

@) )= = h)

dx h—0 h
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considerando un incremento unitario, que para el caso discreto es el mas
pequeno y que la senal fue capturada con una frecuencia de muestreo ade-
cuada tenemos que la derivada la podemos aproximar por

)
2 x flw) — S )

De la expresién anterior podemos ver que el kernel de derivadas sera d(n) =
[1 — 1], asf la derivada la calcularemos como y(n) * d(n).

Para calcular las derivadas de orden N, solamente debemos recordar que
se debe aplicar sucesivamente la derivada de orden uno, con ello damos lugar
a la siguiente familia de kerneles.

1,1
11,241
+1,-3,43,-1
+1,-4,46,-4,-1

Derivadas de Gaussianas

Un problema que presenta el calculo de las derivadas utilizando convolu-
cién es que son amplificadores de ruido. Esto quiere decir que si la senal
presenta ruido, la senal resultante de la convolucién, el ruido serd mas noto-
rio. Una manera de eliminar el ruido de una senal es aplicar un suavizador,
el mas apropiado es el suavizado Gaussiano [?]. Asi pues, para eliminar el
ruido, es deseable primero convolucionamos con un kernel gaussiano y luego
aplicamos un kernel de derivadas de la siguiente forma

dg(z)
dx

Resulta que tanto h(n) y d(n) son aproximaciones de una Gaussiana y una
derivada respectivamente, y que ambos dan lugar a un nuevo kernel, pero es
mas inteligente calcular este kernel como la derivada de una funciéon gaus-
siana. El kernel de derivada Gaussiano es

dg(x) - { 1 }

= — exp 202
dx 02 o2no

y(n) = (x(n) * h(n)) * d(n) = 2(n) * (h(n) * d(n)) = 2(n) *

El kernel de segunda derivada es

2[5 2] [ee

dx ot o2 o

25



(a) Primer derivada 1d (b) Segunda derivada 1d

Figura 3.3: Kerneles de derivadas de gaussianas con o = 10

En dos dimensiones, la implementacién de estos kerneles lo haremos de
manera separable de la siguiente manera. Asi la derivada en la direccién x
sera

g(x,y) = g(x) * g(y
dg(x,y)  Og(x)

or Ox *9
dg(z,y) dg

Las segundas derivadas se calcularan como:

Pg(x,y)  *g(x)
9x2  Ox? *9(y)
Pg(x,y) _ 9g(x) I9(y)
0xdy ox dy
Pg(x,y) g(y)

8y2 - g(l‘) * 8y2

En la figuras 3.4(a), 3.4(b) y 3.4(c), se presentan los kerneles de derivadas
de Gaussianas en dos dimensiones.
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(a) Kernel azy) gﬂy (b) Kernel %gyyl (c) Kernel Pazy) g
en 2d en 2d en 2d

Figura 3.4: Kerneles de derivadas de gaussianas con ¢ = 10 en dos dimen-
siones

Laplaciano

El Laplaciano resulta de sumar las segundas derivadas en = y y de una
senal bidimensional y esta dado por la siguiente expresion

_ Pylay) | Pylay)

A 0x? 0y?

Este kernel lo podemos construir sumando los kerneles de segundas derivadas
de la siguiente forma

0 0 0 0 1 0 0 1 0
1 21 |+410 -20]=(1-41
0 0 0 0 1 0 0 1 0

De manera robusta lo podemos calcular utilizando derivadas de Gaussiana,
lo cual da lugar al kernel denominado ”Mexican Hat”. Este kernel se utiliza

para determinar bordes en una imagen y podemos ver este kernel en la figura
3.5

3.8. Respuesta de Sistemas lineales invariantes
en el tiempo a exponenciales complejas.

La importancia de las exponenciales complejas en el estudios de sistemas
LTT proviene del hecho, de que la respuesta de un sistema LTI a una entrada
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Figura 3.5: Laplaciano. Mexican Hat

exponencial compleja es la misma exponencial compleja modificada solo en
amplitud.
T[z"]| = H(z)z"

donde el factor complejo de la amplitud H(z) serd en general una funcién de
la variable compleja s. Esto lo podemos mostrar haciendo

yn) = > h(k)z(n—k)

k=—o00

y(n) = Y h(k)z"

y(n) = Z h(k)z"z"F
k=—00
y(n) = 2" Z h(k)z7*

y(n) = H(z)2"

donde .
H(z) = Z h(k)z7"

k=—o00
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hemos demostrado que cualquier exponencial compleja es una funcién carac-
teristica de un sistema LIT.

Si la entrada de un sistema LIT de tiempo discreto se presenta como una
combinacion de exponenciales complejas, esto es, si

z(n) = Z axzp

entonces la salida es

y(n) = anH (z) 2}
k
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Capitulo 4

Transformada de Fourier

4.1. Representacion de senales periddicas.

Recordemos que la exponencial compleja /7N es periédica con peri-
odo N y existe una familia de exponenciales complejas también con periodo

N dadas por
¢k (TZ) _ ejk(QW/N)n

todas estas senales tienen frecuencias que son multiplos de las misma frecuen-
cia fundamental 27 /N. Asi cuando k = 0 llamaremos a este el componente
de CD de la senal, cuando £ = 1 como armonico de frecuencia fundamenta,
k = 2 segundo armonico y asi sucesivamente.

Con esto queremos llegar a hacer la representacién de una senial periddica
como la combinacion de exponenciales complejas, tal que

N—

N-—1
n)=> ady(n Z age? @/
k=0

k=

esta ecuacién es conocida como la serie de Fourier de tiempo discreto y los
coeficientes a;, como los coeficientes de esta.
Para determinar los coeficientes de la serie de Fourier procedemos

z(0) = aogo(0) + ai¢r (0) + azdz (0) + ... + an—16n-1 (0)

(1) = aopo (1) + arp1 (1) + a2 (1) + ...+ an_1¢6n-1 (1)

r(2) = aogo(2) +a1¢1(2) +axp2(2) +... +an_16n-1(2)
) (N

= apdo - 4+a101 (N—-1)+...+anv_106n-1 (N —1)
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En forma matricial

QZ50 (0) QZ51 (O) e ¢N—1 (0) Qo i
gbo (].) 9251 (1) e qb]\[_l (1) aq _ I
bo(N=1) r(N=1) ... oyr(N=1) | | anos N1

Tenemos un sistema ®a = x para el cual la soluciéon puede ser calculada
si encontramos la inversa de la matriz ®. Pero una alternativa es multiplicar
por e 77C7/N)n ambos lados de la representacién en serie de Fourier y sumar
para todos los N términos de la serie

F
=2
=2

-1

8
2
D
.
B
©
3
~
2
3

akejk(Zw/N)ne—jr(Qﬂ/N)n

il
LL
il
D
i
20
L

x (TL) efjr(27r/N)n _ 6j(k77")(27r/N)n

Q

(]

k

3

Il
o
>
Il
o

n=0

la suma interior para n en el lado derecho de la ecuacion es cero a menos que
k — r sea cero o un multiplo entero de N . Por tanto si escogemos valores de
r sobre el mismo rango de k, tendremos que esta suma es igual a N si k =r
y cero de lo contrario, por lo que tenemos

N(l,,« _ T (n) 6—jr(27r/N)n

1 )
a, = N Z T (n) e*_]’!‘(Qﬂ'/N)TL

n=0
En lo general representaremos la transformada de Fourier como

N-1

X (k) =5 3w ()6 ()

n=



Figura 4.1: Senal a descomponer en Fourier

Ejemplo

4.1.1.

Encontrar los coeficientes de Fourier de la senal mostrada en la Fig. 4.1,

cuyos elementos son z(n) = [1,1,1,0,0,0,0,1,1]%.

Para encontrar los coeficientes de Fourier de la senal x, es necesario cal-

cular el siguiente sistema de ecuaciones:

da, =z,

kn (N es la cantidad

2m
N

donde ® es la matriz de exponenciales complejas exp’
de muestras de la sefial, en este caso es 9) y es igual,

o~~~

S N e e e S N S

AN AN AN AN AN AN N N N

— N N N N N N N

P e e e e

— e e N S N N

NN N AN N N N N N

S N N S N N N N

AN AN AN AN AN AN AN N N

— N N N N

AN AN AN AN N N N N N

S N N N N

e Y e L L R R YO R

— N N N N N N N

o~~~

S N e e e S N N
111111111

AN AN AN AN AN AN N N N

— N N N e N N

ademas,
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Qo
ay
5)
as
ag = Gy
as
Ge
az
as

y finalmente,

8 8 8 8

Tpn =

8 8

8

8
e R R o e O LR T R
= =3 O UL W N = O
S N e e e e e e

8

Al resolver el sistema de ecuaciones se obtuvieron los coeficientes:

0,5556
0,3199
—0,0591
—0,1111
ar= | 00725
0,0725
—0,1111
—0,0591
0,3199

Note que a; no contiene elementos imaginario. Esto se debe a que la senal
es par y por lo tanto, se puede representar con suma de cosenos.

A continuacion se va a reconstruir la senal original usando los coeficientes
de Fourier obtenidos calculando,

Yn = CI)CLk
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Para poder observar la importancia de cada uno de los coeficientes en-
contrados, primero se va a reconstruir la senal usando un solo coeficiente
de manera que a;, = [ag,0,0,0,0,0,0,0,0]”, después se van a usar dos coefi-
cientes, de modo que a; = [ag, al,0,0,0,0,0,0,0]7, y asi sucesivamente hasta
utilizar los 9 coeficientes. Los resultados de este ejercicio se muestran en las
Figs. 4.2(a)-4.2(i).

(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
(8) (h) (i)

Figura 4.2: Reconstruccién de la senal usando los coeficientes de Fourier
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4.2. Transformada de Fourier de algunas fun-
ciones interesantes.

Transformada de una exponencial compleja.
2

Dado z(n) = ¢ (%)kom 1a transformada de fourier esta dada como

2

X(k) = x(n)e_(ﬁﬁ)k"

o (5F) (ko—k)n
n=0

esta suma tendra solucién N en el caso de que k = ky y cero en los demas
casos. La transformada de Fourier es

(T )hon 5 (k — ko)

Funcion seno
Dada la funcién seno, podemos hacer la representacion de esta funcién

como .
sen (%) kon = ‘% [ej(%)kon — o3 (5 )kon

dado que tenemos la suma de dos exponenciales complejas, la transformada
de Fourier es

) | |
sen (ﬁ) kon & %5 (k — ko) — %5 ( + ko)

Funcion coseno
La representacion de la funcién coseno la podemos dar como

2 1 (27 (27
Cos (WW) kon = 2 [eﬂ(w)kon + e I (F kon

de manera similar que en la funcién seno tenemos

2m 1 1
COSs (F) k’on £> 5(5 (k - ko) + 5(5 (k + k'o)
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Funcion impulso unitario
Recordemos que la funcién impulso unitario es

5(n):{ lsin=0

0 en caso contrario

la transformada de Fourier para esta la calculamos
X(k) =

podemos comprobar que ‘efj (% )kmo| — 1 para cualquier valor que tome k

por lo que finalmente la magnitud de la transformada de Fourier es

1
5(n—n0)£ﬁ

Transformada de Fourier de una constante
Consideremos una funcién x (n) = a la transformada de Fourier es

1 (2
X0 = Y aiE)e
n=0
N—-1
— g 6—](%)]{:1@
n=0

la sumatoria tendra la solucion N para k = 0y 0 para k # 0 por lo cual
adsas (k)

Transformada de Fourier de una caja.
Consideremos una funcién x (n) dada por la siguiente expresién

lsi-d<t<d
x(t)_{Osino

en este caso resolveremos la transformada de Fourier continua, la cual esta
dada por la siguiente expresion

]_ T/2 s 2T
ap = —/ z(t)e 1Tk gy
T J 1)
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al sustituir nuestra funcién obtenemos

ap = —/ Z%ktdt

1 s 27 d
ar = — — e—J(T)kt
T[—j(%)k‘ —d
1 1 27
ar = e (—2]) sen {—k:d]
T [—j(3)k] r
sen [%’rkd]
W = 7k

la cual luce como 4.3

1

0.8

0.6

0.4r

Sinc(x)

0.2

I I I I I I
20 40 60 80 100 120 140
X

Figura 4.3: Funcién Sinc con T = 10.

4.2.1. Ejemplos

En un programa en Java que utilice las clases funciones y grafica, obtener
y explicar brevemente la Transformada de Fourier Discreta (TFD) de las
siguientes senales:
1. xz1(n) = cos( + sin(4%n)

)
2. 2a(n) = 6(n) + on —

3. w3(n) :1+5(n+5)+005(% ) + exp (G
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Ejercicio 1

La figura 4.2.1 muestra muestra las cuatro graficas que se obtienen al
aplicar la TFD en la senal 1. Se puede observar en la figuras 4.4(a) y 4.4(b)
que la senal contiene parte real pero no contiene parte imaginaria, ademas la
parte real se forma por un seno y un coseno. El resultado de aplicar la TFD
a esta senal equivale a aplicar la TFD a las dos senales que la componen por
separado y luego sumarlas. En las figuras 4.4(c) y 4.4(d) se puede observar
el resultado de la aplicacion de la TFD a la senal 1, cuya solucién analitica
es:

X,(k) = 58k — 1)+ (k1) + 23k — 5) — Lo(h +5)

Con las figuras podemos constatar que el coseno efectivamente contribuye

con dos impulsos positivos en k =1y k = —1. Asimismo, el seno contribuye
con dos pulsos con diferente signo en la parte imaginaria de la senal, el
positivo en £ = 5 y el negativo en k = —5.

Ejercicio 2
La soluciéon analitica de la senal 2 es:

X, (k) = % 4 % cos(%k) -4 sin(%k)
Las figura 4.2.1 muestra las graficas de la senal original su TFD. Observando
las graficas 4.5(c) y 4.5(d) se puede observar que existe un coseno con frecuen-
cia 3 en la parte real y un seno con igual frecuencia en la parte imaginaria.
La contribucién del impulso en el origen casi no se percibe en las graficas, ya
que es es una constante que se suma al resto de la senal.

Ejercicio 3

Las figuras 4.6(a) y 4.6(b) muestra la parte real e imaginaria respecti-
vamente de la senal 3. Al aplicar la TFD de manera analitica a la senal se
obtiene:

X3(k) =0k + % Cos(%rk) - % sin(%) +i(k+1)

La contribucion de la constante se puede observar en la gréfica de la figura

4.6(c) como un impulso en 1 de la parte real. La contribucién del impulso
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23 Tiempo - Parte real =] £ Tiempo - Parte imaginaria Jo&d
20479
0.0479 ! N ' /\ n /
a \/ 6.0 SE.0 80 1040
0.9521
-1.4521 00 + + + +
Java Applet Window Java Applet Window
(a) Senal real en el tiempo (b) Senal imaginaria en el
tiempo
& Frecuencia - Parte real =] & Frecuencia - Parte imaginaria =[]
51,4899 400001
384899 140081
o ‘25 o ‘51 o =7E o }WUJ o
254899 -11J9999
129539 -37/99583
-10E-4 + } + + -63/9993
Java Applet Window Java Applet Window
(c) Senal real en la frecuen- (d) Senal imaginaria en la
cia imaginaria

Figura 4.4: Senal 1 y su transformada de fourier
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2 Tiempo - Parte real ==X

00

n %R0 a0 780 1nan

Java Applet Window

(a) Senal real en el tiempo

‘£ Frecuencia - Parte real 8=
20
o /\
00 + t + +
0 60 san 720 nan
ava Aoplet Window

(c) Senal real en la frecuen-
cia

& Tiempo - Parte imaginaria BEX]
i t t t t
n 60 590 san indn
Java Applet Viindow

(b) Senal imaginaria en el
tiempo

51 ITLUBILIE - Far W Iagmal 1o ey
10
0o b
0 260 620 8 140
-
Java Applet Window

(d) Senal imaginaria en la
imaginaria

Figura 4.5: Senal 2 y su transformada de fourier
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es coseno con frecuencia 5 en la parte real y un seno negativo con frecuencia
5 en la parte imaginaria (figura 4.6(d)). El coseno contribuye con un par de
impulsos en la parte real, cuando k = 3 y k = —3, y finalmente el exponencial
complejo contribuye con un pulso en k£ = —1.

4.3. Propiedades de la Transformada de Fouri-
er

4.3.1. Linealidad de la Transformada de Fourier.

Si

z1(n) & X, (k)

za(n) & Xy (k)
entonces

az1(n) + bra(n) & aX1(k) + bX(k)

prueba

1 Y= on

X0 =y 3 el

4.3.2. Transformada de Fourier de una senal conjuga-
da.

La definiciéon del conjugado de un numero complejo es

r = R+j1
= R—jI
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Mostrar que:

comenzaremos por

4.3.3. Propiedades de Simetria de la transformada de
Fourier.

Para cualquier secuencia x(n) la parte real la podemos calcular haciendo

Rz (n)] = = [x(n) + 2" (n)]

2
y la parte imaginaria como
1 *
Tlw ()] = 5 [o(n) — " (n)

lo que es equivalente a
z(n) = 2% (n)

Al aplicar la transformada de Fourier tendremos que
X(n) = X*(=n)

A partir de esto se observa que la parte real de X (k) es una funcién par
de k y la parte imaginaria de X (k) es una funcién impar de k. De manera
similar, la magnitud de X (k) es una funcién par y el angulo de de fase es
una funcién impar. Ademas

E{z(n)} & R{X (n)}
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O{z(n)} & T{X (n)}

demostracion:
En el caso de una senial real y par se cumple que z(n) = x(—n) y que
x(n) = x*(n) por lo tanto en el dominio de Fourier

X(k) = X(=k) =RIX(=k)] +T[X(-FK)]
X(k) = X'(=k) = R[X(=K)] = T [X(=F)]

la tinica posibilidad de que esto sea cierto es que la parte imaginaria sea cero.
Asi la transformada de Fourier se transforma en

1 & 2
=~ Z x(n) cos (Wnk:)
n=0

a esta ecuacion es comun que se le conozca como la transformada coseno.
En el caso de una senal real e impar, se cumple que z(n) = —x(—n)
x(n) = x*(n), entonces en el dominio de Fourier

X(k) = —X(=k) = —R[X(=F)] - JT[X(=F)]
X(k) = X'(=k) = R[X(=K)] = T [X(=F)]

la tnica posibilidad de que esto ocurra es que la parte real sea cero. La
transformada de Fourier en este caso queda como

4.3.4. Desplazamiento en tiempo y frecuencia.

Si
x(n —ng) Le j(%)"OkX(k)
demostracién
1 & .
= - D aln —ng) (F)
n=0



haciendo en cambio de variable 7 = n — ng tenemos

N
_ % Z x(me—j(%”)(mrno)k

Ahora
I (F)mhop(n) & X (k — ko)
demostracién
N-1
= 37 X (k — ko)ed (F)k
k=0

4.3.5. Diferenciacion

Demostrar que

tenemos que

2

w(n—1) & eI (FEX (k) X (k)

por superposicion demostramos la primera.
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4.3.6. Escalamiento.

Comenzaremos por calcular la transformada de Fourier de x(—n)

N-1
_ 1 2(—n)e I (F)nk
N
n=0
hacemos el cambio de variable m = —n
| N ()
- = =i 7 )(=m)k
N z(n)e
m=0
| »
= § X e Fes
= X(-H)

Sea x(an) una senal multiplicada por un entero, calcular la transformada
de Fourier para este caso

N

1 -
:NZx(an)e (%)

haciendo m = an tenemos

4.3.7. El Teorema de la convolucion.

El teorema de la convolucién afirma que si F [z (n)] = X(k) y Fly (n)] =
Y (k) entonces

z(n)xy(n)=NX(k)Y(k)
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demostracién

N
m=0 n=0
haciendo n =n —m
| v N-1 .
= vy rm [Z v (@) eJ<N><h+m>’“]
m=0 n=0
L N2 . N-1 .
= 3 2w m)e T [Zym)e J<N>b'f]
m=0 h=0
L N (22) | v (22)
= N |—= x(m)e™ ¥ mk] [_ Zy(ﬁ) e IF bk]
[N m=0 N h=0
= NX(k)Y (k)
De manera inversa podemos ver que si F [z (n)] = X(k) y Fly(n)] =

Y (k) entonces

demostracién
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4.3.8. Relacion de Parseval.

Siz(n)y X (k) son la senal y su transformada respectivamente, entonces
tenemos que:

S ) = N Y X (R

N-1 N-1
Zaz(n)x*(n) = X (k)X (k)"
n=0 k=0

N-1

k=0
N—-1 1 ( )
_ - J( 55 )nk
X( N z*(n)e
k=0 n=

4.4. Transformada de Fourier en dos dimen-
siones.

En dos dimensiones la transformada de Fourier se expresa como

2

—1 M-

,_n

1
T NM

X (k1) 252 ) (nk+ml)

xnmej

m=0

S
I
o



reorganizando términos tenemos:

M-1[N-1

1 L om ./ om
X(0 1) = oz S | 30wl e (R | il
m=0

n=0

de esta expresion podemos ver que la transformada de Fourier en dos dimen-
siones, es equivalente a realizar la transformada de Fourier en una direccion
del arreglo bidimensional y después realizarlo en la otra direccion.

La trasformada Discreta de Fourier TDF es O(N?) y existe la Trans-
formada Réapida de Fourier FFT la cual es O(Nlog N), para una senal en
una sola dimension. Para el caso de senales en dos dimensiones, la TDF es
O((NM)?) y1a FFT es O(NM log N M), razén por la cual se utiliza la FFT.
Sin embargo, la FFT requiere que el tamano de la senales sea potencia de 2,
es decir N = 2"y M = 2°. Todas la propiedades de la transformada de Fouri-
er son validas para el caso multidimensional y para hacer la demostracion
solo hay que tener en cuenta que se trata de arreglos bidimensionales.

Transformada de Fourier de una senal bidimensional

Dada la sefial z (n.m) = cos [%F (kon + lym)] determinar su transforma-
da de Fourier.

Esta senal puede ser representada como la suma de dos exponenciales
complejas

r(n,m) = cos

por lo tanto
1 1
X(k,1) = 55(k—k0,l—lo)+§5(k+k0,l—|—l0)

En la figura 4.7 podemos ver la senal bidimensional correspondiente x(n, m) =
cos [ZZ (10n + 20m))] y su transformada de Fourier. Note que en la imagen
de la transformada de Fourier aparecen dos picos en las coordenadas [10, 20]
y [118,108], lo cual, corresponde con la deduccién anterior.

Ejemplo

El primer renglén de una imagen es creado utilizando una distribucién
normal N (0, 1) (ver 4.9) y los renglones subsiguientes se calculan de acuerdo
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con la siguiente sucesiéon f(n,m) = f(n—1,m — 1) tal que se produce un
patron como el mostrado en la figura 4.8 (a la izquierda). Explique a que se
debe que la magnitud de la transformada de Fourier esta dominado por una
linea recta a 45 grados. La transformada de Fourier del ruido gaussiano la
podemos ver a la derecha de la figura 4.8 .

Demostracion:

El primer renglén de imagen fue generado utilizando una distribucion
normal, y los renglones subsecuentes utilizando la recursién

fn,m)=f(n—1,m—1)

la transformada de Fourier para f(n,m) es F(k,1) si aplicamos la propiedad
de translacion de la TF, podemos ver:

fln,m) & F(k,1)

f(n—ng,m —my) Z 6*j(%)(nok+mol)F(k’ )

lo cual nos da como resultado la transformada de fourier F'(x), esta multipli-
cada por una exponencial compleja e’ (57 ) (nok+mol) cuyo méaximo se localiza
sobre la recta nogk + mol = 0, dado que ng = my = 1, tendremos que la pen-

diente de esta linea recta es 45 grados.

4.5. Convolucion utilizando TF.

En una imagen tenemos que la referencia se encuentra en la esquina supe-
rior izquierda. Cuando estamos utilizando la transformada de Fourier debe-
mos recordar que estd, considera que las senales tienen periodos N en la
direccién de x y M en la direccién de y. Asi, una imagen estara representada
virtualmente, por un conjunto de copias infinitas es un espacio infinito.

Para realizar una translacién de la imagen, una manera es convolucionar
la imagen con la funcién delta de Dirac § (n — ng,m — mg) donde ng y mq es
el desplazamiento, hay que recordar que la convolucién es Lineal e invariante
a la translacién, por lo que, la convolucién de dos sefiales no se vera afectada
cuando hacemos la translacién del kernel.

Cuando aplicamos el teorema de la convolucion

x(n,m) * y(n,m) P X(k, )Y (K,I)
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debemos tomar en cuenta que si el kernel se desplaza, la transformada de
Fourier del kernel estara multiplicada por una exponencial compleja

l’(n — Ny, y - mo) <£> X(k l)efj%(nok+mol)

z(n,m) =8 (n — ng,m —mo) & X (k, 1)e ™7 wr (nok+mol)

Cuando aplicamos el teorema de la convolucion tendremos

2(n,m) * [y(n,m) * & (n — no,m — mo)] & X (k,1) [Y(k e i %Hmo”]
[, m) 56 (1. = g, m — o) y(n,m) - [X<k: ekt | (1)
2(n — ng, m — mo) * y(n,n) & [X(k )¢9z (nok-+mol) ] Y (k,1)

lo cual significa que z(n — ng, m — my), estard desplazada a las coordenadas
[710, mo]

4.6. Teorema del Muestreo

Consideramos el caso de una senal continua en el tiempo dada por z(t) =
cos(15mt). Es claro que la senal tiene periodo 15 lo cual indica que si grafi-
camos la senal tendremos 15 ciclos completos en un intervalo de 0 a 27 y la
grafica para esta lucird como la figura 4.10(a) (w, = 30w o f = 15), si esta
misma funcién la submuestreamos con incrementos de § lucird como la fig
4.10(b) y esta misma a intervalos de 0.01 lucird como 4.10(c). ;Cual es el
valor de incremento al que debo discretizar mi senal sin perder informacién?.

Comenzaremos por calcular la transformada de Fourier de un tren de
pulsos dada por

pt) = 40t +2T)+5(t+T)+0(t) +
St-T)+6(t+2T)+---

la cual podemos representar como

S s

k=—o00
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donde T' = 27” En este caso hablamos de una transformada de Fourier con-
tinua por lo cual haremos la transformada de Fourier utilizando la definicion
continua

+o0
Pw) = / p(t)e +tdt

[e.e]

sustituyendo tenemos

Pw) = 3 /_ St — kT et

k=—o00
0

— E e—jwkT

k=—o00

como 1T = 2w—” entonces el producto wkT = 27k lo que da como resultado un

tren de pulsos equiespaciados en la frecuencia con w, = QT’T

Pw)= > 6w - kw,)

Una senal muestreada se calcula como

wp(t) = 2(t)p(t)

donde p(t) es un tren de pulsos. Aplicando el teorema de la convolucién
tenemos que la transformada de Fourier de esta senal es

Xy(w) = X(w)*Pw)

Xw) = X)) Y d(w-—w,)

k=—oc0
= i X(w — kwy)
k=—o00

lo cual significa que tendremos copias de nuestra senal X (w) repetidas cada
QT’T. i Pero que ocurre si el ancho de banda de la senal X (w) sobre pasa el

valor 2%?.
Llamemos w; la frecuencia de muestreo la cual esta dada como
2w
Wy = —
T
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Y wp €l ancho de banda de la senal z(t), podemos ver que si
Ws > 2Wm

podemos reconstruir exactamente la senal continua x () a partir de la senal
muestreada z, (t). La frecuencia de muestreo w, también se conoce como la
frecuencia de Nyquist.

Podemos notar que

zp(n) =z(nT) = % /00 X (w) e dw

dado que la senal en el dominio de la frecuencia es peridédica podemos con-
siderar que

1 0 2r+1)m/T '
2(n) = — / X (w) 7 dy

27 oo J (2r—1)7/T

y cada término de la suma puede ser reducido a una integral sobre el rango
—7 a % haciendo el cambio de variable w = € + 2—;’"

1 /T 2rr\ ;
- X0 =0 JnT ]27TT‘TLdQ
=g 3 [ (o)

Si intercambiamos el orden de integracién y considerando que €72 = 1
para cualquier valor de n y r, tenemos que:

1 [T & 2mr\ .
= X[+ =) dQ
xp(n) o o T:ZOO ( + T > e ]
haciendo un cambio de variable ) = %
1 M1 & w 2\
— il X (= =0 jwn
zp(n) o /_7T TTZ_OO (T +— ) e ] dw

de esta ecuacion tenemos que



o si hacemos &0 = Z tenemos

[e.e]

1 2
X, (@) == 3 X<w+$>

r=—o00

Ejemplos.

Aquella frecuencia que de acuerdo con el teorema de muestreo, debe ser
excedida por la frecuencia de muestreo se llama razon de Nyquist. Determine
la razén de Nyquist para las siguientes senales

a) z(t) = 1 4 cos(20007t) + sen(40007t).

La transformada de Fourier para esta senal es

z(k) = 5(0)% [6(w — 20007) + &(w + 20007r)]+% [6(w — 40007) — §(w + 40007)]

lo cual indica que el espectro de frecuencia tendrd valores en el intervalo
[—40007,40007], o bien que w, = 40007. De acuerdo con esto la razén de
Nyquist es w, = 80007.

b) x(t) = 86"(7230”). Podemos ver que la antitransformada de Fourier de
una caja es

d
z(t) = A/ et dw
—d
A Jwt
— €
gt

o(t) = %(%) sen [df]

d

—d

2Asen [dt]
t

de donde podemos ver que la transformada de Fourier de esta senal es una
caja de ancho d = 2007 y altura A = %, por lo tanto su ancho de banda
serd de w, = 2007 y su razén de Nyquist serd w; = 4007.

4.6.1. Integracion de la senal continua.

Ahora que hacemos para recuperar la senal continua a partir de la senal
muestreada. Puesto que la senal X,(w) solo esta definida en el rango [—%, %] ,
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calcularemos la antitrasformada en estos limites, ademés X, (wT') = £.X (w)

1 [fT ,
z(t) = oy TX, (wT) e dw
-7
T [(t7 ]| & . .
- =7 x (nT) e_]“mT] e dw
2 -7 n=-—00
= Z x (nT) 2—/ ej“’(t_"T)dw]
n=-—oo i _%
- %)t —nT
=S (o @) D)
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Java Applet Window

(a) Senal real en el tiempo
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304
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264
-
0 6.0 52.0 78.0 1040
Java Applet Window

(c) Senal real en la frecuen-
cia

£ Tiempo - Parte imaginaria E]@
1o
0o +
L) 26.0 52.0 78.0 1040
-1
Java Applet Window

(b) Senal imaginaria en el
tiempo

‘2 Frecuencia - Parte imaginaria B=X]
ral
09 }
o 6.0 52.0 78.0 104.0
-
| Java Applet Window

(d) Senal imaginaria en la
imaginaria

Figura 4.6: Senal 3 y su transformada de fourier



Figura 4.7: Senal coseno en dos dimensiones

[-2.3352,3.1952] [0.0,3155.026]

Figura 4.8: A la izquierda Patron regular creado con una senal uni—
dimensional trasladada (ruido Gaussiano) y a la derecha Magnitud de su
transformada de Fourier
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Figura 4.9: Valores aleatorios calculado con una distribucion Normal con
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Figura 4.10: Senal cos(15t) con diferentes muestreos
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Capitulo 5

Filtros.

5.1. Filtros Pasa bajas.

La idea de un filtro es permitir el paso de solamente un cierto ancho de
banda de un espectro de frecuencias. En el caso de un filtro pasa bajas la
frecuencias que este dejard pasar son aquellas que se encuentran cerca de la
frecuencia cero o componente de C.D.

El filtro pasa bajas més simple es h(n) = [3, 3] consideremos una senal
dada por z(n) = [1,1,1,2,2,2,2,1,1,1] al realizar la convolucién de esta
senal con el kernel tenemos

z1(n) = x(n)*h(n)
11
[1, 1,1,2,2,2,2,1,1, 1] * [—, —
2°2
= [1,1,1,1,5,2,2,1,5,1,1,1]

11

]

si volvemos a convolucionar con el mismos kernel tenemos
zo(n) =1[1,1,1,1,25,1,75,1,75,1,25, 1,1, 1]

el aplicar sucesivamente el filtrado pasa—bajas dara lugar a una senal plana.
En lugar de convolucionar varias veces la senial z(n) con el kernel h(n) resulta
mas practico hacer la convolucion del kernel consigo mismo dando lugar a

1,1
12,1
1,3,3,1
1,4,6,4,1
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Pero veamos la transformada de Fourier del kernel propuesto para ser
filtro pasa—bajas.

Hk) = ~ ih(n)ej(iv")”k

1 ok ) ok \?
|H (k)| = N\/<1+COS%) +<sen%)
1 2 2rk 21k
= N\/l—l—Qcos%—l—cos?%%—sen?%
1 2rk
= ¥ 2—1—2008%
1 mk
= — oS —
N N

note que esta funcién tiene un méaximo en cero y un minimo en N, razon por
la cual, deja pasar las bajas frecuencias y atenta las altas frecuencias. En la
figura podemos ver el comportamiento del filtro pasa bajas en el dominio de
la frecuencia (ver figura 5.1).

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 S0 S5 60 65 70 75 80 85 @0 95 100 105 110 115 120 125

Figura 5.1: Respuesta a la frecuencia del filtro de pasabajas
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5.2. Filtros Pasa Altas.

El filtro pasa bajas més simple es h(n) = [—3, 5| consideremos una sefial
dada por z(n) = [1,1,1,2,2,2,2,1,1,1] al realizar la convolucién de esta

senal con el kernel tenemos
z1(n) = x(n)*h(n)
11
1,1,1,2,2,2,2,1,1,1]  [—=, =]
272
= [1,0,0,-0,5,0,0,0,5,0,0,0]

El aplicar sucesivamente el filtrado pasabajas dard lugar a una senal
plana. En lugar de convolucionar varias veces la senal z(n) con el kernel h(n)
resulta mas practico hacer la convolucién del kernel consigo mismo dando
lugar a

11,1
+1,-2,41
+1,-3,43,-1
+1,-4,46,-4,-1

Pero veamos la transformada de Fourier del kernel propuesto para ser
filtro pasa altas.

N
1 x
) = 5 3 e (5
k=0
= % [1 X e_J(QWﬂ)Ok —1xe ](%)1]"’]
1 S 27
= -
la magnitud de este filtro es
1 21k 2k
|H(k)| = N\/ 1 —COSL + (sen%)
1 ) 27Tk‘ + cos? 2rk  sen2 2Tk 2rk
= cos cos® — N
1 2 k
= ¥ —2COSL
1 k
= ey
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note que esta funcion tiene un maximo en % y un minimo en 0, razén por
la cual, deja pasar las altas frecuencias y atenta las bajas frecuencias. En la
figura podemos ver el comportamiento del filtro pasa bajas en el dominio de
la frecuencia (ver figura 5.2).

5 10 15 20 25 30 35 40 45 SO 55 B0 65 70 75 40 &5 40 85 100 105 110 115 130 125

Figura 5.2: Respuesta a la frecuencia del filtro de pasa altas

5.3. Filtro pasa bajas Butterworth.

La magnitud al cuadrado de la respuesta de un filtro Butterworth esta

dada por la expresién
1

EEICOR

Note que |H (0)|* = 1y que |H (X) |2 = 0,5, lo cual le da su caracteristica de
ser un filtro pasa bajas, pero adicionalmente este filtro tiene otro parametro
de control que es el exponente n al cual esta elevado la frecuencia. Si cambi-
amos este valor tendremos que la ventana del filtro se modifica tal como se
observa en la figura 5.3.

Podemos notar que para valores bajos de n la ventana es suave y para
valores grandes tiende a una ventana cuadrada.

|H (k)[*
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=31 3

QEr

=1-1 3

Figura 5.3: Respuesta a la frecuencia del filtro de Butherword

5.4. Filtros de pasa banda.

La ecuacién de una funcion gaussiana g la podemos representar por:

1 _(w—w)?
e 202

) o =
9(p0) = ——
y podemos demostrar que la transformada de fourier es otra gaussiana G
dada como

g(u0) S G (n00)

y que o0, > K. Esta expresién es la formulacién del principio de incer-
tidumbre y el caso de una gaussiana se tiene la igualdad. El principio de
incertidumbre establece que no podemos tener definicion simultaneamente
en el dominio de la frecuencia y del tiempo.

Esta funcién puede ser utilizada como filtro pasa bajas cuando u = 0,
pero con valores diferentes cambiaremos la banda de la senal que queremos
filtrar. Asi por ejemplo para filtrar una senal consideraremos que la gaussiana
tiene una media cero y que aplicaremos una translacién en el tiempo y/o en
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la frecuencia de la senal dada por p

G k)= et
2o

si queremos hacer el filtrado en una frecuencia w;, = %k simplemente situ-
amos una gaussiana en G (k — pu) y otra en G (k + p) la transformada de
fourier de estas sera
f
G (k) & g(n)

1

27

g(m)e? ()

N

SG (k4 ) & Sgmye (B

[\

el filtro en la frecuencia es la suma de G (k — p) y G (k+ p) por lo que el
filtro de convolucién es la suma de estos dos

o0 = Lot fos (22 Y s (25 ]

fa(n) = %g(n) [cos (%) un — jsen (%ﬂ) ;m}

A0+ o) = gtn)cos ()

5.5. Filtro de Gabor

Pero que ocurre si en lugar de colocar un filtro en %G (k — p) y otro en
1G(k + p), pusiéramos uno solo en G (k — p)

F0) = g0 [cos (35 ) s+ gsen (57 ) ]

note que la parte real es equivalente a la encontrada anteriormente, pero
ademas tenemos una parte compleja. El hecho de tener solamente un filtro
G en el dominio de la frecuencia, nos da mas informacion acerca de la banda
que andamos buscando

fa(n) = g(n)cos (%”) n

i) = gn)sen (37 )
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a este tipo de filtro se le conoce como filtro de Gabor. La magnitud del filtro
nos dard los puntos de la senal donde la frecuencia para la cual entonamos
el filtro produce esa senal, siendo mas alta en los puntos de dicha frecuencia.

5.5.1. Filtro de Gabor en dos dimensiones

Para el caso de dos dimensiones el Kernel de Gabor que utilizaremos es

f(n, m) = g(n’ m)e](%nko—ﬁ—%mlo)

La parte real del filtro es

27 27
fr(n,m) = g(n,m) cos(ﬁnko + Mmlg)
y la parte imaginaria es
2w 2T
frin,m) = g(n,m) sm(ﬁnko + Mmlo)

Dado que la convolucién requiere de (NM)? operaciones, resulta mas
rapido implementar el kernel de Gabor de manera separable, asi el nimero
de operaciones serd N?M + NM?. De manera separable la parte real queda

Fr(rym) = g(n, m) cos( = nko + —x mlg)
Rn,mfgn,mcoanU M'mo

_ 27 k 27 . .27 & .27 .
FR(n,m) = g(n) x g(m) cos(“-nko) cos(Lrmlo)) = sin(“-nko) sin(<-mlo))
_ . 27 . 27 . 27 . 27
Fr(n,m) = g(n)cos(Sonko) * g(m)cos(Tomlo)) — g(n)sin(<-nko) * g(m)sin(Z=mlo)
Si definimos
2T
g1(n) = g(n) cos(—nko)
N
2T
g2(n) = g(n) sin(—=nko)
N
27

podemos escribir la parte real como
fr(n,m) = gi(n) x g3(m) — g2(n) * ga(m)
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De forma similar podemos calcular la parte imaginaria y llegar al siguiente
kernel separable.

f1(n,m) = gi(n) * ga(m) + g2(n) * gz(m)

En la figura 5.5.1, podemos ver unos ejemplos del filtro de Gabor para difer-
entes valores de frecuencia espacial.

5.6. Como entonar un filtro

Resulta més natural al momento de entonar un filtro, hablar de frecuen-
cias cuyas unidades son ciclos por segundo o Hertz. Dado el proceso de dis-
cretizacion, perdemos la nocién del tiempo y nuestra frecuencia en el dominio
discreto ahora esta dada en ciclos/muestra. La pregunta es como convertir
Hertz a ciclos/muestra.

Consideremos una funcién muestreada con tamano N, en el dominio de
Fourier en la posicién £ = N tenemos que N representa la frecuencia angular
2w, por lo tanto, cualquier w = %’rk [rad/muestra] y la frecuencia es f, =
£ [ciclos/muestra]. Dada una frecuencia de muestreo f,, en [muestras/seg]
podemos calcular el tiempo necesario para una muestra, asi : lmuestra =

(1/fm) seg, sustituyendo esto tenemos:

k.
fi = v [ciclos/ (1] fm) seg]
fi = lek [ciclos/seg]

fe = [fafu [ciclos/seg]

5.7. Filtro de Membrana

En esta seccién describiremos la aplicacion de la regularizaciéon al calculo
de un filtro de membrana. La regularizacién es una técnica de adaptable
de filtrado de senales que permite estimar componentes de baja frecuencia.
Abordaremos el problema desde un punto de vista estadistico, para ello,
calcularemos primero el estimador de méxima verosimilitud, agregaremos
informacion a priori y finalmente con regla de Bayes calcularemos el filtro.
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(a) Parte real, entonado en (b) Parte imaginaria, enton-
la frecuencia espacial (0,0) ado en la frecuencia espacial

(0,0)

.

(¢) Parte real, entonado en (d) Parte imaginaria, enton-
la frecuencia espacial (2,2) ado en la frecuencia espacial

(2,2)

Figura 5.4: Filtros de Gabor
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5.7.1. Probabilidad de un evento

Si un experimento puede dar como resultado cualquiera N resultado difer-
entes igualmente probables, y si exactamente n de estos resultado correspon-
den al evento A, entonces la probabilidad del evento A es

5.7.2. Probabilidad condicional

La probabilidad de que ocurra un evento B cuando se sabe que ha ocurrido
algtin otro evento A se denomina probabilidad condicional y se denota como
P(BJ|A).

Consideremos el espacio muestral S = {1,2,3,4,5,6,7}, donde cada uno
de los eventos son igualmente probables y estos eventos se agrupan en dos
conjuntos A = {1,2,3,4} y B = {3,4,5,6,7}, tal que S = AU B. De
acuerdo a la definicién de probabilidad de un evento, la probabilidad de A
es P(A) = 4/7 y la probabilidad del conjunto B es P(B) =5/7. En la figura
podemos ver, de manera mas clara, como se agrupan estos conjuntos (ver fig

5.5).

Figura 5.5: Ejemplo de dos conjuntos

Note que existe una interseccién entre los conjuntos A y B, en notacién
de conjuntos este conjunto es AN B y la probabilidad de estos elementos es
2/7.
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Ahora queremos determinar la probabilidad de que ocurra un elemento
del conjunto A dado que solo tengo solamente elementos del conjunto B,
la cual denotaremos por P(A|B). Aplicando nuestra definiciéon podemos ver
que
n{AN B}

n{B}
si dividimos esta ecuacion entre el total de elementos del espacio muestral
tenemos

P(A|B) =

n{ANB} /N
n{B} /N

P(ANB)
P(B)

P(A|B)

Para nuestros datos tenemos

P(A|B) = g

Por otro lado la probabilidad de P(B|A) = 1/2. Note que estos valores
siguen cumpliendo nuestra definicion de probabilidad muestral.

Dado lo anterior, podemos definir la probabilidad condicional de B dado
A, que se denota P(B|A) com

P(AN B)

P(AIB) = =55

5.7.3. Independencia

Dos eventos A y B son independientes si y solo si P(B|A) = P(B) y
P(A|B) = P(A), también se cumple que P(AN B) = P(A)P(B).

5.7.4. Regla de Bayes

Si los eventos By, Bs, ..., By constituyen una particién del espacio muestral
S, donde P (B;) # 0, entonces, para cualquier evento A de S
P (B,) P (A|B,)

P (B,|A) = Sk P(B) P(AB)

ver [Walpole and Myers, 1987]
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5.7.5. Estimador de maxima verosimilitud.

Para encontrar el estimador de méxima verosimilitud f, dado un con-
junto de observaciones g, suponemos que estos tienen una distribucion de
probabilidad normal con varianza o = 1/2, la cual se expresa como:

1 2
(92|fz): 1 (fz o)

considerando que los datos son generados de manera independiente tenemos
que la distribucion de probabilidades conjunta es

plglf) =H

=0

Note que la probabilidad conjunta es maxima cuando ¢g; = f;. Queremos
calcular una senal suave, por lo que, nuestra informacién a priori sera

H e oAV H A(fi—fio1)?
2

aplicando la regla de Bayes, encontramos la expresion para la probabilidad
a posteriori dada por:

p(flg) = % (5.1)
N-1 1 , .

p(fle) = 1] 56*[0%*90 i fi1)?]
= L -

p(flg) = —e Y
=0 C

La ecuacion 5.1 es la distribucién de probabilidad a posteriori, el minimo
de esta funcién, lo encontramos cuando la funcién de energia U(f) es minima.
Nuestro problema lo traducimos en calcular el minimo de la siguiente funcién:

U= 3 [(fi =) + A i = firr)’]
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0
/

Ed

AT N

0 Valores observados
X Valores a estimar

Figura 5.6: Sistema de resortes equivalente al filtro de membrana

la cual representa la energia potencial almacenada en un sistema de resortes
acoplados, tal como se muestra en la figura 5.6.
Para calcular el valor de f que minimiza la funcién U( f), hacemos oU) —

ofi
ag}f) =2(fi —g) +2X(fi — fic1) =22\ (fin — fi) =0 (5.2)

lo cual nos da el siguiente sistema lineal de ecuaciones :

1+ 2M -

2 3
Y 142X = 2 £ 92
L - f2 :
-\ 142X =\ fi 8 g
- 142X =X fit1 T8 9git1

A 1423 - N IN—1
- 142X gN

5.7.6. Interpretacién del filtro de Membrana en el do-
minio de la Frecuencia.

Tomando la transformada discreta de Fourier a ambos miembros de la
ecuacion 5.2 y agrupando los términos obtenemos:

Fi+ A (Fk _ er—%”)’f) Y (er(%”)k _ Fk> — G
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agrupando términos obtenemos

N

[1 Fox— e (F)k )\e(%ﬁ)k} F. = G,
{1 + 2\ — 2\ cos (%k)] F. = G

finalmente tenemos que

1
F, = =H
b= IS 20— 2heos ()] O T MO
1

[1 + 2\ — 2\ cos (%’rk‘)]

donde la funcién Hj, es un filtro pasa bajas equivalente al filtro de membrana.
Note que cuando el valor de A aumenta tenemos que el ancho de banda se
disminuye, en las figuras 5.7 y 5.8 podemos ver la respuesta a la frecuencia
de este filtro para valores de A 1 y 1000 respectivamente.

RESPUESTA EN FRECUENGIA PARA LAMBDA=1

Figura 5.7: Respuesta a la frecuencia para el filtro de membrana con A =1

71



RESPUESTA EN FRECUENCIA PARA LAMBDA=10000

Figura 5.8: Respuesta a la frecuencia para el filtro de membrana con A = 1000
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Capitulo 6

Aplicaciones

6.1. Deteccidon de corrimientos utilizando técni-
cas de restauracion

Dadas dos imédgenes [’y f, la delta de dirac ¢ y el operador de corrimiento
Sy podemos decir:

f/:Sdf:Sdf*(S:f*Sd(SZf*éd

lo cual indica que si realizamos convolucién con un impulso desplazado, ten-
dremos una imagen desplazada a un nuevo punto de coordenadas dado por
d. Aplicando transformada de Fourier podemos intentar calcular el valor de
desplazamiento haciendo

fi(n) = f*dan)

Fl(k) = F(k)e/(F)kd
de esta expresién podemos despejar el valor de d pero si un valor de F'(k) = 0,
no tenemos manera de estimar el valor del mismo.

En su lugar utilizaremos técnicas de Regularizacion, para ello, mini-
mizamos la funcién

If' = f*g?

sugeto a |l * g|°

donde f’(n) es la imagen desplazada, f(n) es la imagen origen, [(n) es un
operador lineal que escogeremos de la mejor manera para facilitar la solucion
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y g(n) es la funcién impulso que intentamos encontrar. Para nuestro calculo
procedemos

Ulg) = 3 1f(n)— f g + 83 lxgm)f
-y [f’(n)— > fn = g)| +5Y [ z(n—z)gm]

Para encontrar el valor de g que minimiza esta espresién hacemos

oU(g)

dg(i) = —QZ[f’ Zf(n—i)*g(i)] f(n—1i)
+2ﬁZ[Zln—@ * g(i ]l(n—i)

reorganizado términos tenemos

2 3 2 3
Nl Nl Nl Ml
a4

T f— ) xS fn— 4B AT U= i) xg()Sin—i) = > s — o
o - zzof*f%ﬁz*zr *g(n)+ = ;’szr(n)
Al aplicar transformada de Fourier tenemos:
G (k) i [F" (k)" F'(k) i
[F'(k)]" F(k) + B [L(F)]" L(k)
G (F/(E)) F(F)

[F(R)* + BI LK)

al sacar la antitrasformada de Fourier calculamos la funcién impulso g(n).

6.1.1. Ejemplos

Se utilizaron como entrada la imagen f mostrada en 6.1(a), y la imagen
f’ de la figura 6.1(b). Al parametro 3 se le dio un valor de 0.1.

Después de calcular g(n) al computar la TFD™! de G(k), se localiz6 una
magnitud maxima igual a 1926.3965, en las coordenadas (2,179), lo que sig-
nifica que el segmento de la imagen de f’ las coordenadas cuya columna es
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mayor que 179 no es visible desde f, y que los renglones de f’ menores que
2 no son visibles desde f. Una vez ensamblada la imagen panoramica con la
informacion anterior, el resultado se muestra en la Fig. 6.2.

(a) Imagen f (b) Imagen f’

Figura 6.1: Iméagenes de entrada para el sistema.

Figura 6.2: Imagen panoramica que se formé con la imagen f y f’.

Pudiera parecer que el ensamble no fue correcto, puesto que las lineas
rectas no parecen ajustar perfectamente. Sin embargo, este problema se debe
a tres factores principales. El primero, es que la camara que se utilizé cuenta
con una distorsion considerable, que se puede observar en la curvatura de
las lineas que se suponen rectas. En segundo lugar, al tomar la fotografia
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pudo haber existido una transformacién més alla de una traslacién horizon-
tal. Finalmente, la iluminacion de la escena captada por la camara puede
ser diferente para cada fotografia lo cual perjudicaria el comportamiento del
algoritmo A pesar de estos tres factores, se encuentra una aproximaciéon bas-
tante aceptable que puede servir incluso como proveedor de valores iniciales
de correccion proyectiva. En el caso ideal, en donde de estos factores no se
presentan, el resultado es también ideal. Para ejemplificar esta situacion,
podemos observar las imagenes iniciales en la Fig. 6.1.1, y el resultado se
observa en la Fig. 6.4. En este caso, el empalme es perfecto puesto que no
existe otra variante mas que traslacion, ni cambio de iluminacién entre las
imégenes, ni distorsién de la camara. De hecho, este ejemplo se realizé frag-
mentando una imagen en tres mas pequenas con diferente traslacion.

s s

(a) Imagen 1 (b) Imagen 2 (c) Imagen 3

Figura 6.3: Imagenes de entrada para la creacion de una panoramica final.

Figura 6.4: Imagen panoramica que se formé con la imagen 1, 2 y 3.

En la Fig. 6.8 se ilustran los resultados obtenidos al aplicar este método.
En las figuras 6.5 y 6.6 se muestran 2 fotografias de la misma escena con
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un desplazamiento horizontal y vertical. En 6.7 puede observarse un maxi-
mo cuyas coordenadas (z,y) representan el corrimiento horizontal y vertical
respectivamente.

uope epunglos,

s0jalqo::

S SOLVd da svinwon

1§
3

e

++) A D NOJ | wavaxaxay

salopeynduiog ap

eimaaynbiy A uonezefip g%

e —

Figura 6.6: Imagen 2

6.2. Filtrado de una senal de audio

En este documento se presentan ejercicios para comprobar lo aprendido
acerca de los filtros pasa banda utilizando un archivo de sonido en donde se
ejecutan varios instrumentos simultdneamente. Se realizaron ejercicios que
consistieron en separar los sonidos de instrumentos diferentes sintonizando el
filtro en diferentes posiciones del espectro de frecuencias. Los resultados que
se obtuvieron fueron satisfactorios.

77



Figura 6.7: Corrimiento calculado
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Figura 6.8: Empate de las imégenes 6.5 y 6.6
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6.2.1. Filtro Pasa Banda

Suponga que se ha calculado la Transformada de Fourier Discreta (TFD)
de una senal y se quiere filtrar para analizar lo que se tiene en un rango de
frecuencias determinado. Como base, tomaremos el filtro gaussiano que se
utilizé en el filtro pasa bajas, el cual se define como,

1 (@=p)?
g(x,p,0) = Eexp_ 207 (6.1)
(z—p)?

. N — . ,
donde definiremos Z =) ., exp 22 , cuyo fin es el de normalizar el drea
de la senal a 1.

La TFD de una senal gaussiana es también una funcién gaussiana,

g(:“? Ut) = G(:U’v Uw) (62)

Si deseamos filtrar todas las frecuencias fuera de un rango determinado,
basta con colocar dos senales gaussianas' G(u,0,) en k — pu y k + u, donde
k es la media de la banda de frecuencias que se desea preservar.

Por el teorema del desplazamiento tenemos que,

1 1 o
Gk —p) & Zg(n) expFrm (6.3)

1 1 2m
§G(k:+u) L §g(n) exp (R rm) (6.4)

Como se definié anteriormente, en la frecuencia, el filtro es la suma de
G(k — pn) y G(k + p) multiplicado por el espectro de frecuencia de la senal.
Por lo tanto, el filtro pasa banda en el tiempo corresponde a la convolucién
de la senal con el filtro dado por,

i) = Sg(n) cos( 57 ) + j sin( - an)
Foln) = 39(n) cos(aryun) — jsin( S pm)
Fin) + faln) = g(n) cos( o un) (65)

! Ambas sefales cuentan con la misma velocidad angular, y por lo tanto, con frecuencias
iguales.
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Frecuencias o
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\
Muestras g N-1

N
=l

Figura 6.9: Frecuencia de una senal discreta.

6.2.2. Localizacion de Frecuencias Reales en el Do-
minio Discreto de Fourier

Si conociéramos la banda que se desea filtrar tenemos que encontrar en
déonde se localiza esa banda en nuestra senal discreta. Las frecuencias en
el continuo, que denotaremos como f, se miden en ciclos/seg (Hertz), sin
embargo, cuando una senal se discretiza, existen frecuencias en el rango de
[0,27] en N muestras (ver Fig. 6.9). La velocidad angular de cualquier senal
discreta es,

2
w = Nﬂk radianes/seg (6.6)

cuyo valor maximo se alcanza cuando k£ = N, donde w se hace igual a 27.
Por esta razon, la frecuencia de cualquier senal discreta es fp = g—; = 1.
Si tenemos una frecuencia de muestreo,

fm = Ny, muestras/seg (6.7)

por lo tanto tenemos un periodo 7,, = NLseg/muestms. Esto quiere decir
m
que cada Ni segundos obtenemos ua muestra de nuestra senal,
m

muestra = N seg (6.8)

El problema de encontrar la k£ en donde se represente una frecuencia dada
en Hertz, se resuelve sustituyendo la ec. (6.8) en (6.6), con lo cual tenemos
que,

2 1
w = Nﬁk radianes/ (N—seg)

m

Ni, :
w =27 (W) k radianes/seg (6.9)
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(a) Senal de sonido en el (b) Senal de sonido en la fre-
tiempo cuencia

Figura 6.10: Senal de sonido de prueba utilizado.

Observando la ecuacién anterior, se puede observa entonces que fi = %,
m
por lo tanto, podemos obtener el valor de k£ para cualquier frecuencia en el

continuo dado en Hertz como,

k= Ni (6.10)

fm
6.2.3. Ejercicios

Dado un archivo de sonido, vamos a tratar de filtrar un determinado rango
de frecuencias. El archivo de sonido que se va a utilizar es una fragmento de
2 seg. que fue muestreado a 4100 KHz. Es un archivo de mtsica que contiene
diversos instrumentos tocando de manera simultanea, entre ellos un piano
que ejecuta notas graves, un acordeén que ejecuta una melodia mucho mas
aguda, entre otros.

Filtrado del Sonido del Piano

Como primer ejercicio, se traté de sintonizar el filtro de manera que se
pueda escuchar con mayor claridad la ejecucion del piano. De forma ex-
perimental se observé que los sonidos del piano en el archivo de prueba se
localizan al rededor de 350 Hz. Por lo tanto, aplicando la ec. (6.10), se ob-
tuvo un valor de £ = 1400, y se utilizé una senal gaussiana con ¢ = 60. La
Figura 6.2.3 muestra el kernel en el tiempo (Fig. 6.11(a)) y en el dominio de
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la frecuencia (6.11(b)). En esta ultima figura, se puede observar claramente
que el kernel en la frecuencia contiene dos gaussianas localizadas en k£ y —k.

Al multiplicar la TFD de la senal de sonido con la TFD del kernel, se
obtiene la senal que se muestra en la Fig. 6.12. Los resultados fueron satis-
factorios y se logrd separar efectivamente el sonido del piano.

o 50 100 150 200
tempo T frecuendia K

(a) Kernel en el tiempo (b) Kernel en la frecuencia

Figura 6.11: Kernel de convolucién con o = 60 en el tiempo.

Figura 6.12: Senal de sonido filtrada.

Filtrado del Sonido del Acordedn

Como segundo ejercicio, se traté de separar el sonido del acordedn de
nuestro sonido de prueba, cuyas frecuencias se encontraron de manera exper-
imental al rededor de 600 Hz. Aplicando la ec. (6.10) se obtuvo un valor de
k = 2400. Se utiliz6 un kernel con ¢ = 60 que se puede observar en la Fig.
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6.2.3, en el tiempo y en la frecuencia. Se puede observar que efectivamente,
la TFD del kernel esta formada por dos gaussianas localizadas en k 'y —k.
La senal filtrada se muestra en la Fig. 6.14, la cual logré separar satisfac-
toriamente el sonido del acordedn, aunque estuvo mayormente contaminada
por otros sonidos como algunos violines que comparten parte del espectro

con este instrumento.

R “150 100 50 o 50 100 150 200

(a) Kernel en el tiempo

o 2 4 6 8 10 12 14 16 18
x10°

(b) Kernel en la frecuencia

Figura 6.13: Kernel de convolucién con o = 60 en el tiempo.

6001

400H]

200]

400

x10'

Figura 6.14: Senal de sonido filtrada.

6.2.4. Cddigo Fuente de los ejercicios

Para los dos ejercicios se utilizé el mismo cédigo, basta con modificar
convenientemente el valor de ciertas variables, especificamente sigma y kO.
El programa fue implementado en matlab 6.5 Rel. 13.



clear all;

%se abre el archivo de sonido

%en Y se almacena la sefial

%en FS se almacena la frecuencia de muestreo

%en NBITS se almacena la cantidad de bits por segundo
[Y,FS,NBITS]=wavread(’yannshort.wav’); N=length(Y); serie=[0:N-1];

%se imprime la sefial de sonido en el tiempo
f=figure; set(f,’Name’,’Sefial de sonido en el tiempo (original)’)
plot(serie,Y);

%KERNEL GAUSSIANO

%creamos el kernel gaussiano

sigma=60;

%tamkernel=41; %al menos sigma*6+1
tamkernel=6*sigma+1; kernel=zeros(1,tamkernel);

x=-(tamkernel-1)/2; for i=1:tamkernel,
kernel(i) = exp(-x"2 / (2xsigma”2));
X=x+1;

end

%normalizamos el kernel
kernel=kernel./sum(kernel) ;

%miltiplicamos por el coseno para el filtro pasa bandas
%piano400

%acordeon 600

k0=N*600/FS; sc=[-(tamkernel-1)/2:(tamkernel-1)/2];
c=cos(2*pi/N*sc*k0); kernel=kernel.x*c;

%lo pasamos a un vector del tamafio N

%para hacer la convolucion en la frecuencia

kernelF = zeros(N,1); kernelF(1l:(tamkernel+1)/2) =

kernel ((tamkernel+1)/2:tamkernel);

kernelF ((N-(tamkernel-1)/2)+1:N)=kernel(1: (tamkernel-1)/2);

%se imprime el kernel en el tiempo
seriek = [-(tamkernel-1)/2:(tamkernel-1)/2]; f=figure;
set(f,’Name’,’Kernel en el tiempo’) plot(seriek,kernel,’b’);

%se obtiene la TFD del sonido
as=fft(Y);

%se ontiene la TFD del kernel
ak=fft (kernelF);

%se imprime el sonido en la frecuencia

f=figure; set(f,’Name’,’Sefial de sonido en la frecuencia’)
plot(serie,real(as),’b’, serie, imag(as),’r’);

%se imprime el kernel en la frecuencia

f=figure; set(f,’Name’,’Kernel en la frecuencia’)
plot(serie,real(ak),’b’, serie, imag(ak),’r’);

%se hace el filtrado con la multiplicacion
%de la TFD del sonido con la TFD del kernel
filtrada = as.*ak;

%se imprime la sefial filtrada

f=figure; set(f,’Name’,’Sefial de sonido en la frecuencia
(filtrada)’) plot(serie,real(filtrada),’b’, serie,
imag(filtrada),’r’);

%se obtiene la TFD inversa del sonido

final = ifft(filtrada);

%se graba en un archivo de salida
wavwrite(final,FS,NBITS, >salida_gauss.wav’);

84



Capitulo 7

Filtro de Kalman

7.1. Introduccion

El filtro de Kalman (KF) es un procedimiento 6ptimo cuando se trata
de predecir eventos futuros en sistemas que continuamente estan cambiando.
El KF da un estado aproximado producido por definiciones recursivas, las
cuales describen la estimacién del estado actual como una funcién solo del
estado anterior y de la nueva observacién.

Supongamos que tenemos una variable X (¢;) cuyo valor deseamos estimar
en cierto tiempo tg, t1, ta, etc. También , supongamos que X (t;) satisface
una ecuacién dinamica lineal

X(tk> = AX(tk_l) + Bwk

esta ecuacién dindamica representa el conocimiento a priori que necesi-
tamos acerca de la variable, por lo que A es la informacién a priori para
predecir un nuevo estado y w;, es ruido blanco con media cero y varianza 1.
Esto es E[Bwy| =0y E [(Bwk)ﬂ = BBT.

El valor de wy es independiente de la variable X (t;) y de su antecesor
wy_1, lo cual indica que las variable no estan correlacionadas, caracteristicas
principal, del ruido blanco E [X (¢x)wy] = 0.

Un filtro de Kalman necesita de una estimacion inicial para arrancar. Es
como el motor de un automovil que necesita de un motor de marcha y una
vez que arranco no lo necesita mas. R

Tendremos una estimacién inicial para X (t;) dada por X (¢y) y para

85



cualquier instante de tiempo t; la predeciremos como
X (tx) = E[X (t)] = AX (ts1)

De manera similar, para la varianza P tendremos un valor inicial dado
P (to) y en cualquier tiempo la predeciremos utilizando la ecuacién de Riccati

P(ty) = AP(t;_1)A" + BB” (7.1)

Asumamos que hacemos una observacién a la que llamaremos Y y con-
sideraremos que esta esta relacionada linealmente con la variable X

Y(tk) = MX(tk) + ka
el valor esperado de Y () es
Y (ty) = MX(t)

Nuestra mejor estimacién no sera X (tx) va que esta estimacién esta cal-
culada a partir de modelo a priori y no tiene informacion alguna de la ob-
servacién. Asi que X7 (f) serd una mejor estimacién y esta dada por la
ecuacion

Rt (h) = X0+ 5 (Y () - V(1))
() = Xt + K (¥ (0) - M (1)) (7.2)

donde K} es un numero que llamaremos ganancia de Kalman.

~

Note que Y (tx) — Y (t), en la ecuacién 7.2 es exactamente el error al
estimar Y (¢ ), el cual en parte se debe al ruido wy, y en parte a la prediccién
o estimacién de la sefial (modelo a priori), por lo que poner un valor unitario
de K}, seria un error. Entonces ;Que valor debemos usar?. Antes de decidir
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calculemos la varianza de X () respecto a nuestra nueva estimacion X ()

P () — E-<X(tk)—)?+ (tk)>2]

— E (X (ts) — X (t,) — K, <Y — MX( tk))ﬂ
_F _(X (th) — X () — K (MX te) + Ruwy, — MX(tk))ﬂ
— E _(X (t) — _ K, (MX te) + Ry —MX(tk)))Q]

_ E ((1 — MKy (X (ty) — )?(tk)> + Kkak)z}

los productos cruzados son cero ya que el ruido no esta correlacionada con
la senal. Tenemos la formula final para la varianza dada por

P = (- MEDE (X0 - % )] (- MK + () E [uf] ()

Pt (ty) = (1—MK,)P(t)(1—MEK,)" + (K,R) (K.R)"

En la formula anterior podemos ver que la varianza del error P (t),
la cual queremos minimizar, es funcién de la ganancia de Kalman. Asi que
calculemos una nueva ganancia K; que minimice PT ()

OP (1)

=2(1— MK}) P (tg) (=M) + 2RRTK;, = 0
K},

despejando tenemos
Kj=[MP(t) MT + RRT] ™" MP (1},

Los pasos que seguiremos para implementar el filtro de Kalman son

Paso 1.

Daremos un modelo a priori de acuerdo con las caracteristicas de la senal.
Este modelo puede ser un proceso auto regresivo de primer orden dado por

X (t) = AX (tj_1)
Paso 2.
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Utilizamos la ecuacion recursiva de Riccati para hacer una estimacién de
la varianza del error en términos de la varianza anterior

P(ty) = AP(ty_1)A" + BB

Paso 3.
Calculamos el valor de la ganancia de Kalman para minimizar la varianza
en la estimacion.

Kf = [MP(t) M™ + RRT] ™" MP (1},

Paso 4.
Haremos una correccién en la estimacién con el valor K

X () = X () + K7 (Y (0) = MX (1))

Paso 5.
Hacemos la estimacion final de la varianza

P (ty) = (1= MK}) P (t) (1 = MK})" + (K{R) (K{R)"

Estos cinco pasos se repetirdn mientras exista una senal de entrada,
considerando tunicamente que nuestra nueva estimacion de la varianza es
P (t;) = P* (tx). Los dos primeros pasos corresponderan a la prediccién de la
senal y los siguientes a realizar la asimilacion de la informacién, pesada con
la ganancia de Kalman.

En la figura 7.1 podemos observar un diagrama de bloque que describe el
funcionamiento del filtro de Kalman.

(i) - . Xty _p)

Y

Kit)

Figura 7.1: Diagrama de aplicacion del Filtro de Kalman
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7.1.1. Ejemplo 1. Filtrado de una senal uni—dimensional

Consideremos que deseamos filtrar una senal unidimensional dada como
Y (tx) = 20 4+ 0,1 x t; y ruido aditivo de observacién el cual esta dado como
N(0,7).

Deseamos disenar un filtro de Kalman que nos permita filtrar la senal.
Necesitamos de un modelo a priori, es evidente que desconozco la formula
para Y (k) pero se que se trata de una senal sin variaciones bruscas, asi que
el modelo que propondré sera

X(ty) = AX(tp1)
Y(ty) = MX(t)

con A=1, M =1, B2 =100y R*> = 1000 y condiciones iniciales X (to) = 30
y P(ty) = 500.

Para ver la aplicaciéon de los pasos del filtro de Kalman, calcularé la primer
iteraciéon

Paso 1.
X (t1) = AX (tg) = 1 %30 = 30

Paso II.

P(t1) = A*P(ty) + B* = 1% 500 + 100 = 600
Paso III.

MP () 1 % 600
K = = = 0,375

YOM2P(t) + R2 1%600+1000

Paso IV.

~

X*(h) = X () + K (Y () - MX (1))
— 30+ 0375(20,931141 — 1 30)
— 26599177875
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Paso V

P*(t) = (1—-MK;)’P(th)+ (K{R)*
= (1—-1%0,375)%600 + (0,375) x 1000
375

En la figura 7.2 podemos ver el resultado del filtrado de la senal Y (k).
En esta gréfica se muestra la senal Y (k) con ruido, la senal sin el ruido y la
senal X (k) filtrada. Es importante hacer notar que si consideramos un valor
de varianza B? pequeiio, en el modelo a priori tendrfamos una senal plana
dado que el modelo dindmico es X (tx) = X (tx_1).

Sefiales

Figura 7.2: Ejemplo de filtrado utilizando KF

Finalmente es importante ver el comportamiento de la varianza de la senal
que estamos prediciendo, la cual converge a un valor estable. En la figura 7.3
podemos ver su evolucion, para los datos de este ejemplo en particular.

7.1.2. Ejemplo 2. Seguimiento de un objeto con acel-
eraciéon constante

Trataré de explicar la aplicacion del filtro de Kalman para realizar el
Tracking en tiempo real de un objeto en movimiento. El objeto puede ser, por
ejemplo, un avion en pleno vuelo el cual se mueve con aceleraciéon constante.

Definamos un vector

¢(n) = [Gi(n), Ga(n), G(n)]" (7.3)
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Pit)

Figura 7.3: Comportamiento de la varianza

que representa la posicion del objeto en un espacio Cartesiano tridimensional,
en el tiempo nT', donde T es el periodo de muestreo. Consideremos que ¢(n)

es el vector de velocidad y C (n) es el vector de aceleracién. Por definicién,
el vector de velocidad y el vector de aceleracién son la primera y segunda
derivada respectivamente de la trayectoria de un objeto. Asumimos que la
frecuencia de muestreo es lo suficientemente grande para justificar la expre-
sién para el vector de posicién del objeto a tiempo (n + 1)T" como

(1) = C(n) + T¢(m) + 5T2(m) + ()

donde 7,(n) es un vector de error de truncamiento. Similarmente podemos
expresar el vector de velocidad como

é(n—l— 1) = C(n) —i—Té'(n) + ns(n)

donde n4(n) es un vector de error de truncamiento. Similarmente podemos
expresar el vector de aceleracién como

((n+1) = ((n) +na(n)

donde 7,(n) es un vector de error de truncamiento
El vector de estado para el objeto lo definimos como

X(n) = [G1(n), Gi(n), G1(n), G(n), G(n), G(n), G(n), G(n), G(n)]”
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el cual podemos escribir de manera simplificada como

z1(n)
X (n) = | xa(n) (7.4)
x3(n)
donde . .
z;(n) = [G(n), G(n), Ci(”)]T

De igual forma el vector de error de truncamiento lo definimos como

v(n) = [Mp1(n), ns1(n), a1 (n), mpa(n), ns2(n), Naz (1), Mp3 (1), s3(n), Nas(n)]"

o de manera simple como

Uz(n) = [T/pz(n)a Nsi (n)7 Nai (n>]T (75>
Podemos usar las ecuaciones 7.3, 7.4, y 7.5 para expresar la ecuacion de
estado que modela el tracking del objeto

r1(n+1) A0 O x1(n) v1(n)
za(n+1) | =10 A 0 za(n) | + | va(n)
z3(n+1) 0 0 A [ x3(n) v3(n)
donde
1 7 Lr?
A=10 1 T
0 0 1

La matriz de transicion de estado, es una matriz diagonal en bloque,
asi que podemos simplificarla como

zi(n+1) = Ax;(n) + v;(n)

El vector de observacion y(n) es un vector tridimensional que podemos
representar como

Gi(n)
Y(n)= 1| Gn) | +wn)
(s(n)
donde w(n) es el vector de error de medida. Podemos deducir que la matriz
de medidas del modelo de tracking es una matriz dispersa de orden 3 x 9

10000O0O0O0O
00010O0O0O0®O
000O0O0OO0OT1O00@ 0
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Podemos simplificar la expresion escribiendo

M 0 0 x1(n)
Y(n)=|1 0 M 0 za(n) | +w(n)
0 0 M x3(n)

donde M = [1,0,0]. Note que la matriz de medida es una matriz diagonal en
bloque, la cual podemos simplificar y escribir

yi(n) = Mxz;(n) + w;(n)
Finalmente nuestro modelo para hacer el tracking esta dado por:
zi(n+1) = Az;(n)+v;i(n)
yi(n) = Muz;(n) + w;(n)
adicionalmente asumimos que

Elutyl (0] = Qu)stn — k)
E [wi(n)w] (k)] = R(n)s(n—k)

7.1.3. Ejemplo 3. Determinacién de parametros.

Consideremos un objeto en movimiento el cual queremos rastrear. Lo
unico que sabemos de el es que se mueve en un espacio bidimensional en
linea recta.

Comenzaremos por definir el vector de estados, con los pardametros que
describen a una linea recta X (k) = [x1(k), z2(k)]" y representaremos las
coordenadas de un punto con un vector [d,, d,].

Nuestro modelo dinamico sera

X (k) =AX(k—1)+ Bwy con A:{é (1)}

El vector de observaciones lo determinamos como
dy(k) = z1(k)d. (k) + z(k)

en forma matricial



Nuestra prediccion estara dada por
(k) = X(k-1)

(k) = M(k)X(k)
(k) = AP(k—1)AT + BBT

NS )

Con el proposito de probar estas ecuaciones, realice una simulacién donde
dy(k) =1,1d,(k) +2,0

los parametros utilizados son

- 0,000 0 01 0
R e I ol B S B IR ST

En las figura 7.4 vemos la linea recta que deseamos modelar asi como la
linea que estamos prediciendo. En la figura 7.5 podemos ver la convergencia
de los parametros a medida que tenemos mas muestras.

120
100 #_;

a0 /
60 /

/" _ _ _estimada
40

orighnal

dy

dx

Figura 7.4: Solucién del calculo de parametros

En este ejemplo, se tiene una relacién lineal entre los pardmetros y la
observacion. De no existir esta linealidad tendremos que hacer uso de la serie
de Taylor para encontrar una expresion lineal, lo que da lugar, al filtro de
Kalman extendido.
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Figura 7.5: Parametros calculados
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