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Introduccion

 Método para encontrar una estimacion de
maxima verosimilitud para un parametro e de
una distribucion



Ejemplo simple

Six € M*tiene las temperaturas del jardin de c/u de las
24 horas del dia

Sabemos que la distribucion de probabilidad x depende
de la estacion e (Primavera, Verano, Otofio, Invierno)

Suponga que lo unico con lo que en realidad contamos
es con la temperatura promedio del dia ¥ =X

Se quiere hacer una estimacion acerca de e

Un estimador de maxima verosimilitud maximiza p(y|6)
para encontrar e pero puede ser un problema
intratable

El algoritmo EM hace suposiciones acerca de los datos
completos x e iterativamente encuentra el e que

maximiza p(x | g)



Que se necesita para usar EM

Los datos observados Y

Una densidad paramétrica que describa los
datos observados p(y|6)

Una descripcion de los datos completos X

Una densidad paramétrica de los datos
completos p(x|8) considerando que el
soporte de X no depende de o




X no se observa directamente

Lo que se observa son realizaciones y de |a
variable aleatoria Y=T(X)

Ej. T puede mapear X a su media

Ej. Si X es un numero complejo Y es solo su
magnitud

Ej. T devuelve la norma de un vector X



Estimador de maxima verosimilitud

 Dado que solo contamos con vy, la estimacion de e
deseable es éMLE — arg max p(y | 0)

fce '

* Frecuentemente es mas facil maximizar la log-
verosimilitud  fuee = argmax log p(y [ 6)

* En muchas ocasiones, es muy complicado maximizar
cualquiera de las dos, entonces EM surge como una
mejor opcion

 EM hacemos una suposicion acerca de X (los datos
completos), luego encontramos el e que maximiza el
valor esperado de la log-verosimilitud de X, una vez
gue tenemos el nuevo e, podemos elegir una mejor

eleccion respecto a X e iteramos



El paso E

1. Elegir un valor inicial parae #(m=0

2. Dados los datos observados ¥ y pretendiendo por
ahora que la suposicidn actual de 6™ es correcta,
calcular que tan probable es que los datos completos
valgan ., es decir, determinar la distribucion
condicional p(z|y.60™)

Desechar g(m), sin embargo, preservar p(«|y,68(™)

4. Quisiéramos maximizar logp(.r|6), pero como no
conocemos realmente £, vamos a maximizar su
valor esperado a lo cual lamamos “Funcion Q”.

)= f log p(x | 8)p(r | y, 8™ )du
Y(vy)

* Seintegra sobre todo el soporte  X(y)={z|p(r|y) > 0}

* Observe que la funcion Q depende de e pero también
de la suposicion inicial de #(™)

w

Q0 (7'('?”)) =Exy.00m [logp(X



El paso M

Elegir un nuevo valor para e g(m+1) seleccionando
aquel gue maximiza a la funcion Q

H(m—l—l) = arg 1$1£B; (2(9 H(m))

Hacer m=m+1
Volver a (2)



Expresion mas conveniente para la funcién Q

* Vimos que
Q06" = Ex,00m [logp(X

7)) = f log p(x | 8)p(x | y. 8™ dx
X (y)

* Pero de acuerdo a Bayes plal|y,0) = p(r,y|9)
o p(y|0)
* Y como Y=T(X) es una funcién determinista plx|6)

e Decir que Y=T(X) es una funcién determinista significa que
una realizacion x determina a y de manera unica y por lo tanto
la probabilidad de que ocurra el par (x,y) es igual a la
probabilidad de que ocurra x, por ejemplo la probabilidad de
qgue llueva es igual a la probabilidad de que llueva y haya
nubes en el cielo.

p(z|6"™)

: (.99'1”1?"=/ log p(z | 0 ~dz
* Finalmente: 2(0[67™) Jeo oep(z]0) gy @




Ejemplo

* A n ninos les dan a escoger un juguete de entre 4
opciones

* El histograma de eleccioneses v =v; ... vi]"

Entonces 1 es el numero de ninos que escogieron
el juguete 1, etc

 Podemos modelar el histograma aleatorio Y
mediante la distribucion multinomial la cual tiene
2 parametros, el numero de ensayos (n) y la
orobabilidad de que los nifios elijan cada uno de
0s 4 juguetes, el vector p € (0,1)*;p1 +p2+p3+ps=1

* La probabilidad de observar un histograma en

oarticular es -
Py |0) =

Y1 Y2 Y3 Y4
1 1. P1 P2 P3Py
Y1:Y2:-Y3:-Y4-




Ejemplo (continuacion)

e Suponga que en este caso p depende de un parametro
e de manera que

po=[2+16 L1-6) L1-6) 6]".6e(0.1)
* El problema consiste en estimar el valor de e que
maximiza la verosimilitud del histograma observado
* La probabilidad de observar el histograma v=1[v v v wl
es entonces:

! Lo\ (1—0\" [1-0\" (0"
P(y|6) = 5 2) \2 ) \"12 ) \1)
w18) y1'ly2lysly,! <2 4) ( 4 ) ( 4 ) (J‘)

* Este ejemplo puede resolverse mediante un
maximizacion de la log-verosimilitud directamente, sin
embargo lo resolveremos mediante EM




El truco

e Para utilizar EM necesitamos especificar a que llamamos X
(los datos completos) y hacerlo de manera que su
distribucion también se pueda expresar en términos del
mismo parametro e. Para nuestro ejemplo, una solucion es
considerar X =[x ... X5

con distribucion multinomial donde las probabilidades de
cadaeventoson [1 19 l-¢) La-6) 16" 6e(0.1)

* Y larelacion entre los datos observados Y con los datos
completos X es: Y =T(X)=[X;+X, Xg X5 X;

 Por tanto, la verosimilitud de una realizacion x de los datos
completos es:

n! 1 T 0 I2+Is 1 —6 r3+ITq
Prlo) = —"— (=) (Z i
=) (1) )

T




La funcidn Q del ejemplo

* Sabemos que la funcion Q esta definida por
Q(6 H(m)) = Exiy00m logp(X |6)]

* En nuestro caso

n! 1\ /6 T2 s 1 -6 T3+Ty
P A 9 p— = _ o v
ol [Tiq ! (2) (‘l) ( 4 )

* Para maximizar Q solo necesitamos los términos que
dependan de o, los demas son irrelevantes (para
efectos de la maximizacion sobre o)

0"V = arg max_ Ex|, gom (X2 + X5)logf + (X35 + X4)log(1 — 0)]

~0e(0,1)

= arg max (log 0 (Exy,otm [Xa] + By pom [X]) +loB(L — ) (Exy g0m [Xa] + Exy g0 [X4]))




Obteniendo la expresion a maximizar

* Para resolver
6"t = arg 911}%11::' Ex|ye0m [(X2+ X5)logd + (X3 + X4) log(1 — 0)]
LR -

= arg max (log ) (Exy,om [Xa] + Ex  pom [X]) +log(L — ) (Exy g0m [Xa] + Exy o0m [X4]))

* Necesitamos la esperanza condicional de los datos
completos X condicionada a la realizacion de datos
completos conocidos (y) lo cual solo nos deja
incertidumbre acerca de X:1.X> dado que X1 +X:2=w

e Dado i, el parx,.x, se distribuye binomialmente

! 2\ /6 "
Pllv.f) =2 \25e 246 1{“‘”“2:“}[19_1“*:%'-”

li1es la funcidn indicadora

* E| valor esperado es |la media, en este caso P(«|y,0) es
. . . T
binomial por tanto  Ex |, 4[X]| = [55501 525¥1 Y2 Y3 U4



Obteniendo la expresion a maximizary
comenzamos a maximizar de una vez

: , | 1 T
e Sustituyendo  ExpelX] =350 g v2 vz 4l
en

9(?;'},+1] — arg gg}:g}%) (10@9 (El-ly_gr_m] [_3{2] + E.\'Iy.ﬂ‘ ) [j{g]) —+ 1{!@{1 — 9} (Exly_g[m] [j{:;] T E_\-ly.g.; ) [}{.1]))

obtenemos

g[m} )
glm+1) _ arg max |logé6 ylx +yq ) +log(l —0)(y2 + vy3)
0e(0.1) 24+ 6im) |

* Derivando e igualando a cero obtenemos




Maximizando

e(m)yl |1 Y, +Y;
Y, |+ ~1)=0
_2_|_0(m) y4_ 9 1_9 ( )
(g(m)y ]
2_|_9(nl1) +Y, (1_9) — (yz T y3)9

o™ g™
Y1 +Y, :{y2 + Y, + 2+(9%/n11) + y4}9

glm)
g(m+1) _ 21 gm Y1 T Y4

alm) |
et Y1 T Y2 T Y3 T Ysa




Ejecutando el algoritmo EM

glm)

e(iﬂ,]
a4gm Y1 T Y2 T Y3 T Ya

Q(m—kl) _

Siiniciamoscon  g(0) — () 5

Si los datos observados (el histograma) fueran y=[55 20 20 5] m H(m)

Aplicando sucesivamente : 0.2857

0.2289
0.2102
0.2037
0.2013
0.2005
0.2002
0.2001

t=( (t/(2+1))*y(1)+y(4) )/( (t/(2+))*y(1)+y(2)+y(3)+y(4) )

0O N o Ul A W N B



Cuando realmente se trata de un
problema de datos incompletos

Si los datos completos X consisten de datos observados Y y de datos
perdidos (u ocultos) de manera que X=(Y,Z) se puede escribir la
funcion Q como una integral sobre todo el dominio de Z dado que
es la unica parte aleatoria de X

Un ejemplo de esto es cuando se estiman los parametros de una
mezcla de gaussianas

Otro ejemplo es cuando se estiman los parametros de un modelo
oculto de Markov

Q(0]6™) = Ex|y g0m logpx (X [6)]
— Ez|y:9{;m) [IU?}PX(U Z ‘ Q)]

— / log px (y. 2 |0)pz)y (2 y. 00™)dz




Mezcla de gaussianas

Una mezcla de gaussianas es una suma ponderada de k gaussianas

Donde:

w; > 0,1 = 1,.... k. and Zi.ﬂ:luﬁi = 1

Dadas n observaciones de dimension d, deseamos estimar los parametros:

0 = {(w;z, pi» 2q) M,



Mezcla de 3 gaussianas 1D

0.45

04r

0.35F

0.05F

-4

]

H1 — _23 2
0?2 =08,05 =0.1,0% =04,

0
I

= 1, p3

u

= W92 = w3 = 1/3



Mezcla de 2 gaussianas 2D

-5 / s T %
5 o -0 1

py =1 fZ:T,,u.Q =[—-3 =5 T, Y1 = diag(4,0.5), Yo = I, wqy = wy = 0.5



Una proposicion util

Si X consiste de n muestras X, ... X, iid., esdecir

p(e|8) = TTiy plai|0)

Entonces Q8| Q(m)) _ Z Q; (6 9('??1))
i=1

donde (), (9 ]6(™)) = Ex,y..00m [logp(X;|0)],



Demostracion
Q(616"™) = Ex |, e0m [logp(X | 6)]

n
= FEy 4.60m) log H p(X; 9]} Ya que las muestras son i.i.d.

g

:EXW’@{TR;. Zlo (X

=3 Ex,jyo0m log p(Xi | 6)
1=1
- Z EX i Jy,,00m) log p(X; | 6)] Ya que
i=1 p(ri ‘ Y. H(ﬂl)) — p(;vi. ‘ Yis H(m))

Y esto es porque X; no depende de yj' excepto cuando i=j



Derivacion de EM para mezcla de
gaussianas

Dadas n muestras i.i.d. Y1,Y2, .. ., Yn < Rd

tomadas de una mezcla de gaussianas con parametros 0 — {('u.‘j s g s Z'j)- ?:1

1 1 _
Sea: oy | p. ) £ oSz P (OK.UMTZ 1(;@;;0)

Definimos a |la probabilidad de que la i-ésima muestra pertenezca a la j-ésima gaussiana como

'l’:'ﬁgm)ﬂ"!’(i!}f. | ,u.(m) . Z(.m))

(m) & P(Z - - . plm)y _ ' j J
Vij = P(Zi=j|Yi=y,0") = _
i] i i i Zle 'EE'E(m)fE}(yi }u.gm)- Z{(m))

que satisface: k (m) 1l
Zj:l i T



El paso E

Qi(0]60"™) = Eyz, . oo log px (vi. Zi | 0)]

k
— Z ﬂz(;n) log px (yi,7 | 0)

j=1

k
:Z z( )1{_}01{30(1}1“1 >5)
j=1

m 1 1 _
— Zﬁ‘ft(j ) (10 wys — 51{)%‘23 — 5(1}1 — ,u.j)TZj l(yi — ,u.j)) + C

j=1

-

Por tanto:
n k

. - 1 1 _
Q0 ol Z Z i (log wj — 510@;\2:,-\ — 7(' — [ )TEJ My — ;U’-j))

i=1 7=1



El paso M

mn

Definiendo n (m) _ Z ~ (m)
J /i
i=1

Podemos reescribir la funcion Q como

k n k
1 1 _
Q(e6™) = Z n'™ (log wj =3 logzﬂ) 5 Z fg(;:n)(y-a. — H-j)TEj Ny — 1)
71=1 i=1 j=1
El paso M consiste en maximizar Q(6 ‘ g(m))
k
sujeto a Y wj=1 w; >0 j=1.... k.
j=1



Multiplicadores de Lagrange

e Para maximizar una funcion no lineal f(X X X )
iR EAVREEEEREAYS

* Sujeta a restricciones dadas por 0y (X4, Xpees Xy ) =By

g, (X, Xy .y X, ) =D,

g, (X, X,y X, ) =Db

* Formamos el Lagrangiano asociando un multiplicador de
Lagrange A con cada restriccion

L(X,, Xy yeees Xy Ay Ay A ) = T (X0 X5 enn, xn)+z/l,[bi — 0, (X, Xy ey X )]
* Luego se resuelve el sistema de n+m ecuaciones
8":0 vVi=12,.,n
OX;

oL _ 0 Vvj=12,..,m
OA,;



Aplicando Lagrange para encontrar los pesos

Maximizar la funcion

. , N k
m) - 1 = 1 m Te—1
Q0|6 ’”) Z (1052, Wy — B) er‘%Zﬂ) ) Z ’“s-g-(.j )(,y-z'. — ) Z_-; (yi — 15)
j=1 i=1 j=1
k
Sujeto a la restriccion
E 'M.‘j — l
j=1
k k
Formamos el Lagrangiano: u* E n m) 105;*; w;i + A § w; — 1
=1 J=1
Observe que se han eliminado los términos que no depende de w
Derivando respecto a O] n (r'm)

Obtenemos k ecuaciones

= A N=0. j=1..... ke
f)'ii‘j 'M."j j

Derivando respecto a A k _
Obtenemos otra ecuacioén Zj:l Wwy — 1

(m) ~(m)
| 1(.],n_|_]_) o ”-j o H‘j
Finalmente, resolvemos el ~ ; — —

k (m) n
sistema de k+1 ecs de donde: Zj 17




Para encontrar las medias:

k n k
‘|‘ J‘ m
Q(616%™) Z 5" (luﬂ w; — 1thj|) 52> = ) TS e — )
j=1 i—1 j=1
hacemos: (m)
oQ(016™) _ Z (m) Z (m)
a }/' y' /UJ ;Vl j=1,...,k
M
T
pero |
(m) _ . (m)
A Z '] por lo tanto:
1—=1
()Q(Q 9(7’”)) B n
B — ZJ 1 Z ,.:1(;?’1} Y; — (TH) j — () j = 1 ----- ;1
M i=1
Lo cual conduce a
(m+1) 1 - _(m) —1 I
Hj I(m) lij Y J= e



Para encontrar la matriz

covarianzas
k 1 1 n k
Q(B16™) = " n™ (10 wj — 5 log|X; I) 5 Z . Yo (i = 1) TS5 (v
=1 i=1 j=1
Derivando:
0Q (6 60m) 1 (m) %, 1 <& Cmy O _
_ S log|¥.| — = vi — 1,
{’)Zj ‘) Y CJZ Uh‘ _’?‘ 9 pat Vij )Ej (y iuj) Ej (y
]‘ m ]- " M _ .
— ;) g )E _|_ ."g(j )Zjl( _HJ)(Uz_ﬁfj)szl
1:1
=0, 7=1...., k
De ahi
1 - T
+1 + +1
(2 I —

de



1.

7

—

3.

4.

Algoritmo

EM para mezcla de gaussianas

Initialization: Choose the 1nitial estimates ur{ ), LE—DJ, Z‘E-G:'. j = 1,...,k, and compute the initial

log-likelihood

0y, 0 0
LO = L ¥ log (X5, wi¥(wi |17, 50))

E-step: Compute

{m}

(m) w (v | B

() E{rrLJ :l

139 {m)
'l_'] ZIL IU_E?H

and

{ z,| irth’EirrLJ) ]

n_‘;m] = Zn "‘.-'{Tn], j‘ = 1_J caas ;I{_'__

i=1 lij

M-step: Compute the new estimates

(7}
w7

] T oon

(m+1) 1
;i = FZ

J

?j:]'?""lki

?:1 "3"1'{;1)31’1', j=1,....k,

T
m+1) (m) m+1 .
s +) ch A (yl — pmt :r) (yi — bt )) i=1,...k
Convergence check: Compute the new log-likelihood
L(m-l—l) __ " 1] g (2?21 w;ﬂl—i_ljf.é(yi |‘u§_’m+1): Eim-l-l]l)) ‘

Return to step 2 if |L'[m+1}

— LU™)| > § for a preset threshold §; otherwise end the algorithm.



Ejemplo

Considere una mezcla de 2 gaussianas 2D con los siguientes parametros:

=
|

[ ]

[l

=

f—t

=

. U = UG Wwo — 0.4

[y = , o = , X = , 2

b3
[

W
=
=
b | =
=
]

Se generan 1000 valores aleatorios
de esta distribucion

10

La
=




Solucion

Usamos k-medias para determinar los centroides y usarlos como primera aproximacion

0 0.0823 ©) _ —2.0706
Hi = ! Ha
3.9189 —0.2327
. . (0) _ vw(0) _
Elegimos wgo) — -ugéﬂ) — (.5 y El = Zg — Iz-
también o = 1073 Y después de solo tres iteraciones encontramos:
0.0806 —2.0181 2.7452 0.0568] 0.8750 —0.015‘3-|
p = TR , 2 = , 35 =
3.9445 —0.1740 0.0568 0.4821 —0.0153  1.7935

w® = 05966 ws = 0.4034



Tres iteraciones

m=10, LiW= 3 975 m=1, Lill=—3.(192

10

-10
-10 0
T

m=2, L?)= 36116
10

=

A

-1t

10

o
=

-10
-1 -5 0 5 10
xr
m=3, L= 36138
10

=

-1t




