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1) Introducir al estudiante a los conceptos basicos de la teoria de las funciones de
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para este tipo de funciones, introducir el concepto de funcidén analitica, el
desarrollo en serie de Laurent y el teorema de los residuos y su importancia en la
teoria de integracidn de funciones complejas.

2) Se dara una introduccidn a la Transformacién de Laplace, sus propiedades, el uso
de las Tablas de Transformadas de Laplace y su aplicacién a la solucién de
ecuaciones diferenciales.

3) También se daran las bases del andlisis de Fourier para sefiales continuas en el
caso periddico y en el caso no periddico.
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1. Elementos de la Teoria de Variable Compleja. (20 horas)
1.1. Repaso de nimeros complejos
1.1.1. Formas de representacion de numeros complejos: rectangular, polar,
par ordenado, forma grafica, vectorial y forma exponencial.
1.1.2. Conversion de rectangular a polar
1.1.3. Conversion de polar a rectangular y correccién en el segundo y tercer
cuadrantes.
1.1.4. Operaciones elementales con nimeros complejos (suma, resta,
multiplicacion y division de nimeros complejos)
1.1.5. Elargumento y el argumento principal de un nimero complejo
1.1.6. El complejo conjugado y sus propiedades
1.1.7. El mddulo o magnitud de un nimero complejo y sus propiedades
1.1.8. Potencias y raices de nimeros complejos
1.2. Desigualdades y regiones en el plano complejo
1.3. Funciones de una variable compleja
1.3.1. Funciones componentes
1.3.2. Funcidn de variable compleja como transformacién o mapeo entre dos
planos
1.4. Limites y continuidad de una funcién compleja
1.5. Derivada y derivabilidad de una funcién compleja
1.6.  Condiciones necesarias para la derivabilidad de una funcién compleja'y
ecuaciones de Cauchy Riemann.
1.6.1. Condiciones suficientes para la derivabilidad.
1.7. Funciones analiticas y puntos singulares.
1.8. Funciones Armonicas y la ecuacion de Laplace.
1.9. Funciones exponenciales y logaritmicas
1.10.  Funciones trigonométricas .
1.11.  Funciones hiperbdlicas.
Primer examen parcial (2 Horas).

2. Integracion en el plano complejo. (20 horas)

2.1. Integrales de linea o de camino
2.1.1. Definicién de camino o arco suave a trozos .
2.1.2. Caminosy su parametrizacion.
2.1.3. Definicidn de integral de camino o de linea y sus propiedades basicas.
2.1.4. Ejemplos de integracion de funciones a lo largo de caminos abiertos y

cerrados.

2.2. Independencia de la trayectoria y primitivas

2.3. El teorema de Cauchy-Gousart
2.3.1. Dominios simple y multiplemente conexos
2.3.2. El principio de deformacién de caminos.

2.4. Férmulas integrales de Cauchy
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Serie de Laurent y teorema de los residuos. (10 horas)
3.1. Sucesiones y series
3.1.1.  Progresiones o sucesiones, término general, convergencia de una
sucesion
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3.1.2. Series, sucesidn de sumas parciales, convergencia de una serie.
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4.3.  Calculo de transformadas de Laplace mediante la definicion.
4.4.  Ejemplos de funciones tipicas y su transformada. La funcion escaldn, la
funcién rampa.
4.5.  Propiedades de la Transformada de Laplace
4.5.1. Propiedad de Linealidad
4.5.2. Primera propiedad de traslacidn (traslacién o corrimiento real).
4.5.2.1. La funcidn escaldn con corrimiento y su transformada
4.5.2.2. Lafuncidén pulso y su transformada
4.5.2.3. La funcién Impulso Unitario o Delta de Dirac y su transformada
4.5.3. Segunda propiedad de traslacion (traslacion o corrimiento complejo)
4.5.4. Transformada de la derivada y de la derivada multiple
4.5.5. Transformada de la integral
4.5.6. Teorema del valor final
4.5.7. Teorema del valor inicial
4.5.8. Propiedad de cambio de escala.
4.6.  Laconvolucion y su transformada de Laplace
4.7. latransformada inversa de Laplace
4.7.1. Laférmula de inversion
4.7.2. Propiedades de la Transformada inversa de Laplace
4.7.3. Célculo de la transformada inversa mediante el uso de Tablas y
expansion en fracciones parciales.
4.8.  Solucién de ecuaciones integro-diferenciales por medio de transformada
de Laplace.
Introduccién al analisis de Fourier. ( 10 horas)
5.1.  Funcionesy sefiales periddicas.
5.1.1. Definiciones. Funcién periédica, periodo fundamental, frecuencia
fundamental, frecuencia en Hertz, frecuencia angular
5.1.2. Funciones sinusoidales, Amplitud, frecuencia y fase.
5.2.  Funciones ortogonales, ortogonalidad de funciones sinusoidales.
5.3.  Series de Fourier en su forma trigonométrica para una sefial de periodo
arbitrario T.
5.3.1. Coeficientes de Fourier y su obtencion
5.3.2. Valor promedio y componente de CD, componentes armdnicas.
5.4.  Series de Fourier en su forma exponencial compleja, espectro de
frecuencia discreto.
5.5.  Simetrias par e impar y serie de Fourier de sefiales simétricas
5.6.  Dela Serie a la Integral de Fourier
5.7.  Formas equivalentes de la integral de Fourier
5.8.  Llatransformada de Fourier.
5.9.  Propiedades de la transformada de Fourier.
5.10. Transformada de Fourier para algunas funciones del tiempo simples.
Espectro de frecuencia continuo.
5.11.  Lafuncidn rect, la funcidn sinc y la funcién sinc normalizada
5.12.  Relacion entre la transformada de Laplace y la transformada de Fourier.
5.13. Teoremas de Parseval y de Rayleigh.
5.14. Condiciones de existencia de la Transformada de Fourier.
5.15. Sefiales de energia finita y de potencia finita.
5.16. La densidad espectral de energia y de potencia.
5.17. Laautocorrelacidny la densidad espectral de energia.
Tercer examen parcial (2 Horas)
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Capitulo 1. Elementos de la Teoria de Variable Compleja

1.1 Numeros Complejos

La principal razén por la cual se introducen los nimeros imaginarios en el conjunto total de nimeros
es la misma por la cual se introducen los nimeros negativos en el conjunto de numeros reales:

Asi como los numeros negativos permiten hallar la solucion de ecuaciones de la forma x+1=0, los

nGmeros imaginarios permiten hallar la solucién de ecuaciones de la forma x* +1=0 la cual no tiene
solucién en el conjunto de los nimeros reales R .

Para conseguir un objetivo aun mas general se introducen los nimeros complejos. Estos numeros
proporcionaran ademds las soluciones de las ecuaciones algebraicas generales de la forma

a,+a,x+..+a,x" =0 con coeficientes a,e R..

El conjunto de los nimeros complejos que de aqui en adelante se denotard por el simbolo C
contiene todos los tipos de nimeros que se requieren en Ingenieria como se ilustra en la figura 1.1y
por lo tanto permite encontrar la solucion de cualquier ecuacidn cuya solucién sea un nimero.

Conjunto de los Numeros Complejos C R

Numeros
Racionales Q

e
Q Numeros Enteros 7

. Numeros
Numeros

Irracionales Numeros Naturales \ / Imaginarios

\. J

Fig. 1.1.- El conjunto de los Numeros Complejos contiene a todos los conjuntos de nimeros.

1.1.1- Definiciones

5 El nimero i se denomina unidad imaginaria y es el nimero tal que i> =—1. En ocasiones se denota
i =~/—1. También suele representarse por laletra j en lugar de laletra i .

1 Un numero se dice nimero imaginario si es un multiplo del nimero i, es decir, un nimero
imaginario tiene la forma iy, donde ye R.
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.
R Un nuimero z se llama nimero complejo y se denota z€ C, si z es la suma de un nimero real x
mas un numero imaginario iy, es decir, z=x+iy,donde x,ye R.

R Si z=x+iy, al nimero real x se le llama parte real de z, denotado Re(z) y al nimero real y se le
llama parte imaginaria de z, denotado Im(z). (Obsérvese que la parte imaginaria no incluye al
numero i, es decir, la parte imaginaria es un numero real).

Ejemplo 1.1.Si z= 3-2i e C, entonces Re(z)=3, Im(z) = 2.

Ejemplo 1.2. El numero real z=2 € C (Aunque z=2 es numero real, también es numero
complejo), en este caso Re(z) =2, Im(z) =0, es decir, z=2+1i0.

= De acuerdo al ejemplo anterior, todo numero real es un numero complejo con parte
imaginaria cero y todo numero imaginario es un numero complejo con parte real cero. El Unico
numero complejo que es real e imaginario a la vez es el cero, ya que 0=0+i0.

1.1.2.- Representacion de nimeros complejos.
Un namero complejo z puede ser representados de varias maneras:

Forma rectangular.- Es la forma en que se definid un nimero complejo z, es decir, en forma de suma
de un real mas un imaginario, es decir,

Z=x+1iy (1.2)

Forma de par ordenado.- Como un niumero complejo z consta de dos niUmeros reales, en ocasiones
se representa simplemente como z=(x,y), donde x es la parte real de z, y y es la parte
imaginaria de z.

Forma Grafica.- Todo par ordenado se puede representar como un punto o como un vector en un
plano. Asi, el nimero complejo z=(x,y) se puede representar en el plano complejo C como el
punto de coordenadas cartesianas (x,y) o también como el vector que va del origen al punto (x,y) .
Ver figura 1.2.

Im(z)‘}
Yl z=(x.y)

[

Re(z}

Plano Complejo C

Fig. 1.2.- Representacién grafica de un nimero complejo en el plano Complejo.
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.
Forma polar.- En lugar de expresar las coordenadas rectangulares del punto z =(x,y) podemos

expresar sus coordenadas polares z=r[@, donde r>0 es la distancia del punto z al origen, se

denomina magnitud o moédulo de z y se denota como |z

, Y 0 es el angulo de la recta que une al

punto con el origen, medido en sentido anti horario con respecto a la parte derecha de la horizontal.
Ver figura 1.3.

Plano

Complejo C

Fig. 1.3. Coordenadas polares de un nimero complejo.

Forma trigonométrica.- Observando las figuras 1.2 y 1.3 se observa que existe una relacién entre las
coordenadas rectangulares z =(x, y) y las coordenadas polares z = r[@ de un nimero complejo z

x=rcos@, y=rsind (1.2)

por lo tanto, el niumero complejo z = x+iy se puede escribir en la forma siguiente
z=r(cos@+isinH) (1.3)

gue algunos autores denotan de manera abreviada como
z=rcis(0) (1.4)

Forma exponencial.- A Leonhard Euler (Matemdtico Suizo, 1707-1783) se le atribuye la llamada
Formula de Euler siguiente, que relaciona una funcién exponencial con las funciones trigonométricas
Seno y coseno, como sigue

¢’ =cos@+isin@ (1.5)

usando la formula de Euler se puede escribir la forma trigonométrica (1.3) en una nueva forma
i0
z=re (1.6)

denominada forma exponencial del nimero complejo z.

Conversion entre representacion Rectangular y Polar.
Las expresiones (1.2) permiten la conversién directa de un niUmero de polar a rectangular.

Ejemplo 1.3.- El numero complejo z=1/45° se escribe en su forma rectangular como
1

1 .
—ti—.
N2 2
UMSNH-FIE 3
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.

Sin embargo, la conversiéon de rectangular a polar requiere un mayor cuidado.

Primero se tiene que tener cuidado en la manera de expresar el angulo @ del nimero complejo z,
también llamado argumento del niumero complejo o arg(z), ya que un mismo angulo se puede

representar de multiples maneras, ya sea que se estén usando grados o radianes, de hecho,

0 =arg(z) = O+27k, k=0,£1%2,43,.. (1.7)

o bien,
6 =arg(z)=0+360%, k=0,+1,£2,43,...

donde ©® = Arg(z) se denomina argumento principal de 7z (ndtese que se escribe con mayuscula
para distinguirlo de 8 =arg(z) y ademas
-T<O<7 (1.8)
o bien,
-180°< ® <180°

Una vez teniendo este cuidado, podemos obtener una expresién para @ a partir de (1.2), dividiendo

y entre x se obtiene
6 =tan" (lj
X (1.9)

en forma similar, podemos obtener una expresion para r del teorema de Pitagoras, ya que r es la
hipotenusa del tridangulo cuyos catetos son x e y, ver figura 1.2, es decir,

_ [ 2
FENX Y (1.10)

%~ Sin embargo, se tiene que tener una precaucioén adicional al evaluar la férmula (1.9) mediante una
calculadora, ya que al hacer la divisién de y entre x se pierde la informacidon de signo de estas

componentes y entonces la calculadora no tiene elementos para decidir en cual cuadrante se
encuentra el numero complejo. Para aclarar esta situacidon se presentan los siguientes cuatro
ejemplos:

Ejemplo 1.4.- El numero complejo z=1+i\/§ se encuentra en el primer cuadrante, entonces la

calculadora no tiene problemas con el signo de y/x, por lo tanto 9=tan’l(\/§)=60°, ademas

r:\/1+\62 =2, por lo tanto la forma polar de z es z =2|60°, o bien, z=2|7/3.

Ejemplo 1.5.- El nimero complejo z=1-iv/3 se encuentra en el cuarto cuadrante, entonces la

calculadora no tiene problemas con el signo de y/x, por lo tanto 8 =tan™ (—\/5):—60°, ademas

r=\/1+\/§2 =2, por lo tanto la forma polar de z es z=2|-60°, o bien, z=2|-7/3.

UMSNH-FIE 4
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.

Ejemplo 1.6.- El niumero complejo z :—1+i\/§ se encuentra en el segundo cuadrante, entonces la
calculadora tendrd problemas con el signo de y/x, ya que lo interpretara como si estuviera en el

cuarto cuadrante, es decir, con la calculadora se obtiene 8 = tan™ (—\/5) =-60° lo cual es incorrecto,

para corregir el resultado hay que sumar 180° por lo tanto el resultado correcto es

6=180°+tan"" (_\/5) =120° . Ademas r =\/1+\/§2 =2, por lo tanto la forma polar de z es
z=12[120°, o bien, z =2[2x /3. En la figura 1.4 se muestra la correccién realizada

z=—1+i\/§

“~U80° (correccion)
.

kNZ 0°( (:(\)\rre(:r() )
\ : >

-1 AN J-ao",‘ Re(z)
. (cql'culadora)

N ’
-

Plano Complejo

C R

Fig. 1.4. Correccion del angulo obtenido por la calculadora cuando el nimero esta en el segundo cuadrante.

Ejemplo 1.7.- El nimero complejo z=—1—i~/3 se encuentra en el tercer cuadrante, entonces la
calculadora tendrd problemas con el signo de y/x, ya que lo interpretara como si estuviera en el

primer cuadrante, es decir, con la calculadora se obtiene 0:tan‘1(\/§):60° lo cual es incorrecto,

para corregir el resultado hay que restar 180°, por lo tanto el resultado correcto es

6 =tan™' (—\/3)—180°=—120°. Ademas r=\/1+\/§2 =2, por lo tanto la forma polar de z es
z7=2|-120°, o bien, z =2|-2x /3. En la figura 1.5 se muestra la correccion realizada

Im(z) o ,

Plano Complejo ’

’
”~

’

//\60"‘(‘calculadora)

»

T AT
I g3 -120"(100rrect0) Re(2)

’
-

--}---"180° (correccion)

z=—1—i\/§ _______ 3

Fig. 1.5. Correccion del angulo obtenido por la calculadora cuando el niUmero esta en el tercer cuadrante.

UMSNH-FIE
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.

® Observacion: Si se cuenta con una calculadora o programa de calculo numérico que cuente
con la funcion atan?2, se puede calcular directamente sin necesidad de hacer correcciones el
angulo del nimero complejo z = x+iy como @=atan2(y,x).

1.2.- Operaciones Fundamentales con Numeros Complejos.

Antes de introducir las operaciones fundamentales, conviene definir lo que se entiende por nimeros
complejos iguales:

R Igualdad de nimeros complejos: Dos nimeros complejos de dicen iguales si sus partes reales son
iguales y sus partes imaginarias son iguales, es decir,

7, =2z, sii Re(z;)=Re(z,) y Im(z,)=1Im(z,) (1.11)

Ejemplo1.8. Los nimeros complejos z;, =1+j vy z, =\/§@ son iguales y también son iguales al
numero complejo z, =x/§ 405°, o al numero complejo z, =x/§ —315°.

Fo Suma de numeros complejos: La suma de dos numeros complejos z,, z, es el numero complejo
Z, + 2, cuya parte real es la suma de las partes reales de z;, z, y cuya parte imaginaria es la suma

de las partes imaginarias de z,, z,, es decir, si z, =x, +iy,, z, = X, +1iy,, entonces
Z1+Z2:(xl+x2)+i(yl+y2) (112)

R Producto o multiplicacion de nimeros complejos: La multiplicacién de dos nimeros complejos
7, =X, +iy,, 7, = x, +iy, es el numero complejo z,z, dado por

22, =2,°2, = ('xl'xz - y1y2)+i(x1y2 +x2y1) (113)

F1 El conjugado complejo (o simplemente conjugado) del nimero complejo z = x+iy es el nimero

complejo 7 cuya parte imaginaria tiene signo cambiado respecto a la parte imaginaria de z, es
decir,

L=XTLy (1.14)
El conjugado de un nidmero complejo tiene propiedades interesantes que utilizaremos a lo largo de
este curso. A continuacidn se presenta una lista resumida de dichas propiedades. Se recomienda al

lector verificar cada una de ellas.

Propiedades del conjugado complejo

. — 2
. z-Z =|Z|
i. z=z Vze C ( Propiedad de involucién )
UMSNH-FIE 6
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.
iii. 7=z Imz=0< ze R

iv. 7 =—7 < Rez=0 ¢ z imaginario puro

V. 3 +t7,=7,+%, | Se generaliza para n sumandos. Comprobar

Vi 205, =7°% | Se generaliza para n factores. Comprobar
. Z Z . z —— = . =_%
vii. |2 |==t | Puessiz="L (7,#20)> 2z, =7, =>77,=5>7="1
L) L &) 2
viii. z+7 =2Re(2)
iX. z—7 =2ilm(z)

Ejemplo de Aplicaciéon

Sea la ecuaciéon: o, +a,z+...+a,z" =0 con coeficientes ;€ C para i =0,...,n
Si p es una raiz de la ecuacién, entonces p es raiz de la ecuacion con coeficiente conjugados
o, +oz+..+a,7" =0.

En particular, si ;e R, parai=0,...,n, py p son raices de la misma ecuacion, y obtenemos la conocida

propiedad de que las raices de un polinomio con coeficientes reales, aparecen como parejas de raices
conjugadas.

Division de nimeros complejos: Usando la propiedad ix del conjugado complejo, podemos convertir
una division de numeros complejos en una multiplicacién. Asi, la division de dos nimeros complejos
z,/z, se puede calcular multiplicando numerador y denominador por el conjugado del
denominador como sigue

LA A A3

glz,="t="t-2="121 (1.15)
5 %L % |Z2|
sustituyendo z, = x, +1iy,, z, =X, +iy, se obtiene

4 % 2y _ (qtiy)-(x —iy,) _XXN V), i,y —ixy,

— — (1.16)
2 2 2 2 2
25 |Zz| X+, Xyt Y,
Separando en parte real y parte imaginaria queda como sigue
XX, + Xy —x
LM 2 yl)z’z i 2y21 1)2’2 (1.17)
2 X, Y, Xty

= Se recomienda aprenderse el procedimiento para convertir la divisidn en una multiplicacion, mas
gue aprenderse el resultado dado por (1.17).

Ejemplo 1.9. Realizar las siguientes operaciones con los numeros complejos dados en forma
rectangular z, =1+i, z, =—1+2i:

a) z,+2, b) z,—2, C) Z,°2, d) z,/z,

UMSNH-FIE 7
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.
Solucién:

a) Z,+2, = (1+i)+(=1+2i), agrupando términos semejantes:
Z+2, =1+ (=D)+A+2)i= 0+3i= 3i

b) Z,— 2, = (1+i)—(=1+2i), agrupando términos semejantes:
=2, =1-(-D+(1-2)i=

c) Z,2, = (I+i)(=1+2i), multiplicando término por término:

Z,:2, = (DD +M(20)+ @) (=D +i(2i), simplificando
(=) +(2i)+(—i)+(2i%), recordando que = i> =—1 y agrupando términos semejantes

==3+i
1+i
d) 3 /z, = n 12 , multiplicando numerador y denominador por el conjugado de —1+2i :
—1+2i
= 11+12 : _i_il. = (1+3(_;2_ 2) , realizando la multiplicaciéon en el numerador:
—14+2i —1-2i +
(—1+2)+(—i—-2i) 1-3i . o
= 5 = , separando partes real e imaginaria:
1
= ———i
5

Ejemplo 1.10. Realizar las siguientes operaciones con los nimeros complejos dados en forma polar
4 :\/Elﬂ: z, =1[30°:

a) z,+2, b) z,— 2, C) 2,°2, d) z,/z,

Solucion: La multiplicacién y la divisidn se realizan facilmente si los nimeros estan en forma polar, sin
embargo, para la suma y la resta se requiere que los numeros estén en su forma rectangular, por esta
razon, primeramente los transformamos a su forma rectangular:

=\245°=1+i, z,=130°= */_+z%

a) z+z, = 1+z (—+z—j agrupando términos semejantes:
3 .
Z1+Z2 = 7 — ~1866+151
3
b) - 1+z 2 , agrupando términos semejantes:
3 .
Z _ZZ =|1- 7 0134+05l

c) 2,°2, = (ﬁlﬂ 1|£) usando la forma exponencial:
= (\/—e”’/“)-(e’”’é): 2674710 = ([0 rasresando a la forma polar:

=\/§ 75° (es decir, solo se multiplican los mddulos y se suman los angulos).

UMSNH-FIE 8
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.
J2|45°
A alzn ===,
1130
\/5 em/4

== V2674719 = ([2072 regresando a la forma polar:
e

usando la forma exponencial:

a/i@ (es decir, solo se dividen los mddulos y se restan los angulos).

Ejemplo 1.11. Realizar las siguientes operaciones con los numeros complejos dados en diversas
formas z, =x/§ 45°, z, =—1+1, pero expresar el resultado en forma rectangular.

a) z,+2, b) z,— 2, C) 2,°2, d) z,/z,

Solucion: Primero convertimos los numeros a la forma faltante:
=\/§ 45° en forma rectangulares z, =1+i,

Z, =—1+1i en forma polares z, =/2[135°
y usamos la forma mas conveniente de acuerdo a la operacidn a realizar:

a) 742z, = (1+i)+(-1+i) = 2i

b) 72—z, = (1+i)—(-1+i) = 2

<) 2%, = (JE|45°)-(J§|135°) = 2[180° = —2
d) z/z, = \/_@ |_

J2[135°
El médulo de un nimero complejo y sus propiedades.

F1 Se llama médulo de un complejo z=x+iy, o también magnitud o valor absoluto del complejo, al
z|, dado por

| =vx" +y? (1.18)

Es decir, el médulo de z es la magnitud del vector correspondiente a z=x+iy, o bien, la distancia del
punto (x,y) al origen del plano complejo.

Propiedades del modulo de un nimero complejo

a) |z|:0(:>z=0

b) sizeR, z| es el valor absoluto del nimero real z.
) ok
|z| =7z
) 7z =z |2 | En efecto: |z, ~z2|2 =(z,- 2,0z 2,)=(2,-2,)(2, - 2,) =

=(z 2)(z, ~Z_z)=|zl|2 '|Z2|2 =z 2| =]z| |z
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.

f) Rl =m (z, 20) | En efecto: Sea LI Z (z, #0). Entonces
2, |Z2| 2,
_ _ _L=l
5 =22,>|z|=|7z|= |Z|_|
2|

g |z +z2|2 = (4 +5) (2 +2) =25+ (22, +2,2) 22, = |zl|2 +|z2|2 +2Re(z,2,)
Andlogamente: |z —z2|2 :|z1|2 +|z2|2 —2Re(z12,)

Por lo tanto: |zl + z2|2 +|z1 —z2|2 = 2(jz1|2 +|Z2|2)

Algunas desigualdades importantes que involucran el médulo de un nimero complejo
a) |Rez| < |z| , |Imz| < |Z|

b) Desigualdad triangular: |zl + zz| S|zl| +|Zz|
En efecto: ‘Re( le)‘ < ‘zlz‘ = |z1”Z = |z1||z2|

Luego [z, +2,[" =[a,[" +[eo] "+ 2Re(z,2,) <[ o] + 2ai o] = 2| +[2af

Por tanto: |z, + 2,| <|z,| +|z,

, ( generalizable a n sumandos )
c) Analogamente: |z1 —z2| > “Z1|—|Z2”

d) |Z|S|Rez|+|lmz|

e) Desigualdad de Cauchy: Za;b;

i=1

2
S[Z|ai|2j(2|bi|2j a.beC para i=1,..n

i=1 i=1

1.1.3.- Potencias y Raices de Numeros Complejos.

Elevacion a potencia entera. Se define la n-ésima potencia de z como la multiplicacion repetida por si
misma n veces, es decir, para n positivo:

"=z27..Z (1.19)
ces
Ademas,
I |
==y =1 (1.20)
Z

De la definicion y propiedades de la multiplicacién de nimeros complejos, se deduce que la elevacién
a potencia entera de exponente natural, cumple las mismas leyes de exponentes que en el caso de los
ndmeros reales:
n n n
ZiyM = 0tm ; —=2"" (n>m) ; (Zn)m =z""; Zilzrz1 = (Z1Z2)n ; Z—L S (Zz # 0)
V4 7y Zy

Ademas, si expresamos el nimero complejo z en su forma exponencial
7 =r"e" (1.21)
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.
Y usando la Formula de Euler (1.5), se obtiene

7" =r"(cos(nB)+isen(nb)) (1.22)

Haciendo r =1, se obtiene la férmula de De Moivre; que proporciona un procedimiento sencillo para
expresar cos(nf), sen(nd) en términos de cos @, senf :

(cos@+isend)" =(cos(nd)+isen(nd)) (1.23)

R Raices de un numero complejo. Se llama raiz n-ésima de z (donde n € N), atodo complejo w tal
que w" =z y se denota

S =

= (1.24)

A continuacion se demuestra la siguiente propiedad: “ Todo nimero complejo z + 0, posee n raices
n-ésimas distintas que denotaremos w, , todas ellas tienen el mismo maddulo Q/; y sus respectivos
Argz 2krw

+— k=0,1..,n-1"
n n

argumentos son 6, =

En efecto, consideremos la forma exponencial del nimero complejo z =re” y de sus raices w= pe',
como w" =z , de laférmula de Euler se obtiene
w" = p" (cos(n@) +isen(ng)) = z=r(cos@+isenb) (1.25)
Pero de (1.7)
@=arg(z)=0+2xk, k=0,£1,12,43,...
Sustituyendo en (1.25) se obtiene
p" (cos(ng) +isen(ng)) = r(cos(®+27k) +isen(® +27k)), k=0,£1,£2,%3,... (1.26)

Para que la igualdad anterior se cumpla es suficiente con que se cumpla lo siguiente:

n

pl=r,
n@=0+27k, k=0,£1,22,%3,..

Despejando
p=4r,
(1.27)
0=3F2TK 01, -1
n

Obsérvese que en la expresion anterior no se consideran todos los posibles valores de &, ya que a

. . o O+27k .. .
partir del n-ésimo valor, el resultado de la division ¢ =——— difiere de los resultados previos en un

n
multiplo de 27 y por lo tanto representa la misma raiz.

® Enresumen, 7" tiene n resultados que son:
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.

Zl/n :Wk :Q/;M’ k:O,l’",,n—l (128)
n
O bien,
" =w, =4r cos(—®+2kﬁj+isen(—®+2kﬁ) , k=0,1,...n-1 (1.29)
n n

Donde r=|z| y O=Arg(z).

Si representamos geométricamente las n raices n-ésimas de z son los vértices de un poligono regular

de n lados, inscrito en una circunferencia de radio 4/z| y uno de cuyos vértices es el punto

O . 0 , o ,
W, =4 z| cos—+isen— |, al cual se denomina la raiz principal de z. En la figura 1.6 se representa
n n

un numero complejo z y sus n raices n-ésimas.

Figura 1.6.- Un numero complejo Z y sus n raices n-ésimas

Ejemplo 1.12. Raices de la unidad. En particularsi z=1, sus n raices @, son:

2k . 2kx
@, =1"" = cos +isen , k=0,1,...,n—1 (1.30)
n n
Si llamamos @= @, = cos(2£) +isen(3£), en este caso, se cumple que @, = @', entonces las n raices

de la unidad sonl, @, @’,....,@"". Estas raices se representan en la figura 1.7 para el caso n=8
Im(z)A

Figura 1.7.- Las 8 raices octavas de la unidad
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.

Una propiedad interesante que se deduce del ejemplo anterior es la siguiente: Como la multiplicaciéon

de un complejo z por @' equivale a incrementar el argumento de z en =%% 27k resulta que:
n
® Si u, escualquier raiz n-ésima de z, las n raices de z seran
u, u,0, ula)z,....,ula)"_1 (1.31)

,donde w=12%

Ejemplo 1.13. Obtener las 3 raices cubicas de z=1+1i y representarlas en forma polar y en forma
rectangular, también representarlas en la forma (1.31) y en forma gréfica.

Solucidon: Primeramente expresamos el numero en su forma polar: Z=1+i=\/§7l'/4, es decir,
r =\/5, ® =7 /4. Ahora aplicando (1.28) con n=3, se obtiene

Para k=0: 7> = w, =JV/2 @ = 3/5\1\12 ~ 1.122515° = 1.0842 +0.1905

para ket: 2 = w, = Y2 | LA oy %Jr%” ~ 1.1225[135° = —0.7937 +0.7937

3
Para k=2: z"* =w, =2 %;4”) - ¢ %ﬁ%’[ ~ 1.1225]255° = ~0.2905 - 1.0842i

Que en forma grafica se representan en la siguiente figura

Im(z)A
JUPEE SN z=1+1
wige” 2z s
4 3 AY
/ A
1 \
4\
Il Wo
1 1
L >
\ I3
L 2z "2 Re(z)
\ % 2” /l
\ —_
\\ - 3 ,/
w; e

Figura 1.8.- Las tres raices cubicasde z =141

Usando la expresion (1.31), con u, =w, = \/—L las tres raices son:

e .0, 1 -J‘L IL IL

Donde w=1|%£

1.2.- Desigualdades y regiones en el plano complejo.
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.

En el conjunto de los numero reales (R ) existe un orden, es decir, dados dos numero reales x,y,
siempre podemos saber si se cumple o no se cumple la desigualdad x< y, en otras palabras, en la
recta de los numeros reales siempre sabemos cual de los dos numeros x, y esta a la izquierda del
otro, ver figura 1.9.
| R
X 0 y

x<y

Figura 1.9.- Orden en la recta de los nimeros reales

[
»

Por esta razon se dice que el conjunto de los nimeros reales es un con junto ordenado.
A diferencia de R, el conjunto de los nimeros complejos (C) no esta bien ordenado, por esta razon
la desigualdad z, <z, no tiene sentido si z; 0 z, son nimeros complejos.

Es decir, las desigualdades solo tienen sentido entre niUmeros reales, los cuales sin embargo, pueden
estar especificados en términos expresiones que involucran nimeros complejos.

Asi como las desigualdades que involucran numeros reales conocidos y desconocidos, denotan
intervalos o subconjuntos de la recta real, las desigualdades que involucran nimeros complejos
desconocidos y reales conocidos, representan regiones del plano complejo.

Ejemplo 1.14: La desigualdad —1<x <2, x€ R representa la regidn (intervalo) mostrada en la figura

1.10

. R,

-1 0 2 g
-1<x<?2

Figura 1.10.- Desigualdad —1 < x <2, x€ R y su regién correspondiente

Ejemplo 1.15: La desigualdad —1<z<2, ze C no tiene sentido, pero por ejemplo, la desigualdad
—1<Re(z)<2, ze C si lo tiene y representa la franja vertical infinita delimitada por las rectas
verticales Re(z) =—1 y Re(z) =2 mostrada en la figura 1.11
Alm(z)

Re(z)

—1<Re(z)<?2

Figura 1.11.- Desigualdad —1 < Re(z) <2, z€ C vy su regién correspondiente
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.
Ejemplo 1.15: En forma similar, la desigualdad —1<Im(z) <2, ze C representa la franja horizontal

infinita delimitada por las rectas horizontales Im(z) =—1 e Im(z) =2 mostrada en la figura 1.12

AIm(z)

2

—1<Im(z)<?2

Re(z)

Figura 1.12.- Desigualdad —1 <Im(z) < 2, z€ C vy su regién correspondiente

Como puede verse, las igualdades que involucran numeros complejos desconocidos y reales
conocidos también pueden representar regiones en el plano complejo

Ejemplo 1.16. De acuerdo a los ejemplos anteriores:

Re(z) =—1 y Re(z) =2 son rectas verticales
Im(z) =—1 e Im(z) =2 son rectas horizontales

Ejemplo 1.17. Una regidn de especial importancia es la region dada por
|2|=r (1.32)

Donde r es un numero real positivo.

La expresion (1.32) representa el conjunto de puntos z del plano complejo que estan a una distancia
dada r del origen, es decir, es un circulo de radio » con centro en el origen.

Ejemplo 1.18. En forma similar, la regién

lz—z|=r (1.33)
Donde z, es un numero complejo conocido y r >0, representa los puntos z del plano complejo,
tales que el vector z—z, tiene una magnitud igual a una constante de valor r, es decir, representa un

circulo de radio r con centro en el punto z,. Ver figura 1.13.

AIm(z) -

Figura 1.13.- Igualdad |Z - Z0| =T vy suregion correspondiente (circulo)
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.

Ejemplo 1.19. En forma similar, si en lugar de una igualdad, escribimos una desigualdad, por ejemplo,
la region

|z—z0| <r (1.34)
Donde z, es un numero complejo conocido y r >0, representa los puntos z del plano complejo,
tales que el vector z—z, tiene una magnitud menor que una constante de valor r, es decir,

representa el interior de un circulo de radio r con centro en el punto z,.

A esta region suele llamarsele disco de radio r con centro en z,. Ver figura 1.14.

4 1m(z) -

V.
. lz-z"],fr”
P pr--
e Re(2)

Figura 1.14.- Desigualdad |Z - Z0| <r vy suregion correspondiente (disco)

R Conjuntos abiertos y cerrados. Para definir cuando un conjunto es abierto o cerrado, debemos
hacer notar primeramente que un conjunto o regidn en el plano complejo puede contener por dos
tipos de puntos:

R Punto interior: Es un punto del conjunto que estd rodeado solamente de puntos
pertenecientes al mismo conjunto.

R Punto frontera: Es un punto que puede pertenecer o no al conjunto y que estd rodeado tanto
de puntos del conjunto como de puntos que no pertenecen al conjunto

R Un conjunto o regién en el plano complejo se dice que es abierto si estd formado solamente de
puntos interiores.

R Un conjunto o regidn en el plano complejo se dice que es cerrado si es el complemento de un
conjunto abierto, o bien, si contiene todos sus puntos frontera.

R El conjunto de todos los puntos frontera de un conjunto se denomina simplemente la frontera del
conjunto.

Ejemplo 1.20. Usando las definiciones anteriores, la Unica diferencia entre el conjunto dado por la
desigualdad

|z—z0| <r (1.35)
Con el conjunto dado por la desigualdad
|z—z|<r (1.36)

Es que el primero es un disco abierto y el segundo es un disco cerrado, es decir, el segundo disco si
contiene a su frontera que es el circulo |z— z0| =r y el primero no la contiene.

Ejemplo 1.21. La doble desigualdad siguiente
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.

r0<|z—z0|<r1 (1.37)

Donde z, es un numero complejo conocido y ademas 1, >r, >0, representa los puntos z del plano

complejo, tales que el vector z—z, tiene una magnitud mayor que r,, pero menor que r,, es decir,
una magnitud de valor entre 7, y 7,.

En otras palabras, es decir, representa el interior de una regidn anular delimitada por el circulo de
radio menor r, y el circulo de radio mayor 7, con centro en el punto z,.

A esta region suele llamarsele anillo de radio menor 1, y radio mayor r, con centro en z,. Ver figura

1.15.
AI @) ’,\
m(z JPt

Figura 1.15.- Desigualdad 7, < |Z - Z0| <1, ysuregion correspondiente (regién anular)

R Al conjunto dado por la desigualdad |z—z0| <r se le llama Bola abierta de radio r con centro en
Z, o también Vecindad abierta del punto z,, de radio r.

R Al conjunto dado por la desigualdad |Z—ZO| <r se le lama Bola cerrada de radio r con centro en
Z, o también Vecindad cerrada del punto z,, de radio r.

R Un conjunto D se dice que es acotado si existe un numero finito positivo r, tal que D se puede
encerrar completamente por una bola abierta de radio r, de lo contrario se dice que D es no
acotado.

® Todo conjunto no acotado es forzosamente abierto.

Ejemplo 1.22. Los conjuntos de los ejemplos del 1.16 al 1.21 se clasifican a continuacién:

® |as rectas horizontales y verticales del ejemplo 1.16 son conjuntos no acotados, por lo tanto
son abiertos.

® F| circulo del ejemplo 1.17 es un conjunto acotado y es cerrado ya que todos los puntos que
contiene son puntos frontera.

® F|disco del ejemplo 1.18 es acotado pero abierto, ya que no contiene su frontera.
® F|disco del ejemplo 1.19 es acotado y cerrado, ya que contiene toda su frontera.
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.

® FE|anillo del ejemplo 1.21 es acotado pero abierto.

1.3.- Funciones de una variable compleja
1.3.1.- Repaso de conceptos basicos de funciones

R Una funcién o aplicacién es una relacién que se establece entre los elementos de dos conjuntos A,
B, de manera que a cada valor del primer conjunto (A) le corresponde solamente un valor del
segundo conjunto (B).

Ejemplo 1.23. Dados dos conjuntos de numeros A={1,2,3,4}, B={1,2,3,4,5,6,7,8} se pueden

establecer muchas relaciones entre los elementos de los conjuntos, pero no todas ellas seran
funciones, por ejemplo, la relacién r mostrada en la figura 1.16a no es una funcidn, pero la relacion
f mostrada en la figura 1.16b si lo es.

1 1
1 / 3 1 // 3
2 / 4 2 4
3 /5 3 > 5
Relacion r ; Relacion f ;
Conjunto A Conjunto B Conjunto A Conjunto B
(a) (b)

Figura 1.16.- Dos ejemplos de relaciones establecidas entre dos conjuntos Ay B

= Notacion: Una relacidon o funcidon f del conjunto A al conjunto B se denota simbdlicamente
f:A— By se puede representar detalladamente haciendo una lista de como se relaciona
cada elemento y del segundo conjunto (B) con el elemento x del primer conjunto (A) como
sigue:
y=f(x) (1.38)

Expresidn que se debera leer como: “el elemento y estd en la relacion o funciéon f con el
elemento x”

R En la expresion (1.38) también se acostumbra decir que el elemento ye B es la imagen del
elemento xe A bajo la funcién f, o bien, que xe A es |la preimagen de ye B bajo la funcién f .

R A una relacidn que asigha multiples imagenes a un solo elemento del primer conjunto en ocasiones
se le llama funcién multivaluada.
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%~ Otra manera de ver la notacion (1.38) muy usual en fisica y en ingenieria es verla como la
expresion de una relacion de dependencia. En este caso x e y se consideran variables y se dice
que y depende de x mediante la funcion f . Porlo tanto y es la variable dependiente, mientras

gue x es la variable dependiente .
Ejemplo 1.24. Usando la notacidn anterior, la relacion r mostrada en la figura 1.16a se puede
representar por la siguiente lista:

2=r), 3=r(2), 4=r(3), 5=r(4), 7T=r4) (1.39)

Obsérvese que esta relacion asigna multiples (dos) imagenes al elemento 4€ A, es decir, r(4)=5, 7
por esta razén no es una funcion, pero puede considerarse una funciéon multivaluada.

Y la funcién f de la figura 1.16b se puede representar por la siguiente lista:

I=fM, 3=f(12), 5=73), T=f4) (1.40)
Obsérvese que esta lista se puede abreviar enunciando simplemente la regla algebraica para formarla:
y=f(x)=2x-1 (1.41)
La cual se aplica a cada elemento del conjunto A para obtener su imagen en el conjunto B.

Es de esperarse que si los conjuntos A, B son infinitos (como los reales o los complejos) , en lugar de
hacer una lista como en (1.39) o en (1.40), se preferira la expresion algebraica como en (1.41).

R En el caso de conjuntos infinitos, una forma equivalente a la lista de imagenes con su preimagen es
el conjunto de pares ordenados (preimagen, imagen), es decir, (x,f(x)) gue pueden

representarse en un plano y conforman la grafica de la funcion f .
Ejemplo 1.25. Si en el ejemplo dado por la figura 1.16b y por la expresion (1.41) los conjuntos A, B se

reemplazan por el conjunto de los numeros reales, entonces f:R — R vy la grafica de la funcidn
f(x)=2x—1 se muestra en la figura 1.17.

Stx

v

y

Figura 1.17.- Ejemplo de funcidn f :R — R vy su grafica (recta inclinada)
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1.3.2.- Funciones en el caso complejo.

Si en una funcion f: A — B consideramos que los conjuntos A, B pueden ser R o Centonces se
tienen cuatro posibilidades:

e f:R — R:Funcidn real de variable real

e f:R —C :Funcién real de variable compleja

e f:C— R :Funcion compleja de variable real

e f:C—C :Funcién compleja de variable compleja.

% Dado que en realidad R ¢ C (todo numero real es también complejo) el cuarto caso de la lista
anterior incluye los primeros tres casos. Sin embargo en ocasiones se consideran los cuatro casos
para hacer énfasis en el tipo de valores que se espera que tomen las variables consideradas y los
resultados de las operaciones realizadas.

R Una funcién compleja f de una variable compleja z en general es una funcién de un conjunto
D cC en C, esdecir, f:D — C ysedenotapor w= f(z). Al conjunto D se le lama el Dominio
de la funcién.

Es decir, f es la funcion que a cada numero complejo z€ D, le asocia un Unico numero complejo
w que se puede calcular con la expresién algebraica w= f(z)

R Si a cada valor de zen D corresponde mas de un valor de w, no se trata de una funcién, pero
suele decirse que w es una funciéon multivaluada o multiforme de z (por ejemplo la funcidon

w=z"", que a cada nimero complejo z le hace corresponder sus n raices n-ésimas ).

R Una funciéon multivaluada puede considerarse como una coleccién de funciones monovaluadas.
Cada miembro de la coleccién se llama una rama de la funcién. Se suele considerar un miembro
particular como rama principal de la funcion multiforme y al valor de la funcién correspondiente a
esa rama se le llama valor principal.

R El conjunto imagen, recorrido o rango de una funcién es el conjunto de valores que toma la
funcién:
R(f)={weC|w= f(z) para algin ze D} (1.42)

1.3.3.- Funciones componentes.

Una funcion compleja de variable compleja se puede expresar siempre en términos de dos funciones
de reales de variable real llamadas sus funciones componentes.

Asi, si consideramos la funcién f:C — C dada por w= f(z), como tanto wcomo z son variables

complejas, se pueden expresar en forma rectangular como sigue
w=u+iv, z=x+1iy
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Pero como w depende de z, entonces u, v dependerdn de x, y, es decir,
w=f(z2)=f(x+iy)=u(x,y)+iv(x,y) (1.43)

En otras palabras, la funcidon compleja de una sola variable compleja w= f(z) se puede expresar en
términos de dos funciones reales de dos variables reales u =u(x,y), v=v(x,y), estas son las
funciones componentes de w= f(z).

Ejemplo 1.26. La funcidon f(z)=z", puede expresarse como f(z)=(x+iy)> =(x*—y*)+2xyi, por lo

tanto sus funciones componentes son: u(x,y) =x’ —yz, v(x,y)=2xy.

A la inversa, dadas dos funciones reales u(x,y),v(x,y) de las variables reales x, y, se puede construir

siempre la funcion w=u(x, y)+iv(x,y), la cual es una funcién de z = x+iy, recordando que:
-
x=Re(z) :z_zz (1.44)

Yy que

ISl

—

1

y=Im(z)= (1.45)

Ejemplo 1.27. En el caso del ejemplo anterior, donde w=(x"—y?*)+2xyi, sustituyendo las
expresiones (1.44), (1.45) se obtiene:

1, 1 .,
—(z+72)" ———F((z—-2)"+2
4( ) 4i2( )

Z+E(z—2)i
2 21

w=

Simplificando se obtiene
w=zg

Ejemplo 1.28. Tomando ahora la funcién w= (x> + y2)+2xyi, se obtiene:
—\2 —\2 — —
[ AT
2 2i 2 2i

1 _ _
w=§(z2—z2+2zz)

Simplificando

que es funcion de z en la que también interviene 7 .

%~ Mas adelante se verd una condicidn suficiente para que la funcion u(x,y)+iv(x,y) dependa

Unicamente de z, sin intervencion de 7, como ocurrié en el ejemplo 1.27 y no ocurre en los
ejemplos 1.28 y 1.29.

. . . . s 2 - . .
Ejemplo 1.29. Si consideramos la funcion f(z) :|z| = 7z, se obtienen sus funciones componentes al

sustituir z=x+iy, entonces f(z)=x"+y’, esdecir, u(x,y) =x>+y*, v(x,y) =0, en otras palabras,
el resultado es puramente real, por lo tanto f es un ejemplo de funcion real de variable compleja.
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%" Si la variable z se representa en coordenadas polares z= rlg , entonces, las funciones
componentes quedan de la forma: f(z)=u(r,0)+iv(r,0)

1.3.4. Representacion grafica. La funcién de variable compleja como transformaciéon o mapeo.

No puede hacerse una representacion grafica de la funcion w= f(z) tan conveniente como en el
caso de funciones reales de una variable real y= f(x), que se representan mediante curvas en el
plano, o como en el caso de funciones reales de dos variables reales z= f(x,y), que se representan
mediante superficies en el espacio tridimensional.

Para el caso de funciones complejas w= f(z), es decir u+iv= f(x+1iy), se necesitaria un espacio de
dimensidn cuatro ya que intervienen cuatro variables (dos independientes x,y y dos dependientes
u,v).

Una manera de lograr una representacion grafica es mediante dos planos complejos; el plano z
(variable dependiente) de ejes x e y, y el plano w (variable independiente) de ejes u y v. Se

trazaran algunos puntos (arbitrarios) en el plano complejo z y se obtendrdan los puntos
correspondientes en el plano w.

f(2)

Z=x+iy _ w=u+iv

R Toda funcién f de variable compleja define una transformaciéon o mapeo entre el plano z vy el
plano w como sigue: A cada punto P(x,y) en el plano z, en el dominio de definicidn de la funcién
f le correspondera el punto P'(u#,v) en el plano w. También se dice que el punto P(x,y) se
transforma o se mapea en el punto P'(u,v) mediante la transformacién o mapeo f . Entonces P'
es laimagen de P bajo la transformacién f .

Se puede obtener informacién mas descriptiva sobre el comportamiento de f, estudiando cémo se

transforman algunas curvas o regiones seleccionadas del plano z, en lugar de representar
simplemente la transformacion de puntos individuales.

Ejemplo 1.30. Graficar en el plano w la transformacion del rectdangulo marcado en el plano z (figura
1.18). Marcar en el plano wlos puntos: A’, B, C' y D’ correspondientes a la transformacién de los

puntos A, B, Cy D respectivamente, mediante la funcién compleja w= f(z) = .

AY
c—12« B
2
- f(D)=z

7 ~  TTTTTTTTTTT >

L )\2 X u
D 3 A

Plano Z Plano W
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Figura 1.18.- Mapeo de un rectangulo del plano Z al plano W mediante la funcion w= f(z)= I

Solucién: Las funciones componentes de f(z) = z> son
u(x,y)= X - y2 (1.46)
v(x,y)=2xy (1.47)

A partir de estas dos ecuaciones podemos obtener la ecuacidon que describe el comportamiento de v
en términos de w de dos maneras: eliminando x o eliminando y:

Para eliminar x se despeja en una ecuacion y se sustituye en la otra, obteniéndose

2
1%

u=x’ -—— (1.48)
4x
La cual (si x es constante) es la ecuaciéon de una parabola simétrica respecto al eje horizontal # con

vértice en u = x° que se abre hacia la izquierda (conforme v crece, u se va haciendo mas negativo).

Para eliminar y se despeja en una ecuacion y se sustituye en la otra, obteniéndose
2
%
=—>-’ (1.49)
4y

La cual (si y es constante) es la ecuacidon de una pardbola simétrica respecto al eje horizontal u con

u

7 . 2 . . s ey
vértice en u =—y~ que se abre hacia la derecha (conforme v crece, u se va haciendo mas positivo).

El rectangulo dado en el plano Z consta de lineas verticales y horizontales. Al moverse un punto del
plano Z por las lineas verticales x permanece constante y podemos aplicar la ecuacién (1.48),
mientras que al moverse un punto del plano Z por las lineas horizontales y permanece constante y

entonces podemos aplicar la ecuacion (1.49).

2
., . v .
Segmento AB: En este segmento x =2, obteniéndose la pardbola u :4_E' Esta parabola solo se

recorre para valores de y en el intervalo -3< y<?2, es decir, de acuerdo a la ecuacion (1.47), v

varia el intervalo —12<v <8, y por lo tanto u varia en el intervalo -=5<u <4, obteniéndose el

segmento de parabola en color rojo mostrada en la figura 1.18.
2

, . v .
Segmento CD: En este segmento x =—1, obteniéndose la parabola u=1—Z. Esta parabola se

recorre para valores de y variando de 2 a -3, es decir, de acuerdo a la ecuacién (1.47), v variade -4

a 6, y por lo tanto u varia de -3 a -8, obteniéndose el segmento de parabola en color azul mostrada
en la figura 1.18.

2
, . 1% )
Segmento BC: En este segmento y =2, obteniéndose la pardbola u=E—4, esta parabola se

recorre para valores de x de 2 a -1, es decir, de acuerdo a la ecuacién (1.47), v varia de 8 a -4, por lo

tanto u varia de 0 a -3, obteniéndose el segmento de parabola en color verde mostrado en la figura
1.18.
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2

. . v .
Segmento DA: En este segmento y =—3, obteniéndose la parabola u:£—9, esta parabola se

recorre para valores de x de -1 a 2, es decir, de acuerdo a la ecuacion (1.47), v variade 6 a-12, por lo
tanto u varia de -8 a -5, obteniéndose el segmento de parabola en color naranja mostrado en la
figura 1.18.

= A veces, para usar conceptos geométricos sencillos como traslacion, rotaciéon, simetria, etc. se
superponen los planos zy w, considerando la transformacién entre puntos de un solo plano. Por
ejemplo, w=z+2 representa una traslacion de cada punto z, dos unidades a la derecha, o bien,
por ejemplo w=7, transforma cada punto z en su simétrico respecto al eje real.

1.4.- Limite de una funcidn de variable compleja

R Definicién. Sea f una funcidn de variable compleja definida en todos los puntos de un entorno de
Z,- Se dice que f(z) tiende a w), si para todo niumero &€ >0, existe otro numero 6(€) >0 tal que

siempre que 0<|z—zo| <0 ocurrird que |f(z)—w0| <&

Al nimero w, se le llama limite de la funciéon f cuando z tiende a z, y se denota
lim f(z)=w, (1.50)

=%
En la figura 1.19 se muestran las vecindades circulares involucradas en la definicién del limite,
obsérvese que de acuerdo a la definicidn, dado una vecindad de radio arbitrario £ que encierra a w
siempre podremos encontrar una vecindad dentro de la cual se puede mover libremente z sin que w
se salga del radio dado.

Ay v
N w=f(z) N’
|0<|z-2,[<5 > el > |z-z,| <€ 4 >
X : z
Plano Z Plano W

Figura 1.18.- Siempre que z se encuentre en el disco de radio 0, w se encontrard en el disco de radio &

Si expresamos los numeros complejos involucrados en la definicién en forma rectangular: z = x+iy,
fxy)=ulx,y)+iv(x,y), 2, =x,+1iy,, W, =u, +1v,, la definicion anterior equivale a lo siguiente

lim [u(x, y)+iv(x, y)] =u, +1v, (1.51)

Y=o

Que corresponde al limite de una funcién vectorial real de dos variables reales, es decir, de una

funcién de R* en R?. Por lo tanto, todas las propiedades de los limites de tales funciones vectoriales
son aplicables al limite de una funcién compleja de variable compleja.
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De ahi que puedan afirmarse las siguientes propiedades que se demuestran en un curso de funciones

vectoriales de dos variables.

Propiedades de los limites de funciones de variable compleja

i. Siellimite existe, es Unico.

72

f(@)=u(x,y)+iv(x,y)

2y =X, +1y,
iii. Sea .
Wy = U, +iv,

lim f(z) = w,

-7,

entonces

lim [f()+g(]=w,+®,

lim Af(z) = Aw,

727

. Silim f(2)=w,,y }i_}nzng(z)=a)0, entonces lim £(2)g(2) = w,@,

limZ & M0 G g 20
=2 g(Z) a)O
limRe f(z) = lim u(x,y) =Rew, =u,

-7

Y=o

IimIm f(z) = limv(x,y) =Imw, =v,

77

Y=o
lim| £ (2)|=|w|
lim f(2) = w,

f o g4

iv. Generalizaciones de la definicidn para limites que involucran al infinito:
o limf(z)=0 o VM >0 I6(M)>0talque 0<|z—z)|<S=|f(2)|>M

77

e limf(z)=w, & Ve>0IN(&)>0 talque |2|>N=|f(2)-w|<e

o limf(z)=00 VM >03IN(M)>0 talque |2|>N=|f(2)|>M

Ejemplo 1.31. Demostrar que lim(2z+i):3i encontrando el nimero 8 >0 correspondiente a un
1

£>0 tal que 0<|z—i|<§ implica que ‘(2z+i)—3i‘<8.

Solucion:

Suponiendo que ‘(2z+i)—3i‘ < &, simplificando se obtiene

2z-2i|<e
factorizando
2|z—i|<e
es decir,
—i|<<
2
perosi 7#1
0< |z—i| <£
2
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Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.
por lo tanto, si se elige 0 =&/2 se pueden seguir los pasos del tltimo hacia el primero y se garantiza

que ‘(2z+i)—3i‘ <E.

Ejemplo 1.32. Demostrar que el siguiente limite no existe
lim— (1.52)

Solucion.
Si el limite existe, de acuerdo a la propiedad (i) debe ser el mismo independientemente de la
direccion por la cual z tienda a cero. A continuacion se calcula el limite por dos direcciones distintas:

Si primero se supone que z tiende a cero en forma horizontal, es decir, tomando puros valores
reales, es decir, si z=x+1iy supondremos que y =0, por lo tanto

. Z .. (x+i0 .X

hm—:hm(—_)zhm—:l

-0 7 =0 x+10 x=0 x

Ahora se supone que z tiende a cero en forma vertical, es decir, tomando puros valores imaginarios,
o es decir, si z=x+1iy supondremos que x =0, por lo tanto
Z .. (0+i .=
im ) iy T -y

lim— =1lim
20 7 y—0 O+ly y—=0 ly

Como el resultado depende de la direccion elegida, el limite no puede existir, pues si existiera el
resultado habria sido Unico.

Ejemplo 1.33. Calcular el limite siguiente
2

lim 2 (1.53)
z—0 Z

Solucion 1. Podemos expresar todo en términos de funciones reales de variables reales y usar la
propiedad (iii), es decir,
2
limZ— = lim[u(x, y),v(x, y)]

z—0 z /;:;(())
ZZ
donde u(x, y), v(x,y) son las funciones componentes de f(z)=—, es decir,
Z
3 2 3 2
X + Xy y +Xxy
u(x, y) =———>, v(xX,y)="5——-
X +y X +y
Sustituyendo
2 3 2 3 2
) .| X +x +x
hrrolz—zhrro{ > y2 , y2 2}’}
=0z ;j)o Xty X +y

3 2 3 2
+ . +
A TXy ,hmy Xy

=|lim > > >
x—0 x—0
00X +y 0 +y
Factorizando
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2 2 2 2
Cox(xt+ ) +x
=|lim (2 yz),hmy(); 2)

0 0
oo eyt Ty aty

= lim x, Tim y | =[0,0]
y—0 y—0

es decir, u >0, v—0, porlotanto f(z) >0

Soluciéon 2. Por lo general es menos laborioso trabajar todo con numeros complejos y usar la
propiedad (ii):

2
limz—:lim(z)-(ij =(1imz)-(lim£j=0-l=0
z—0 Z z—0 Z z—0 z—0 z

1.4.1. Continuidad

Fo Definicién. Una funcién de variable compleja w= f(z) se dice que es continua en un punto z, si

lim £(2) = £ (z,) (1.54)

=7

En forma similar, w= f(z) se dice que es continua en un dominio D — C si es continua en todo
punto de dicho dominio.

De acuerdo a la definicidn anterior, existen tres formas en las cuales una funcién w= f(z) puede no
ser continua en un punto z,, entonces se dice que es discontinua en z, si:
1) Si lim f(z) no existe,

2) Si f(z,) no existe,

3) Osiambos lim f(z), f(z,) existen pero son distintos.

Ejemplo 1.34. De acuerdo al ejemplo anterior, la funcién f(z)zi es continua en todo punto del
Z

plano complejo, exceptoen z=0

De las propiedades de los limites se deducen las siguientes propiedades:

Propiedades de las funciones continuas

f(2)+g(2)
Af(2)
® Si f(z), g(z) son continuas en z,,, también lo son las funciones < f(z)g(z)
&, para g(z,)#0
8(2)
e Si f(z) escontinuaen z,,lo son m y |f(z)|
UMSNH-FIE 27

Elaboré: José Juan Rincon Pasaye



Apuntes de Variable Compleja Capitulo 1.- Elementos de la teoria de variable compleja.
® Si f(z)=u+iv es continua en z, =X, +1iy,, sus funciones componentes u(x,y), v(x,y) lo son

en (Xano)
® La composicion de funciones continuas, es continua.

1.5. La derivada de una funcién de variable compleja

R Definicién. Sea w= f(z)una funcién compleja de variable compleja, definida en un entorno del
punto z,.Se dice que f(z)es derivable en z, si existe el limite

i SO f@) _ (@A)~ f(z) .

72 -2, Az—0 Az

Si dicho limite existe, recibe el nombre de derivada de f(z) en z,.

= Notacidn. Se acostumbra denotar la derivada de f(z) en z, de cualquiera de las siguientes

maneras: f'(z,), o , aiZo)-

0z 0z

Ejemplo 1.35. Usando la definicién, calcular la derivada de la funcién f(z)=2z" en z,.

Solucidn. Directamente de la definicidon

J(zy+A2)~ f(zy) (20 +A2) -z,
Az

= lim
Az—0

'(z.) = lim
f ( 0) Az—0
haciendo las operaciones

.7, 2z, A7+ (A2 —z,0 L. 2z,A7+ (A7)
m m————-

=1 =h
Az—0 AZ Az—0 AZ
factorizando
~ lim Az(2z, +Az)
Az—0 AZ

si Az #0 se obtiene
f'(zy)=1lim(2z,+Az) =2z,
Az—0
Obsérvese que el resultado anterior es vélido para cualquier punto arbitrario z,€ C, es decir, la

funcién f(z)= z> es derivable en todos los puntos del plano complejo.

Ejemplo 1.36. Usando la definicién, encontrar los puntos del plano complejo en donde la funcién
f(z) =7 esderivable.

Solucidn. De la definicidn se tiene que
fHA)—f(2) . 2tA—-T . THAz-T A
Az

f ()= lim

Como ya se demostrd en el ejemplo 1.32, el limite anterior no existe para ningun valor de ze C.
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Ejemplo 1.37. Usando la definicién, encontrar los puntos del plano complejo en donde la funcién
f(2) =|z|2 es derivable.

Solucion. De la definicidon se obtiene
c+Ad’ | (+A)G+AD-zz
=lim

f (Z):ETO

. ZAz+ A+ AZA7 . (- — Az
= lim =lim| z+Az+z—
Az—0 AZ Az—0 AZ

- [ Az

=z+1lm| z—

Az—0 AZ

La Unica manera en que este Ultimo limite puede existir es que z=0, es decir, |la derivada solo existe si
z=0y su valor es:

O =0 tim | 022 | 2
f(©)=0+lim| 0-=|=0

1.6.- Funciones analiticas y puntos singulares.

La existencia de la derivada de una funcién compleja de variable compleja, tiene consecuencias muy
importantes en lo que se refiere a las propiedades de la funcidon. La investigacion de estas
consecuencias es el tema central de la teoria de funciones de variable compleja.

A continuaciéon introducimos un conjunto de definiciones que nos permitiran distinguir algunos
aspectos relacionados con la existencia de la derivada de una funcién de variable compleja.

R Funcién analitica en un conjunto abierto. Una funcién de variable compleja f(z) se dice analitica

en un conjunto abierto A — C, si es derivable en todos los puntos de dicho conjunto A. También
se dice entonces que f(z) esregular u holomorfaen A.

» Para que f(z) sea analitica en un conjunto cerrado C, se requiere que sea analitica en algun
conjunto abierto que contenga totalmentea C

R Funcién analitica en un punto. Una funcidon de variable compleja f(z) se dice analitica en un
punto z, si es analitica algin conjunto abierto que contiene a dicho punto z,,.

R Funcién entera. Una funcién de variable compleja f(z) se dice entera si es analitica en todo el
plano complejo C.

Fo Punto singular. Un punto z, se dice punto singular aislado o singularidad aislada de f(z) si la

funcidn no es derivable en z,, pero si es analitica en algun entorno de z,,.

Ejemplo 1.38 La funcidon f(z)=z" es entera (ver ejemplo 1.35):
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Ejemplo 1.39 En forma similar al ejemplo 1.35 se puede verificar que la funciéon polinomial
f(x)=a,z"+a, 7" +..+az+a, donde n es un ndmero natural arbitrario y qa,,q,,...,a, son
constantes complejas arbitrarias, es una funcién entera.

Ejemplo 1.40 La funcidn constante f(z)=a, la funcidn identidad f(z)=1z, y la funcidn potencia

. . ., d -
f(z)=z7" son casos particulares de la anterior, por lo tanto son enteras. Ademas — z" =nz""

dz
VzeC.

Ejemplo 1.41 La funcidn f(z)=7Z no es derivable en ningln punto (ver ejemplo 1.36).

Ejemplo 1.42 La funcion f(z)= |z|2 solo es derivable en z=0, (ver ejemplo 1.37).

1.6.1.- Relacion entre derivabilidad y continuidad:

Fo Teorema: Si una funcién de variable compleja w= f(z) es derivable en un punto z,, entonces es
continua en gz,

Demostracion: Sea f(z)derivable en z,, entonces f'(z,) existe y por lo tanto el siguiente limite
. .| flz,+A2)— f(z,)
L

Az—0 AZ

lim Az
Az—0

Se puede escribir como
= f(z,) lim Az =0
Por lo tanto
lim f(z, +Az) = f(z,)

Por lo tanto f(z) es continuaen gz,.

%" Observacion 1: El reciproco no siempre se cumple, es decir, existen funciones que siendo
continuas, no son derivables.

Ejemplo 1.43: la funcién f(z):|z|2 es continua en todo C y sin embargo, como se ha visto en el
ejemplo 1.37, solo es derivable en z7=0.

% Observacion 2: Una manera usual de aplicar el teorema anterior es en forma negada, es decir, si
una funcién f(z) no es continua en un punto, no puede ser derivable en dicho punto.
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Ejemplo 1.44 La funcion f(z)= no es continua en los puntosz=i, z=—i, por lo tanto no

2 +1

serd derivable en z=i, z=—i, se puede demostrar que fuera de estos puntos la funcion si es
derivable, por lo tanto, estos son puntos singulares aislados de f(z).

Propiedades de las operaciones con funciones analiticas.

Si f(z) y g(z) son derivables en z,, lo sontambién f + g, Af, fg ytambién f/g si g(z,)#0

y sus derivadas vienen dadas por las mismas reglas de derivacién que las funciones reales de
variable real.
Analogamente si f(z) y g(z) son analiticas en un dominio D, también lo son f+g, Af, fgen

D ytambién f/g si g(z)#0 Vze D.

Si w= f(z) es analitica en un dominio D y g(w) lo es un dominio que contiene la imagen de D
bajo f', entonces la funcion compuesta /(z) = g[f(z)] es analitica en D y se cumple la regla de la
cadena: h'(z) = g'[f(z)].f'(z), Vze D, es decir,

h
dh_ds &f s
dz df dz
Si w= f(z) es analitica en un dominio D y existe la funcion inversa z = f'(w) y es analitica en
-1
D', su derivada es: 4 (@) = |
dz f'(2)

Las demostraciones de estas ultimas propiedades son formalmente idénticas al caso de funciones
reales de variable real, dado que la definicidon formal de limite y de derivada son idénticas en ambos
Casos.

1.7.- Condiciones necesarias para la derivabilidad (condiciones de Cauchy-Riemann)

Sea w= f(z) definida en un dominio D c C. Si la funcién se escribe en términos de sus funciones
componentes f(z)=u(x,y)+iv(x,y) .éQué condiciones que deben cumplir las funciones
componentes u(x,y), v(x,y) para que f sea derivable en un punto z,€ D?. a continuacion se
obtienen dichas condiciones.

Si se supone que la funcion w= f(z) es derivable en el punto z,€ D , es decir, que existe f'(z,),
entonces existe el limite

f(Z0+AZ)_f(Zo)

! =i 1.57
f(z) = lim Az (1.57)
se puede escribir en términos de las funciones componentes como
Fi(z)= Alimo u(x, +Ax, y, + Ay) +iv(x, + Ax, )')0 +Ay) —u(x,, y,) —iv(x,, y,) (1.58)
A Ax+iAy
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Como el limite anterior existe, no importa por cual camino Az = Ax+iAy tienda a cero, el resultado

serd el mismo. A continuacion se hard tender a cero Az de dos caminos distintos, uno horizontal y
otro vertical, como se muestra en la figura 1.19

Ay

icamino 2

camino 1
<

72
<

< »

Ax

Plano Az
Figura 1.19.- Dos caminos por los cuales Az — 0

Por el camino 1.- Az se hace tender a cero tomando solamente valores reales, o sea Ay=0 y por lo
tanto Az = Ax, entonces, de acuerdo a (1.58)
u(-x() +A-x’ yo) + iV(XO + A-x’ yo) _u(-x()’ yo) —iV(XO, yo)

Ax

fz) = Jim,

es decir,

M(XO +Ax’ y())_u(xo’ yo) +i lim V(-x() +Ax’ yo)_v(xo’ yo)

'(z,) = lim
F'(z) Ax—0 Ax Ax—0 Ax

de donde resulta que

Fiz) = ou(x,, y,) "y ov(x,, y,)
ox 0x

(1.59)

Por el camino 2.- Az se hace tender a cero tomando solamente valores imaginarios, o sea Ax=0vy
por lo tanto Az =iAy, entonces, de acuerdo a (1.58)
U( X5 Yo +AY) +iv(xy, ¥, +AY) —u(Xy, ¥o) = iv(xy, ¥y)

iAy

' = lim
f(zy) Jim
es decir,

u(xy, yo +Ay) —u(x,, y,) +ilim v(Xy, Yo T AY) —v(x,, ¥,y)
iAy Ay—0 iAy

f(z0) = Alirﬁn0
simplificando

u(xy, yo +Ay) —u(x,, y,) T lim V(xy, Yo +Ay) —v(X,, ¥,)
Ay Ay—0 Ay

f () =i lim

de donde resulta que

Fiz) =i du(x,,y,) N v(x,, ¥,)
dy dy

(1.60)

Por tanto, se han obtenido dos expresiones diferentes (1.59) y (1.60) para la derivada f'(z,) .
Igualando partes reales y partes imaginarias por separado de estas expresiones se obtiene:
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au(x(,, Vo) _ av(xo’ o)

ox dy (1.61)
ov(x,,¥,) __ du(xy, ¥o)
ox dy

Por lo tanto, si la derivada existe se deben cumplir las ecuaciones (1.61), por lo tanto, las ecuaciones
(1.61) son las condiciones necesarias para existencia de la derivada f'(z,).

R A las ecuaciones (1.61) se les llama condiciones de Cauchy-Riemann y son necesarias pero no
suficientes para que f'(z,) exista.

%~ Observacién 1: Si una funcién f(z) cumple las condiciones de Cauchy-Riemann en un punto z,, no
se puede asegurar la existencia de su derivada en dicho punto.

&~ Observacion 2: Si una funcién f(z) no cumple las condiciones de Cauchy-Riemann en un punto, si
se podra asegurar la no existencia de su derivada en dicho punto.

Ejemplo 1.45. La funcién f(z) =7 no es derivable en ninguln punto (ver ejemplo 1.36). Verificar que
las condiciones de Cauchy-Riemann no se cumplen en ningun punto.

Solucion. Las funciones componentes de f(z)=7Z son: u(x,y)=x, v(x,y)=—y. Calculando las

derivadas parciales se obtiene

My Wy, Mg, P
ox dy dy ox

. ) .. ou
por lo tanto, no se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann en ningun punto, ya que a—zl,
X
dv

=—1 son distintas V(x, y)e C.
oy

Ejemplo 1.46. La funcidn f(z) :|z|2 solo es derivable en el origen, (ver ejemplo 1.37). Verificar en

gué puntos se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann.

Solucidn. Las funciones componentes de f(z) =|Z|2 son: u(x,y) =x +y2, v(x,y)=0. Calculando las

derivadas parciales se obtiene

8u28v08u28v0

ox dy 9y ox
por lo tanto, el Unico punto en el que se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann es el origen, es
. L, 2 . .
decir x=0, y=0, por lo tanto, la funcion f(z):|z| no puede ser derivable en ningin punto,

excepto en el origen.
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Ejemplo 1.47. Lafuncién f(z)=z" es entera (derivable en todos lados) (ver ejemplo 1.35). Verificar
en qué puntos se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann.

Solucién. Las funciones componentes de f(z) =2z son: u(x,y)=x>—y>, v(x,y)=2xy. Calculando
las derivadas parciales se obtiene

0 0
a—u=2x, —v=2x, —u=—2y, @=2y
ox dy dy ox
por lo tanto, se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann en todos los puntos del plano complejo,
como era de esperarse.

1.7.1 Condiciones suficientes para derivabilidad

Como ya se aclaré en la seccidén anterior, si una funciéon f(z) cumple las condiciones de Cauchy-
Riemann en un punto z,, no se puede asegurar la existencia de su derivada en dicho punto, es decir,

las condiciones de Cauchy-Riemann son necesarias pero no son suficientes para la garantizar la
derivabilidad de la funcién en un punto.

Lo anterior significa que se pueden agregar condiciones a las de Cauchy-Riemann para lograr la
suficiencia y garantizar la derivabilidad de una funcién en un punto. A continuacion se enuncian (sin
demostracion) dichas condiciones:

Condiciones suficientes para derivabilidad. Sea f(z)=u(x,y)+iv(x,y) definida en un dominio

DcC. Una condicion suficiente para que f(z) sea derivable en el punto z, = x, +iy, € D, es que las
. . ou ov du v ) . .

derivadas parciales —, —, —, — no solo existan, sino que sean continuas en (x,,y,) Yy cumplan

ox ox dy Oy

en dicho punto las condiciones de Cauchy- Riemann.

Ejemplo 1.48. La funcién f(z) =z’ tiene las funciones componentes u(x, y)=x"—y>, v(x, y) = 2xy,
cuyas derivadas parciales son

ou ov ou ov
Wy, Doy, M0y, P op
ox * dy g dy Y ox Y

Estas derivadas son funciones continuas en todos los puntos (x, y) del plano, ademas, las condiciones

de Cauchy-Riemann se cumplen también en todos los puntos del plano complejo, por lo tanto la
funcion es derivable en todos lados, (lo cual ya se habia comprobado en el problema 1.35).

1.8.- Funciones armonicas.

R Definicién. Sea f(x,y)una funcidn real de dos variables reales definida en un conjunto abierto

D, es decir, f:D—R, donde D cR?, la funcién f se le llama arménica en D si tiene
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derivadas parciales continuas de primer y segundo orden en D que satisfacen la siguiente
ecuaciéon

’f Of
=0
ox’ +8y2

(1.62)

A la ecuacion (1.62) se le llama la Ecuaciéon de Laplace.

Las funciones armodnicas estan intimamente relacionadas con las funciones componentes de una
funcidn de variable compleja analitica, de acuerdo a la siguiente propiedad

Teorema. Si una funcién de variable compleja f(z) =u(x,y)+iv(x,y) es analitica, sus funciones
componentes u(x, y), v(x, y) son funciones armdnicas y se dice que son armdnicas conjugadas.

Demostracion.
Si u(x,y), v(x,y) son las componentes de una funciéon analitica f, entonces dicha funcién es

derivable en un dominio D y por lo tanto en ese dominio cumple las condiciones de Cauchy-
Riemann, es decir, en todos los puntos de D se cumple

ou dv dv_ du
ox dy ox 9y
Derivando la primera ecuacion respecto a x y la segunda respecto a y se obtiene
du v v _ _82u
ox>  oxdy  dydx Oy’

(1.63)

restando ambas ecuaciones
82u+82u 3 %y B 2%y
ox> 9dy> oxdy Oyox

pero si u(x,y), v(x,y) son continuas y con derivadas continuas en D el orden de la derivacién no

v d%
altera el resultado, es decir, —— =——, por lo tanto
oxdy dyox
’u 9?
—b2t+—b;:0
ox~ dy

en forma similar se demuestra para la funcion v(x, y) si se deriva la primera ecuacion (1.63) respecto
a y ylasegundarespectoa x.

Ejemplo 1.49. Considerando la funcién f(z) =z’ cuyas funciones componentes son u(x, y) =x’ —y’,
v(x,y)=2xy, verificar que estas componentes son funciones armdnicas conjugadas.

0 0 0
Solucion. Las derivadas parciales de las funciones componentes son —u:2x, a—v=2x, a—u=—2y,
X y y
? =2y . Derivando nuevamente se obtiene
X
9’ 9’ 9’ 9’
S, 220, 2=, 220
ox dy dy ox
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Sustituyendo en la ecuacion de Laplace se observa que para u(x, y) se satisface

2 2

a—ﬁ‘ +a—”2‘ =2-2=0
ox~  dy

En forma similar, para v(x, y) se obtiene
v 9%
—+—=0+0=0
ox* oy’

Ejemplo 1.50.

Verifica que la funcidn u(x, y) =4xy’ —4x’y+x es armdnica. Encuentra ademds la funcién armdnica
v(x,y) conjugada deu(x,y).

Solucion.
Para verificar si u(x,y) es armodnica, obtenemos sus derivadas para sustituir en la ecuacién de
Laplace. Las primeras derivadas son:

a—”=4y3—12x2y+1, a—u=12xy2—4x3
ox
Derivando nuevamente
o’u o’u
—=-24xy, —=24x
o Yogyr T

Lo cual obviamente satisface la ecuacion de Laplace.

La funcidon armodnica conjugada v(x, y) debe satisfacer las condiciones de Cauchy Riemann, por lo
tanto

ov  du
= 4y 12Xy +1 1.64
3 y X'y (1.64)
v ou
=T = _(12xy? =4y 1.65
RN ( xy x) (1.65)

Integrando respecto a y la ecuacidn (1.64) se obtiene

v(x, y)=I(4y3—12x2y+1)dy+¢(x) (1.66)
Donde ¢(x) es la constante de integracion, que puede contener a x por que se estd integrando
respectoa y.Integrando

v(x,y)=y' =6x"y" + y+@(x) (1.67)

Derivando esta expresion respecto a x se obtiene

ﬁ=i( 4—6xzy2+y+¢)(x))=—12xy2+¢'(x) (1.68)
ox Ox
Igualando la expresién anterior con (1.65) se obtiene
w_ —(12xy* —4x* ) =—12xy" + 9'(x)
ox
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De donde

@'(x) = 4x"
Integrando
P(x)=x"
Finalmente se sustituye en (1.67) y la armdnica conjugada buscada es
v(x,y)= y4 —6)62y2 + y+x4

1.9.- Funciones exponenciales complejas.

En los cursos previos en donde se introducen las funciones de variable real, se definen las funciones
algebraicas como aquellas que se pueden expresar por combinaciones finitas de sumas
multiplicaciones y/o divisiones de la variable independiente y las funciones trascendentes que no se
pueden expresar de esa manera y que son las siguientes:

® Funciones exponenciales

® Funciones logaritmicas,

® Funciones trigonométricas,

® Funciones trigonométricas inversas
® Funciones hiperbdlicas,

® Funciones hiperbdlicas inversas.

A continuacidn se trata de extender las funciones trascendentes reales al plano complejo, es decir,
definir funciones complejas de variable compleja, de forma que su restriccién al caso de valores reales
de la variable coincida con la funcién real del mismo nombre. Se pretende ademas que en el dominio
en el que la funcién sea derivable, la expresion formal de la derivada coincida con la de la
correspondiente funcién real.

Para definir la funcién “exponencial compleja” f(z) =e® para la variable ze C de forma que si z es
un valor real coincida con la funcién exponencial real. También se desea que la expresion de su
derivada sea, como en el caso real: f'(z)=e°. Y que se cumpla la propiedad mas importante de la
funcién exponencial real: la ley de exponentes.

La funcion exponencial f(z)=e" denotada también f(z) =exp(z). Para que se mantenga la ley de
exponentes, debera cumplir:
exp(z)=e‘ =e"™ =e'e” (1.69)

Quedando por definir ¢ .

F5 Definicion. Si el exponencial e” se define como sigue
e” =cos y+iseny (1.70)

Resulta que

e = (cos ¥y, +iseny,)(cos y, +iseny,)
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Desarrollando el producto

= (cos y, cos y, — seny,seny, ) +i(seny, cos y, +cos y,seny,)

Usando identidades trigonométricas lo anterior se puede escribir como
=cos(y, +y,) +isen(y, +y,)

Que de acuerdo a la definicién (1.70) se puede escribir como
— ei()‘l"'yz)

Y por lo tanto la definicién (1.70) permite cumplir la ley de los exponentes.

R Definicién. Se define la funcién exponencial de una variable compleja z=x+iy, denotada
exp(z) 6 e* como

xX+iy

exp(z) =e° =" =e'e” =e*(cos y +iseny) (1.71)

donde y se expresa en radianes.

Con la definicion anterior, la funcion exponencial cumple todas las propiedades del caso real, ademas
de otras propiedades nuevas. A continuacion se enuncian algunas de estas propiedades:

i) Cuando z es puramente real, es decir z=xe R, el valor de la funcién exponencial compleja
coincide con el valor de la exponencial real e¢*.

ii) La funcién exponencial f(z)=e° estd definiday es continua Vze C.

iii) El moéduloy el argumento de f(z) =¢° se deduce directamente de su definicion (1.71).

=e" (1.72)

arg(e‘"‘): y (1.73)

iv) Lafuncion exponencial es entera y su derivada es
d .,
—e =¢" (1.74)
dz
Demostracion:

Por la definicidn, las funciones componentes de f(z)=e"son
u(x,y)=e"cosy, v(x,y) =e"seny (1.75)
Derivando

a—u=excosy=ﬂ au=—€XS€ny=_@ V(x,y)e R*

ox dy  dy ox
Ademds estas derivadas son continuas en todo el plano R?, por lo tanto ¢° es analitica en todo
el plano, es decir, ¢° es entera, y por lo tanto su derivada se puede calcular de (1.59),
obteniéndose
d . du

. gy . z
—e'=—+i—=¢e" cosy+ie'seny =¢e°
dz ox Ox
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v) et =efe™ Vz,,z, € C, ya que ambos miembros tienen el mismo médulo "™ y el mismo
argumento y, +y,
e’
vi) e =— Vz,,2,€ C, ya que ambos miembros tienen el mismo mdédulo ¢ y el mismo
e

argumento y, —y,

- 1 . . . . - .
vii) e* =—_. Ambos miembros tienen el mismo modulo e * y el mismo argumento —y.

e

viii) (ez)n =¢e"™ Vn entero. Ambos miembros tienen el mismo mddulo ™ y el mismo argumento ny
ix) e°#0 VzeC, pues ‘ez‘:ex>0
X) ‘e’y‘:l Vye R, pues ‘e’y‘:eo =1

xi) " =-1

2nrwi

xii) Si n es cualquier nimero entero, e =1y reciprocamente: ¢* =1 = z=2nxi donde n es un

entero.
Demostracion:

2nmi

La primera parte es inmediata de la definicion ™" = cos(2nx) +isen(2nr) =1

€z :1 €X=1
= =>x=0=z=2n7mi
arge’ =2nrx y=2nx

El reciproco: Si e =1=12nzx =

Xiii) " =e™ & z,—z, =2nxi paraalgun n entero

xiv) ¢ es periddica con periodo T =27, es decir ¢*"*" =¢°
2 m ﬂ(z+2km‘)
XV) (e')" = e" para k=0,1..n—1

xvi) e* =e° , Se sigue directamente de la definicidn.

xvii) Formulas de Euler: De la definicion (1.70) se obtiene
e” =cosy+iseny, e " =cosy—iseny (1.76)

Sumando las dos ecuaciones anteriores se obtiene

Ype™
cosy= T (1.77)
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Si en lugar de sumar se restan, se obtiene

P
seny = ——— (1.78)

El mapeo definido por la funcion exponencial

El dominio de la funcién f(z)=e¢" es todo el plano complejo, pero su recorrido excluye el origen, es

decir, si w#0 existird algin ze C talque e =w.

Como la funcién f(z)=e° es periddica, la igualdad w=e"se cumplird para una infinidad de nimeros
z€ C que difieren entre ellos por un multiplo del periodo 27zi (ver propiedad (xiii)).

Todo punto del plano z, puede llevarse a la banda 0<y<2% por una traslacién de un multiplo
entero de 27i. Por periodicidad, esta traslacién no cambia el valor de la funcién. Por lo tanto, los
puntos contenidos en esta banda del plano z al mapearse por w=e¢, llenan todo el plano w (ver
figura 1.20.

Ay
I S =27 )
.. 3 o
= y=>b _w=e
/] y y=0,27
y=0 X L/ u
=1|l
W= e“&
Plano z Planow

Figura 1.20.- Mapeo de rectas horizontales y verticales mediante la funcién w = e°®.

La imagen en el plano w del segmento x=a al variar yde 0 a 27 es la circunferencia de radio e“
centrada en el origen. Cuando a crece de —« a +o, el radio del circulo crece desde 0 hasta o,
cubriendo todo el plano w.

La imagen en el plano w de la recta y=b donde 0<y<2m es la semirrecta que inicia en el origen
con angulo y=»b. Cuando x crece de —oo a +o |la semirrecta es recorrida de 0 a o. Cuando b
crecede 0 a 27, la semirrecta gira en torno al origen, barriendo todo el plano w.

1.9.1.- La funcién logaritmo de variables complejas

En los cursos bdsicos de cdlculo con funciones de variable real se definid el logaritmo de base a,
donde a>0, a#1 como la funcién inversa de la funcién exponencial de base a, es decir, si

y=log, x significaque x=a’.
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Para el caso particular en que la base era a =¢ (el nimero de Neper), la funcién recibia el nombre
de logaritmo neperiano o logaritmo natural y se denotaba y =In(x). Cuando la base era a=10, se

suprimia la a en la notacion y se escribia y =log(x)

En el analisis complejo, se define andlogamente la funcion logaritmo como funcion inversa de la
funcion exponencial compleja.

R Definicion. Sea ze C y supdngase que z#0. Si w es un nimero complejo tal que z=¢e",
entonces se dice que w es un logaritmo de z.Y se escribe w=1og(z). Es decir,

w=log(z) & z=¢€" (1.79)

&~ Observacion. Debido a la periodicidad de la funcion exponencial, se vera que la ecuacién z=¢"
tiene infinidad de soluciones. Es decir que w=1og(z) es una funcidon multivaluada.

En efecto, Sea w=u+iv y sean r:|z| y @=arg(z)=0®+2kr donde k es un entero y donde
- <O<1x,esdecir, ®= Arg(z) en radianes.

Sustituyendo en z=¢" se obtiene

w u+iv

e" =" =e"(cosv+isenv)=r(cos@+isenB) (1.80)

Igualando mdodulo y dngulo se obtiene ¢“ =r, es decir,

u=Inr (1.81)
y ademas
v=0=0+2krx (1.82)
Por lo tanto
w=logz=Inr+(O+2kx)i (1.83)

Para k=0,£1,£2,...

R Se le llama logaritmo principal de z o valor principal del logaritmo, denotado w= Log(z) al

valor obtenido en (1.83) cuando k=0, es decir,
Log(z) =In(r)+®i (1.84)

%~ La funcion logaritmo principal definida como en (1.84) es una funcién univaluada y esta definida
en todo el plano complejo, excepto en el origen. Su recorrido es la franja horizontal de anchura 27w
—n<v<rx,donde v=Im(w).

% En el caso en que z es puramente real y positivo, es decir, z=x€ R y x>0, entonces el valor
principal de su logaritmo complejo, coincide con su logaritmo real neperiano, es decir:
Logx=Inx
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En la figura 1.21 se muestra el mapeo de un circulo de radio r centrado en el origen en el plano z y una
semirecta que parte del origen con un angulo 8. Se puede observar que cada punto del circulo y cada
punto de la recta tienen una infinidad de imagenes separadas una distancia vertical de 2z en el plano
w. Una vuelta completa sobre el circulo en el plano z se mapea en una infinidad de segmentos
verticales de recta de alto 27 en el plano w.

»

y AV
r O+4r

4 0+2x

I~ 4

Inr

0 — 61

Plano z Plano w

Figura 1.21.- Mapeo de un circulo de radio r y una semirecta inclinada mediante la funcién w =log(z) .

A partir de la funcidn multiforme log z =Inr+(8+2kx)i, ademas de la funcién univaluada Log z,

obtenida dando a k el valor de cero, pueden obtenerse otras funciones univaluadas, tomando
cualquier otro valor de k.

R Cada una de estas funciones recibe el nombre de rama de la funcién logaritmo. El dominio de
todas ellas es el plano complejo excepto el origen. Y el recorrido de la rama correspondiente a un
valor particular de k es la franja horizontal de anchura 27 : Qk-D)zx<v<Q2k+1rx

R También pueden definirse otras ramas partiendo de una redefinicion de la funcién principal como
F(z)=Inr+6i conr>0y 6,<0<6,+2x.Alasemirrecta =6, se le llama corte de la rama.

Fo En el caso del valor principal Log z, el corte de la rama es la semirrecta 6 =—7.

Propiedades de la funcion logaritmo de variable compleja.

i) Lafunciéon Log z=Inr+i@, donde —x <8 <7z es continua en todo el plano complejo, excepto en

los puntos del semieje real negativo, es decir, excepto en el corte de esta rama, por lo tanto
tampoco es derivable en esos puntos.

Explicacion:

En los puntos en los que @#7x la funcidon Log z=Inr+if no tiene ningun problema de
continuidad, sus valores estan bien definidos y son iguales al limite de la funcidn al acercarse a esos
valores.
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i)

Sin embargo, si z, =—x, es un numero real negativo (por lo tanto es un punto en el semieje real
negativo), entonces z, = x,|Z es decir, r=x, y 6 =7, entonces Log z, =Inx, +iz, pero el limite

lim Log z no esta definido, ya que si nos acercamos por arriba de z, =—x, este limite tiende a

=7
In x, +ix, pero si nos acercamos por debajo de z, =—x, el limite tiende a In x, —i7, por lo tanto,
Log z no es continua en z,

La funcidn Log z es analitica en el dominioD ={z e (Cl|z #0

,—TT < Arg(z)<m} ysuderivada en

ese dominio es

d 1
—(Log z)=— (1.85)
dz Z

Demostracion
De acuerdo a la propiedad (i), la funcidon Log z=Inr+i@ es continuaen D ysi z= rlg, sus
funciones componentes son
u(r,@)=Inr, v(r,0)=0 (1.86)
Derivando
du 1 ov 0 au_o ou

=1 (1.87)

a r o 36 a6

Estas derivadas son continuas y satisfacen en D las condiciones de Cauchy-Riemann que en
coordenadas polares son las siguientes

,u_dv
or 00

1.88
v (1.88)
or 00

Por lo tanto la funcion Log z es analitica en D vy su derivada se puede calcular como sigue

iLogZ=e_i9{a—u+iﬁ}=e_ie[l}=%=l Vze D
dz Jdr or r Yoz

re

iii) Si z,z, #0, se verifican las siguientes propiedades del logaritmo de una multiplicacién

* log(zz,)=logz +logz,.
Demostracion: de (1.83) se obtiene
log(z,z,)=Innr, +(6,+6,+2kx)i=Inr, +Inr, +(6,+ 6, + 2kx)i
=logz; +logz,

o lLog(z,z,)=Log z,+Log z, +27i y(z,,2,) siendo:

1 si—2n<Argz; +Argz, <-n

Y(z1,27)=<10 si-T<Argz; +Argzy <7
-1 sit<Argz| +Argz, <21

iv) Si z,z, #0, se verifica: log(z, / z,) =log z, —log z, . La demostracién es andloga a la del producto.
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1.9.2.- Exponentes complejos

Fo Dados dos numeros complejos z; #0 y z, se define la elevaciéon de una nimero complejo a una
potencia compleja como sigue
le: — e@loga — eXp(Z2 lOg Zl) (1.89)

De esta definicion es evidente que z,* tiene una infinidad de valores posibles debido a que log z, los

tiene. Se consideran a continuacion los casos en que z, o0 z, son constantes.

Funcién potencia (base variable).

Enelcaso f(z)=z" siendo & una constante complejay z # 0. De acuerdo a (1.89) se tendra que
7% = e*8* (1.90)
Si z=re", con —n< O <7 resulta:
Za — ealogz — ea[lnr+i(9+2k7r)] (1.91)
Donde k es un entero arbitrario

Por lo tanto la funcién potencia f(z)=z“ es multivaluada como log z. Cada rama de log z dara lugar
a una rama de la funcion potencia.

alogz

Si en la funcién potencia z% =e¢ se toma como determinacion de log z la rama principal Logz, se

obtiene el valor principal de z%, es decir,
valor principal de z% = "¢+

Considerando este valor principal, se trata de una funcidn continua y analitica en el dominio D
definido por {r >0, —-7r<l< 7z}, por ser funcidon compuesta de continua y analiticas.

Ademas la derivada de esta funcion se puede calcular como

d _
d—z“ =az"" (1.92)
Z
Demostracion:
d " d Lo a aLog z
el _“ gz _ 2~ ,alogz _ — (a-DLogz _ a-1
& d ¢ Wt = “

En forma similar ocurre para otras ramas de logz
Otras propiedades de la funcién potencia compleja se enlistan a continuacion:

Para los valores principales de z% se cumple:
Mz = (1.93)
Demostracion:

o +0 o +0,)Logz o Logz _a,Logz oy O
, 0t _ J(oytop)Llogz _ soyLogz ,anlogz _ 0y, 0
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ii. También para los valores principales:

(Z1Z2 )a = Zlazglea}’(z]zﬂ (194)
Demostracion:
(ZIZZ )a — eaLog(z]zz) — ea![Logz1+Logz2+2m'7(zl,z2 )] — Zl(,rzgleZﬂ'iay(z]zz)
Casos particulares:
Caso o =m entero:
I ri(Gsak o A A A
En este caso 7" = "M H1O+2kD] _ gminr pimé 2kami oo 27— 1 Por lo tanto z” = r"e™ . En este caso

z" es continua y coincide con la potenciacion vista antes.

Casoa racional: a=2 ,donde p, g son enterosy primos entre si.

2kmpi
1)[Inr+i(6+2k ; ; 2 »
En este caso /4 = o P/OMHOD] _ (plpnr ipla)6 2K(pl)7i - qonde oI — o 4 =(3/i) . Por lo

tanto, en este caso z”? tiene q determinaciones y coincide con la potenciacién de exponente racional
vista antes.

Funcién exponencial (base constante).

Enelcaso f(z)=a®, con a#0, & complejo. De acuerdo a (1.89) se obtiene
o =e'” (1.95)

Por cada determinacién de loga., se tendrd una determinacién de o”.

Si se toma el valor principal Logo de loga, se tiene el valor principal de o”.

Este valor principal es una funcidon entera por ser composicion de funciones enteras. Ademas, su
derivada esta dada por

d
—a*=a’'Loga (1.96)
dz
Puesto que
d z __ d zlogor __ zlogax __ .,z
— o =—-ce =(Logx)e =a Loga
dz dz

1.10.- Funciones trigonométricas de variable compleja.

Una forma natural de definir las funciones seno y coseno de una variable compleja es a partir de la
generalizacion de la Férmula de Euler que se ha visto que se cumple para variables reales y aplicarla
para variables complejas, es decir, para z€ C:

eiz +e—iz
cosz= T (1.97)
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) eiz _e—zz
senz =8Nz =———— (1.98)
2i

Evidentemente, de (1.97) y (1.98) se puede obtener la Férmula de Euler siguiente
e =cos(z) +isin(z) (1.99)

Propiedades de las funciones trigonométricas de variable compleja:

A partir de las definiciones del seno y el coseno (1.97), (1.98) se pueden demostrar las siguientes
propiedades:

i) Paraelcasoreal z=xe R, el valor de las funciones definidas en (1.97), (1.98) coincide con el valor
de las funciones seno y coseno de variable real.
ii) Las funciones sin(z) y cos(z) son enterasy sus derivadas son:

i(senz) =C0SZ (1.100)
dz

d
—(cos z) =—senz (1.101)
dz

Demostracién: Son enteras por ser combinaciones lineales de las funciones enteras: ¢y ¢,
ademas

d d(e" —e" et +e"
—(senz) =— : = =C0SZ
dz dz 2i 2

En forma similar para cosz.

iii) Las funciones sin(z) y cos(z) son periddicas con periodo 27 . Esto se cumple debido a que la
funcién e° es de periodo 27i, por lo tanto ¢“, ¢ lo son de periodo 2.

%" Todas las identidades trigonométricas que se demuestran en un curso basico de trigonometria se
pueden demostrar también para variables complejas a partir de las definiciones (1.97), (1.98). A
continuacion se enlistan solo algunas de las mas importantes:

iv) sin(z) =—sin(—z) y cos(z) =cos(—z) . Es consecuencia directa de la definicion.
v) sen’z+cos’ z=1.Se obtiene directamente de la definicién

| sin(z, * z,) = sinz, cos z, + cos z;sinz,
vi
cos(z, £ z,) =cos z, €os z, F sing,sinz,
Demostracion: Sustituyendo las definiciones en la expresién sinz, cos z, +cos z,sinz, se obtiene
, , 1r, . . . . B . B
s§inz, cos z, +cos z,5inz, :I[(ezzl —e zzl) (ezzz t+e )+(ezzl +e zzl) (ezzz e )j|
1

Desarrollando los productos y simplificando
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1r- . p

= —.[e"z‘”z) —e ’(Zl”z)] = sen(z, + z,)
2i

En forma similar para la diferencia y para el coseno.

.. (T T .
vii) sin| ——z |=cosz, cos|——z|=sinz.
(2 j (2 j

Demostracion. Se puede demostrar partiendo de la propiedad anterior, pues

T T T
sen| ——Z |=sen—COSZ — COS —SEeNZ =COS Z .
2 2
- e
Y en forma similar para cos E -z
viii) cosnz+isennz:(cosz+isenz)". Esta propiedad se obtiene directamente de la férmula de

Euler (1.99):

. o n .
cosnz+isennz=e" =(e") =(cosz+isenz)"

. |senz=senxcoshy+icosxsinhy ) e +e’
iX . . , donde cosh y =cos(iy) =——— ,
coszZ=cosxcoshy—isenxsinhy 2
. e’ —e”’ ) )
sinh y = — =—isen(iy)
Partiendo de la la propiedad (vi)
senz = sen(x+iy) =sen xcosiy+cosxseniy =senx coshy+icosxsinhy (1.102)
cOs 7 =Cos(x+1iy) =CcoS xcosiy —sen x seniy =cosxcoshy—isenxsinhy (1.103)

X) senz=senz CO0SZ=C0SZ

eiz _e—iz e—iz _eiz eiz _e—iz _
En efecto, senz=

En forma similar para el coseno

xi) Las funciones sin(z) y cos(z) no son acotadas, pues

2 . 2 .
|cos z| =cos’ x+sinh’ y, |senz| = sen’x+sinh’ y

En efecto, de (1.102) se obtiene
|sen z|2 = sen’xcosh” y+cos’ x sinh® y
= senzx[1+ sinh” y]+cos2 xsinh® y = sen’x+sinh” y

Anadlogo para cos(z).

.. T . .
Xii) cosz=0 & z=—+kx; senz=0 < z=kx donde k esun entero arbitrario.
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Es decir, que las raices de sen(z) y cos(z) son las mismas de de senx y cosx respectivamente.

Z

Demostracion: senz =0 e“ - =0 < e”
Analogo para el coseno

=1 2iz=2kxi porlotantoz=krx.

Las funciones trigonométricas restantes

, . V4 .
R Para nimeros complejos ze (C-{E+k7£, k entero} se definen la tangente y la secante

sen
tanz =1g(z) = £ (1.104)
COs Z
secz= (1.105)
CoS Z
R Y para nimeros complejos z e (C-{kir, k entem} se definen la cotangente y la cosecante
cos
cotgz=—2% (1.106)
senz
cscz = (1.107)
senz

Propiedades: Las siguientes son solo algunas de varias propiedades que se pueden obtener
directamente de las definiciones anteriores.

i) Las funciones anteriores son analiticas en sus respectivos campos de existencia y en ellos su
derivada esta dada por:

i(tgz)zseczz=1+tgzz i(secz)zsecztgz

dz dz

d 5 d

—(cotgz)=—csc 2 —(cscz)=—csczcotg z
dz dz

)= 1gz,ttgz,
118 2,18 2,

i) 1g(z, £z,
1.11.- Funciones hiperbdlicas de variable compleja.

R Las funciones seno y coseno hiperbdlicos de una variable compleja ze C se definen formalmente
con la mismas expresiones usadas en el caso de variable real:

ef+e”
Chz=coshz=T (1.108)
) ef—e"
Shzzsmhz:T (1.109)
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A partir de las definiciones anteriores, se pueden demostrar las siguientes propiedades de las
funciones seno y coseno hiperbdlicos de variable compleja

i) En el caso en que z sea puramente real, es decir, z=x€ R, el valor de estas funciones coincide
por definicion con el valor de las funciones coseno y seno hiperbdlico reales.

ii) Las funciones sinh z y cosh z son enteras por ser combinaciones lineales de las funciones enteras
e“ y e °.ysus derivadas son las siguientes:

i(sinh z)=coshz (1.110)
dz

d .

—(cosh z) =sinh z (1.111)
dz

iii) Las funciones sinh z y cosh z son periddicas con periodo 2Ti, pues ¢ y e “son periddicas con ese
periodo.

iv) Directamente de comparar las definiciones de las funciones trigonométricas con las hiperbdlicas se
pueden obtener las siguientes relaciones:

cosiz =cosh z (1.112)
siniz =isinh z (1.113)
coshiz =cosz (1.114)
sinhiz =isin z (1.115)

%" De acuerdo con (1.112) y (1.113) se deduce que “De toda identidad trigonomeétrica vdlida en el
campo complejo, se deduce una identidad hiperbdlica vdlida también en el campo complejo,
reemplazando z por iz y expresando las funciones trigonométricas de iz por medio de funciones
hiperbdlicas de z mediante (1.112) y (1.113)“. Las siguientes identidades se pueden obtener
utilizando esta observacién.

v) cosh(—z)=cosz, sinh(—z)=-sinhz

vi) cosh® z—sinh’ z =1.
Se puede obtener partiendo de la identidad cos®z+sen’z=1: cambiando z por iz:
cos’ iz + sen’iz =1 segun (1.112) y (1.113): cosh’® z—sinh® z =1

. sinh(z, = z,) = sinh z, cosh z, + cosh z; sinh z, . ‘ »
vii) , Se obtienen aplicando la observacion a la

cosh(z, * z,) = cosh z, cosh z, £sinh z; sinh z,

propiedad (vi) para funciones trigonométricas.

sinh z =sinh xcos y+icosh x sen y . . .
viii , Se demuestra directamente sustituyendo z=x+iy y

cosh z =cosh xcos y+isinh xsen y
luego aplicando la propiedad anterior.
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ix) sinh z =sinh z, cosh z=cosh z
2 2 . 2 . 2 2 . 2
X) |Cosh z| =cos” y+sinh” x |smh z| =sen"y+sinh” x
xi) coshz=0< z ZEZ +kxi, sinhz=0<¢& z=kxi donde k es un entero arbitrario. Esto se cumple

Z

pues sinhz=0 @ e —e =0 =1 ©27=2kzi  z=ki.

Anadlogo para cosh z.

Las funciones hiperbdlicas restantes

V4
R Se definen para nimeros complejos z e C—{(E+k7rji} donde k es un entero arbitrario:

inh
Thz = tanh 7 = S © (1.116)
cosh z
1
sechz= (1.117)
cosh z
R Se definen para nimeros complejos z e (C—{km'} donde k es un entero arbitrario:
h
Cthz = coth 7 = 2222 (1.118)
sinh z
1
cschz=— (1.119)
sinh z

Propiedades

i) Las funciones anteriores son analiticas en sus respectivos campos de existencia y en ellos su
derivada esta dada por:

i(tanh 7) = sech’z i(sec hz)=—sechztanh z
dz dz
d 2 d
—(cothz)=—csch’z —(cschz)=—cschz cothz
dz dz

ii) Otras propiedades de estas funciones se obtienen a partir de las propiedades vistas para sinh z y
coshz.

1.12.- Funciones trigonométricas inversas

Dado que las funciones trigonométricas se han definido en términos de exponenciales, sus funciones
inversas se podran expresar en términos de funciones logaritmicas.
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[ Se define la funcidon w = arcsin z = arcsen z, como la inversa del seno es decir:
w=arcsinz & z=sinw (1.120)
Pero de la definicion de la funcidon seno:

2i
Multiplicando ambos miembros por 2ie™ se obtiene
2ie"z=e"" -1

Igualando a cero
(e"w)2 —2ize™ —1=0 (1.121)

La ecuacidn anterior es una ecuacion cuadratica en ¢”, despejando

" =iz+\-7"+1 (1.122)
w=—i10g(iz+\/1—z2) (1.123)

de donde

Por lo tanto

wzarcsenz=—ilog[iz+\/1—z2} (1.124)

& Como es sabido V1—z* es funcién bivaluada de z, por lo tanto (1.124) define una funcién con

una doble infinitud de determinaciones.

¥~ Si se usan ramas concretas para la raiz y el logaritmo, la correspondiente funcién w = arcsin z serd

analitica por ser funcion compuesta de funciones analiticas.
R En forma similar se define la funcidn inversa del coseno

w=arccosz & z=Cosw (1.125)

Procediendo de forma analoga a lo hecho para arcsin z se obtiene:

W = arccos z=—ilog[z+\/zz—l} (1.126)

Y en forma similar
i i+z
w=arctan z = —log—— (1.127)
2 -7z

Tomando una rama analitica de cada una de ellas, se demuestra que sus derivadas son:

d . d -1 d
—arcsin 7 = ——, —arccos 7 = ——, —arctan z =
dz 1—Z2 dz 1—Z2 dz I+z

2
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1.13.- Funciones hiperbdlicas inversas

Actuando de forma andloga a como se ha hecho con las funciones inversas de las trigonométricas

R Se define la funcidn inversa del seno hiperbdlico como

w -w

—e

2

w=arcsinhz & z=

De la definicidn
e™ —2z¢" —1=0

e’ =z+1+7’
w:arcsinhz=log[z+\/1+zﬂ

por lo tanto

es decir,

Y andlogamente:

w:arccoshz=log[z+\/z2—1}

w=arctan h 7 =llogl+—Z
2 1-z

Tomando una rama concreta de cada funcidn, las correspondientes funciones obtenidas son analiticas

en su dominio de definicidn siendo sus respectivas derivadas:

iarcsinh zZ= ! ; iar(;cosh 7= !

dz 1+ 72 dz Nra | dz

d
; —arctanhz=
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