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Introduccion al Control Digital Capitulo 1. Introduccion

Capitulo 1
Introduccion

En la actualidad casi todos los controles automaticos de uso industrial, doméstico
automotriz u otro tipo se implementan en forma digital, la mayoria en base a
microcontroladores. Esto hace necesario entender que tipo cosas ocurren cuando un sistema
fisico de naturaleza continua, como son la mayoria de los procesos industriales, se controla
mediante un sistema digital como es la computadora.

1.1.- Introduccion

En la figura 1.1 se muestra un diagrama de bloques tipico de un sistema de control basado
en una computadora digital. En este diagrama se aprecia que la salida y(z) del proceso que

se desea controlar es una funcién que depende en forma continua del tiempo, sin embargo,
su informacién y(k) solo se dispone en algunos instantes discretos de tiempo denominados

instantes de muestreo, es decir, k es una variable que toma valores discretos
k=0,1,2,3,..., y por lo tanto y(k) es una variable muestreada.
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Figura 1.1. Esquema tipico de control por computadora

En forma similar la entrada del proceso u(z) no puede ser actualizada en forma continua

por la computadora sino que tipicamente se mantiene constante entre cada instante de
muestreo.

La manera en que se determina en tiempo en el que ocurren los instantes de muestreo puede
ser uniforme o no-uniforme. En estas notas solamente se trata el caso de muestreo
uniforme en el cual los instantes de muestreo estdn dados por

t, =kT, (1.1)

donde T, es el periodo de muestreo que se mantiene constante.

En este caso
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Introduccion al Control Digital Capitulo 1. Introduccion

Yk)=y(KT;), u(k)=u(kT) (1.2)

El esquema tipico de control por computadora contiene tanto variables continuas como
variables muestreadas o discretas. Esta mezcla puede ser complicada, sin embargo, en
ocasiones es suficiente con describir lo que ocurre solamente en los instantes de muestreo,
en este caso solo interesan los valores de las sefiales en los instantes de muestreo y se
pueden considerar todas ellas discretas, a este tipo de sistema se le llama sistemas de
tiempo discreto. Los sistemas discretos trabajan con secuencias de valores discretos y la
manera natural de modelarlos es mediante ecuaciones de diferencias.

1.2.- Esbozo Histoérico del control por computadora

La idea del control por computadora surgié alrededor de 1950. El primer interés fue usarlo
en el control de misiles y la navegacioén aérea, sin embargo, las computadoras de aquella
época no eran adecuadas para estas aplicaciones.

La primera incorporaciéon de una computadora digital al control de procesos industriales se
desarrolla a mediados de los 50’s con un esquema de control supervisorio como el
mostrado en la Figura 1.2. En este esquema la computadora no participa directamente en el
lazo de control, sino que solamente puede monitorear las variables medibles o modificar los
“set point” o sefales de referencia enviadas a los controladores analégicos conectados al
proceso.

variables

I medibles

it ... 1

r 5 —
Computadora -
Referencias > —
— < Planta
Consola del operador
\—> —~ >
Controladores
analogicos

Figura 1.2. Esquema de control supervisorio.

El uso de las computadoras digitales en el control de procesos ha pasado por varios
periodos que podrian clasificarse como sigue:

Periodo Pionero (fines de los 50’s)

Periodo del Control Digital Directo (inicios de los 60’s)
Periodo de la minicomputadoras (fines de los 60’s)
Periodo de las microcomputadoras (inicios de los 70’s)
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Introduccion al Control Digital Capitulo 1. Introduccion

¢ Uso Generalizado del control por computadora (1980 hasta nuestro dias)
¢ Control distribuido (1990)

Periodo Pionero (fines de los 50’s):

Las primeras instalaciones computadoras en el control de proceso contemplaron a las
computadoras como elementos supervisores que realizaban las funciones de un operador
humano: supervisiéon de las variables medibles y ajustes de las referencias a los
controladores que seguian siendo analdgicos. De 1956 a 1959: Se realiza el primer trabajo
serio implantado en la unidad de polimerizacion de la refineria de Port Arthur Texas de la
Texaco Oil Co. (Port Arthur Texas): Control supervisorio para 26 flujos, 72 temperaturas, 3
presiones y 3 concentraciones, el desarrollo lo realizé la compaififa aeroespacial Thomson
Ramo Woodridge. Las funciones esenciales que realizaba el controlador eran: minimizar la
presion del reactor, determinar la distribucién 6ptima entre los flujos de alimentacién de 5
reactores, controlar el flujo de agua caliente hacia el interior del reactor, basado en las
mediciones de actividad catalitica y en determinar la recirculacién dptima.

Periodo del Control Digital Directo (inicios de los 60’s)

En el esquema supervisorio no se utiliza la capacidad de cédlculo de la computadora para
ejecutar estrategias de control en tiempo real, sino solamente para determinar ajustes de los
“set point” (entradas de referencia) de los controladores para optimizar o coordinar alguna
estrategia global. Sin embargo, la computadora tiene la capacidad para desempefarse en un
lazo de control como se muestra en la figura 1.3 y de esta manera reemplazar los
controladores anal6gicos conectados al proceso. El término Control Digital Directo se
acufi¢ para dar énfasis al hecho de que la computadora controlaba el proceso directamente
sin un controlador analégico de por medio. La tecnologia digital pronto mostré su
confiabilidad y flexibilidad y en 1962 (Imperial Chemical Industries en Inglaterra) se
implanta el primer sistema que reemplaza todos los controladores analdgicos de un proceso:
media 224 variables y controlaba 129 vélvulas. Las ventajas econémicas y la flexibilidad
pronto generalizaron este enfoque.

Variables manipulables 3 é? 1 Variables medibles
Planta
—_—>] —>
Puertos Puertos
D/A A/D
(Salida) | Computadora || ¢/ iiada) |

Consola del operador

Figura 1.3. Esquema de una computadora en control digital directo.
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Periodo de la minicomputadoras (fines de los 60’s)

Los avances en la tecnologia de circuitos integrados permitio el desarrollo de computadoras
cada vez mds pequeias, mds rdpidas y mds poderosas, a fines de los 60s se acuid el
término minicomputadora para las computadoras basadas en la nueva tecnologia que eran
muy adecuadas para los requerimientos del control de procesos industriales. Una
minicomputadora tipica tenia una longitud de palabra de 16 bits, una memoria de 64 a 128
Kbytes, podia realizar una suma en 2 Us y una multiplicacién en 7 s, sin embargo, seguian
siendo sistemas muy costosos en 1975 un mainframe tipico de minicomputadora costaba
alrededor de diez mil ddlares, con lo cual un sistema completo para aplicaciones de control
ascendia hasta unos cien mil délares en total.

Periodo de las microcomputadoras (inicios de los 70’s)

Con el desarrollo del microprocesador en 1972 el costo y el tamaiio de las computadoras se
abatié atn mds. En 1980 la tarjeta principal de una computadora con el mismo poder que
una minicomputadora de 1975 costaba unos quinientos ddlares. Esto trajo como
consecuencia practicamente la desaparicion de los controladores analégicos y su reemplazo
por controladores digitales compactos de un solo lazo basados en microcontrolador. En la
figura 1.4 se muestra el aspecto fisico de un controlador analégico y un controlador digital
de un solo lazo, ambos implementan controladores tipo P.L.D.

E EUROTHERM

(a) (b)

Figura 1.4. Aspecto fisico de un controlador industrial de un solo lazo (a) Analdgico. (b) Digital.

A partir de los afios 90 los microprocesadores se podian adquirir por unos pocos ddlares,
esto trajo un profundo impacto en las aplicaciones del control por computadora, al grado de
que actualmente pricticamente todos los controladores estdn basados en computadora.
Ademads, las industrias masivas como la automotriz impulsaron el desarrollo de
computadoras de propdsito especial en un solo circuito integrado Ilamadas
microcontroladores, las cuales incluyen en un solo chip ademds de la CPU, memoria y
puertos de entrada/salida, convertidores analdgico/digital y digital/analégico, timers, y otros
dispositivos necesarios para una gran gama de aplicaciones en el control de procesos.

En la figura 1.5 se muestran controladores digitales Yokogawa de un solo lazo, los cuales
implementan las acciones cldsicas de control P, PI, PD, PID, en forma digital, enriquecidas
con algoritmos digitales de autosintonizacion, ademds de las prestaciones que aporta la

Autor: José Juan Rincén Pasaye. UMSNH-FIE 4
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interface visual que aporta una pantalla LCD en color que puede conmutar a diferentes
modos y presentaciones como las mostradas

Figura 1.5. Controladores digitales actuales de un solo lazo de control.

Primer sistema de Control Distribuido: en 1975 (TDC2000 de Honeywell)

El microcontrolador hizo econémicamente posible disefiar computadoras especializadas en
cada parte del proceso, de manera que en un tiempo ya se tenian computadoras
interactuando y compartiendo las diferentes labores de control, supervisién, monitoreo,
almacenamiento, todas ellas intercomunicadas mediante una red de area local también
basada en computadoras. Este esquema mejord notablemente la robustez del sistema global,
la disponibilidad de los componentes, asi como el la velocidad al realizar procesamiento en
paralelo basado en multiples computadoras. A este esquema se le denomind control
distribuido (ver figura 1.6). El primer esquema de este tipo fue comercializado por
Honeywell en 1975 y se denominé el TDC2000.

pee [ —2
. — & Sensores/
> Actuad
S DDC ” > uadores
o
]
& S
.E E——) LLer <
Computadora g en | Semores)
Supervisora s DDC [—Z
O Planta
=
N
2] S
Consola del operador h= uce ”
2 — en Sensores/
E DDC 5| Actuadores
)
Computadoras
En D.D.C.

Figura 1.6. Esquema de control jerdrquico o distribuido.
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En la actualidad las compaiifas de automatizacion disefian practicamente todos sus equipos
pensados como una pieza de un sistema de control distribuido, por ejemplo, en la figura 1.7
se muestra el diagrama de un sistema de control distribuido actual de la compaiiia Foxboro.

Plant Intelligence
= Plant Asset Management
* Simulation / Mode ling

= Enterprise Historian

* Plant Information Portal
+ Batch Management

Secure Control Information Netwo

Operator
Environment

Engineering
Envirenment

* Visualization + Systern Configuration

+ Alanm/Alert Management + Control Strategy Development
-+ Historian + Display Configuration

= Real-time Performance » Field Device Managzment

N

Fault-Tolerant 1-gb Mesh Control Network

+ Advanced Control
+ Batch Bxecution

© Management

Intelligent Fleld Integration DIN- Rack-mounted Control Network
* Fielcbus 10 == Ralkmounted ’l J Distributed = Connected /O
+ Remote /O Distributed Control """ Control
+ Conventional YO 1
+ Safety Systems
+PLC Remote Fleld Network

E HART

—

e, prasteeina

=

Figura 1.7. Sistema de control distribuido actual de Ia compaiia Foxboro.

1.3.- Desarrollo de la Teoria del Control Digital

A continuacién se enumeran algunos de los desarrollos mds significativos de la teoria de
control digital y de control en general.

1948 Oldenburg y Sartorius.- Ecuaciones de diferencias para SLIT’s

1949 C. Shannon concreta un trabajo previo de Nyquist estableciendo el teorema
fundamental del muestreo.

1947 Hurewicz define una transformacion para sefiales discretas
1952 Ragazzini y Zadeh (USA) retoman el trabajo de Hurewicz y definen la Transformada
Z. Esta es definida también en forma independiente por Tsypkin (URSS), Jury (USA) y

Barker (Inglaterra). Otro enfoque fue desarrollado por Tsypkin en 1950, Barker en 1951,
y Jury en 1956 esta alternativa fue conocida como la Transformada Z modificada.

1960 R. Kalman Introduce la teoria del espacio de estado.

Autor: José Juan Rincén Pasaye. UMSNH-FIE 6
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1957 Bellman y Pontryagin (1962). Muestan que el problema del disefio de controladores
puede formularse como un Problema de optimizacion.

1960 Kalman: problema LQR = Ecuacién de Riccati. Introduce también la teoria de control
estocéstico convirtiendo el controlador LQR en el LQG lo que conlleva més tarde al Filtro
de Kalman

1969 — 1979 Métodos polinomiales para la solucion de problemas especificos de control
(Kalman 1969, Rosenbrock 1970, Wonham 1974, Blomberg & Ylinen 1983, Kucera 1979.

1970’s — 1980’s Se desarrollan metodologias para la identificacion de procesos basadas en
computadora. Astrom y Eykhoff (1971), Ljung (1987)

1970’s — 1980’s paralelamente se desarrollan también metodologias para incorporar
esquemas de identificacion a los controladores disefiados, de manera que se obtienen
controladores adaptables que por primera vez son viables dados los avances de la
tecnologia digital Astrom y Wittenmark (1973, 1980, 1995).

1974: El Britanico Ebrahim Mandani, demuestra la aplicabilidad de la 16gica difusa descrita
(por Lofti Zadeh 10 afios antes) en el campo del control, desarrolla el primer sistema de
Control con Légica Difusa practico: La Regulacion de un Motor de Vapor esto inaugura los
primeros trabajos de técnicas de inteligencia artificial aplicadas al control: después
vendrian las redes neuronales y los algoritmos genéticos.

1980’s Aparecen los primeros controladores digitales que incorporan herramientas de
sintonizacién automética desarrolladas como un producto de la teoria del control adaptable.

En 1987, aparece el concepto de “Fuzzy Boom", ya que se comercializa una multitud de
productos basados en la 16gica difusa, sobretodo en el Japon.

1980 a la fecha. George Zames (1981). Introduce la técnica de disefio de controladores
robustos denominada control H-infinito. Alberto Isidori (1985). Retoma las herramientas de
la geometria diferencial para el estudio de los sistemas no lineales

1.3.1.- El futuro del control por computadora

El desarrollo que se espera para el futuro préximo se deberd dar en:

Conocimiento de los procesos.- El conocimiento de los procesos se ve impulsado por el
uso de las computadoras conectadas a los procesos, ya que de esta manera es mas ficil la
obtencion de datos en linea asi como la realizacién de experimentos y el proceso de los

resultados.

Tecnologia de las mediciones.- Esto es dificil de predecir, sin embargo, la combinacién de
sensores de distintas tecnologias con los modelos matematicos del proceso ya aporta nuevas

Autor: José Juan Rincén Pasaye. UMSNH-FIE 7
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técnicas de diagndstico de fallas, ademds del desarrollo de medidores basados en
computadora.

Tecnologia de las computadoras.- Aqui se espera un desarrollo continuado de la
reducciéon de la razén costo/desempefio de los circuitos principales y de soporte de las
computadoras, ademas del desarrollo de software y periféricos cada vez mas poderosos.

Teoria del control.- La incorporacion de las herramientas teéricas desarrolladas ha sido
gradual (control adaptable, control de modelo predictivo) sin embargo atin faltan por
incorporarse muchos algoritmos y metodologias.

Dificultades: La implementacion de los nuevos métodos de control en tiempo real basados
en herramientas de software accesibles.

1.4.- ;Porqué una teoria de control por computadora?

Una manera simple de ver el control digital es considerarlo como una versién aproximada
del control analégico, es decir, podemos usar la teorfa de control analégico tradicional para
desarrollar controladores analdgicos y al final hacer una buena aproximacién discreta del
controlador obtenido, entonces ;porqué considerar una teoria aparte para estudiar los
sistemas de control por computadora?.

Una buena teoria de control debe explicar completamente el esquema bésico de control por
computadora mostrado en la figura 1.1. el cual tiende a comportarse como un sistema
analégico conforme la frecuencia del reloj se incrementa mas y mds. Sin embargo, existen
varios fendmenos propios de este esquema que no pueden ocurrir en un sistema puramente
analdgico.

1.4.1.- Caracteristicas propias de los sistemas muestreados.
Las siguientes caracteristicas estdn presentes en los sistemas muestreados, sin embargo,
NO pueden aparecer en los sistemas lineales invariantes en el tiempo con controladores
continuos:

= Dependencia del tiempo

*  Armonicos de alto orden

» Transitorio de tiempo finito (tiempo de asentamiento finito)

Dependencia del tiempo.

Por ejemplo, consideremos la respuesta en el tiempo de un sistema continuo y uno digital
bajo la misma entrada (escaldn unitario) mostrada en la figura 1.8

Continuo: y(t)+ y(t) =u(t) Discreto: yx=0.3679yyx 1+0.6321uy

Autor: José Juan Rincén Pasaye. UMSNH-FIE 8
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Figura 1.8. Respuesta al escaldn unitario de un sistema continuo y un sistema discreto.

Y luego veamos qué ocurre si el escalon se retarda 0.5 segundos. La respuesta de ambos
sistemas se muestra en la figura 1.9

Continuo: y(t)+ y(t) =u(t) Discreto: yx=0.3679yx.1+0.6321uy
Step Response

1 1 Step Response
0.8 f : —,_,_
0.8 .
[0
© 06 [0)
=} T 06 [ ]
= >
s g
0.4 f 1
< IS
g 04
027 | 02 1
% 1‘ 2 3 4 5 6 0 ‘ ‘ ‘
Ti 0 1 2 3 4 5 6
ime (sec) Time (sec)

Figura 1.9. Respuesta de los sistemas anteriores al escalén retardado 0.5 seg.

De la figura 1.9 se puede observar que mientras la salida del sistema continuo cumple con
la propiedad de invariancia en el tiempo:

Si la respuesta a u(t) es y(t), entonces la respuesta a u(t-0.5) es y(t-0.5)

En cambio, la salida del sistema discreto produce una salida y(k-1) en lugar de la esperada
y(k-0.5).

Armonicos de alto orden
Para el mismo par de sistemas del caso anterior, si obtenemos su respuesta a una entrada

puramente senoidal de 0.25 hertz, con un periodo de muestreo de 1.9 segundos, obtenemos
la respuesta mostrada en la figura 1.10.
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Continuo: y(t)+ y(¢) =u(t) Discreto: yx=0.3679yy.1+0.6321ux
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Figura 1.10. Respuesta de ambos sistemas a una sefal senoidal de 0.25 hertz

Como puede observarse de la figura 1.10, mientras que el sistema continuo presenta un
estado estacionario completamente senoidal con una frecuencia igual a la de entrada, la
salida del sistema discreto es un tren de pulsos cuadrados, el cual contiene una gama de
frecuencias muy grande, no presente en la entrada.

Transitorio de tiempo finito

Consideremos el sistema doble integrador
y=u(t) (1.3)

Consideremos ademads el controlador analégico por retroalimentacién de estado:
ut)=ky+k,y (1.4)
Con k1 = k2 =-1

En la figura 1.11 se muestra la respuesta del controlador analégico en color azul y la
respuesta correspondiente de su version discretizada (en color rojo) con un periodo de
muestreo Ts=0.1s. En la figura 1.12 se muestran las acciones de control necesarias para
obtener la respuesta de la figura 1.11.

l
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Figura 1.11. Respuesta al escalén unitario del integrador doble con la retro de estado continua y discretizada
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figura 1.12. Accién de control aplicada al doble integrador con la retro de estado continua y discretizada

La ley de control discretizada se calcula en los instantes de muestreo simplemente como
u(kTs) =k, y(kTs)+ k,y(kTs) (1.5)

y se mantiene constante entre un instante de muestreo y el siguiente, por esta razén la
gréfica de u(k) presenta la forma escalonada tipica mostrada en la figura 1.12.

Utilizando teoria de control digital se demuestra que la ley de control (1.5) corresponde a
un controlador “deadbeat”, el cual tiene un tiempo de asentamiento finito de n*Ts donde
n=2 (orden del sistema) cuando se eligen las ganancias siguientes:

[ B (1.6)

T_s2 2Ts

La figura 1.13 muestra la respuesta del sistema en lazo cerrado usando el controlador
deadbeat con Ts=1seg.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 2 10

Figura 1.14 Accidn de control del deadbeat aplicada al doble integrador.
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Como puede apreciarse en la figura 1.13, la salida del sistema alcanza la referencia en 2
segundos y la accién de control (figura 1.14) no requiere un esfuerzo muy considerable
comparado con el controlador anal6gico o el discretizado del primer caso (figura 1.12).

1.4.2.- Procesos inherentemente muestreados.

Si no fuera suficiente justificacion la existencia de los comportamientos propios de los
sistemas digitales mencionados arriba, existen también sistemas que son discretos de
origen, es decir, sistemas que no son discretizaciones de procesos continuos. Por ejemplo:

e Algoritmos ejecutados en computadora. (Métodos numéricos): Muestreo gobernado
por el reloj de la computadora.
¢ Sistemas de medicién muestreados
o Radar: muestras cada revolucion de la antena
o Instrumentos analiticos (espectrégrafos, cromatdgrafos): Muestras de la
sustancia procesadas fuera de linea
o Sistemas econémicos: muestras cada periodo de corte.
e Electronica de potencia: muestreo debido al switcheo de los tiristores
e Sistemas bioldgicos: transmision de sefiales en el sistema nervioso basadas en
pulsos.
e Motores de combustidn interna: estdn sincronizados por el proceso de explosion
repetitiva.
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Capitulo 2
Modelado del Proceso de Muestreo

2.1. Introduccion.

El muestreo es la propiedad fundamental de los sistemas de control por computadora y es
realizado como una parte del proceso de conversién de Analdgico a Digital.

En el contexto de comunicaciones electrénicas y sistemas de control, “muestrear’” significa
reemplazar una sefial continua por sus valores numéricos o muestras tomados en ciertos
instantes de tiempo denominados instantes de muestreo.

El proceso inverso al muestreo consiste en convertir una secuencia de valores numéricos

(muestras) a una sefial continua y se denomina inversion del muestreo o reconstruccion de
sefiales. Este proceso inverso es realizado en los convertidores de digital a analégico.

2.2.- Descripcion del proceso de muestreo y definiciones

En la figura 2.1 se describe el proceso de muestreo que convierte la seiial analogica f(t)
en la sefial de tiempo discreto f(t,).

A1) muestreador M)

SN

/ ] n“‘n ] il |

tht; b 13 tyts... tot; t t3 tyts... Ik

Vv

Figura 2.1. El proceso de muestreo.

El proceso de muestreo solo discretiza los valores del tiempo (escala horizontal) y no los
valores de la sefal (escala vertical), esto es sOlo una parte de lo que ocurre en un
convertidor de analégico a digital, ya que en el muestreo solo se convierten en discretos los

valores del tiempo, por ello a f(z,) se le llama sefial de tiempo discreto.

En un convertidor de analdgico a digital, también se discretizan los valores de f(z,) al
expresarlos con un nimero finito de bits (a este proceso se le llama cuantizacion). De esta
manera, al usar n bits, solo se pueden representar 2" valores de f(¢,) y el resto de los
valores simplemente se redondean al valor més cercano.
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En la figura 2.2 se muestra la etapa de cuantizacién suponiendo que se usan solamente n=3
bits y por lo tanto solo se pueden representar 8 valores distintos de f(z,) .

Arf( 1) C(’)digonf(tk)
111

110
101 o
—>»| cuantizacién | 100 S R e T § Plena
011 oy escala
010 |~

001 - }Ml’nima
000 > escala

o t; b 13 tyts... Kk

~
=~

to t;7 1 13 1y1s...

Fig. 2.2. Proceso de cuantizacién y codificacion para n=3 bits.

Después de la cuantizacidn se asigna un cddigo binario a cada valor representable de la
sefial f(¢,), con esto se discretiza la escala vertical, obteniéndose una sefal discreta en

ambas escalas (vertical y horizontal).

Denotaremos los instantes de muestreo como f¢,,1,1t,,1%,.. 0 bien, como ¢, con
k =0,1,2,3,... de manera que la version muestreada de f(¢) consiste en la secuencia, lista

o conjunto de valores f(t,)={f(,), f (), f(t,),...}.

Muestreo uniforme o periodico.- Es el que se considerara en este curso y corresponde al
caso en que los instantes de muestreo son equidistantes, es decir, son multiplos de un
intervalo de tiempo constante /. A esta constante 4 se le llama periodo de muestreo.

t,=k-h

En este caso la secuencia f(t,) se convierte en

@) ={£0), f(h), f2h), f(3h),...}

Tasa y Frecuencia de muestreo.- La tasa de muestreo (en muestras/seg) se denota por f,
y se define como el inverso del periodo de muestreo, es decir

1
1 :Z (muestras/seg)
Y la frecuencia de muestreo(en rad/seg) se denota como @, y se define como

@ =2rf = 277[ (rad/seg)
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2.3.- Introduccion al Teorema Fundamental del Muestreo.

Una pregunta fundamental que se desprende del proceso de muestreo es la siguiente ;Serd
posible recuperar la informacion de la sefial analdgica f(f) a partir de sus muestras f(z,) ?
El teorema fundamental del muestreo responde a esta pregunta. Para ganar alguna nocién
intuitiva respecto a este teorema observemos que entre mds muestras tomemos por unidad
de tiempo (es decir, entre mayor sea la frecuencia de muestreo f,) perderemos menos
informacién de la sefial original, pero la informacion perdida también depende de que tan
rapido cambia dicha sefal original. Para visualizar esta situacion consideremos el muestreo
de dos sefiales muestreadas a la misma frecuencia f,, pero una sefial con variaciones lentas
y otra con variaciones rapidas en la figura 2.3

Fig. 2.3.- Dos sefiales muestreadas a la misma frecuencia fY . a) Seiial con variaciones lentas. b) Sefial con

variaciones rapidas

Como puede intuirse de la figura 2.3, es posible que no se pueda recuperar la sefial original
del inciso (b) a partir de sus muestras.

Un caso que hace evidente lo que ocurre en la figura 2.3(b) es el mostrado en la figura 2.4
en donde se muestrean dos sefiales distintas: f, (1) =1+sin(27t), f,(t)=1. En este caso se

obtienen las mismas muestras f(z,) para las dos sefiales, por lo tanto a partir de las puras
muestras es imposible saber si las muestras provienen de una sefial o de la otra.

fi

f>

1 2 = 4 = [
Fig. 2.4.- Dos sefiales que producen las mismas muestras.
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2.3.1.- El Teorema de Nyquist-Shannon.

El teorema del muestreo de Nyquist-Shannon, también conocido como teorema del
muestreo de Whittaker-Nyquist-Kotelnikov-Shannon, es un teorema fundamental de la
teoria de la informacion, de especial interés en las telecomunicaciones y en el control
digital. Este teorema fue formulado en forma de conjetura por primera vez por Harry
Nyquist en 1928 (Certain topics in telegraph transmission theory), y fue demostrado
formalmente por Claude E. Shannon en 1949 (Communication in the presence of noise). La
siguiente es la version de Shannon:

Una sefial continua f(#) que no contiene frecuencias mayores a @, estd dada de manera

Unica por sus muestras en puntos equidistantes {..., f (=2h), f(=h), £ (0), f (h), f(2h),...} si
W, > 20,

Ademads, la sefal continua f(¢) se puede calcular a partir de sus muestras mediante la
siguiente formula de interpolacion de Shannon.

f@)= i f (kh)Sinc|o,(t—kh) /2] 2.1

k=—oc0

Donde la funcién Sinc se define como

sin x si x#0
Sinc(x)=49 x 2.2)
1 si x=0

Demostracion:
La hipétesis de que f(f) no contiene frecuencias mayores a @),, significa que el espectro

(contenido de frecuencia o Transformada de Fourier) F (@) de la sefial es de Ancho de
Banda Limitada como se muestra en la figura 2.5.

Fio)

ISH 4

Y

!_b |
I b O,
|
, 2
1
1
1

Ancho de banda
Figura 2.5.- Espectro de banda limitada

F(w) es la Transformada de Fourier de f(z), es decir,
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F(®)= j (e ™ dt 2.3)
O bien, f(¢) esla Transformada Inversa de Fourier de F(w)
Fl)=—— j F(w)e’dw (2.4)
27 -,
A partir de F(w) definimos la funcidn auxiliar siguiente
F.(w) =% Y F(o+kw,) (2.5)
k=—oo

Obsérvese que en el caso en que @, >2@),, entonces F, () es simplemente una secuencia
periddica de copias de F (@) como se muestra en la figura 2.6(a).

A
e

By

/—\ /—\ \ /—\ |

| | ' | ' I »
T T I T T T »

et 20, 3o, -0, @ 30, 2w, T

|
2 2

Lm0, 0 o, O,
> ), 5
(a) Caso o, >2w,

A

)
| ] : ! | ] ] H 1 »:
T T T P T T P T T T >

o 3(03 o (K22 0 %% @ 3a)v 20

2
(b) Caso o, <2w,

Figura 2.6.- Espectro de la sefial F, (@) a) Para @, > 2@, . b) Para 0, <2a),
En el caso en que @, <2®,, F,(®) se deforma debido a la contribucién del traslape de
cada copia de F(w+km,)con la copia vecina F(@w+(k+1)@w,) lo cual hace aparecer
frecuencias que no estaban en el espectro original como se observa en la figura 2.6(b).

A continuacién supondremos que ocurre el caso de la figura 2.6(a), es decir, supondremos
que o, >2a@,.

Como F,(w) es periddica de periodo @, se puede expandir en una serie de Fourier, como
sigue

F ()= i Ce " (2.6)

k=—oo
Donde los coeficientes C, estdn dados por
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/2
.= [ F(@e"do 2.7

s —a,/2

Aseguramos que C, = f(kh), para verificarlo, evaluemos f(t) dado por (2.4) en ¢t =kh

1 T jwkh
f ) =—— [, F(w)e™dw

Y como supone€mos que (()‘Y > 2600 entonces
w,/2

fhy=—— j F(w)e'™dw

-@,12

Y como en este intervalo F (@) = hF,(w), entonces

w /2
fum === [ F(@e™do

~@,/2

27
Y como @, = 7, obtenemos

/2
Fliy =~ [ F(@e*dm=c,

s —a,/2

Por lo tanto:
® Conociendo C, = f(kh) podemos calcular de manera unica F, (@) , usando (2.6),
e Conociendo F,(w) podemos calcular de manera unicaF(®) (truncando entre
. .

IR

e vy conociendo F(w) podemos calcular de manera tnica f(¢#) usando (2.4)

Con lo cual queda demostrado el teorema.

Q

A continuacién demostraremos que la manera de reconstruir la sefial original a partir de sus
muestras se logra mediante la férmula de interpolacién (2.1)

Partiendo de (2.4), tenemos que

1% . 1 .
H=— | F(we'"dow = — F(we'"dw
f(0 27£_J; (w)e 2%_1,2 (w)e

Y si @, > 2@, lo anterior se puede expresar en términos de F, (@) como
w /2
— jor
fo=— | Fl@e"do

~@,/2
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Sustituyendo la serie de Fourier para F, (@) (2.6) obtenemos

w2 oo
f(t):zi [ (ZCke‘-”‘h“’je-’“”da)
T

—, /2 \k=—eo

Introduciendo el exponencial a la sumatoria
/2

:_ j > flkhye™ ™ dw

—, /2 k=—e0

Usando la linealidad de la integral

w W12

=—Z j f(kh)e’™ " de

T k= _ ~w,/2

Sacando el factor que no depende de la variable de integraciéon @
/2

:_Z £ (kh) j JOUK0 g gy

== -w,2
Integrando para ¢ # kh
/2
:i z —eiw(t—kh)
2z Jj(t—kh) o
h & QORI _ = o (1K)
Tor L Z (t—kh)

Usando la formula de Euler

_h 2sin|@, (1 —kh) /2]
- k_z_wf() (t—kh)

2r
Reacomodando las constantes y recordando que @, = >

s sin[@, (t—kh) /2]
=2, S w (1 —kh) /2

k=—co

Que es la formula de interpolacion (2.1) buscada para ¢ # kh. El caso ¢ =kh sélo implica

cambiar el valor de la integral por @, .

Observaciones sobre el Teorema del Muestreo:

N

1. A la frecuencia @, =

en rad/seg se le denomina Frecuencia de Nyquist y define la

méxima frecuencia contenida en la sefial original que puede ser reconstruida tras el
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muestreo. (no confundir con la Tasa de muestreo de Nyquist en muestras/seg, la cual se
define como F, =2F; y define la mdxima tasa de muestreo para la cual no es posible

reconstruir la sefial)

La ecuacién (2.1) define la reconstruccién de sefiales cuya Transformada de Fourier es
nula para frecuencias mayores a @,

La férmula (2.1) es no causal, ya que para calcular el valor de la sefial original en un
instante dado ¢ requiere las muestras f(kh) las cuales ain no han ocurrido para kh >t

(si t es el instante presente, kh es futuro si kh>t)

La féormula (2.1) es una suma ponderada de las muestras f(kh). La funcién de
ponderacion es

@(t) = sinc(w,t/2) (2.8)
Por lo tanto la férmula (2.1) se puede reescribir como
@)=Y fkh)g(t—kh) (2.9)
k=—oo

Es importante tener bien presente la forma que tiene la grafica de la funcién ¢(¢), ya que es

una funcién que aparece cominmente en el campo del procesamiento digital de sefales.
Dicha gréfica se muestra en la figura 2.7.

o
\V)
I
|
|
|
|
WE--r-" N " T~ "7~ ~"7- -7~

=y

.
sl
=

.

[(c N
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Sp--r--
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.

(&)

=y

\]

=
.
ol
L
N
=y

(o)

=y
aL__
=y

N
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©

=

)
2l
=y
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Figura 2.7.- Grafica de la funcién @(t) = Sinc(w,t/?2)

De la figura 2.7 se puede observar que la amplitud de la funcién de ponderacién ¢@(¢) es

menor del 10% para ¢ >3h y menor del 5% para t > 6h , por lo tanto si nos esperamos 3 o 6
periodos de muestreo podemos obtener mds muestras para evaluar la formula disminuyendo
el error de reconstrucciéon aproximadamente en un 10% y 5% respectivamente. Esta
estrategia implica agregar retardos a la reconstruccion, lo cual no es deseable en sistemas
de control en tiempo real, pero es perfectamente manejable en la reconstruccién de sefiales
en tiempo diferido (sefiales almacenadas para su proceso posterior).
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5. La férmula (2.1) garantiza una reconstruccion perfecta cuando se cumple la condicién
del teorema del muestreo, es decir, cuando @, < 7‘ , pero el cdlculo de la férmula (2.1)

requiere considerar todas las muestras presentes, pasadas y futuras de la sefal, es decir,
requiere f(kh) para k desde —oo hasta +oo, lo cual en general no es posible. En la

practica, la sumatoria infinita se trunca a valores finitos pero muy grandes de k,
obteniéndose una reconstruccion aproximada.

6. Por la razén del punto anterior, si se requiere una mejor reconstruccion en la prictica se

N

debe exagerar la condicion del teorema @), < siendo una recomendacion empirica

,
W)y << —.
2

Tarea No. 1

1.- Graficar cuatro ciclos de la sefal analégica f(¢)=sin(200x¢t)+0.3cos(4007¢) junto con sus

muestras (ver figura 2.3). Calcular el periodo de muestreo adecuado & para tener:
a) 1 muestra cada ciclo b) 2 muestras cada ciclo ¢) 10 muestras cada ciclo

2.- Para la sefal anterior calcula la frecuencia @), a que hace referencia el Teorema del muestreo y

para cada inciso anterior calcula @, y verifica si se cumplen o no las condiciones del Teorema.

3.- Obtener la sefal reconstruida usando la férmula de interpolacién de Shannon (2.1). Graficar la
sefial original junto con sus muestras y junto con la sefial reconstruida para cada inciso y explicar si
se obtienen los resultados esperados y si no es asi explicar por qué.

2.4.- La Inversion del Muestreo (Reconstruccion de Senales).

Al proceso inverso del muestreo se le denomina reconstruccién de sefiales, es decir, la
reconstruccion de sefales consiste en la obtencion de la sefial continua f(¢) a partir de la

secuencia de muestras {..., f (=2h), f(=h), f(0), f(h), f(2h),...}

2.4.1.- El Reconstructor de Shannon.

La féormula de interpolacion de Shannon (2.1) es el mejor método de reconstruccion en el
sentido de que logra una reconstruccién perfecta cuando se cumplen las condiciones del
teorema del muestreo y se aplica en la forma ideal en que estd expresada.

Sin embargo, como ya se dijo antes, la mayor desventaja de este reconstructor es que se
trata de una férmula no causal y por lo tanto no se recomienda su uso para sistemas de
control en tiempo real.
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Por esta razén es conveniente disponer de métodos menos exactos pero causales como los
que se describen a continuacion

En la figura 2.8a se muestra una reconstruccion perfecta de una sefal utilizando la férmula
de interpolacién de Shannon. Al disminuir la frecuencia de muestreo comienzan a aparecer
algunos errores en la reconstruccion como se observa en la figura 2.8b.

1

1 ;

—— f(t) original

,9” TN'\ e — f(t) original
—e f(kh) / = —e f(kh)
05 s=x=s f(t) reconstruidal| 0.5 : =xx=+ f(t) reconstruida’
0 0

s

N Nt

15 -1.5
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5

(@) (b)
Fig. 2.8.- Reconstruccién con la férmula de Shannon a) Caso @, > 26()0 .b)Caso @, < 2(1)0 .

2.4.2.- El Retenedor de Orden Cero (Zoh).

Este es el reconstructor més utilizado por su sencillez y consiste simplemente en congelar el
valor de la muestra presente hasta que se tiene la siguiente muestra, es decir,
f(@t)= f(kh) para kh<t<(k+1)h (2.10)

Por lo tanto, la sefial reconstruida toma una forma escalonada como se puede ver en la

figura 2.9 en la cual se muestra la reconstruccién de la misma sefial que en las figuras 2.8.
1 ‘

— f{(t) original
—=e muestras f(kh)
0.5 — f(t) reconstruida ||
0
-0.5
-1
15 0.5 1 15 2

Fig. 2.9.- Reconstruccién con el retenedor de orden cero.
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El retenedor de orden cero no solamente se utiliza para reconstruir sefiales. Es utilizado
también para “retener” el valor de las muestras a la entrada de los convertidores analdgico a
digital mientras se realiza la conversion. En este caso el bloque de muestreo y retencion van
juntos como se muestra en la figura 2.10

switch analégico
— X ;

! —_

~

Muestreador Retenedor de orden cero

Fig. 2.10 Primera etapa de un convertidor A/D

2.4.3.- El Retenedor de Orden Uno (Foh).

Este retenedor une la muestra actual con la muestra siguiente mediante una linea recta cuya
pendiente es igual a la linea que une la muestra pasada con la presente, es decir,

f (@)= f(kh)+

f(kh)‘f;[(k_l)h] (t—kh) para kh <t <(k+Dh (2.11)

En la figura 2.11 se muestra la reconstruccion de la misma sefial de la figura 2.9 mediante
el retenedor de orden uno.

1 — f(t) original
}\ —e f(kh)
= f(t) reconstruida
0.5
0
-0.5
_1 \ (
13 0.5 1 15 2

Fig. 2.11.- Reconstruccién con el retenedor de orden uno.
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2.4.4.- El Retenedor Poligonal

Los picos de error generados por el retenedor de orden uno se deben a que es un
“extrapolador”, ya que predice el comportamiento rectilineo entre una muestra y la
siguiente basado en la recta que une la muestra actual con la anterior. Si en lugar de esta
idea usamos un interpolador que una la muestra actual con la siguiente mediante una recta
obtenemos el retenedor poligonal siguiente

f (@)= f(kh)+

Sl +1)Z] ~ /1K) (t—kh) para kh<t<(k+1)h (2.12)

En la figura 2.12 se muestra una reconstruccion tipica utilizando este retenedor poligonal.

1 \

— f(t) original
—e f(kh)
0.5 — () reconstruida T|
0
0.5
1
15
0 0.5 1 1.5 2

Fig. 2.12 Reconstruccién con el retenedor poligonal.

Obsérvese que la ecuacion (2.12) es no-causal, por lo tanto este retenedor tampoco puede
implementarse en tiempo real.

2.5.- Confusion de Frecuencia o Aliasing.

Cuando se muestrean sefales periddicas es posible que aparezcan frecuencias lentas en la
sefial muestreada que no estaban presentes en la sefial original.

Para explicar este fendmeno repasaremos qué es una sefial periddica y estudiaremos el caso
mas sencillo en el que la sefial periddica contiene una sola frecuencia (sefial sinusoidal
pura).

4+ Una sefial analGgica f(¢) se dice periddica cuando existe una constante positiva T tal

que
f)=ft+nT) conn=0,£1,£2,... (2.13)

Autor: José Juan Rincén Pasaye. UMSNH-FIE 24



Introduccion al Control Digital Capitulo 2. Modelado del Proceso de Muestreo

A la constante 7 mds pequefia que cumple lo anterior se le llama el periodo
fundamental de f(t).

Por ejemplo, la sefales sinusoidales f(¢)=sin(f) y g(¢)=cos(t) son periddicas y su
periodo fundamental es T =27 radianes, ya que
sin(t) =sin(t +2nx) con n=0,£1,+2,... (2.14)
cos(t)=cos(t+2nxr) conn=0,£1,£2,... (2.15)

Ejemplo:
La sinusoide de frecuencia @ (rad/seg) dada por f(¢)=sin(ax) es periddica puesto que de

acuerdo a (2.14)
f(t)=sin(ax) =sin(wxt +2nx) con n=0,£1,£2,...
Es decir,

f(t)=sin(a)(t+2—7[n)) =f(t+2—7[n) conn=0,£L£2,..
(0 @

. 2
Por lo tanto su periodo fundamental es 7' = il

()
En forma similar para el caso de sefiales discretas:

4+ Una sefial de tiempo discreto f(kh) se dice periddica cuando existe un entero positivo
N tal que
f(kh)= f(kh+nNh) con n=0,t1,£2,... (2.16)
A la constante N mds pequefia que cumple lo anterior se le llama el periodo
Jundamental de f(kh) .

Ahora consideramos el muestreo de una sefial analdgica sinusoidal f(¢) =sin(2zft), el
cual consiste en convertir la sefial f(¢) a sus muestras f(kh), es decir,

f (kh) =sin(27x fkh)

(Seguiré siendo periddica la sefal después del muestreo?

2.5.1.- Tres propiedades fundamentales de las sefiales sinusoidales muestreadas.

& Para que una senal de tiempo discreto f(kh) sea periddica debe existir un entero

N #0 tal que
f(kh)= f((k+ N)h) para todo entero k 2.17)

Es decir, para el caso de la sefal sinusoidal debe existir un entero N tal que

sin(27 fkh) = sin(27 f (k + N)h) =sin(27 fkh + 27 fNh)
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Comparando con (2.14) obtenemos que fNh=11,1£2,... es decir, fNh debe ser un entero,
lo cual es imposible cuando fh es un niimero irracional.

““" Propiedad 1.- La sefial sinusoidal muestreada sin(27fkh) no necesariamente es
periddica.

Ejemplo: ;En cudl de los siguientes casos la sefial sinusoidal muestreada sin(27 fkh) es
periddica? (considerar h=1)
a) Para f=0.1 b) Para f =1.12 c)Para f=x d) Para f =2

Solucién: solamente en los incisos (a) y (b) se cumple que fh es racional por lo tanto solo
en esos caso la sinusoide es periddica.

“F” Propiedad 2.- Las sinusoides muestreadas cuyas frecuencias estin separadas un
multiplo de @, (o bien un multiplo de f,) son idénticas.

En efecto, sin((@, + nw, )kh) = sin(27( f, + nf,)kh)
=sin(27 f,kh +27nf kh) = sin(27 f kh +27nk)
=sin(27 f,kh) = sin(@,kh)

En otras palabras, las sinusoides de frecuencias @,, @, +nw,, con n=0,%£1,%2,... (o bien,
fos fo+nf,, conn=0,£1,£2,...) dan exactamente el mismo resultado después del
muestreo.

Por esta razon se dice que las frecuencias
@, + no, (2.18)

son ALIAS de la frecuencia @, o bien, las frecuencias

Jo+1f, (2.19)
son un ALIAS de la frecuencia f;,.

““" Propiedad 3.- La méxima frecuencia posible de una sinusoide muestreada es
w /2=w, (obien f /2).

Esto es consecuencia de la propiedad anterior, ya que cualquier frecuencia @ mayor que
w, /2 se puede escribir como @= @, +n®, para algin entero n donde @, puede ser

positiva o negativa, pero esta en el rango |a)0| <@, /2. Verlafigura2.13
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Dy

]
[
@, %) 30, 0 g 3w

w=-0),+20,

Fig. 2.13. Expresando una frecuencia @ como @ = @) + na,

R Es decir, cualquier frecuencia @ mayor que @, /2 es el alias de una frecuencia @, en
elrango —o, /2<@,<w, /2.

En otras palabras, las dnicas sinusoides muestreadas posibles tienen frecuencias en el
intervalo fundamental siguiente

D < opien, Lc < (2.20)
2 2 2 2

Ejemplo. Sea la frecuencia @=175 rad/seg, con @, =100 rad/seg, como @ no cumple con

(2.20), debe ser el alias de otra frecuencia que si lo cumpla, esa frecuencia se debe escribir
como (2.18), es decir, w=a, +nw,, en este caso significa que 175= @, +n(100) para

algin valorde n=0,%1,%2,..., en este caso, con n =2, se obtiene @, =—25rad/seg.

2.5.2.- Frecuencia normalizada de sinusoides muestreadas.

Cuando se muestrea la sinusoide f(#)=sin(ar)=sin(27 ft) se obtiene la sinusoide
muestreada f(kh) = sin(@kh) = sin(27x fkh) la cual se puede reescribir como

£ (k) =sin(@k) = sin27 fk) 2.21)

~ (1) ~ . . ~
Donde a):a)th y f= fh:% son las frecuencias normalizadas de la sefal

muestreada (y sus unidades son radianes/muestra y ciclos/muestra respectivamente).

Obsérvese que los intervalos fundamentales dados por (2.20) en el caso de frecuencias
normalizadas se convierten en
A . | |
—T<W<7 o bien, _E<f<§ (2.22)

Ejemplo: Si las siguientes sinusoides continuas se muestrean usando una frecuencia de
muestreo de F, =1Kmuestra/ seg :

f,() =cos(4507t), f, () =cos(14007t), f5(t) =co0s(95207¢) .
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a) ¢(En que sefiales se convierten?

b) (Cual es la frecuencia en Hertz de las sefiales analdgicas?

¢) Calcular la frecuencia en el intervalo fundamental de las sefales muestreadas.
d) ¢(En qué casos se obtiene un alias de la frecuencia original?

Solucién:
a) Al muestrear lo Gnico que se cambia es ¢ por kh, se obtienen las sefales muestreadas
siguientes: f,(kh) =cos(450xkh), f,(kh)=cos(1400zkh), f,(kh)=cos(9520xkh).

b) Como f,(¢) =cos(450xt) = cos(272(225)t) su frecuencia es de 225 Hz
Como f,(t) =cos(14007zt) = cos(272(700)¢) su frecuencia es de 700 Hz
Como f,(t) = cos(95207t) = cos(27(4625)t) su frecuencia es de 4625 Hz

¢) Normalizando las frecuencias con F,. =1000muest / seg , es decir,
h=0.001 seg / muestra se obtiene
f,(k)=cos(0.457k), f,(k)=cos(l.47k), f5(k)=cos(9.527k) .

Calculando de qué frecuencia (en el intervalo fundamental) son alias:

f, (k) =cos(0.457k)=cos(27(0.225)k) . En este caso f =0.225 ciclos/muestra esta en el
intervalo fundamental y no es un alias.

f, (k) =cos(l.4xk)=cos(27(0.7)k) =cos(27x(1-0.3)k)=cos(27(-0.3)k) por lo tanto, en
este caso f =—0.3ciclos/muestra. Es decir, 0.7 es un alias de -0.3.
f3(k) =cos(9.527k) =cos(27(4.76)k) =cos(27(5—0.24)k) =cos(27(-0.24)k) por lo

tanto, en este caso f = —0.24 ciclos/muestra. Es decir, -0.24 es un alias de 4.76

d) Convertimos a frecuencia en Hertz multiplicando por F, =1000muest / seg :
(0.225ciclos/muestra)*(1000muestras/seg) = 225 Hertz (no es alias)
(-0.3ciclos/muestra)*(1000muestras/seg) = -300 Hertz (alias)

(-0.24ciclos /muestra)*(1000muestras/seg) =-240 Hertz (alias)

&~ Como era de esperarse, s6lo en el segundo y tercer caso se obtuvieron alias, ya que solo
en esos casos se viola la hipétesis del teorema fundamental del muestreo.

Tarea No. 2

a) Verificar mediante la graficacién de las sinusoides continuas siguientes f,(f) =cos(27F¢t),

f,()=cos(2xF,t)donde F,=1/8 Hz y F,=-7/8 Hz junto con sus muestras a razén de F, =1

muestra/seg. (ver figura 2.14) que ambas sinusoides producen las mismas muestras (y por lo tanto
una es el alias de la otra).

b) (Cual es la frecuencia de la sinusoide discreta obtenida?
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1.5 T
Fi=1/8 Hz Fo=-7/8 Hz

sIRAATIRY

15 i E
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fig. 2.14. Solucién del inciso (a) de la Tarea No. 2

Ejercicios:

1.- (A qué frecuencia se deberd muestrear la sefial f,(#) =sin(27t) para que sea un alias de
f, (@) =sin(0.47xt) ? Verificarlo graficando las dos sefilaes junto con sus muestras a la
frecuencia de muestreo calculada.

. 3, .
2.- La sefial modulada f(¢) =sin(4@,r)cos(2@,t) es muestreada con f, =—. Determina
T

las frecuencias (en Hertz) que estardn contenidas en la sefial muestreada.

2.5.3.- Prefiltrado Antialiasing

Una manera de asegurar que las componentes de alta frecuencia de la sefial a muestrear no
generen alias al muestrearse es evitando que contenga frecuencias mayores a @, =@, /2,

esto se puede lograr mediante un filtro analégico pasa bajas previo a la etapa de muestreo
(ver figura 2.15) cuya frecuencia de corte sea @), <@, <®, donde @, es la mixima

frecuencia que nos interesa conservar de la sefial original.

f(t) Filtro Etapa de muestreo
— . e — del convertidor |-~~~
antialiasing AD f(k) libre

de alias

Fig. 2.15. Prefiltrado analégico anialiasing.

Un filtro pasa bajas de segundo orden con frecuencia de corte @, que puede ser utilizado

con este fin se muestra en la figura 2.16. La funcién de transferencia de este filtro es la
siguiente
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a)2

H(s)= £

ss+2los+a’

Si se elige ¢ = 1/~/2 se tiene una respuesta de frecuencia maximamente plana en la banda

de paso.
] AA%
vi(t) C
AN AN -

= - [ Vo(D)

€L

Fig. 2.16. Filtro pasabajas de segundo orden.

Los capacitores del filtro mostrado en la figura 2.16 se deben elegir como C, =%C y
C, :%C para un valor de capacitancia C dado. El diagrama de Bode de Magnitud

correspondiente a este filtro se muestra en la figura 2.17.

Diagrama de Bode (Magnitud)

o

Magnitud (dB)
> AN
o o o

fo°)
o

(O Frecuencia (rad/seg)

Fig. 2.17. Respuesta de frecuencia de la magnitud de ganancia del filtro pasabajas de segundo orden.
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Capitulo 3. Modelado de Sistemas de Control Digital

Capitulo 3

Modelado de Sistemas de Control Digital

3.1.- Modelado desde el punto de vista de la computadora.

Si nos ubicamos en el lugar del algoritmo discreto que se ejecuta en la computadora en el
diagrama basico de un lazo de control digital directo (ver figura 3.1) podemos observar que
desde este punto de vista, el proceso a controlar se comporta como un sistema cuya entrada
manipulable es la sefial discreta u(k) y cuya respuesta es la sefal discreta y(k)

] 1 y(k) Algoritmo i E u(®) | proceso y(®
discreto | /" T | Continuo >
______ 1 |
1
Computadora

Fig. 3.1. Algoritmo discreto controlando un proceso continuo

Es decir, desde el punto de vista de la computadora, el proceso se comporta como se

muestra en la figura 3.2

Computadora

y(K) [ Algoritmo
discreto

—

uk): u@®| Proceso [y(t)! 1y
g Continuo  A/D ™=

Figura 3.2. Punto de vista de la computadora

O sea que la computadora ve al proceso continuo como si fuera otro sistema que procesa
entradas discretas y produce salidas discretas y por lo tanto debiera admitir un modelo

discreto.

3.2.- Obtencion de modelos discretos a partir de modelos continuos.

En esta seccién se aborda el problema de obtener una representacion discreta adecuada a
partir del modelo continuo lineal con coeficientes constantes de un proceso dado.
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El problema de la obtencion de un modelo discreto para un sistema continuo siempre
implica introducir algunas suposiciones sobre lo que ocurre entre un instante de muestreo y
el siguiente (informaciéon que no se tiene) por lo cual ningin modelo discreto puede
representar de manera exacta todo lo que ocurre en un sistema continuo. Para aclarar este
punto partiremos de un caso particular sencillo y a partir de este caso obtendremos algunas
generalizaciones.

3.2.1. Modelo discreto invariante al escaléon para un sistema continuo de primer
orden.

Supondremos que el proceso continuo es un Sistema Lineal Invariante en el Tiempo (SLIT)
de primer orden cuya entrada es u(t) y cuya salida es y(¢), entonces su modelo estd dado

por la siguiente funcién de transferencia

Y(s) b
U(s) s+a
Donde Y(s), U(s) denotan la Transformada de Laplace de la salida y la entrada

G,(s)= 3.1)

respectivamente y donde a y b son nimeros reales constantes.

En el caso en que a es positiva, su inico polo p =—a es negativo y el sistema es estable,

resulta conveniente escribir el modelo como sigue

K
-t 2
G, (s) Ts+1 .2

Donde K =b/a esla ganancia del sistemay T =1/a es la constante de tiempo del sistema
La ecuacion diferencial correspondiente al modelo (3.1) es la siguiente

y(0)+ay(t) =bu(t) (3.3)
Donde y(¢) denota la derivada de la salida respecto al tiempo.

Para obtener un modelo discreto de (3.3) consideremos que las sefiales son muestreadas con
un periodo de muestreo & y obtengamos una expresion de y((k+1)h) en funcion de y(kh)
como se ilustra en la figura 3.3. Esto equivale a resolver la ecuacion diferencial (3.3) con la
condicion inicial

y(t,) = y(kh) para t,=kh 3.4)
La ecuacion (3.3) es una ecuacion diferencial lineal de primer orden y su solucién general

es muy conocida, estd dada por

Y1) =e " y(r,) + j e Ohu(r)dr (3.5)

fy

Autor: José Juan Rincén Pasaye. UMSNH-FIE 32



Introduccion al Control Digital Capitulo 3. Modelado de Sistemas de Control Digital

La solucién (3.5) nos dice cuanto vale y(¢) en cualquier instante si se conoce la condicién
inicial y(z,)
4 12

: : t
kh (k+Dh (k+2)h g

Fig. 3.3.Evolucién de la salida entre instantes de muestreo consecutivos.

Sustituyendo en (3.5) la condicién inicial (3.4) calcularemos el valor de la salida en el
instante ¢ = (k +1)h como sigue
(k+D)h
y((k+1)h) = e " y(kh)+ j e WD by (rYd T (3.6)
kh
La integral de la ecuacién (3.6) no se puede resolver porque no se sabe como evoluciona la
entrada u(#) entre instantes de muestreo, a menos que supongamos algo sobre su

comportamiento.

& Suposicién: Se supondrd que la entrada u(r) no varia entre instantes de muestreo. Esto
podria ocurrir en la realidad de varias maneras, particularmente en los siguientes dos
casos:

1) Silaentrada u(¢) es una sefial escalon.
2) Si u(t) se reconstruye a partir de sus muestras u(kh) mediante un retenedor de
orden cero.

““"El modelo discreto que obtendremos es exacto en cada instante de muestreo si se
cumple la suposicién anterior, debido a esto, a este modelo se le llama modelo discreto
invariante al escalon o equivalente discreto con retenedor de orden cero.

Bajo la suposicion anterior la ecuacién (3.6) se transforma en
(k+1)h

y((k +Dh) = e y(kh) + bu(kh) j e WD gz (3.7)
kh

Resolviendo la integral
(k+1)h

y((k + 1)]/1) = e—ahy(kh) + 2 u(kh)e—(t(kh+h—1)
a

kh

Evaluando en los limites de la integral, obtenemos

y((k+1Dh) = e " y(kh) +2(1—e‘“h)u(kh) (3.8)
a
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Es decir, hemos obtenido el modelo discreto dado por la ecuacion de diferencias lineal de
primer orden

y(kh+ h) = aty(kh)+ Bu(kh) (3.9)
Donde
a=e, ,Bzé(l—e"‘h) (3.10)
a

o bien, en términos del polo del sistema p =—a

a=e", ﬂ:—ﬁ(l—e”’) (3.11)
p

Ejemplo: Obtener el modelo discreto invariante al escalén para el sistema continuo dado
por la siguiente funcién de transferencia. Considerar un periodo de muestreo 4 =1

1
G (s5)=—
o) s+1
Solucién:
En este caso a =b=1. Sustituyendo en (3.10), obtenemos
a=e, ﬁ=(1—e_l)

Por lo tanto el modelo discreto queda
y((k+1)h) = e y(kh)+ (1—e " u(kh)
Es decir, aproximadamente
y((k+1)h)=0.3679y(kh)+0.6321u(kh)

La simulacién de este caso de sistema continuo y su equivalente discreto se mostraron en el
capitulo 1. En la figura 3.4 se muestran nuevamente las respuestas de ambos sistemas a un
escalon unitario. En esta ocasién se enciman las graficas para que se observe la perfecta
coincidencia de ambos modelos en los instantes de muestreo.

Respuesta al escaldn unitario

faal escal
/(

14

1

0.8 v
0.6 1
o/
0.2 /

0

t
0 1 2 3 4 5 6 7
Fig. 3.4. Respuesta al escal6n unitario del sistema de primer orden continuo y su equivalente discreto.

3.2.2.- El operador corrimiento.
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Antes de abordar el problema de la obtencién de modelos discretos para sistemas mas
generales introduzcamos una notacién que ayudard a simplificar la representacién de los
sistemas discretos.

4 Se define el operador corrimiento o adelanto unitario que se denotard como ¢ de
manera que para cualquier sefial discreta x(kh)
gx(kh) = x(kh+ h) (3.12)

+ En forma similar se define el operador retardo unitario o corrimiento hacia atras
denotado ¢~ de manera que
qx(kh) = x(kh—h) (3.13)

Ambos operadores se pueden aplicar de manera repetida, por ejemplo
q*x(kh) = q(gx(kh)) = gx(kh + h) = x(kh+2h)

En forma similar ¢’x(kh) = x((k +3)h), o bien, g~ x(kh) = x((k —3)h), etc.

3.2.3.- Diagramas de simulacion.

Una de las ventajas del operador retardo es que este puede implementarse fisicamente o
simularse en una computadora. Algunos simuladores como Simulink® permiten definir
una simulacién mediante diagramas de bloques. Asi por ejemplo, basdndonos en el bloque
basico de retardo unitario mostrado en la figura 3.5 podemos construir diagramas de
simulacidn de sistemas discretos.

X[kh) q_l X(kh-h)

Fig. 3.5.- Bloque del operador retardo unitario

Ejemplo:
El diagrama de simulacién para el sistema de primer orden dado por la ecuacién (3.9)
y(kh+h) = ay(kh) + Pu(kh) se puede obtener observando lo siguiente:

1) Sila salida de un bloque de retardo es y(kh), la entrada debe ser y((k +1)h)

2) Entonces esta entrada puede obtenerse de la ecuacion original (3.9)
Aplicando esta idea se obtiene el diagrama de la figura 3.6.

u(kh) x((k+1)h) 4| xxn)
._.. :

o

Fig. 3.6. Diagrama de simulacion del sistema discreto de primer orden.
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En Simulink®© sélo hay algunas diferencias: la apariencia de algunos bloques, la manera en
que se define el periodo de muestreo, la manera en que se definen entradas y salidas y
especialmente que en lugar del simbolo q' se usa el simbolo 1/z. En la figura 3.6 se
muestra el diagrama correspondiente en Simulink© asi como el resultado de la simulacion.

rﬁJ Sistema_discreto_primerorden - [= =] = [ : _.

File Edit' VYiew Simulation Format Tools Help

DIEHE 28| 4|0 oy om E

1 ; . ;
r»%_ A e A . B - S— 1—
z : ;

slpha 0

F[100% i [  |FixedStepDiscrete

Fig. 3.6. Simulacién del sistema de primer orden discreto en Simulink®©.

P | | Time offzet:

A continuacion se presentardn enfoques alternativos aproximados pero mas sencillos para
la obtencidn de modelos discretos de sistemas continuos.

3.2.4.- Aproximacion de la derivada por diferencias finitas.

Una manera cldsica de aproximar la derivada de una funcién y(¢) conociendo dos puntos

de dicha funcién es mediante la pendiente de la recta que une dichos puntos como se
muestra en la figura 3.7 y se puede expresar como

s DO Ay y+An =y

(3.14)
dt At At
A . ,/
RIS S e
_ ,(:'l;e’ndiente Ay
/.- ___@proximada i |
At
o : t
kh (k+1)h ©

Fig. 3.7. Aproximacion de la derivada.

Asi, si deseamos aproximar la derivada (pendiente de la recta tangente) en t=kh, con
At = h, sustituyendo en (3.14) se obtiene
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ey = 2 }2_ y(kh) (3.15)
A la ecuacién anterior se le denomina aproximacion por diferencias hacia delante. En

términos del operador ¢ la aproximacion (3.15) queda como sigue

$(kh) = ‘]7_1 V(kh) (3.16)

En forma similar podemos obtener la aproximacion por diferencias hacia atrds siguiente

(ki = 2 i("h‘h) (3.17)

Que en términos del operador ¢ esta otra aproximacion queda como sigue

-1

$(kh) = 1—: V(kh) (3.18)

Ejemplo:
Aplicando las dos aproximaciones al sistema continuo de primer orden y(¢)+ay(t) =bu(t):

Por diferencias hacia delante
y(kh+h)— y(kh)+ ahy(kh) = bhu(kh)
reagrupando,
y(kh+ h)+ (ah—1)y(kh) = bhu(kh)
Por diferencias hacia atras
y(kh) — y(kh —h) + ahy(kh) = bhu(kh)
reagrupando,
(1+ ah) y(kh) — y(kh — h) = bhu(kh)
Como puede verse, las dos aproximaciones obtenidas son diferentes. En la figura 3.8 se
muestran las respuestas al escaléon de ambas aproximaciones comparadas con la respuesta
del sistema continuo, para h=0.1 y para a=b=1.

Respuesta al escalon unitario
T T

‘ |
1 I S—
1
== QOriginal
- —difs adelante
- 08 = difs atras
2 |
S Ve
IS 4
<06’ Vidi 1
"'
)l
Na
04 P 2
A
A
o.2dﬂ
OM | | | | |
0 1 2 3 tiompo 4 5 6

Fig. 3.8.- Respuesta al escal6n unitario de ambas aproximaciones y el sistema continuo original.
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Puede observarse en la figura 3.8 ninguna de las dos aproximaciones coinciden con el
sistema original en los instantes de muestreo como ocurrid con la aproximacion invariante
al escalon (ver figura 3.4).

3.2.5.- Aproximacion de la integral (Regla trapezoidal o de Tustin).

Si escribimos las ecuaciones diferenciales que definen al sistema continuo utilizando
integrales en lugar de derivadas podemos obtener otras aproximaciones al considerar el area
bajo la curva definida por la integral entre dos instantes de muestreo como se muestra en la
figura 3.9.

1‘ x(t) drea exacta x(kh+h)
I(kh) = j:h x(t)dt

4 Area
trapezoidal

Ay Al a aproximada
& Pl “ra 5
»

0 kh (k+1)h

<«~— h —

Fig. 3.9.- Aproximacién mediante un trapecio del drea entre los instantes kh y kh+h.

Si escribimos el drea bajo la curva de la sefial x(¢#) desde O hasta ¢ como una funcién del
tiempo tenemos

1(t) = jo x(7)drt (3.19)
Por lo tanto el area hasta el instante ki sera
I(kh) = j:h x(t)dt (3.20)
Y hasta el instante kh+h
I(kh+h) = jo””h x(t)dt (3.21)

Y observando la figura, la diferencia entre estas dos dreas es el area entre los instantes kh y
kh+ h , la cual se puede aproximar por el area del trapecio, por lo tanto

I(kh+h)—1(kh) = (3.22)

x(kh+ h)+ x(kh) h
2

O bien,

x(kh+ h) + x(kh) b (3.23)

I(kh+h) = I(kh)+

Lo cual se puede escribir en términos del operador ¢ como sigue
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(g—1)I(kh) = qT-l-l hx(kh) (3.24)
O bien,
h (q +1j
I(kh) = —| —— |x(kh) (3.25)
2\ g—1

A esta aproximacion se le llama regla trapezoidal o aproximacion de Tustin.

Ejemplo:
Para el sistema de primer orden y(¢)+ay(t)=bu(t) podemos aplicar esta aproximacion
reescribiendo el sistema en términos de una integral como sigue

y(1) = jo [—ay(t) +bu()]dt

Por lo tanto

y(kh+h) = y(kh)+ " [~ay(t) + bu(n)] dr

Usando (3.23) con x(t) =—ay(t)+ bu(t) obtenemos
[—ay(kh+ h) +bu(kh+ h)]+[—ay(kh)+ bu(kh)] h
2

y(kh+h) = y(kh)+

Simplificando obtenemos
2y(kh+ h) = 2y(kh) — ahy(kh+ h) + bhu(kh + h) — ahy(kh) + bhu(kh)
Despejando
(2+ah)y(kh+ h)+ (ah—2)y(kh) = bhu(kh + h) + bhu(kh)

En la figura 3.9 se muestra la respuesta al escalén unitario del sistema continuo original
comparado con la respuesta del sistema discreto aproximado mediante regla trapezoidal y
mediante diferencias hacia adelante y hacia atrds, para h=0.5 y para a=b=1. Se puede
observar que la regla trapezoidal produce una respuesta que queda entre las dos respuestas
obtenidas mediante las aproximaciones por diferencias hacia adelante y hacia atrés.

T T T T T ‘
1 Bl NN = EET
| e -
= — Continuo original
08 r_-= ——difs adelante
- 2" difs atras |
/ Tustin
0.6 / .
7’_1
0.41 |
/I
0.2 ‘ B
| | | | |
GO 1 2 3 4 5 6

Fig. 3.9. Respuesta al escalén unitario de la aproximacion por trapecios comparada con diferencias hacia atras
y hacia adelante..
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3.2.6.- Modelos discretos de sistemas continuos de orden mayor a uno.

Hasta aqui se han ejemplificado solamente sistemas de primer orden, sin embargo, las
aproximaciones anteriores se pueden aplicar a sistemas de mayor orden con ayuda del
operador ¢, directamente a partir de la funcién de transferencia del sistema continuo,
reemplazando cada multiplicacion por la variable compleja s por una operacién derivada
expresada de manera aproximada en términos de g y reemplazando las variables de entrada

y salida por sus muestras en el instante kh , de esta manera podemos resumir la técnica en
la siguiente tabla

Tabla 3.1. Obtencion de Aproximaciones Discretas

Método de aproximacion Reemplazar Explicacion
-1

Derivada por diferencias hacia adelante | s por qT Ecuacioén (3.16)
_ 1

Derivada por diferencias hacia atrds s por Ecuacion (3.18)

2(g-1
Integral por regla trapezoidal (Tustin) s por Z(q_-l-lj Ecuacion (3.25)
q

Ejemplo:
Obtener la aproximacion discreta por diferencias hacia delante y por la regla trapezoidal
para el siguiente sistema continuo de segundo orden dado por su ecuacién diferencial

Y +a,y(t) +a,y(t) = bu(r)

Solucién:
La funcién de transferencia correspondiente al sistema es
Y(s b
U(s) s +as+a,
Es decir,
[5* +as+a, |Y(s)=bU(s) (3.26)

Usando diferencias hacia adelante

{(QT_IJ ra (‘17_1} ¥ a(,} y(kh) = bu(kh)

Desarrollando el cuadrado

[ (4 —2q+D)+ah(q—1)+a,h® | y(kh) = bl’u(kh)
Es decir,

[cf +(ah—2)g+(1—ah+ aohz)] y(kh) = bh*u(kh)

En el dominio del tiempo discreto obtenemos

y(kh+2h)+(ah—2)y(kh+h)+ (1 —ah+a,h’) y(kh) = bh*u(kh) (3.27)
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Ahora aplicamos la regla trapezoidal a partir de (3.26), obteniendo

2g-1) . 2(g-1 _
qu+l] +alh(q+lj+a0}y(kh) bu(kh)

Multiplicando por el comtin denominador (g+1)> obtenemos
[4(g=1)" +2a/(q=1) (g +D+a,* @+’ | y(kh) = blu(kh)(g +1)°
Desarrollando los productos
[4 (4> —2g+1)+2a,h(g* =) +ah* (q* +2q + 1)] y(kh) = bh*u(kh)(g> +2q +1)
Agrupando en potencias de ¢
[(4 +2ah+a,h’)q +(=8+2a,h*) g+ (4—2a,h+ aohz)] y(kh) = bh*u(kh)(q” +2q +1)

Pasando al dominio del tiempo discreto

(44 2a,h+a,h®) y(kh+2h) +(—8+ 2a,h*) y(kh+ h) + (4—2a,h + a,h*) y(kh) 528)
= bh? [u(kh+2h) + 2u(kh+h)+u(kh)]

A continuacion se obtiene la respuesta al escalon unitario de ambos modelos con propdsitos
de comparacion, en el caso a, =4, a, =16, b =16 para un periodo de muestreo 2 =0.1. Los

resultados se muestran en la figura 3.10.

1.4 T T T T T
1.2 T e . S —
R A A o
0.8 % ——————— i ——————— :+ —————— 4: ——continua H
; ; ; | — difs adelante
0.6 [ co Foooooo - Tustin i
S i S
R
0 | | | | | X
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Fig. 3.10. Respuesta al escalén unitario de las aproximaciones por diferencias hacia
Adelante y regla trapezoidal para un sistema de segundo orden.

3.3.- La Transformada Z.

Para poder tratar el caso general de la obtencién de modelos discretos invariantes al escalén
para sistemas de cualquier orden, debemos introducir antes una herramienta que nos
permitird extender la nocién de funcion de transferencia a los sistemas discretos y de esta
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forma tratar de manera unificada la parte continua y la parte discreta de un sistema de
control por computadora. Dicha herramienta se denomina Transformada Z.

Fb Nota Histérica:

El origen de la Transformada Z se remonta a alrededor de 1730, cuando Abraham De Moivre introduce el
concepto de funcién generadora de secuencias, sin embargo, no fue sino hasta 1947 que fue presentada por
W. Hurewickz como un método para transformar sefiales muestreadas con la idea de resolver ecuaciones
de diferencias lineales con coeficientes constantes. En 1952 el grupo de control de la Universidad de
Columbia encabezado por John R. Raggazini, (que inclufa a L. A. Zadeh, E. I. Jury, R. E. Kalman, J. E.
Bertram, B. Friedland y G. F. Franklin) denomina al método de Hurewicz como Transformada “Z”.

3.3.1.- Definicion de la Transformada Z.

La transformada Z de una sefial discreta x(kh) se define como la serie de potencias

oo

X(2)= ) x(khz™ (3.29)

k=—oco

donde z es una variable compleja.

La ecuacidén (3.29) a veces se denomina Transformada Z bilateral porque considera que el
intervalo de muestras disponibles de la sefal se extiende para todos los posibles valores de
k (positivos y negativos).

En la mayoria de los casos en los sistemas de control por computadora el conteo de las
muestras empieza a partir de k=0, y se supone que antes de esto el valor de todas sus
seflales es cero. Por ello es conveniente una definicién alternativa denominada
Transformada Z unilateral. Que serd la que utilicemos de aqui en adelante

X(=3 stz (3.30)

& De aqui en adelante (a menos que se especifique lo contrario) se supondrd que todas
las sefiales tratadas tienen valor cero antes de k=0 (para k negativo), es decir, trataremos
sefales x(kh) tales que x(kh)=0 para k<0. A este tipo de seiales se les llama sefiales

causales.

Al procedimiento inverso para recuperar la sefial discreta x(kh) a partir de X(z) se denomina
transformada Z inversa.

X2 Notacion: Por conveniencia, en ocasiones denotaremos X (z) como sigue
X(2)=Z [x(kh)] (3.31)
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& Observacion: Debido a que la transformada Z estd definida mediante una serie
infinita de potencias de z, puede ocurrir que la serie sea divergente y en ese caso X (z)

no existe. X (z) solo existe para aquellos valores de z para los cuales la serie converge.

+ Al conjunto de valores de z para los cuales X(z) existe se le llama Region de

Convergencia de la Transformada y se abreviard ROC de aqui en adelante.
La definicion es lo inico que se requiere para calcular la transformada Z de la mayoria de
las sefales sencillas.

X2 Notacion: De aqui en adelante utilizaremos la representacion
O(kh) =senal pulso unitario discreto, y

u(kh) = senal escalon unitario discreto

Es decir,

1 k=0

stkmy=1 P (3.32)
0 para k+0
1 para k=0

u(kh) = (3.33)
0 para k<0

Ejemplos:

Calcular X (z)y la ROC para las siguientes sefiales discretas de duracién finita.:

1) x(kh)=1{1,2,4,5}, es decir x(0) =1, x(h) =2, x(2h) =4, x(3h) =5, x(kh) =0 para k >4
De la definicién se obtiene: X (z)=1+2z"'+4z7+5z7, por lo tanto ROC= todo el plano
complejo Z excepto z=0.

2) x(kh) = &(kh) = sefial pulso unitario.
De la definicién X (z) =1, por lo tanto ROC= todo el plano complejo Z.

3) x(kh)=0(kh—nh) = sefial pulso unitario retardado, donde n es una constante positiva.

De la definicién X (z)=z"", por lo tanto ROC= todo el plano complejo Z excepto z=0.

Ejemplo: Calcula la transformada Z de la siguiente sefial de duracién infinita:

k k>0
x(kh) = d"a(kiy=1¢ P (3.34)
0 para k<0

Solucion:
De la definicién obtenemos

X(2)= Zaku(kh)z_k = Zakz_k
k=0 k=0
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La cual es una serie geométrica de razén az™', y por lo tanto converge al valor

1
X(2)=——=— (3.35)
l1—az Z—a

siempre y cuando ‘az‘l‘ <1, es decir, laROC es |z|>|a]

Ejemplo: Encuentre la transformada Z del escalén unitario w(kh) :

Soluciéon: Como puede observarse, esta sefal corresponde al ejemplo anterior en el caso
particular en que a=1. Por lo tanto

1
U)=——=—— (3.36)
1-z z—1

Y por lo tanto la ROC es |z| >1.

3.3.2.- Propiedades de la Transformada Z

A continuacion se presentan algunas de las propiedades fundamentales que tiene la
transformada Z y gracias a las cuales se ha convertido en una herramienta muy util para el
modelado, anélisis y disefio de los sistemas y sefiales en tiempo discreto.

3.3.2.1.- Linealidad

Esta propiedad es una consecuencia directa de la definicién, ya que la transformada se
define como una sumatoria y las sumatorias poseen la propiedad de linealidad, es decir,

Z[ax, (kh)+ bx, (kh)] = aZ [ x, (kh)]+bZ [ x, (ki) (3.37)

O lo que es lo mismo,
Si x(kh) = ax,(kh)+bx,(kh) , entonces X (z) = aX,(z) +bX,(z)

Donde a, b son dos constantes cualesquiera. La ROC de X(z) serd la interseccion de las
ROC para X,(z2) y X,(2).

La propiedad de linealidad se extiende para cualquier nimero de sumandos en la
combinacion lineal del lado derecho de (3.37).

Ejemplo. Sea x(kh)=3(2")-2(-1)*. Por la propiedad de linealidad tendremos que
3.2
1-2z7" 1+7"
interseccion de la ROC de cada sumando, es decir, es la interseccion de ‘z\ > 72 con |z| >1,

es decir, la ROC de X(z) es |z| >2.

X (2) =3Z[2"1-22[-1"], es decir, X(z)= . La ROC de X(z) es la
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Ejemplo. La transformada Z de la sinusoide discreta x(kh)=sin(a,kh)u(kh) se puede
calcular usando la propiedad de linealidad y la férmula de Euler:
o _ ,-jé
sin(@)=5—¢ (3.38)
2j
Por lo tanto
jogkh _ jaykh

x(kh) = %u(kh)

Entonces, de (3.35) y de la propiedad de linealidad obtenemos

1 1 1
X(Z):?{ Jjo,h —1_ —Jjoyh —1}
Jl1-e"" 7 l—-e "z

lo cual se puede escribir como sigue

—joh _1 joh _1
1 —e "7 4’
X(2)=— >

2j| 1=’ 7 =N T
o bien,
sin(@yh)z”
1- 2c:os(a)oh)z_1 +77

X(2)= (3.39)

, . ., iaonh — jayph + ja,h
y la ROC serd la interseccién entre |z| >‘e"’"’ ‘ y |z| >‘e e ‘,pero‘e““"” =1

ROC es |7 > 1.

, por lo tanto la

3.3.2.2.- Corrimiento en el tiempo.

a) Corrimiento hacia atras (Retardo). Si X(z) es la transformada Z de x(kh),
entonces:
Z[x(kh—nh)]=7"X(2) (3.40)

Donde n es cualquier entero positivo. La ROC por lo tanto es la misma que la de X(z),
excepto por z=0.

Demostracion:

=)

De la definicion Z[x(kh—nh)]= z x(kh—nh)z™*
k=0
Haciendo el cambio de variable i =k —n se obtiene

=)

Zx(kh—nh)] =Y x(ih)z" ™" =z i x(ih)z™

i=—n (=—

Pero como ya se dijo x(xh) =0 para k <0, por lo tanto

= z_"ix(ih)z_i =7"X(2)
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b) Corrimiento hacia adelante (Adelanto). Si X (z) es la transformada Z de x(kh),
entonces:
Z[x(kh+nh)]=7"X(2)—-7" [x(O) +x(h)z™" +...+ x(nh— h)z‘(”‘”} (3.41)
Donde n es cualquier entero positivo. La ROC por lo tanto es la misma que la de X(z),
excepto por z=0.

Demostracion:

De la definicion Z[x(kh+nh)] = z x(kh+nh)z ™"
k=0
Haciendo el cambio de variable i = k +n se obtiene

Zlx(kh+ )] =Y (i) =S x(i)z

n—1
Sumando y restando el término Zx(ih)z“
i=0

=7 {i x(ih) 7z - ix(ih)z"}

i=0 i=0
n=l1 n-1
=z {X(z) - Zx(ih)z_’} =2"X(2)-2" ) x(ih)z”
i=0 i=0

=7"X(2)—2"x(0) = 2" "'x(h)—...— zx(nh—h) .

&~ Obsérvese que si las condiciones iniciales x(0), x(k),...,x(nh—h) son cero, la propiedad
anterior se convierte simplemente en
Z[x(kh+nh)]=z7"X(2) (3.42)

Ejemplo: Consideremos el escaldn unitario discreto w(kh), calculemos las transformadas
Z de las siguientes sefiales:

Escalén retardado 3 periodos de muestreo:

Z[u(kh—3h)]=2z"U(z) =7~ 1_1= 31 >
1-z 7=z

Escalon adelantado 3 periodos de muestreo:
Zlu(kh+3h)] = 2'U(z) - 2’ [w(0)+ 2 'u(h) + 2 u(2h) ]

zzsl_i_l_zs[1+z-y+zaj

1-z 1-z"
,1-(1-z7) 1
—; _

- -1

-1

1-z 1-z
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Obsérvese que el resultado anterior coincide con la transformada de un escalon unitario sin
retardo, esto se debe a que se estd usando la transformada Z unilateral, la cual ignora
cualquier valor de la sefial anterior al instante k=0.

3.3.2.3.- Transformada de la convolucion.

La convolucién de sefiales es una operacion importante en el procesamiento de sefales
tanto analégicas como discretas ya que nos permite expresar el efecto de un sistema lineal
cualquiera sobre la sefial de entrada en el dominio del tiempo. En el caso discreto, la
convolucién se define como sigue

+ Sean dos seflales de tiempo discreto x,(kh), x,(kh), la convoluciéon de estas dos
sefiales denotada como x, *x, estd dada por la sumatoria siguiente del producto de una
por el corrimiento de la otra

X *x, = Zn:xl(kh)x2 (nh—kh) (3.43)
Se puede demostrar que la convolucién ek::)conmutativa, es decir,
X *x,=x,%x = i x,(nh—kh)x, (kh) (3.44)
Si la transformada Z de x,(n) es X,(2) y lakt:roansformada zde x,(n) es X,(z), entonces
Zlx *x, 1= X,(2)X,(2) (3.45)

cuya ROC es al menos la interseccion de las ROC de X,(z) yde X,(z).

Demostracion. De la definicion de convolucion (3.43)
X % x, = Y x (kh)x,(nh—kh)
k=0
Entonces,

Zx *x,1=2 {i x,(kh)x,(nh— kh)}

k=0
Por definicién de la transformada Z,

- i{z 3, (kh)x, (nh — kh)}z’”

n=0|_ k=0
Observando que la sumatoria interna se puede extender hasta infinito pues como se dijo
x,(kh) es cero para k<0, por lo tanto

- i{i x, (), (nh — kh)}z‘”

n=0[ k=0
Intercambiando el orden de las sumatorias

= i i x,(kh)x,(nh—kh)z™" = i X, (kh)i x,(nh—kh)z™"

k=0 n=0
Usando la propiedad de corrimiento en el tiempo
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=3 % (k)™ X, (2)

Y de la definicidn de transformada Z
=X,(2)X,(2).

Ejemplo. La manera directa de calcular la convolucién de dos sefiales discretas
sustituyendo en la definicién (3.43) y desarrollando la sumatoria término a término. Este
procedimiento resulta bastante laborioso. Sin embargo, se puede facilitar un poco el cdlculo
si hacemos uso de la propiedad anterior, por ejemplo, calculemos la convolucion de las
siguientes dos sefiales de duracion finita:

x,(kh)={1,2,1,-1}, x,(kh)={1,2,3,1}

Solucidon. Escribimos la trasformada z de cada sefial:
X, (2)= 14277+ 772 =773, X,(2) =1+27"43z7+7°
multiplicamos las expresiones en el dominio z:
X (2)X,(2)=1+2+2) 2" +(A+3+D) 77+ (-1+1+2+6)z° +(3-6+6)z ' +(1-3)z° - 7°
=1+47"'+8z7+8z 7 +377" 277 -z

Por lo tanto
x, *x,=1{1,4,8,8,3,-2,-1}

¥~ El ejemplo anterior revela que la convolucién de sefiales de duracién finita sigue las
mismas reglas que la multiplicacién de polinomios.

3.3.2.4.- Teorema del valor final.

Esta es una propiedad muy util para averiguar a qué valor tiende una sefial cuando el
tiempo crece a infinito, usando solamente informacién de su Transformada Z.

x(o0) = lim x(kh) = lim(1 - 7HX(2) (3.46)

Demostracion. Calculemos la expresion del lado derecho usando la definicion de
transformada Z

lim(1 - 7YX ()= lim(1— Y x(kh)z ™
= = =0
Usando la propiedad de corrimiento hacia atrds

_ 1jn11{i x(kh)z™ = x(kh—h)z™ }

= lim{lim (ﬁx(kh)z‘k - i x(kh—h)z™ ﬂ

72—l | N—>oo =0
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Intercambiando el orden de los limites (se supone que la expresidon entre corchetes es
continua respecto a N y respecto a z), obtenemos

= llviglm{nm(ix(kh)z'k —ﬁ:x(kh—h)z‘kﬂ

-1

Sustituyendo el limite z=1,

= lim {ﬁ“ x(kh) —ix(kh—h)}

N=e| 120 k=0
Desarrollando las sumatorias

= 1im [ (x(0) + (1) + ...+ x(Nh = ) + x(Nh)) = (x(=D) + x(0) + x(h) + ..+ x(Nh = ) |
= llvi_rg[x(Nh)] =x(c0)

Ejemplo. Consideremos la siguiente sefial exponencial discreta de la ecuacién (3.34)

k >
x(kh)zaky(kh)z{a para k =20

0 para k<0
Cuya transformada Z ya se calcul6 y estd dada por (3.35)
X(2)= ! — = £ , con ROC |z|>|a|
l-az z—a

De acuerdo al Teorema del valor final

=0

x(c0) = lirrll(l -z -

1-az

Sin embargo, este resultado sélo es valido en la ROC, pero como z — 1, entonces la ROC
se transforma en |a|<1, lo cual corresponde a lo esperado (es decir, solamente las
funciones exponenciales que cumplen |a| <1 tienden a cero como valor final) como se

ilustra en la figura 3.11.
k

. x(kh)=(0.8)" ; x(kh)=(-0.8)
1
0.8
0.8 0.6 L]
0.4
0.6 ? ®
' 0.2
[ ] [
0 T ? ® [ ] - e °
0.4 l R
® -0.2
® 0 4 [ ]
0.2 : !
1115
T b % ee
, 0. k
% 5 10 15 20k 08 5 10 15 20

(a) (b)
Fig. 3.11. Sefial exponencial discreta para el caso |a| <1l,2)a=0.8,b) a=-0.8
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3.3.3.- Tablas de Transformadas Z.

Usando la definicion y las propiedades de la transformada Z es posible obtener expresiones
para la transformada Z de una gran variedad de sefales de tiempo discreto.

De esta manera, es posible elaborar un compendio de sefiales y sus correspondientes
transformadas Z y sus respectivas ROC en forma de tabla de transformadas. Se pueden
encontrar tablas muy extensas en los libros de texto o en diferentes sitios de internet, por
ejemplo: https://www.u-cursos.cl/ingenieria/2009/2/EL41C/1/material_alumnos/bajar?id_material=45237

En la tabla 3.2 se resumen las transformadas obtenidas hasta aqui y algunas otras junto con
sus correspondientes transformadas de Laplace. Como puede verse en dicha tabla, todas las
transformadas Z mostradas son funciones racionales de z' (es decir, son divisiones de

. . -] ., . .
polinomios en z ). En esta secciébn se introducen algunos conceptos importantes
relacionados con estas funciones.

Tabla 3.2 Transformadas de algunas seiales discretas

Sefial Continua x(7) X () Discreta x(kh) X (2) ROC
Impulso 5() | S(kh) | Todo el
unitario plano z

. 1 1
Escalon u() = u(kh) - |2|>1
unitario s 1-z7"
-1
1 hz

Rampa () — khwa(kh) — |2|>1

unitaria 2 (1 _7! )
. at 1 akh 1 h
Exponencial e“u(t) e“'u(kh) — E >|a |
s—a 1-e"z
, @ _ in(w,h)z”"
sin(a,u(r) b sin(a,khyu(kh) si(@mz |2>1
_ _ sT+a, 1-2cos(w,h)z” +z
Sinusoidal | @h
s —cos(@yh)z
cos(@,t)u(t cos(@,kh)a(kh - >1
(@nu) s+’ (@khyu(kh) 1-2cos(@yh)z™" +z7 |Z|
inusoi s @, ‘i e sin(wyh)z™! \
Sinusoidal | ¢” sin(@,)u(t) | ———2—— | ™ sin(e,khyu(kh) _ = | l2>]e]
modulada (s—a) +a, 1-2e" cos(w,h)z™ +e "'z
por » s—a » 1—e” cos(m,h)z” 0
exponencial | € cos(apt)u(r) m e™" cos(a,khyua(kh) 1— 26" cos(@ h)z ' +¢7 72 |Z| > |a |
0 0

Ademas de las transformadas de sefales individuales es conveniente tener a la mano las
propiedades de la transformada Z y de la transformada de Laplace.

En la tabla 3.3 se resumen todas las propiedades de la transformada Z presentadas en esta
seccion.
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Tabla 3.3. Propiedades de la Transformada Z

Propiedad DOIPHHO del Dominio Z ROC
tiempo

Interseccion de las ROC

Linealidad ¢,x, (kh) + ¢, x, (kh) X, (2)+6,X,(2) de X;(z) y X»(z)

Corrimiento _
h—nh g =
hacia atrds x(kh—nh) 7"X(2) La de X(z) excepto z=0
Corrimiento . = ¢ .
kh+ nh X(2)— h L X
hacia adelante x( nh) 7"X(2)—z ; x(kh)z amismade X (z)

., Intersecciéon de las ROC
Convolucién X, *x, X,(2)X,(2) de X,(2) y Xa(2)
Teorem?l del lim x(k) lim(1-z"X(2) Interseccion de la ROC

valor final K=o 2ol de X (z) conz=1

3.4.- La Funcion de Transferencia de Pulso.

Como ya vimos en secciones anteriores, un sistema discreto lineal invariante en el tiempo
(DSLIT) puede ser representado por una ecuacion de diferencias que en general serd de la
forma

a,y(kh+ Nh)+a,y(kh+ Nh—h)+...+a,y(kh) =

(3.47)
byx(kh+ Mh)+bx(kh+ Mh—h) + ...+ b,, x(kh)

Donde: x(kh), y(kh) son la entrada y la salida del sistema respectivamente, q,,q,,....d, ,

b,.b,,...,b,, son coeficientes constantes y N, M son los médximos adelantos involucrados de
la salida y la entrada respectivamente, a N se le llama el orden del sistema.

&~ Observacién: para que el sistema dado por (3.47) sea causal se requiere que N > M

Calculando la transformada Z a cada lado de la ecuacién (3.47) y usando la propiedad de
corrimiento hacia delante, suponiendo condiciones iniciales cero, obtenemos

a,2"Y () +az" Y () +...+a,Y(2) =bz" X (2)+b,z" ' X (2) +...+b, X (2)

Factorizando, obtenemos
(aozN + alzN_1 +..tay, )Y(z) = (bon +ble_1 +..+b, ) X(2)

Despejando el cociente de la salida entre la entrada

Y(z) _b" +b7" " +..+b,
X(z) ayz"+az"" +..+a,

(3.48)

Si definimos el cociente anterior como
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Y (2)

X(2)

Entonces obtenemos la representacion de la ecuacién de diferencias (3.47) como una
simple multiplicacion de la forma

G(z)=

(3.49)

Y(2)=G(2)X(2) (3.50)

+ Al cociente (3.49) dado por la Transformada Z de la salida entre la Transformada Z de
la entrada de un sistema discreto bajo condiciones iniciales cero se le llama la Funcion
Transferencia de Pulso o Funcion de Transferencia Discreta del sistema.

Por lo tanto, de acuerdo a (3.48), un DSLIT descrito por la ecuacién de diferencias lineal
(3.47) tiene una funcién de transferencia de pulso de tipo racional dada por (3.48).

Ejemplo
De acuerdo a lo anterior el DSLIT descrito por la siguiente ecuacién de diferencias
y(kh)+0.5y(kh—h)+ y(kh—2h) = x(kh) + x(kh — h)

Tendré la siguiente funcion de transferencia de pulso.
1+
G()=——r—
1+0.5z7 +¢
Que también puede escribirse como
Z+z

Glz)=———
(2) 22 +0.5z+1

+ La funcién transferencia se ha convertido en un lenguaje estandar en los simuladores de
sistemas dindmicos, por ejemplo, en Matlab© se puede introducir el sistema del

ejemplo anterior como sigue:

>> num=[1 1 0]; % coeficientes del numerador en potencias decrecientes de z
>> den=[1 0.5 1]; % coeficientes del denominador

>> h=0.01; % Periodo de muestreo

>> G=tf(num,den,h); %define la funcién de transferencia discreta

3.5. Polos y Ceros de Funciones de Trasferencia de Pulso

En general, las funciones de transferencia de pulso de un DSLIT tienen la forma de una
funcién racional de la variable compleja z, es decir, se pueden escribir como divisiones de

polinomios en potencias de z ode z~'

_B(z) _bZ"+b" T +..+D,
A(z) a7 +az" "+ +a,

G(2)

(3.51)

Donde q,a,,...,ay,b,,b,,....b,,, son constantes.
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La funcién de transferencia de pulso (3.51) puede ser escrita en términos de potencias de
z~' multiplicando numerador y denominador por z~" para obtener

byz" N+, 4+ by, 7Y
N

G(z)=

-1 —
a,taz +..tayz

O bien,

-1 -M
abytbz +...+Db,z
N

G(2)=z

= = (3.52)
a,taz +..+ayz

Donde d = N —M es el retardo total del sistema.

I:Qj Definimos un cero de G(z) como un valor de z que hace cero el numerador B(z), es
decir, es un valor de z tal que G(z)=0.

F@ En forma similar un polo de G(z) es un valor de z que hace cero el denominador
A(z), es decir, un valor de z tal que G(z) =cc.

De acuerdo a la definiciéon anterior, la funcién racional G(z) puede ser expresada de

manera que aparezcan en su expresion explicitamente los ceros y los polos, factorizando
numerador y denominador como sigue

(z=z )W z—2,)..(z—2y)
(z=p)(z=p,y)--(2—py)

G()=K (3.53)

Donde K =b,/q,, z,,2,,....2,, son las raices del numerador, es decir, los ceros finitos

de X(2), p,,p,,---» py son las raices del denominador, es decir, los polos finitos de X (z)

&~ Obsérvese que de acuerdo a la expresién (3.52) la funcién de transferencia de pulso
tiene ademds d = N —M ceros repetidos para z=co. Por lo tanto G(z) tiene M ceros

finitos, N polos finitos y N —M ceros infinitos. Si contamos tanto ceros finitos como
infinitos resulta que X (z) tiene el mismo nimero de polos que de ceros.

3.6.- Modelado desde el punto de vista del proceso.

El esquema general de control digital directo mostrado en la figura 3.1 también puede ser
replanteado desde el punto de vista del proceso continuo, el cual recibe como entrada la
sefal continua u(t), la cual es la salida del convertidor digital/analégico de la computadora
y esta a su vez recibe la salida del proceso continuo y(¢), por lo tanto, desde el punto de
vista del proceso las sefales discretas son invisibles, todo lo que ocurre en el lazo de
control son sefiales continuas, esto se representa en la figura 3.12.
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Proceso Yy
Continuo g

y(k) ;
y(t) / ) Algoritmo
discreto

Computadora

Fig. 3.12. El punto de vista del proceso continuo.

En lugar de intentar obtener un modelo continuo de los procesos discretos que ocurren en la
computadora (lo cual no es posible pues dentro de la computadora no se tiene la
informacion de lo que ocurre entre dos instantes de muestreo consecutivos) le daremos la
vuelta al problema usando la nocién de la funcién transferencia de pulso.

Mediante la transformada Z ahora podemos representar lo que ocurre dentro de la
computadora en términos de su funciéon de transferencia de pulso, de manera que el
esquema general de control digital directo mostrado en la figura 3.12 se puede replantear
ahora en términos de funciones de transferencia como se muestra en la figura 3.13

IR ul) JTTITT T T e y(®)
MO He [N o M G .
_____ J I_ ] I_ [EES— ]
Convertidor A/D Convertidor D/A
Algoritmo discreto Proceso continuo

Fig. 3.13. Diagrama de control digital directo modelado mediante funciones de transferencia.

Obsérvese en la figura 3.13 que ambas H(z) y G(s) son funciones transferencia, pero en
distintos dominios. Obsérvese también que el convertidor de analégico a digital se ha
modelado por un muestreador mientras que el convertidor de digital a analdgico se ha
modelado por un muestreador seguido de un reconstructor simple ZOH (Retenedor de
orden cero).

Para obtener un modelo que no mezcle variables de diferente dominio tenemos dos

alternativas:

1) Obtener la funcién de transferencia en el dominio de Laplace equivalente de H(z) y de
los convertidores A/D y D/A

2) Obtener una funcién de transferencia en Z equivalente del retenedor de orden cero en
cascada con G(s)

La primera opcién no es posible porque dentro de la computadora se ejecuta un algoritmo
discreto que no tiene la informacién de tiempo continuo, sin embargo, la segunda opcion
tampoco es muy atractiva porque implica discretizar la informacién continua de G(s) y por
lo tanto perder informacién, sin embargo es el Gnico camino posible y a pesar de perder
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informacién de lo que ocurre entre instantes de muestreo aplicaremos esta idea que se
esquematiza como se ilustra en la figura 3.14.

I
YO o YO @ uk) o utor 5] u(t) G(s) YO ) >

Fig. 3.14. Adicién de un muestreador ficticio a la salida de la planta continua.

Obsérvese que en la figura 3.14 se ha agregado un muestreador ficticio a la salida de la
planta continua, las razones para hacer esto son las siguientes:

1) No es posible obtener una funcién de transferencia G(z) que relacione la salida
continua y(t) con la entrada discreta u(k)

2) El muestreador representa la pérdida de informaciéon de y(¢#) entre instantes de
muestreo.

3) Considerando el muestreador si es posible obtener una funcién de transferencia G(z)
que relacione la salida y(k) con la entrada u(k)

3.6.1.- Obtencion de G(z) a partir de G(s).

+ Una manera de calcular G(z) a partir de G(s) es suponer el siguiente experimento: En la
figura 3.14 supongamos que u(k) = y(kh), es decir, la computadora genera un escalén

unitario discreto, por lo tanto
1

1
—Z

U(z)= N (3.54)

Por lo tanto debido al retenedor de orden cero u(¢) =w(¢) (escaloén unitario continuo), por

lo tanto U(s) = 1 y por lo tanto,
s

y(s)=2&) (3.55)
S
Por lo tanto
y(r)y=2L£" {@} (3.56)
S
Ademas
Y(2)=Z[y(kh)]
Podemos definir
Y(2)=2Z[y()]=2[y(kh)] (3.57)
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Esta definicién implica que al no poder calcular la transformada Z de la sefial continua
y(t), introducimos un muestreo ficticio para reemplazar y(f) por y(kh). Con esta
definicion, podemos obtener G(z) como sigue

Y ()
G(2)= 3.58
(2) U (3.58)
Entonces, de (3.54)
G(x)=(1-z"Y(2) (3.59)
Y sustituyendo (3.56)
G(z)=(1- z‘l)Z{ﬁ‘l [Gis)ﬂ
Que por comodidad abreviaremos como
G(z)=(1- z‘l)z[Gis)} (3.60)

Tomando en cuenta la pérdida de informacién entre instantes de muestreo en la salida y(k)

podemos finalmente transformar todo el diagrama de bloques de la figura 3.14 a un solo
dominio como se muestra en la figura 3.15

t (k) )
y_()_/_y_’ H(z) B — G2 O >

Fig. 3.15. Diagrama de bloques del lazo de control digital directo en el dominio z.

Obsérvese que ahora los muestreadores no son ya necesarios porque todas las sefiales que
fluyen en el diagrama son de tiempo discreto, por lo tanto se pueden eliminar los
muestreadores como se muestra en la figura 3.16.

Y(z) U(z) Y(z)
H(z) G(z) —>

Fig. 3.16. Eliminacién de los muestreadores.

Para poder aplicar el razonamiento descrito hasta aqui, todavia debemos detallar el calculo
de G(z) de acuerdo a (3.61), para ello veamos primeramente la obtencién de G, (s) .
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4+ Otra manera de calcular G(z) a partir de G(s) se basa en la siguiente observacion:
En el diagrama de la figura 3.15 se tiene que

G(2) = Z[Gyy ()G (s)] (3.61)

Donde G, (s) es la funcién de transferencia en el dominio de Laplace del retenedor de

orden cero. A continuacién obtendremos esta funcién de trasferencia del retenedor de
orden cero G, (s) usando la siguiente propiedad muy conocida de la teoria de sistemas

continuos lineales invariantes en el tiempo (SLIT).

+ La Funcién de transferencia de un SLIT continuo es la Transformada de Laplace
de su respuesta al impulso unitario.

Al retenedor de orden cero no se le puede aplicar un impulso unitario o delta de Dirac d(¢),
pues antes tiene que pasar por la etapa del muestreador, el cual lo convierte en un pulso
unitario d(kh). En la figura 3.17 se muestra la respuesta al pulso unitario g, (7)., del

retenedor de orden cero, obtenida de acuerdo a su definicién dada por (2.10).

r(kh) 2ou(t)
1 1
d(kh) gon(t)
Oh k

0h t
Fig. 3.17. Respuesta al pulso unitario del retenedor de orden cero.
La respuesta al pulso unitario del retenedor de orden cero es entonces un pulso de ancho h y

de amplitud 1, el cual puede ser expresado como la suma de dos escalones unitarios como
sigue (véase la figura 3.18).

8oy () =u(@®)—w(t—h) (3.62)
IR0 Y(t-h) 2on(t)
I— | — 1
0 K 0h K 0h t

Fig. 3.18. Obtencion del pulso de ancho h mediante la resta de dos escalones unitarios.

Aplicando Transformada de Laplace a (3.62) obtenemos

Gy (5)= %(1—&’“) (3.63)
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A

Sin embargo el término e ™ que representa un retardo puro de valor h no puede ser
expresado como una funcién racional (division de polinomios de s) y es mejor representarla
en el dominio de z de acuerdo a la propiedad del retardo (3.40).

Z_l — Z':e—hx}
Y sustituyendo en (3.63) obtenemos la siguiente expresion que mezcla dos dominios
1 =
GOH(s):;(l—z ) (3.64)

Finalmente obtenemos la funcién de transferencia F(s) de los dos bloques en cascada: el
retenedor de orden cero seguido de la planta continua G(s):

G(2)=Z[G,py (5)G(s)]
o]

S

=Z[(1—Z_l)

Por lo tanto,

_ G(s

G(z)=(-z 1)Z[ ( )} (3.65)
S

La cual nos da la expresion para la discretizacion de la planta continua G(s) precedida por

un retenedor de orden cero y por lo tanto es una discretizacion invariante al escaldn.

3.6.2.- Discretizacion de funciones transferencia en lazo abierto usando tablas de
transformadas.

Lo tnico que hace falta para poder aplicar la expresion (3.65) es un procedimiento para
transformar una expresion del dominio de Laplace al dominio Z, lo cual se puede realizar a
partir de las tablas de transformadas.

Para realizar esto tenemos que partir de expresiones de G(s) en forma de funcion racional
de s y aplicar el procedimiento de expansion en fracciones parciales, las cuales son faciles
de encontrar en las tablas, como se ilustra en los siguientes ejemplos.

3.6.2.1.- Ejemplo. Sistema de primer orden. Comencemos con el caso mds simple.
Consideremos que la planta continua estd dada por la funcioén de transferencia de primer
orden siguiente

G(s)= (3.66)

s+a
Sustituyendo en (3.65), obtenemos

G(z)= (H*»{L}

s(s+a)
Factorizando b y desarrollando en fracciones parciales el término entre corchetes
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G(2) :b(l—z_l)Z{%)—ﬁ}

s+a
Por la propiedad de linealidad de la transformada Z

G(2) :b(l—z‘l){(i)z[ﬂ_(%)Z[sia}}

Buscamos en la Tabla de Transformadas (3.1) y obtenemos

G(2) =b(1—z‘1>{(%)(1_1z_1 J—(—)(ﬁ]}

Haciendo operaciones
b -z
G(Z):_(l (—Z)j

a _1_(e—all)z—l
_é 1_(e—ah)z—1 _(1_Z—l)
a 1—-(e™")z™
Y finalmente
b 1_ —ah -1
G(z)= (e—_Qh)Z_l
a—ae Z
O bien,
b 1_ —ah
G(z)= —{ e_a,, } (3.67)
al| z—e

Obsérvese que esta funcion de transferencia corresponde a la ecuacion de diferencias
y(kh+h) = e " y(kh) +2(1 — e “"Yu(kh) (3.68)
a

Compadrese con (3.8) y se observard que se trata del mismo resultado, como era de
esperarse, pues la inclusion de un retenedor de orden cero equivale a la suposicion de que la
entrada no cambia entre instantes de muestreo.

3.6.2.1.- Ejemplo. Sistema de segundo orden reducible mediante fracciones parciales.

Consideremos ahora la planta continua dada por la siguiente funcién transferencia de
segundo orden
1

2
s +s

G(s)=
Sustituyendo en (3.65), obtenemos

_ 1
G)=(-z"2Z| ——
s(s™+s)
Como el factor cuadritico del denominador tiene raices s, =s, =0 y s, =-—1, las cuales
son reales, por lo tanto podemos desarrollar en fracciones parciales de primer orden como
sigue

G(z)= (1—z‘1)z{ﬁ+—+—}
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Donde los coeficientes A, y A, se pueden obtener de la férmula para el cdlculo de residuos
en el caso de polos repetidos,

1 dn—i .
S hids™ (s=p)" F(s) (3.69)

s=p

En este caso F(s)= G(s)

,p=0,n=2,seobtiene A, =1, A =-1.

En forma similar el coeficiente B se obtiene de la férmula para el calculo de residuos en el
caso de polos simples,

B=(s=p)F(s)

(3.70)

G(s) ]

N

En este caso F(s)=

, p=—1,se obtiene B=1. Por lo tanto

G(z)= (1—z“)z{%—l+L}

s s+1
Por la propiedad de linealidad de la transformada Z

=< (el oo

Buscamos en la Tabla de Transformadas (3.1) y obtenemos

(e Y 1
Cl=d-z ){((l—z_l)zj (l—z_l}r(l—e"’z_lj}

Haciendo la multiplicacién

hz™! -z
1 _1+1_ “h_-1

G(z)=
1-z ez

Haciendo la suma de fracciones
hz'(l-e"zH)-(1-z)(A-e"zH+1-2")

G =
@ (-2 Hl-e"z )

Factorizando
(A=e"z [ (h+Dz" =1+ 1=z
(1-zH(1-e"z™)
Ordenando en potencias de z~' y simplificando, obtenemos finalmente
(h=1+e™")z ' +(1-e"—he™)z”
I-(+e ™)z +ez?

G(z)=

G(z)= (3.71)

3.6.2.3.- Ejemplo. Sistema de segundo orden no reducible mediante fracciones
parciales.

Consideremos ahora la planta continua dada por la siguiente funcion de transferencia
1
G(s)=

2
s +s+1
Sustituyendo en (3.65), obtenemos
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G(z)= (1—z‘1)2{;}

s(s* +s+1)
Como el factor cuadritico del denominador tiene raices s,,=—3% j@, las cuales son

complejas conjugadas, por lo tanto no se puede desarrollar en fracciones parciales de
primer orden sino que el factor de segundo orden se conservard como sigue

G()=(1-2)2 [é +§3S—+C}
s s +s+1

Donde las constantes A, B, C se pueden obtener por igualaciéon de coeficientes,
obteniéndose en este caso A=1, B=-1, C=-1, por lo tanto

G(z)=(1- z‘l)z[l—s—”}

s st +s+1
Por la propiedad de linealidad de la transformada Z

como-eoffl o]
s s +s+1

El segundo término no es facil de encontrar en una tabla de transformadas, a menos que lo
escribamos en términos de (s+a) donde a es una constante, para esto completamos el

cuadrado en el denominador, obteniendo
+i 1
G(Z):(l_z_l) Z[l}_z (s 22) 3+ 22
N O N

Buscamos en la Tabla de Transformadas (3.2) y obtenemos
1_ —hl2 ﬁh -1 1 ,~h2 ﬁh -1
G(a)=(1-7") ( 1_1} e L e e o e ELCE
1-z 1-2¢ " cos(Sh)z ' +e"z” 1-2¢"cos(Sh)z" +e "z

Haciendo la multiplicacién

(1-z" (1 —e™ cos(L hyz! ) 1=z e sinCl g

1—2e7" cos(% Wz '+e 'z 1-2e"? cos(@ Wz '+e 'z

Haciendo la suma de fracciones

1-2¢™" cos(Y hyz" +ez? = (1= (1= cos(F )z )= L 1=z 7)e ™ sin(F )z

1-2¢" cos(L h)z " +e777

G(x)=1-

G(z)=

Simplificando, en forma de divisién de polinomios en potencias de z ' obtenemos
finalmente

(1 — e cos(P hy—Le™ sin(R h)) 7'+ (e’h — e cos(R h)+Le sin( h)) e

1-2¢" cos(Lh)z " +e"z7

G(2)=

3.6.2.4.- Ejemplo. Sistemas de orden superior.
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Cuando se tiene una planta de orden mayor que 2, siempre es posible expresarla en
términos de los dos casos anteriores. Consideremos por ejemplo la planta continua dada por
la siguiente funcion de transferencia de cuarto orden

s+3
G(s)=
) s'+4s’ +657 +55+2
Como las raices del denominador son s, =—1,s, =-2,s,, =—%i§ , se puede factorizar
como sigue
G(s) = s+3 :
(s+D(s+2)(s"+s5+1)
Por lo tanto
G(s) _ s+3

Ky s(s+D(s+2)(s* +s5+1)

G(s . . .
Y por lo tanto ) se puede desarrollar en fracciones parciales como sigue

S

+
s s s+l s+2 sT+s+1
Donde A=3, B=-2, C=t, D=4y E=—+
A B Ds+E
G=(-7hz| 2+ B € D
s s+1 s+2 s +s5+1

etc... (El resto del procedimiento es similar al de los ejemplos anteriores).

G(s):[A B N C Ds+E}

3.6.3.- Reduccion de Bloques en Cascada.

Con el procedimiento descrito en la seccion anterior ya podemos expresar un sistema de
control que involucra elementos continuos y discretos en un solo dominio (el dominio Z).
De esta manera podemos extender las reglas de reduccién de diagramas de bloques al
dominio Z con una sola excepcion que en la que hay que tener precaucion especial:

Bloques en Cascada con muestreador de por medio
En el caso en que dos bloques continuos estdn conectados en cascada con un muestreador

(convertidor A/D) de por medio la equivalencia es directa como se muestra en la figura
3.17

LICPANLUN By DN 7 LR

. =

U@2) Y(2)
* G(z)H(z) >

Fig. 3.17. Bloques continuos en cascada con muestreador de por medio.
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De manera que en la figura 3.17 se pueden obtener las funciones de transferencia de pulso
de cada bloque en forma directa como

G(z)=Z[G(s)] y H(z)=Z[H ()]

Y por lo tanto el diagrama de la figura 3.17 se puede convertir a un s6lo bloque o funcién
de transferencia de pulso dado por

Y(z)
U(z)

=G(z2)H(2) (3.72)

Bloques en Cascada sin muestreador de por medio

Si no existe un muestreador en medio de dos bloques continuos se aplica el procedimiento
explicado en la seccidn anterior para el caso (Retenedor ZOH — Planta Continua) y de esta
manera la equivalencia por bloques es como se muestra en la figura 3.17

LUNZLUN A U
U(z) Y(2)
— GHZz —

Fig. 3.17. Bloques continuos en cascada sin muestreador de por medio

En la figura 3.17 el bloque equivalente GH(z) se obtiene discretizando el equivalente en
cascada G(s)H(s) de los bloques continuos, es decir

GH(2)=Z[G(s)H ()] (3.73)
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3.6.4.- Funcion de transferencia de pulso de un sistema de control digital de una
planta continua.

Una vez que tenemos expresada la funcion de transferencia de la planta en cascada con el
retenedor de orden cero tenemos expresado todo el sistema en un solo dominio y podemos
aplicar todas las reglas de reduccion de diagramas de bloques para obtener una expresion
simplificada del sistema en lazo cerrado.

Asi por ejemplo, para obtener la funcién de transferencia del siguiente sistema de control
digital directo mostrado en la figura 3.19. Donde M(s) representa la funcién de
transferencia de un sensor analégico.

Luo 1777 fuc y(®)
H(z) _|_’:D/Ar—§—> G(s) >

A/pe——o M(s)

Computadora

Fig. 3.19.- Sistema de control digital directo con entrada de referencia.

Usando el razonamiento explicado en la seccidon anterior, el sistema se transforma al
mostrado en la figura 3.20

r(k) e(k)

u(k) YO y®
H(Z) */__’ GHO(S)G(S) T

yi(K) e yi(t)

A

M(s)

Fig. 3.20. Sistema de control digital directo con entrada de referencia en el dominio Z.

De la figura 3.20 obtenemos las relaciones siguientes
Y(2)=G(2)U(2) (3.74)

Donde, de acuerdo con (3.65)

G(z)= (kﬁ%@}

Ademads, también del diagrama de la figura 3.20 se tiene que

U(z)=H(2)E(z2) (3.75)
Donde
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E(z)=R(z)-Y(2) (3.76)
Pero

Y (2)=GM (2)U(z) 3.77)
Donde de acuerdo a (3.65) ,

GM(2)=(1-2" )2 [M} (3.78)
s
Sustituyendo (3.75), (3.76) y (3.77) en (3.74) se obtiene
Y(2)=G(2)H (2)[R(z) ~GM (2)U (z)]
Despejamos ahora U(z) en (3.74) y sustituyendo se obtiene
Y(2)=G(2)H(2) {R(z) —GM (1) L2 }
G(2)
Factorizando Y (z) se obtiene
Y(2)[1+H(2)GM (2)] = G(2)H (2)R(2)
Finalmente la funcién de transferencia de lazo cerrado queda como sigue
Y(z) G(2)H(z) (3.79)

R(z) 1+GM(2)H(2)

Obsérvese que en el caso particular en que el sensor tiene la funcién de transferencia
M(s)=1 se tiene que GM(z) =G(z) y entonces la ecuaciéon anterior se transforma en la
expresion mas familiar
Y(2) _ G()H(z)
R(z) 1+G(2)H(2)

(3.80)

Ejemplo. Obtener la funcién de transferencia de lazo cerrado del sistema de control digital
directo de la figura (3.19) con sensor M(s)=1, para la planta continua dada por
1

2
s +s

Y para el algoritmo de control proporcional dado por
H(z2)=K,

G(s)=

Solucién. Como ya se calcul6 en un ejemplo anterior, (ver ecuacion (3.71)) en este caso se
tiene que
(h=1+e")z'+(1-e" —he")z™

G(z)=
@) I-(A4+e ™z +e "7

Sustituyendo en (3.80) se obtiene
(h=1+e™z ' +(—e" —he")z?
Y(z) 7 I-A+e ™z +e"77
R(z) o (=lre™) (- —he ™)z
i I-Q+e™z " +e"z72

1+
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Eliminando denominador comun se obtiene
Y(2) _ K, [(h-1+e")z" +(1=¢" ~he ™)z |
Rz) 1-(+e™)z ' +e " +K, [(h-1+e™) " +(1-e" —he ™)z ]

Expresando en potencias de z~'

Y(z) Kp[(h—1+e‘h)z‘1+(1_e—h_he—h)z_2]
k(@) ) 1_[(1+e_11)+Kp(h—1+e_h)} 7! +|:e‘h +Kp(1—€_h _he—h):l 7

(3.81)

Una vez que tenemos el modelo del sistema completo en una sola funcién de transferencia,
es deseable poder utilizar este modelo para responder algunas preguntas basicas sobre el
comportamiento del sistema: ;Es estable?, ;Oscila?, ;su respuesta crece o decrece con el
tiempo? ;tiende a una constante?. Este problema lo trataremos con mayor detenimiento en
el siguiente capitulo, en donde presentaremos algunas herramientas que nos permiten
responder estas y otra preguntas. Sin embargo poseemos una herramienta que ya nos
permite responder algunas de las preguntas anteriores: El Teorema del valor final.

Ejemplo:
Usando el Teorema del Valor Final calcularemos a que tiende la respuesta del sistema del
ejemplo anterior ante una entrada escalon unitario. Sea

G ()=
R(z)
Entonces
Y(2)=G,(2)R(2)
Del teorema del valor final
y(ee) =lim(1-2"HY (2) = lim(1- 2)G,, (DR(2)

Y si la entrada de referencia es un escalon unitario obtenemos simplemente

y() =G, (1) (3.82)
Sustituyendo en (3.81)
K, [(h “l+e D) + (1= - he-h)(1)-2]

y(eo) = 1—[(1+e_h)+Kp(h—1+€_h)](1)_l +[e—h +Kp(1—e‘h _he—h)}(l)‘z
Simplificando
K,(h=he™)
y(e0) = K (hhe™) =1

En otras palabras, la respuesta al escalén es estable y tiende sin error a la referencia al
transcurrir el tiempo, y este comportamiento es independiente de los valores de Kp y h
siempre y cuando no sean cero.
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Capitulo 4
Analisis de Sistemas de Tiempo Discreto

4.1.- Introduccion.

En el capitulo anterior se ha descrito la obtencién de dos tipos de modelos para sistemas
discretos o para el equivalente discreto de un sistema continuo: La ecuacién de diferencias
y la funcién de transferencia de pulso

Una vez que tenemos el modelo de un sistema discreto, podemos utilizarlo para predecir
cudl es el comportamiento del sistema que representa ante condiciones iniciales distintas de
cero, o ante diferentes entradas de prueba. Especialmente, es importante saber si presentara
0 no una respuesta acotada u oscilatoria, si tendrd sobreimpulsos, que tan rdpida o lenta
serd, etc. Este es el problema que abordaremos en este capitulo.

4.2.- Calculo de la Respuesta de un DSLIT.

El problema de andlisis de un sistema consiste en obtener la respuesta del sistema ante una
entrada dada. Existen dos métodos para abordar este problema:

i. Obtener la solucién de la ecuacién de diferencias que representa al sistema. Para obtener
la soluciéon de una ecuaciéon de diferencias es posible utilizar varias metodologias
distintas:

1)  Métodos analiticos
2)  Solucién iterativa
3) Transformada Z inversa

ii. Obtener la respuesta del sistema a una sefial de prueba elemental (sefial pulso unitario) ,

descomponer la entrada en términos de estas entradas elementales y aplicar la propiedad
de linealidad.

La solucién por métodos analiticos es muy similar a como se trata en el caso del cdlculo de
la solucion de una ecuacién diferencial y no serd tratada en estos apuntes.

4.3.- Solucion de las ecuaciones de diferencias mediante iteracion numeérica.

El método iterativo constituye la manera mds sencilla de resolver una ecuacién de
diferencias, ya que simplemente evaluamos repetitivamente la ecuacién a partir de las

condiciones iniciales especificadas.

+ Ventajas. El método iterativo es sencillo y se puede implementar en una
computadora de manera directa.
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+ Desventajas. En general es dificil obtener una expresion analitica de la solucién
con este método.

Si no tenemos una solucién analitica de la soluciéon y(kh), esto implica que si deseamos
por ejemplo el valor y(5000/), necesitamos realizar 5000 iteraciones a partir de la

condicién inicial para obtenerlo, en cambio, si conociéramos la solucién analitica, bastaria
con sustituir k=5000 en la expresion analitica de la solucion.

4.3.1.- Ejemplo. Sistema de primer orden
Obtener la respuesta al escalon unitario del sistema dado por la siguiente ecuacién de
diferencias de primer orden, para condiciones iniciales cero.

y(kh+h) = ay(kh) + Bu(kh) .1

Solucion.
Haciendo las iteraciones a partir de la condicion inicial y(0) =0, obtenemos

Para k=0: y(h) = ay(0)+ Bu(0) = a(0)+ S(1) = B

Para k=1: y(2h) = ay(h)+ Bu(h) = a(f)+ B() = (@ +1) B

Para k=2: y(3h) = ay(2h)+ Bu2h) = a(a+ 1) B+ BA) = (&> +a+ 1) B

Para k=3: y(dh) = ayBh)+ fuBh) = a(@® +a+ )+ ) = (&’ +&* +a+1)f3

Por induccion, para k=n-1:
y(nh) = ay(nh—h)+ Bu(nh—h)= ("' +..+a+1)f

Mediante induccién en este caso es posible obtener una expresion analitica para la solucién,
como sigue

y(nh)=(a""' +..+a+1)f

Pero el término entre paréntesis se puede escribir como
-
-«

La cual es una sumatoria geométrica con razon de crecimiento &, por lo tanto, la solucién
analitica es

n

a '+ +a+l=

n

Y 5 4.2)
1-o

y(nh) =

En la figura 4.1 se muestra el comportamiento de esta respuesta para h=1, f=1 y para
diferentes valores de la constante &
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Fig. 4.1.- Respuesta al escalén unitario del sistema de primer orden para diferentes valores de &

Como se puede observar en la figura 4.1, dependiendo del valor de la constante & el
comportamiento de la respuesta al escalon del sistema de primer orden (4.1) puede ser
draméticamente diferente, y puede pasar de ser oscilatorio, no oscilatorio hasta ser
inestable. Mds adelante analizaremos como esta situacion también se presenta en sistemas
de orden mayor.

El método iterativo se puede emplear para sistemas de cualquier orden, sin embargo entre
mayor sea el orden del sistema es mads dificil encontrar una expresion analitica de la
solucién, por esta razon es importante tener un método orientado al calculo de soluciones
analiticas.

4.4.- Solucion de la Ecuacion Lineal de Diferencias Mediante Transformada Z
Inversa.

Si deseamos calcular la respuesta y(kh) ante una entrada u(kh) bajo condiciones iniciales
cero, para un sistema discreto dado por su funcidn de transferencia

Y(z)
=G(2) (4.3)
U(z)
Sera suficiente con calcular Y (z)
Y(2)=G(2)U(2) (4.4)
y luego expresar el resultado en el dominio del tiempo discreto, es decir,
y(kh)=Z"'[Y(2)] 4.5)

Para evaluar la expresion anterior expresaremos Y (z) en términos faciles de encontrar en

las tablas de Transformadas Z, o bien, aplicaremos alguno de los siguientes métodos para el
calculo de la Trasformada Z inversa.
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5.- Calculo de la Transformada Z Inversa.

Al proceso de obtener la sefial en el tiempo discreto x(kh) a partir de su expresion
transformada X (z) se le denomina transformada Z inversa. Se puede obtener la siguiente
férmula de inversion explicita usando teoria de variable compleja:

1 k-1
x(kh) _%gcﬁ X (2)2dz (4.6)

Donde C es un trayecto cerrado en el plano complejo Z que encierra al origen y se
encuentra dentro de la ROC de X (z).

La Transformada Z inversa se puede obtener por inspeccién a partir de la tabla de
transformadas Z ya calculadas, sin embargo, en las tablas no siempre se pueden encontrar
todas las posibles expresiones en Z, por esta razon a veces se usa alguno de los tres
métodos que se describirdn a continuacion.

4.5.1.- Calculo directo de la integral de contorno compleja.

El Teorema Integral de Cauchy y la férmula de Cauchy (Teorema de los Residuos) los
cuales son resultado de la teoria de variable compleja proporcionan una herramienta para
calcular la integral (4.6)

Teorema Integral de Cauchy:
Si f(z) es una funcién analitica para todos los puntos sobre y dentro de un contorno

cerrado simple C, entonces

ch f(2)dz=0 (4.7

Foérmula integral de Cauchy:
Si f(z) es una funcién analitica sobre y dentro de un contorno cerrado simple Cy si z =gz,

es un punto en el interior del contorno entonces

—§ L= (Z)d - £(z) 4.8)
2rjoc
y también,
f(2) 1 d"'f(2)
27”95 r— dz = & (4.9)

A partir de los resultados anteriores se puede obtener un método practico para evaluar la
integral de contorno para una funcién racional de la forma:
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N(z)
D(z)
supongamos que f(z) tiene n raices simples z,, z,,...., z, dentro de C, expandiendo f(z)

f(2)= (4.10)

en fracciones parciales, obtenemos

iqucf(z)dz=ij C[g%}& (@.11)
donde R; es el residuo de f(z) en el polo z=z;, es decir,
R (2)=(z—2)f(2) 4.12)
De (4.11) y usando (4.8), obtenemos
%}.Cﬁc f()dz= iZ::Ri (z,)= mdm;omz[ [residuos de f(z)] (4.13)

La férmula anterior funciona también cuando los polos son repetidos, pero en ese caso se
debe usar (4.9) en lugar de (4.8)

Finalmente, la férmula (4.13) aplicada al cdlculo de la transformada inversa queda

1 ] . _
x(kh) =§J_C£X(z)zk 'dz= Y [Residuos de X(2)z*" enz=z,|  (4.14)

z; dentro de C

donde z; son los polos de X ()7

Ejemplo.
Calcular la transformada inversa de X (z) = I — con ROC |z| > |a| .
Solucién.
Usando la férmula de integracion obtenemos
1 1 1 k
X (kh)=— = —f——dz
2rj i 1-az 2rj . z—a

donde C es una circunferencia de radio mayor que |a| . Para el célculo consideraremos dos

casos:

Parak >0: En este caso el tinico polo encerrado por C es z=a, y el residuo correspondiente
es:

por lo tanto
x(kh)=a" para k>0 (4.15)
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k
Para k<0: En este caso

tiene un polo en z=0 ademds del polo en z=a.

Z—a
Calcularemos los residuos para cada valor de k:
Para k=-1:
1 1 1 1
R (0)= =——,R(a)=— =-—
Z_az:() a Zlz=a a
por lo tanto
x(—h):# ! dz:—l+l:0
27j ¢ 2(z—a) a a
Para k=-2:
x(=2h) = 1,35 ! dzzi( ! J L
2zj v 2 (z—a) dz\z—-a)|_, 2’|,
...etc., en general (para k<0):
k-1
e e e ] o) e
ZE]CZ (Z—Cl) (k_l)'dz z—a 7=0 < z=a
Pero,
a1 L 1
—— | — |==D " (k=D
dzk_l(z—aj (=D"( )(z—a)"
x(kh) = 1,@5 SRR N S (U [
2j ez (z-a) (z—a)'|_, 7|
Por lo tanto
x(kh)=0 para k<0 (4.16)

Tomando en cuenta los dos casos: (4.15) y (4.16) obtenemos que

x(kh) = a* y(kh)

&~ Observacién: Como la ROC especificada es el exterior de un circulo, se espera que la
sefal x(kh) sea causal, por lo tanto x(kh) =0 para k <0 era un resultado esperado y
podemos omitir el andlisis del caso k<0 si hacemos desde el inicio esta observacion.

4.5.2.- Calculo por expansion en serie de potencias

La idea de este método consiste en expandir X (z) en una serie de potencias de z que
converge en la ROC dada, es decir, se expresa X (z) en la forma
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X(@)=3 ¢z @.17)

n=—o0

Entonces de la definicién y de la unicidad de la transformada z, obtenemos simplemente

x(n)=c, paratodon (4.18)

Ejemplo:
Determine la transformada z inversa de

X(z2)=

1
1-1.5z7'40.577

cuando la ROC es
a) |z| >1
b) |2[<0.5

Solucion:

a) En este caso como la ROC es el exterior de un circulo, la sefial es de tipo causal, por lo
que buscaremos una serie en potencias de z~'. Usando el procedimiento de divisién de

polinomios obtenemos:

3 -1, 7.2,15_-3
1+5Z t42 t5z7 t..

|
—_

|
[}

1-3z7+1z
-4
%Z_l—%Z_Z-F%Z_S
T -1
A A T
S -1

Es decir, x(n)={1,3,1,%2,...}, o bien,

n+l _1

x(n) = 22—nu(n) =[2-(4)" Juew

b) En este caso la ROC es el interior de un circulo por lo tanto corresponde a una sefial
anticausal por ello desarrollamos en potencias positivas de z. usando nuevamente el

procedimiento de division de polinomios, pero ordenando al revés:

73
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272 +67° +147* +307° +627°...
1772377 +1> 1

1-3z+4+27
3z-27
37-97° +67°
772 -67°
772 =217 +147"
1577 —147*
157 —45z* +307
31z* +307°
de donde,
x(n)=1{...,62,30,14,6,2,0,0}
T
es decir,

x(m =27 =2Ju(=n=1) == 2=(4)" |ut=n-1)

4.5.3.- Calculo por expansion en fracciones parciales

Este método consiste en realizar una expansidon en fracciones parciales de la funcién

racional

para posteriormente buscar para cada fraccidon parcial su correspondiente

expresion en el tiempo en una tabla de transformadas Z de funciones bésicas.

Para aplicar este método previamente se deberd escribir X (z) como una funcién racional
propia, es decir, como una divisién de polinomios de la forma

M M-1
b,z" +b, 7" +..+bz+b,

X(2)=
ay7" +a, 7"+ +az+a,

4.19)
Donde M < N .

Toda funcién racional impropia (M = N ') se puede expresar siempre como la suma de un
polinomio mds una funcién propia. La transformacién inversa de un polinomio es
inmediata, por lo cual s6lo queda el problema de transformar la parte propia.

Ejemplo: Expresar la siguiente funcién racional impropia como un polinomio mds una
fraccion racional propia:
3 2.2 1
T+377+5z+1
X(Z) — 3 2

2
73z
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Solucion:

Primero observamos que se deben eliminar del numerador las potencias z’ y z°, por lo
tanto usamos el procedimiento de division de polinomios arreglando los polinomios en
potencias descendentes de z y paramos el proceso cuando el grado del residuo sea menor
que el grado del denominador:

4
z+4
2 3 2
4 —%z+%>z +32 +5z+1
3 2 .2 1
-5 t32
1774 0z+1
4.2 8 4
3% T92%%
8 2
92t%

Por lo tanto
Z+

O oo
N[}

X()=z+3+—5—
77 —327+

=

4.5.3.1.- Caso de Polos Distintos (Reales y Complejos)

. e . . . X
Ejemplo. Polos reales distintos: Obtener la expansion en fracciones parciales de (2) ,
b4

para

X(z)= |

1-1.5z7"+0.577
Solucién:
Multiplicando numerador y denominador por z> se obtiene
X(z) z

z 22-1.5z+0.5

factorizando el denominador obtenemos
X(2) _ Z
Z (z=1)(z—=0.5)

Expandiendo en fracciones parciales

X@_ R R
z z—1 z-0.5

donde
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< <

= = N —_ — = —1
' 205 2=l Tzl =05
Finalmente
2
X(z)= <% 2
z—1 z-0.5

Esta expresion contiene solamente funciones bdsicas cuya transformada Z inversa se puede
obtener de la tabla de transformadas Z, una vez que se especifique la ROC correspondiente.

El procedimiento mostrado en el ejemplo anterior puede ser utilizado siempre y cuando los
polos no sean repetidos, inclusive aunque éstos sean complejos como se ilustra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo. Polos complejos distintos: Obtener la expansion en fracciones parciales de
X(z2)

, para
Z
1+77"
X(z)=—"—""——
@) 1-z'+0.5z7
Solucién:
Multiplicando numerador y denominador por Z* se obtiene
X(2) _ z+1

2
Z z7—z+0.5
factorizando el denominador obtenemos
X(z) z+1

2 (z=p)z=p,)

donde p, =1+ j%, p,=3—Jj%.

Expandiendo en fracciones parciales
X@)__ R N R,

Z (z=p) (z—-p,)

donde
+1 +1  3+1j
R == AT 5 .ZJ:%_%J', R, =
7P, DT P J =D

* Obsérvese que R, =R, , lo cual es una consecuencia de que p, = p,.

Sustituyendo, se obtiene

~

X@ __5=35] __ 3*3
¢ (@=3=h) @i+
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La cual no es una expresion muy adecuada, ya que si en la expresion original solo teniamos
coeficientes reales, deberiamos esperar lo mismo en la expresion expandida. Esta dificultad
puede ser resuelta al transformar al dominio del tiempo:

Asi, si
X(z)_ R N R
z (z—p) (z—Dp)

entonces
x(n) = Rp"u(n) + Rp'u(n) = {Rp" +Rp" }u(n) =Re{Rp" }u(n)

Donde u(n) es el escalén unitario discreto y se escribe solo para enfatizar que la sefial es
causal.

Si denotamos R, p en forma polar: R =|R|e”, p=|p|e” se obtiene

X(I’l) _ Re{Rp”} u(n) _ Re{|R||p n e(¢+_im9)} M(I’l)

o bien,
x(n) = |R||p|’Z cos(n@+ @)u(n)

Para el ejemplo, R=1—ji= \/gej‘”, g=tan"'(-3), p=1+ ¢’*, por lo tanto

J
X (k) =3 (%) cos(3kh+9)

S

En la figura 3.3 se muestra el comportamiento en el tiempo de esta sefial

x(n)

1 I I I
o8 | . . s

! l l :
041t Ao Booooooooo 4=
0.2f- ]

ol L. [[ltjt,.‘.‘”
02 % Fomm e 1
-0.4 : : :

0 5 n 10 15

Fig. 4.2. Grifica de la sefial X (n) = \/%(%)n cos (%n + ¢) del ejemplo
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4.5.3.2.- Polos repetidos.

Cuando el denominador de X(@) contiene términos de la forma (z— p)", se generard una
Z
sumatoria de n fracciones parciales de la forma:
o I S+t E, - (4.20)
(z=p) (z=p)  (z-»)
Donde los coeficientes de los numeradores se calculan como sigue
1 d . X(z
NP [(z—p) X@ )} (4.21)
(n—i)!dz z ..,
. , . . . X(2)
Ejemplo: Obtener la expansion en fracciones parciales de , para
Z
1
X(z)=
@ (+zHA-z7")?
Solucién:
Multiplicando numerador y denominador por Z* se obtiene
3
Z
X()=——""7
(z+1)(z-1)°
Es decir,
X(2) _ z
2 (z+D(z-1)°
Expandiendo en fracciones parciales
Xz _ R N R, 4 R,
z (z=1) (z-1) (z+1)
donde
rod [ 2] _[£+2:] _3
Dode |zl [+ 4
)
R =% _1
z+1 | - 2
-
Z 1
R3 = —2 = —
(z=D7]|_, 4
Por lo tanto, la expansion en fracciones parciales queda
X@_ 4z, 4z, 4z
2 (z=1) (z-1) (z+1)
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Donde cada sumando se puede encontrar en una tabla de Transformadas Z.

4.6.- Ejemplos de calculo de la respuesta de un sistema discreto mediante
transformada Z

4.6.1.- Sistema de primer orden en lazo abierto

Consideremos el modelo discreto de una planta de primer orden, dada por su ecuacién de
diferencias
y(kh+ h) = ay(kh)+ Bu(kh) (4.22)

Donde & y f son constantes.

La funcién de transferencia de pulso correspondiente a (4.22) estd dada por

G(z)= p (4.23)
-

Calcularemos la respuesta al escalon unitario bajo condiciones iniciales cero, es decir,
consideraremos que la entrada a la planta es

1
U(Z)—1

-1

Entonces Y(z) =G(2)U(z), es decir,
Y(2) :( ﬁ J 1 -1
z—a)l-z

Y(z) B

z (z—a)(z-1)

O bien,

Desarrollando en fracciones parciales

Y(z):,B(l 1)

Z -« z—l_z—a

Por lo tanto

Y(z)=ﬁ(z ZJ

l-a\z-1 z-«a
De las tablas obtenemos la Transformada Z inversa, por lo tanto

y(kh) = %[1— ' | (4.24)

Compiérese con (4.2), como es de esperarse, se obtiene el mismo resultado puesto que
(4.23) es la funcidn de transferencia correspondiente a la ecuacion de diferencias (4.1) .
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&~ Observacién. El modelo discreto (4.23) no necesariamente proviene de la discretizacion
de una planta continua, pero en el caso en que asi sea, la planta continua correspondiente
seria

G(s)=
s+a

Y se tendria que o =e ", p=t01- e™") y entonces la ecuacién (4.24) se convierte en

_2 __—akh
y(kh)—a[l e ] (4.25)

Que no es mds que la discretizacion de

bry
yn=—[1-¢"] (4.26)

La cual es la respuesta de la planta continua ante un escalén unitario, bajo condiciones
iniciales cero.

4.6.2.- Sistema de segundo orden (Sucesion de Fibonacci)

Una de las aplicaciones del calculo de la solucién analitica de una sistema discreto es el
calculo del término general en una sucesiéon numérica, por ejemplo, consideremos el
ejemplo clasico de la sucesion de Fibonacci, la cual se obtiene sumando los dos nimeros
anteriores para generar el siguiente. Por ejemplo, si empezamos con las condiciones
iniciales x(0)=1, x(1) =1, la sucesion seria la siguiente secuencia discreta

{1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,...} (4.27)
La pregunta es: ;Cuadl es el término general de la sucesioén?, es decir, ;cudnto vale x(k) ?

Solucion: Podemos considerar la sucesion (4.27) como la salida del sistema dado por la
ecuacion de diferencias que nos dice como obtener x(k) en términos de los sus valores
anteriores

x(k)=x(k—1)+x(k—-2) (4.28)
La cual es vdlida para k>2

O bien, adelantando la ecuacién 2 instantes de muestreo se obtiene
x(tk+2)=x(k+1)+x(k) (4.29)
La cual es vélida para k=0

Aplicando Transformada Z a (4.29), como en este caso las condiciones iniciales no son
cero, obtenemos

[ X (@)= x(0)—x()z" | = 2[ X ()~ x(0)]+ X (2)
Factorizando
(22 —z2-DX(2)=(2* = 2)x(0)+ x(1)z
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Despejando X (z)
(z° = 2)x(0) + x(1)z

X(2)=

2
77 —z-1
Sustituyendo las condiciones iniciales
2
X(z2)=———o (4.30)
77 —z-1
Cuyos polos son
1++/5 1-+5
P = +2I, P, = 2[ (4.31)
Y por lo tanto (4.30) se puede factorizar como
X(2) _ z

2 (z=p)z=py)

Expandiendo en fracciones parciales
4 1)
X(Z) — P1—P2 + P2~
Z Z—p Z—D

O bien, tomando en cuenta que p, —p, = J5

X(Z):L( P P j
Z \/g Z_pl Z_pl

Por lo tanto

1
Js\z=p z-p

Y de las Tablas de Transformadas obtenemos

x(k) =L

7 [(pl )" - (Pz)kHJ

4.7.- Calculo de la Respuesta de un DSLIT por Convolucion con la Respuesta al
Impulso Unitario.

Como ya se comenté antes, una metodologia que permite obtener la respuesta de un sistema
ante una sefial de entrada arbitraria x(kh) consiste en expresar esta sefial como una
combinacion de sefiales elementales (pulsos unitarios) para luego, por linealidad, obtener la
respuesta del sistema como una combinacion de las respuestas a estas sefiales elementales.

4.7.1.- Descomposicion de una sefial discreta en términos de impulsos

Una de las sefales mds sencillas de generar es el pulso unitario, el cual se definid
anteriormente. La respuesta de un DSLIT a ésta sefial lo caracteriza completamente, es
decir, la respuesta de un DSLIT ante cualquier tipo de entrada puede ser expresada en
términos de su respuesta al pulso unitario.
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Para verificar lo anterior primeramente expresemos una sefal arbitraria como una
sumatoria de impulsos, para ello notemos que una secuencia arbitraria x(kh) cumple con la
siguiente propiedad:

x(kh)o(kh —nh) = x(nh)o(kh —nh) (4.32)
puesto que el impulso unitario retardado &(kh—nh) vale cero en todos lados excepto en
k =n, en donde vale 1, pero en ese instante justamente x(kh) vale x(nh). El resultado de
esta operacion se ilustra en forma grafica en la figura 4.3. para n =8.

x(kh)

1 i l

0.5

X I

03 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
S(kh-8h)

1 [

0.5

0 L { O ® L O L L T

05 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x(8h)5(kh-8h)

]

0.5

i R A D R O ]

0.5

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

kh
Fig. 4.3.. Extraccién de la muestra x(8) mediante la operacién x(k){k-8).

Es decir, al multiplicar una sefial x(kh) por O(kh—nh), extraemos la muestra x(nh). Si

repetimos este proceso para todos los valores de n podremos expresar la sefial original
x(kh) como sigue (se supone una sefial causal)

x(kh) =" x(nh)&(kh—nh) (4.33)
n=0
La expresion anterior nos dice que podemos expresar cualquier sefial discreta como una
sumatoria ponderada de impulsos desplazados.

Ejemplo: Expresar la siguiente sefial discreta causal de duracién finita como sumatoria
ponderada de impulsos desplazados:

x(kh)=1{1,-1,3,1,-2}
Solucion.
x(kh) = 6(kh)— 0(kh—h)+30(kh—2h)+ 6(kh—3h)—206(kh—4h)
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4.7.2.- Respuesta de un DSLIT ante Entradas arbitrarias: La Convolucion.

A continuacién consideraremos el experimento mostrado en la figura 4.4 que consiste en
aplicar un pulso unitario a un sistema discreto en el instante k =n. Denotaremos la
respuesta del sistema a este pulso unitario por g(kh—nh).

Of(k-n)h] gl(k-n)h]

Ofk-n)h] gl(k-n)h]

> ?I IT?Q._,

nh nh

Fig. 4.4. Respuesta a un pulso unitario aplicado en el instante k=n

De acuerdo a la ecuacién (4.33), una entrada discreta cualquiera x(kh) puede ser expresada
como el siguiente tren de impulsos modulado en amplitud:

x(kh) = i x(nh)o(kh—nh)

n=0

Por lo tanto, si el sistema es lineal, por superposicion, la respuesta del sistema y(kh) puede
expresar como sigue

y(kh) = i x(nh) g (kh—nh) (4.34)

A la sumatoria anterior se le llama sumatoria de convolucion, por lo tanto,

%~ La respuesta de un DSLIT a una entrada arbitraria x(kh) es la convolucién de la
entrada con la respuesta al pulso unitario g(kh) del sistema.

En ocasiones la sumatoria de convolucién se denota como sigue

Zx(nh)g(kh—nh) = x(kh)* g (kh) (4.35)
n=0
Se puede demostrar sin mucha dificultad que la convolucion es conmutativa, es decir,

x(kh)* g(kh) = g(kh)* x(kh)
0 sea que

i x(nh)g(kh—nh) = i g(nh)x(kh—nh)
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¢~ Observacion: En el caso continuo se tiene un resultado completamente similar. Si A(?)
es la respuesta al impulso unitario continuo &t) del sistema continuo, la respuesta a una
sefial cualquiera x(t), esta dada por la integral de convoluciéon

y(t) = T h(D)x(t—7)dt

Ejemplo: Si la respuesta al impulso de un DSLIT es
g(kh)={1,2,1,-1}

Determina la respuesta del sistema ante la entrada
x(kh) ={1,2,3,1}

Solucién: En la siguiente tabla se muestran los pasos intermedios para calcular la sumatoria
de convolucion x(kh)* g(kh) :

y(kh) = i x(nh)g(kh—nh) = 23: x(nh)g(kh—nh)

Evaluando:

¥(0)=x(0)g(0)=1

y(1)=x(0)g(1)+x(1)g(0)=4
(2)=x(0)g(2)+x(1)g(1)+x(2)g(0)=8
Y(3)=x(0)g(3)+x(1)g(2)+x(2)g(1)+x(3)g(0)=8
Y(4)=x(1)g(3)+x(2)g(2)+x(3)g(1) =3
Y(5)=x(2)g(3)+x(3)g(1)=-2

y(6)=x(3)g(3)=-1

n 0 1 2 3

x(nh) 1 2 3 1
k g(kh) | g(kh-h) | g(kh-2h) | g(kh-3h) | y(kh)
0 1 0 0 0 1
1 2 1 0 0 4
2 1 2 1 0 8
3 -1 1 2 1 8
4 0 -1 1 2 3
5 0 0 -1 1 -2
6 0 0 0 -1 -1
7 0 0 0 0 0

Es decir,
y(kh) = {1’ 49 89 8, 3’ _2, _1}

¢~ Observacion: La convolucién de dos secuencias finitas, una de longitud N y la otra de
longitud M, produce otra secuencia finita de longitud N+M-1
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4.7.3.- Respuesta al impulso de sistemas causales

Como la respuesta y(kh) de un sistema causal no puede depender de informacion anterior
al instante k, su respuesta al impulso g(kh—ih) debe ser cero para k <i. Por lo tanto

y(kh) = i x(ih) g (kh—ih) = Zk: x(ih) g (kh—ih)

i=0 i=0

es decir, la respuesta de un sistema causal a una entrada causal x(kh) estard dada por la
sumatoria de convolucién finita siguiente

y(kh) = Z x(ih)g (kh—ih) = Z g(ih)x(kh—ih) (4.36)

i=0

Ejemplo: Determinar la respuesta al escalon unitario w(kh) del sistema de primer orden
dado por su ecuacién de diferencias lineal
y(kh+ h) = ax(kh)+ Bu(kh)
Solucion:
Primeramente obtenemos la respuesta del sistema al pulso unitario. Esto lo podemos hacer
transformando al dominio z como sigue
B

Y(z)=——U(2)
—a

pero si la entrada u(kh) es un pulso unitario, U(z) =1, entonces

G()=Y(2)= p

-

De las tablas obtenemos
gkh)y=2"[G(2)]=2" Lﬁ } Lo

Obsérvese que el resultado no es valido para k=0, pues la funcioén de transferencia supone
condiciones iniciales cero, es decir,

(ki) = Ba'™ para k=1,2,3,...
8 0 k=0

Como el sistema y la entrada son causales podemos usar la ecuacién (4.36), Si ademads
ahora la entrada es un escaldn unitario, u(kh) =w(kh) =1 para k =0, por lo tanto:

y(kh) =2 g(ihya(kh—ih) = g(ih)=)_ fa’"

lo cual se puede expresar como

Byg By
y(kh) aZa_a(Za 1]

Por lo tanto
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y(kh) =£(1‘“ - —1J
al 1

simplificando, finalmente se obtiene
1-a
l1-a

y(kh)=

(4.37)

Comparando con (4.2) se observa que se tratan del mismo resultado.
4.8.- Analisis de Estabilidad de DSLITs

Una de las propiedades mds importantes de los sistemas es su estabilidad. En estos apuntes
consideramos la nocién de estabilidad desde el punto de vista entrada-salida siguiente:

+  Se dice que un sistema es estable en el sentido BIBO (Bounded input — Bounded
Output), si a toda sefial de entrada u(kh) acotada responde con una salida y(kh)

también acotada.
La estabilidad BIBO de un sistema puede ser obtenida observando la respuesta al impulso
del sistema, ya que se puede demostrar el siguiente resultado
4.8.1.- Respuesta al Pulso y Estabilidad

Podemos establecer la estabilidad BIBO de un sistema DSLIT a partir de su respuesta al
pulso unitario g(kh) como sigue:

Suponiendo que el sistema es BIBO estable, deberd producir una salida y(kh) acotada para
cualquier entrada acotada u(kh) , es decir, existen dos constantes finitas M

u(kh)| <M, ,

M . tales que

u’

y(kh)| <M para todo valor de &,

pero la respuesta del sistema se puede calcular mediante convolucién en términos de su
respuesta al impulso g(kh), de acuerdo a (4.36), por lo tanto

| y(kh)| = Z g (ih)u(kh—ih)

y de la desigualdad del tridngulo, el valor absoluto de una suma es menor o igual que la
suma de sus valores absolutos, por lo tanto

|y(kh)| <> | g(ihyukh—ih)|

i=0
Ademais el valor absoluto de un producto es el producto de los valores absolutos, por lo
tanto

|y(kh)| < Z| g (ih)||u(kh —ih)|
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pero como u(kh) estd acotada por M, :

k
|y(kh)| < _|g(ih)|M,
i=0
Es decir,

|y(ki| <M, 3| g ih)

Es decir, para que y(kh) esté acotada para todo valor de k se requiere que el lado derecho
de la desigualdad anterior sea un nimero finito M atin cuando k tiende al infinito, es

decir, se requiere que exista un numero positivo M, finito que acote a la sumatoria infintia

de los valores absolutos de la respuesta al pulso unitario, es decir,

=)

D |glm| <M, <o (4.38)

i=0

La condicién anterior se enuncia diciendo que la respuesta al impulso g(kh) es
absolutamente sumable. Es decir:

¢~ Un DSLIT es BIBO estable si su respuesta al impulso es absolutamente sumable.

La condicién (4.38) no solo es suficiente, también es necesaria, esta condicién tiene dos
consecuencias que se pueden demostrar con un poco de andlisis:

i. Para que g(kh) sea absolutamente sumable es necesario que g(kh) tienda a cero

conforme k tiende a infinito. (Esta condicién no es suficiente en general, pero si lo es
para DSLITs).
ii. Si g(kh) es absolutamente sumable cualquier entrada de duracién finita al sistema

producira una salida y(kh) que tiende a cero conforme k tiende a infinito.

Ejemplo:
Obtener el rango de valores de la constante a para el cual es estable el sistema causal cuya
respuesta al impulso es

g(kh)=a" para k>0

Solucién:
Evaluamos la condicién de sumabilidad absoluta (4.38)

> lgm]= o
i=0 i=0
= |a| =1+|a|+|af +|a[ +...
i=0

La cual es una Serie Geométrica con razén de crecimient0|a

, la suma de sus primeros N

términos es
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N+1

o 1l
A

L. . . . . . . L N+1
Para que el limite de Sy cuando N tiende a infinito exista, se requiere que |a| <1, asi |a|
tiende a cero conforme N tiende a infinito y por lo tanto

P
;M _1—|a|

es decir, el sistema es BIBO estable solamente si |a| <1.

4.8.2.- Estabilidad y Polos de la funcion Transferencia de Pulso.

Consideremos un DSLIT con entrada u(kh) y salida y(kh), cuya funcién de trasferencia

de pulso estd dada por

Y(z)
G =
(2) UG

Si la entrada es un pulso unitario se tiene que U(z)=1 y por lo tanto Y(z)=G(z) es la
respuesta al pulso unitario en el dominio Z. Es decir,

& La Transformada Z de la respuesta al pulso unitario g(kh) es la funcion de transferencia
de pulso G(z) del sistema.

Por lo tanto, si conocemos la Funcién de Transferencia G(z) del sistema podemos obtener
la respuesta al impulso unitario del sistema mediante transformacién inversa de G(z).

De acuerdo a la seccion anterior, si G(z) es racional con polos no repetidos p,, p,,..., p,
se podra escribir como sigue

R R R
G(z)= i, BT L TE

=P =D —p,

(4.39)

por lo tanto, su respuesta al impulso en el tiempo serd una sumatoria de exponenciales
cuyas bases estaran dadas por los polos.

g(khy=Rp"+R,p, +..+R p* (4.40)

“¥7Si todos los polos tienen magnitud menor que la unidad esta respuesta al impulso
tenderd a cero conforme el tiempo crece y bastard con que algin polo no cumpla esta
condicion para que g(kh) crezca indefinidamente conforme k crece, es decir,

\p,|<1 paratodoi = lim g (kh) — 0 (4.41)
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Como los polos pueden ser complejos, la desigualdad | pl.| <1 representa una regién del
plano complejo Z. La condicién (4.41) se puede expresar también como sigue

(todos los polos p, dentro del circulo unitario) = }im g(kh) >0

La condicién (4.41) garantiza la condicién de sumabilidad absoluta de g(kh) en el caso de

DSLITs, por lo tanto la podemos tomar como una condicidn necesaria y suficiente para la
estabilidad BIBO de este tipo de sistemas.

&7 Un sistema DSLIT causal es BIBO estable si y solo si todos sus polos estin en el
interior del circulo unitario.

A

F Im(z)

ROC

pglos

Fig. 4.5. Polos de un DSLIT causal BIBO-estable y ROC de su funcién de transferencia.

1+z
1-z7"+0.527
L 1 :1 1 a1 .
anterior, tiene los polos p, =5+ j3, p, =5—j5 que en forma grifica se muestran como

Ejemplo: La funcién sistema H(z)= como ya se vio en un ejemplo

cruces en el plano z en la figura 4.5 de donde se aprecia que se encuentran en el interior del
cirulo unitario, por lo tanto, g(kh) debe tender a cero conforme k crece, lo cual en efecto
ocurre, como se aprecia en la figura 4.2.

Im(z)

P

Re(2)

P2

Fig. 4.6. Representacién en el plano Z de los polos p,, =1 j1
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4.9. Métodos para el analisis de estabilidad basada en los polos

Como se mostrd en la seccién anterior, el problema de averiguar la estabilidad de un
DSLIT se convierte en el problema de averiguar si todos los polos de su funcién de
transferencia G(z) estan o no dentro del circulo unitario.

Este problema se puede resolver usando métodos numéricos para busqueda de raices de
polinomios, sin embargo los métodos numéricos solo se pueden aplicar cuando se conocen
todos los coeficientes de G(z) lo cual no siempre es posible. Cuando G(z) contiene

coeficientes desconocidos el problema de cdlculo de raices se vuelve muy complicado para
orden 2 e intratable para orden 3 o mayor, en estos casos en lugar de calcular las raices se
reduce el problema a averiguar si hay algunas fuera del circulo unitario.

Asi como en el caso continuo existen métodos analiticos como el Criterio de Routh para
averiguar si las raices de un polinomio estdn en el semiplano complejo derecho, para el
caso discreto se han desarrollado criterios como el de Schur-Cohn o el Criterio de Joury
que nos permiten averiguar si un polinomio tiene alguna raiz en el exterior del circulo
unitario.

4.9.1.- Criterio de Routh Modificado.

El criterio de Routh nos da un procedimiento para averiguar si un polinomio tiene raices
con parte real positiva. Es posible utilizar el procedimiento dado por el criterio de Routh
para averiguar si un polinomio tiene raices en el exterior del circulo unitario, si previamente
realizamos una transformacién de variables que convierta el exterior del ¢ riculo unitario en
el semiplano complejo derecho.

La Transformacion Bilineal de Mdbius.
Los siguientes cambios de variable compleja tienen la propiedad de transformar los

numeros complejos z ubicados en el interior del circulo unitario en nimeros complejos v
6 w ubicados en el semiplano complejo izquierdo como se ilustra en la figura 4.7

- Z_Jri para 7 #1 (4.42)
Z —
O bien,
z—1
w=—— para 7+ -1 (443)
z+1

Las transformaciones anteriores son conocidas como transformaciones bilineales de
Mobius sus correspondientes transformaciones inversas son las siguientes.

P I (4.44)

v—1
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(=W g wl (4.45)
1-w

I
.

=

Plano V Plano Z
Figura 4.7.- Transformacién de Mobius entre los planos Vy Z .

Ejemplo. Utilizando la transformacién bilineal y el criterio de Routh, averiguar cudntas
raices fuera del circulo unitario tiene el siguiente polinomio.

A(2)=72"40.5z2-z+1=0

Solucion.
Sustituyendo z=1 podemos observar que el polinomio dado no tiene raices en z=1, por lo
tanto podemos usar la transformacion (4.42).

3 2
(V_HJ +0,5(v_+1j _(V_ﬂjﬂzo
v—1 v—1 v—1
Multiplicando por (v—1)’ se obtiene
(v+1) +05(v+1)" (v=1)=(v+1)(v=1) +(v=1)’ =0
Desarrollando los productos
(v +307 +3v+1)+0.5(v +2v+1) (v=1) = (v+1) (v’ =2v+1) + (v’ =3v* +3v—1) =0
(v3 +3v° +3v+1)+0.5(v3 +v° —v—l)—(v3 -’ —v+1)+(v3 -3’ +3v—1) =0

Agrupando términos semejantes

1.5V +1.5v* +6.5v—1.5=0
O bien,

Vv 48y -1=0

La condicion necesaria para estabilidad del Criterio de Routh (todos los coeficientes deben
ser positivos) no se cumple.

Para ver cudntas raices estan en el semiplano complejo derecho construimos el arreglo de
coeficientes correspondiente, obteniendo
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13
3

-1

[ENN

—_
vl

-1

De donde se observa que el numero de cambios de signo en la primera columna es 1, por lo
tanto, existe una raiz del polinomio A(v) en el semiplano complejo derecho lo cual

significa que existe una raiz del polinomio original A(z) fuera del circulo unitario.

En este ejemplo se conocen todos los coeficientes del polinomio y no se aprecia la ventaja
de usar el criterio de Routh, ya que mediante un método numérico podemos calcular las
raices del polinomio, las cuales son

Raices de A(z) | Magnitud
-1.5558 1.5558

0.5279+0.6034] 0.8017

0.5279-0.6034;j 0.8017

De donde se puede observar a simple vista que hay una raiz (valor marcado en fondo gris)
fuera del circulo unitario

4.9.1.1.- Disefio de controladores estabilizantes en lazo cerrado.

A continuacién trataremos dos ejemplos en los cuales los polinomios involucrados

contienen coeficientes desconocidos. Estos son problemas tipicos de disefio de
controladores para lograr la estabilidad del sistema completo en lazo cerrado.

Ejemplo: Calcular el rango de valores de la ganancia K, de un controlador proporcional

para el siguiente esquema de control digital directo, en donde G(s) = Ll .
s+
T TTTTTTTTS
Fuk) {7771 fut) y(t)
—+—*1D/A Ir—'—P G(s) >

Computadora
Figura 4.8. Control digital proporcional de una planta continua

Solucion.
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Primero expresamos todos los bloques del sistema en el dominio z como se muestra en la
siguiente figura

r(z)

y(z)

Kp " G2

Figura 4.9. Sistema de la figura anterior expresado en z.

En donde
1
G(z)=(1-zHZ
(@)=0d-27) {s(s+l)}
Es decir,
1_ —h
G(z) =——
z—e

Por lo tanto la funcidn de transferencia de lazo cerrado sera
K,G(z)  K,(1-e")
1+K,G(z) z—e"+K, (1-¢™)

G (2)=

De donde el tinico polo en lazo cerrado es z=¢" —K ) (1—e™). Por lo tanto, Para que el
sistema en lazo cerrado sea estable se requiere que
|2 =|e™" -k, (1-e™)|<1
O lo que es 1o mismo
-1<e™ —Kp(l—e_h) <1
Restando ¢
~1-e" < —Kp(l—e_h) <l-e”"

Dividiendo entre (1—e™"), el cual es una cantidad positiva puesto que />0, obtenemos

—l-e
FEVSIR
Multiplicando por (-1)
I+e™
-1<K, < - (4.46)
Asi, por ejemplo, si 7 =0.01
-1<K, <100.5
Ejemplo: Repetir el problema anterior para la planta continua siguiente G(s) = 21 .
ST+

Autor: José Juan Rincén Pasaye. UMSNH-FIE 93



Introduccion a la Teoria de Control Digital Capitulo 5. Disefio de Sistemas de Tiempo Discreto

Soluciéon. Primero expresamos todos los bloques del sistema en el dominio z igual que se
hizo en el problema anterior en la figura 4.9, solo que ahora

G(2)=(-21)2 {;}

s*(s+1)

Es decir, de acuerdo a los cdlculos de un ejemplo del capitulo anterior (ver ecuacién (3.71))
(h=1+e™")z+(1—e"—he™)

G(z)=
2) Z2=(A+ez+e™

Por lo tanto la funcidn de transferencia de lazo cerrado sera

G (=_KOD _ K,[(h=1+e")z+(1—e" —he™)]
A _1+K,,G(z)_zz—(1+e-”)z+e-h+Kp[(h—1+e‘h)z+(1—e-h—he-”)]

Simplificando obtenemos

K,[(h=1+e")z+(1-e" —he™) ]

G, (2)=
: 7+ K, (h=1+e")—(+e™) |+ +K, (1—e" —he ™)

Por lo tanto, los polos de lazo cerrado son las raices del polinomio del denominador
A= +[ K, (h=1+e")=(1+e ") |z+e" +K,(1—¢" —he ™) =0

Aun calculando las raices de este polinomio seria dificil llegar a conclusiones sobre
estabilidad. En lugar de calcular las raices para analizar la estabilidad del sistema en lazo
cerrado aplicaremos el criterio de Routh modificado, para ello aplicamos primeramente la
transformacion bilineal

2
A(v):(v—-l_lj +[K (h—1+e_h)—(1+e"’)](—v+1J+e_h +K (1-e"—he™)=0
v—1 ’ v—1 !

Eliminando el denominador comun
AW)=(v+1)’ +[1r<p(h—1+e-h)—(1+e-”)](v2 —1)+[e-h +K,(1-¢" —he-”)](v—l)2 =0
Agrupando términos semejantes
AW =[1+K,(h=1+e")=(+e ") +e" +K,(1—e" —he™) |V +[2-2¢" —2K ,(1—¢ " —he ") [v+
+1—[Kp(h—1+e-h)—(1+e-h)]+e-h +K,(1-e"—he™)=0

Simplificando, obtenemos
AW) =K, h(1-e" W +2[1-e" —K, (1-e" —he™) [v+2(1+e")+K,(2=h—=2¢" —he™) =0

Aplicando el Criterio de Routh, obtenemos:

1)  Condicién necesaria: Todos los coeficientes deben ser positivos, por lo tanto:
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K, h(1=¢")>0 (4.47)
2[1-e"—K,(1-¢" —he™)]>0 (4.48)
2(1+e™)+K,(2~h-2¢" ~he™)>0 (4.49)

Como h>0y (1—e")>0, la condicién (4.47) se satisface si
K,>0 (4.50)

La condicién (4.48) se puede reescribir como sigue
l1—e™ —Kp(l—e’h —he™) >0

Graficando el término entre paréntesis (1—e™" —he™") se puede ver que siempre es positivo,
por lo tanto la desigualdad anterior se puede escribir como
1 _ e*h

p < l_e—h _he_h (4‘51)

Ademas la condicion (4.49) se puede reescribir como
20+e™) =K, [-2+h+2e" +he™"]>0

En forma similar al graficar el término entre corchetes —2+h+2e ™" +he™" se observa que
siempre es positivo, por lo tanto, despejando

2(14+e™)

4.52
P =24h+2e" +he™ e
Para que se cumplan las tres condiciones (4.50), (4.51) y (4.52), se requiere
0< K <min 1-¢” 2l+e) (4.53)
’ l—e" —he" —2+h+2e" +he™" '

Si graficamos las expresiones involucradas en el lado derecho de (4.53) observamos que se
puede reescribir como sigue:

I—e™
l—e" —he™

—~h
Sih>3.7208:  0<K,<——0t¢)
P 2+h+2e" +he

S1 h<3.7208: 0<K, < (4.54)

(4.55)

La ecuacion (4.54) serd la mds usual, ya que normalmente h es pequefio. Por ejemplo, para
h=0.1:

1— e
-0.1 _ he

O<Kp<1 —7=20.34

—e
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4.9.2.- Criterio de Joury.

A diferencia del criterio de Routh, el criterio de Joury analiza un polinomio directamente en
el plano Z y sin necesidad de hacer ninguna transformacién de coordenadas nos dice
cudntas raices fuera del circulo unitario tiene dicho polinomio.

Consideremos el polinomio siguiente

A(R)=ayz"+a7"" +..+a, z+a, (4.56)

A partir de los coeficientes del polinomio anterior se forma el arreglo numérico siguiente

renglon
I: ay q a, a, a,
2: n a, a, e a; a,
3: bO bl bn—Z bn—l
4: n—1 bn—Z bl 0
S Co Co3 €
6: Coa G Co
2n+1: %
En donde
aO an al an an—l an
a a a a a a
_|"n 0 _17n-1 0 _ 1 0
bo = > bl = ’ ’bn—l =
ay ay ay
b() bn—l bn—2 bn—l
_ bn—l bO _ bl bO 4 57
CE=—"""", ..., , = 4.57)
bo bo

Obsérvese que por cada par de renglones del arreglo anterior solamente se calcula el
primero y el siguiente simplemente se invierte en orden respecto al calculado.

Obsérvese también que si los elementos sombreados (que aqui llamaremos pivotes) en el
arreglo de Joury son cero, los célculos no se pueden continuar.

Criterio de Joury.
Suponiendo que a,>0: El polinomio A(z) no tiene raices fuera del disco unitario si 'y

solo si todos los pivotes son positivos, es decir,
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by >0, ¢, >0, ..., z,>0 (4.58)

Si ningtin pivote es cero, el niimero de pivotes negativos es igual al niimero de raices fuera
del disco unitario.

&~ Observacién: Si se cumple la condicion (4.58), la ultima desigualdad (z,>0) es la

mdés laboriosa de evaluar, pero en su lugar se puede sustituir por la condicién
equivalente mds sencilla de evaluar:

AD>0 y (-D)"A=D>0 (4.59)

&~ Observacion: Por procedimiento se recomienda evaluar primero la condicién (4.59)
antes de construir el arreglo de Joury. La condicion (4.59) se puede considerar como
una condicién necesaria para que el polinomio tenga todas sus raices dentro del circulo
unitario, ya que si no se cumple existird al menos una raiz fuera del disco unitario.

4.9.3.- Criterio de Schur- Cohn

Dado el polinomio de grado m A,,(z) dado por
A =ay+az " +. . +a,z" =Y az* (4.60)
k=0
El polinomio reciproco de A,,(z) se define como

m m
B (z)= Z_mA,,,(Z_l) = Z""Zakzk :Z akz_(’"_k) =a,z " +alz_(m_l) +...+ am_lz_l +a, (4.61)
=0 =0

Es decir los coeficientes de B,,(z) son los mismos que los de A,,(z) pero en orden inverso.

Para aplicar el Criterio de Schur-Cohn al polinomio

A(R)=1+az" +..+ayz " (4.62)
Comenzamos haciendo
Ay(2)=A(2) (4.63)
y
K, =a, (4.64)

Y luego obtenemos los polinomios de grado decreciente A (z) donde m=N,N —1,...,1, de

acuerdo a la siguiente ecuacion recursiva:
A, (z2)-K,B,(2)

Ay () ==~ K (4.65)
Donde el coeficiente K, es el coeficiente de la maxima potencia de z!len Au(z), es decir,
K, =a, (4.66)
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El criterio de Schur-Cohn establece que el polinomio A(z) tiene todos sus polos en el
interior del circulo unitario si y solo si se satisface la condicidén

|Km| <1 para todo m=1,2,...,N 4.67)

Ejemplo: ;Es o no estable el sistema dado por la siguiente funcién de transferencia?

H(z)=——%

Solucion.

Como la estabilidad solo depende de los polos, es decir, del denominador, hacemos

A(2)=1-Fz" =427
de donde

Ademas
By(2)=—%—%z +2°

sustituyendo en (4.65) obtenemos
A2 (Z) - K2B2 (Z)
1-K,’

A(z) =

de donde

Como |K1|=%>1 se concluye que el sistema es inestable. En este ejemplo se puede

verificar facilmente esta conclusion, ya que el denominador se puede factorizar como

AD)=1-1c"~42? =22( ~Te-d)

=77 (z+2)(z-d)
de donde se observa que el polo p, =-2 estd fuera del circulo unitario.

En forma similar al criterio de Routh o al de Joury, la utilidad del Criterio de Schur-Cohn
radica en que se puede aplicar, atn si algin coeficiente del polinomio es desconocido.
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4.9.4.- El Lugar de las Raices.

El objetivo del método del Lugar de las Raices es obtener las condiciones sobre el
pardmetro K para la estabilidad del sistema lineal cuya funcién transferencia en lazo
cerrado es:

Y@ __ KG()
R(z) 1+KG()H(2)

(4.68)

El método se basa en la obtenciéon de una grafica de la variacién de los polos de lazo
cerrado al variar K, es decir la variacidn de las raices de la ecuacidn caracteristica:

1+ KG(z2)H(z)=0 (4.69)

Una vez que se tiene la grafica. Se analiza a simple vista si existen trayectorias de variacion
de los polos de lazo cerrado que salgan del circulo unitario y por lo tanto indiquen la
inestabilidad del sistema en lazo cerrado.

4.9.4.1.- Reglas para el trazado del Lugar de las Raices

Las dos herramientas fundamentales para el trazado de este lugar geométrico se obtienen de
la ecuacioén caracteristica del sistema en lazo cerrado (4.69) como sigue

KG(z)H(z)=-1=-1+j0 (4.70)

O bien, en forma polar,
KG(z)H(z)=12n+ 17 4.71)

Donde n=0,+1,%+2,...

La ecuacién (4.71) se descompone en dos igualdades que se deben cumplir de manera
simultdnea:

Condicion de la Magnitud:

1
IG2)H(2)| =—
K|

Condicion del Angulo: (con n=0, =1, £2, £3, ...)

(2n+1)7 para K=0

cis [G(Z)H(Z)] = { 2nm para K< 0

Basados en las dos condiciones anteriores se pueden obtener las siguientes 11 reglas:
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1. Puntos en K=0.- De la condicién de magnitud se ve que éstos puntos corresponden a los
polos de lazo abierto (los polos de G(z)H(z)).

2. Puntos en K=oo.- Por la misma razén éstos corresponden a los ceros de lazo los ceros de
G(z)H(z).

3. Numero de ramas.- Es igual al nimero de polos de lazo abierto (ya que cada polo es el
inicio de una rama que comienza cuando K=0 y termina en un cero de G(z)H(z) cuando
K — ).

4. Puntos sobre el eje Real.- Sobre el eje real sélo se cumple la condicién de dngulo a la
izquierda de un nimero impar de polos y ceros reales de G(z)H(z).

5. Simetrias.- El Lugar de las Raices (L.R.) es simétrico respecto al eje real.

6. Asintotas.- Cuando Z tiende a oo el L.R. es asinté6tico a las lineas rectas cuyos dngulos de
inclinacion estan dados por:
2k +1)m
0, =———F,
K n-m

donde: n = numero de polos finitos de lazo abierto
m = nimero de ceros finitos de G(z)H(z)
k=0,1,2,....In-ml

7. Interseccion de las asintotas.- Esta siempre ocurre en el eje real, en la posicion dada por

_ 2 Re{polos de G(z)H(z)} -2 Re{ceros de G(z)H(z)}
a n—m

8. Angulos de partida y de llegada.- Las ramas que llegan a ceros complejos de G(z)H(z) o
parten de polos complejos de G(z)H(z) lo hacen formando un dngulo que se determinan
usando la condicién de del dngulo, suponiendo un punto S sobre el lugar de las raices
“infinitamente cercano” y trazando vectores s-p; desde cada polo finito p; y s-z; desde
cada cero finito z; de G(z)H(z) y evaluando.

cis[GH@)] = 180°= ¥ cisz-z) - T cisz-p,)
Seonc) e

9. Interseccion del L.R. con el Circulo Unitario.- El lugar donde esto ocurre puede ser
determinado por el Criterio de Joury o el de Routh Modificado.

10. Puntos de Bifurcacion.- Como estos corresponden a lugares donde ocurren raices
multiples, se pueden encontrar hallando las raices de la siguiente ecuacion:

dG(z)H(z) _

dz 0
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11. Valores de K sobre el L.R.- El valor de K en cualquier punto z, del L.R.se puede
determinar de la condicién de magnitud como sigue:

—
12 |K| = 1 _ polosde Gt 1 O
GoH@| 1 oy |

ceros de G(z)H(z) 1 Y
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Capitulo 5
Diseno de Sistemas de Control en Tiempo Discreto

5.1.- Introduccion

El problema de disefnar un controlador digital para controlar una planta continua puede ser
tan sencillo como el de partir de un controlador continuo ya disefiado previamente y
simplemente implementar una versién discreta adecuada del mismo, o puede pasar por el
uso de herramientas de disefio especificas para el caso digital, partiendo de objetivos de
disefio, un modelo discreto de la planta y analizando el comportamiento completo del
sistema en lazo cerrado mediante las técnicas de modelado de sistemas discretos vistas en
los capitulos anteriores para verificar o asegurar el cumplimiento de los objetivos del
disefno.

5.2.- Traslacion del diseiio analbgico

El enfoque mas sencillo para el diseno, es no hacer el disefio, es decir, si ya se tiene un
controlador continuo disefiado previamente y que satisface lo requerimientos en lazo
cerrado, se puede proponer simplemente su reemplazo por una version discretizada de
dicho controlador continuo. En este caso el problema se reduce a tres problemadticas
menores:

= Seleccionar el mejor método de discretizacion

= Elegir el periodo de muestreo adecuado

= Evitar la distorsion de la respuesta de frecuencia

5.2.1.- Diferentes aproximaciones discretas

En el capitulo 3 se presentaron varias aproximaciones discretas para sistemas continuos.
Cualesquiera de estas puede ser utilizada para obtener versiones discretas de controladores
continuos. Todas ellas producen un error con respecto a la versién continua, siendo por lo
general las mas simples las que producen mayor error. En la siguiente tabla se presenta un
resumen de algunas aproximaciones y sus caracteristicas mas sobresalientes.

Tabla 5.1. Aproximaciones Discretas y sus Caracteristicas

Método de aproximacion Reemplazar Caracteristicas

. . . z—1
Diferencias hacia adelante s por 5

1 Sencillez
Diferencias hacia atras s por —=
. . 2(z-1 L .
Regla trapezoidal (Tustin) s por 2\ Complejidad intermedia
z
. _ G(s
Invariante al escalén G(S) por (1 —z 1)2 ( ) Exacta ante entradas
s constantes
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Ejemplo. Considérese el sistema de control analégico de velocidad de un motor de C. D.
mediante un compensador en adelanto mostrado en la figura siguiente.

Voltaje Posicion
)+ s+1 1 t
r(t) 4 u® y®o,
\ s+2 s(s+1)
compensador Motor de CD
en adelanto

Figura 5.1. Control analégico de posicion angular de un motor de CD

s+2
mediante un controlador digital H(z). A continuacion se obtienen las diferentes
aproximaciones discretas, del controlador, para comparar en simulacion las caracteristicas
logradas con cada aproximacion utilizada. De esta manera, el esquema de control analdgico
de la figura 5.1 se transforma en el esquema de control digital directo de la figura siguiente

e —————

uk) !
k) + ! lu(t) 1 y(t)
L» H(z) +———70nt— >
\ ! ! s(s+1)
__________ |
y(k) compensador Convertidor D/A Motor de CD

discretizado 1====
|
1

——
Convertidor A/D

Figura 5.2. Control digital de velocidad de un motor de CD

Por diferencias hacia adelante:

=14 —(1—
H,(2) = 4 7 _4 z—(1-h)
+2 z—(1-2h)
Por diferencias hacia atras:
1-z h+1 z—(i5
HZ(Z) — 4 _ 4 ( lh)

=140 2h+1 2 (5

)

Mediante la aproximacion trapezoidal:

H(=adG) ) Dz (=) o b2 2= (53)
)42 (2h+2)z+(2h=2) 2h+2 z—(52)

h(z+1

"’w

Discretizacion invariante al escalon:

-1 S+1
H(z)=(-z2 ):Z’[4—s(s+2)J
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Desarrollando en fracciones parciales

Hs(z)=2(1—z‘1)2’(l+ ! j
s s+2

1 1
-1
HS(Z):Z(I_Z )(1_Z—1 + l_e—ZhZ—lJ’
es decir,
Z_(1+e’2”)
—e 2 =4 z—e_22h

- _ -2h
H()=2|1+4—=% _|=p2z=U¥e)

l—e 2!

En la figura 5.3 se muestran la repuesta al escalén del sistema en lazo cerrado utilizando el
controlador analégico y las diferentes aproximaciones discretas, para h=0.2 seg.

15 T T T T T T T T T

: 1 | | ! = Continuo

l 1 ; ; ; —e— Difs atras

| e L I | ===Difs adelante |
| A e .
I [ T bl Tustin
| | Escalén-invariante
| |
| |

Posicion angular

oOF-—----—
U] S
oF-—-—--—
OF-----
_
o

45 \ T T T \ \ T T T
x | | | | | | | = Continuo
o] . .
1‘- i : : : : : ! = Difs atrés
ol L e o o o [ === Difs adelante
| | | | | | | .
Q2 w I I I I I | [ B Tustin
= R oo S oo SR - - Escalén-invariante H
g 1‘ | | | | | | | | |
o T, | I | |
U EﬂL 777777 - 7‘;#:;-\‘-__ = [ i [ [
e | | | | . .
Ap------ P T T T T T T T T
| | | | | | | | |
2 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

tiempo
Figura 5.3. Control de posicién angular de un motor de CD con controlador continuo y con diferentes
controladores digitales aproximados con h=0.2.

Como puede apreciarse en la figura 5.3, tanto la respuesta del sistema como la accién de
control con el controlador continuo y con las diferentes aproximaciones discretas son muy
similares entre si, ademds, si se disminuye el periodo de muestreo, las respuestas son ain
mads parecidas, sin embargo, si se usa un periodo de muestreo mayor, las versiones discretas
tienden a diferir cada vez més de la versién continua, llegdndose inclusive a perder la
estabilidad original como se puede apreciar en la figura 5.4, en donde se eligié un periodo
de muestreo h=1.
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4
g
=
oL
g2
[=]
O
S
go
= Continuo = Difs atras === Difs adelante ===== Tustin Escalén—invariante‘
_2 T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7
tiempo

tiempo

Figura 5.4. Control de posicién angular de un motor de CD con controlador continuo y con diferentes
controladores digitales aproximados con h=1.

5.2.2.- Eleccion del periodo de muestreo

Como se puede advertir del ejemplo de la seccidn anterior, el periodo de muestreo utilizado
en la implementacion del controlador digital es crucial para obtener un buen desempefio del
sistema en lazo cerrado. En ausencia de mayor informacién se deberd elegir el periodo de
muestreo lo méds pequefio posible para mantener un desempefio lo mas parecido posible al
controlador continuo ya disenado.

Sin embargo, al elegir un periodo de muestreo demasiado pequeio, el controlador estara
recalculando el algoritmo de control més veces por segundo y por lo tanto consumird una
mayor potencia de cdlculo, en algunas aplicaciones esto podria ser una exigencia muy
dificil de cumplir, por esta razon si se tiene informacion sobre el modelo de la planta es
posible elegir periodos de muestreo no tan pequeifios, pero que cumplan la siguiente regla
empirica, la cual estd basada en permitir una disminucién del margen de fase aproximado
de 5°a 15°:

& Elegir el periodo de muestreo /2 de manera que
hw =0.15—0.5 S.D

donde @. es la frecuencia de corte de la funcion de transferencia de lazo abierto de la
planta (Controlador continuo y planta en cascada).
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Ejemplo. Para el ejemplo del control de posicién angular del motor de CD se tiene que la
funcion de transferencia de lazo abierto es

H(S)G(S) :s(s—+2)

Cuyo diagrama de Bode se muestra en la figura 5.5, en esta figura se puede apreciar que la
frecuencia de corte es aproximadamente @. = 1.6 rad | seg, por lo tanto, de acuerdo a la

recomendacién empirica anterior 2=0.1— 0.3 seg . Obsérvese que esta recomendacién da
buenos resultados para todas las aproximaciones, como pudo observarse para h=0.2 seg en
la figura 5.3.

Diagrama de Bode

Frequeﬁcy (rad/sec): 1.58
Magnitude (dB): -0.0458

Magpnitud (dB)

-135

Fase (deg)

-180

Frecuencia (rad/sec)
Figura 5.5. Diagrama de Bode de la funcién de transferencia en lazo abierto para el control de posicién
angular del motor de CD.

5.2.3.- P.L.D. Analédgicos

El controlador Proporcional-Integral-Derivativo (PID) se ha convertido en un controlador
estdndar en la mayoria de los procesos industriales y otras aplicaciones de control, tales
Ccomo servomecanismos, subsistemas automotrices, electrodomésticos, etc.

En su origen, los controladores PID eran implementados usando tecnologia analdgica, que a
lo largo de la historia y las aplicaciones fue desde vélvulas neumdticas, relevadores,
motores, transistores, hasta circuitos integrados. Actualmente la casi totalidad de
controladores PID son implementados en forma digital.

En la figura 5.6. se muestra la ubicacién del bloque de control PID en el esquema de
control analégico clasico.
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r(t) e®) | Controlador | u(t)
PID

Y

v

Planta

Figura 5.6. Controlador PID

La version analégica de "libro de texto" de un controlador PID es la siguiente
ut)=K e(t)+lj-e(f)d7+T ie(t) 5.2)
T3 " dr '

Donde: u(t) es la accion de control o entrada a la planta,
e(t)=r(t)— y(t) es la sefial de error actuante,
r(t) es la entrada de referencia o "set point",
y(t) es la salida de la planta
K,T,T, son constantes a elegir para lograr un comportamiento deseado,

denominadas Ganancia proporcional, tiempo de integracion y tiempo derivativo
respectivamente.

Otra version del PID ligeramente modificada es la siguiente

t
d
u(t)= K () + K, [em)dr+K, et (5.3)
t
0
Donde se han cambiado las constantes originales K, 7;, T, por las constantes K, K;, K,
de manera que
K
K, =K, K,:?, K,=K,T, (5.4)

Las primeras implementaciones digitales de PID's eran una discretizacion directa de las
ecuaciones (5.2) o (5.3); pero en la actualidad se han introducido algunas mejoras que
incorporan la larga experiencia ganada a lo largo del uso histérico del PID. Algunas de
estas mejoras se describen a continuacién para el PID dado por (5.3), el cual se puede
escribir separando las partes Proporcional, Integral y Derivativa, en el dominio de Laplace
como sigue

U(s)=P(s)+1(s)+ D(s) (5.5
donde
P(s)= KpE(s), I(s)= EE(S), D(s)= K sE(s) (5.6)
K

Parte Proporcional: Se recomienda no afectar por igual ambos términos de la sefial de
error, esto se logra introduciendo un coeficiente fraccionario (b ) que afecta a la entrada de
referencia, es decir P(s)= K,E(s)=K ,[R(s)—Y(s)] se reemplaza por K [DR(s)—Y(s)].
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Parte Derivativa: Una accién derivativa ni se puede ni se debe implementar de manera
exacta, ya que amplificaria enormemente el ruido de medicién (que suele ser de alta
frecuencia). Por esta razén, Se debe incluir un término que limite la amplificacién a partir
de alguna frecuencia seleccionable. Esto se puede lograr reemplazando el término
D(s)= K, sE(s) por

K,s

D(s) = N E(s), (5.7)

LY
N

donde N es el valor de la amplificacién de las altas frecuencias y se puede elegir un valor
en el rango de 3K, a 20K ,. Ademads de esta consideracion se recomienda que la accion
derivativa no afecte a toda la sefial de error, sino solamente a la sefial de salida, para evitar
que cambios bruscos en la sefal de referencia produzcan una amplificacion muy grande en
el término derivativo. Con estas consideraciones el PID dado por (5.6) se convierte en el
PID mejorado siguiente

K, s

d
1+5s

U(s)=K,[bR(s) —Y(s)]+55(s)+ [-Y (s)] (5.8)
S

La incorporacién de estas mejoras y las diferentes alternativas de discretizacién producen
como resultado que no hay una, sino varias versiones de PID digital, dependiendo de la
estrategia de discretizacion utilizada y de las mejoras incorporadas. A continuacién se
describen dos de estas versiones.

5.2.4.- El PID Digital

Esta version se obtiene discretizando directamente cada término del PID. A continuacidn se
discretiza cada término de la versién dada por (5.8).

Parte proporcional: Esta es una parte estatica y su discretizacién es directa (cambiando el
tiempo continuo ¢ por kh), es decir,

P(kh)=K, [br(kh)— y(kh)] (5.9
Parte integral: Se puede aproximar la integral por el método de los rectangulos, es

t
decir, I(t) = K, J. e(7)d7 se aproxima por la ecuacion recursiva
0

I(kh+ h) = 1(kh)+ K he(kh) (5.10)
O por el método de los trapecios como
I[(kh+h) :I(kh)+KT’h[e(kh+h)+e(kh)] (5.11)

Parte derivativa: La parte derivativa de (5.8) en el dominio del tiempo corresponde a la
ecuacion diferencial
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K, dD(t) _ . dy(t)

D(t)+ - 5.12
O N " ‘dr 12
La cual se puede discretizar mediante diferencias hacia atrds como sigue
D(kh) + K, D(kh)—D(kh—h) _ K, y(kh)— y(kh—h)
N h h
Es decir,
K NK
D(kh) =——4— D(kh—h)—————| y(kh)— y(kh—h 5.13
(kh) Ni+ K, ( ) Nh+Kd[y( )= ¥( )] (5.13)

Finalmente se suman los tres términos dados por (5.9), (5.10) o (5.11) y (5.13) para obtener
u(kh) = P(kh)+ I(kh) + D(kh) (5.14)

A esta version del PID se le llama algoritmo absoluto o de posicion, ya que su salida es
directamente la accion de control wu(kh). Otras alternativas Ilamadas algoritmos

incrementales o de velocidad tienen como salida el incremento de la sefial de control
Au(kh) = u(kh) —u(kh—h), lo cual resulta natural en algunas aplicaciones, tales como en el

control de motores de pasos.

5.2.5.- Sintonizacién de PID’s analégicos

La seleccion de los valores adecuados de los pardmetros de un controlador PID es
fundamental para lograr un buen desempeifio del control en lazo cerrado. Al procedimiento
para la seleccion de estos valores se le llama sintonizacion del PID. Ziegler y Nichols
desarrollaron en 1942 un conjunto de reglas heuristicas para lograr una sintonizacién que
proporcione una buena atenuacién de perturbaciones, pero permitiendo un sobreimpulso no
muy pequeno. Estas reglas fueron derivadas por una busqueda de los pardmetros de control
que proporcionarian un adecuado amortiguamiento del modo de oscilaciéon dominante en
lazo cerrado y un valor razonablemente pequefio de la integral del valor absoluto del error
para una entrada escalon. Las reglas son fundamentalmente empiricas mds que tedricas y no
garantizan un buen funcionamiento en todos los casos.

\ 4

Figura 5.7. Curva de reaccién de un sistema estable sobreamortiguado
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Ziegler y Nichols desarrollaron dos métodos: el método de la respuesta transitoria y el
método de la ganancia limite. El método de la respuesta transitoria se utiliza para sistemas
estables en lazo abierto, sobreamortiguados que tienen una respuesta al escalén (curva de
reaccion) en forma de “S” como se muestra en la figura 5.7.

En este método se miden sobre la curva de reaccién los pardmetros son R y L, donde R es
el valor de la pendiente de la recta tangente de mayor pendiente que sea posible trazar sobre
la curva de la respuesta al escalon del proceso, y L es el tiempo al cual la recta tangente
cruza el eje del tiempo, ver figura 5.7.

En el método de la ganancia limite, ver figura 5.8, se hace un experimento con la planta
en lazo cerrado con un controlador proporcional que lleva al sistema al limite de su
estabilidad es decir, que lo hace oscilar de manera sostenida, los dos pardmetros que se
utilizan son K, y T,, donde K, es la ganancia del controlador proporcional que logra la
oscilacién y T, es el periodo de la oscilacion resultante.

Planta y(t)= /\/\/\/

Figura 5.8. Método de ganancia limite

escalon
unitario

K,

y

El controlador clésico continuo PID de acuerdo a (5.2) estd dado en el dominio de Laplace
como sigue

1

U(s):K(1+ll+TdsJE(s) (5.15)
T s

Las féormulas de sintonizacién dadas por Ziegler y Nichols, se muestran en la Tabla 5.1.

Tabla 5.1. Reglas de Ziegler y Nichols

Método de la respuesta Método de la ganancia
transitoria limite
K 1/T; T, K 1/T; T,
P 1/RL | -- -- 0.5K, -- --
PI 0.9/RL | 0.3/L | -- 045K, |1.2/T, |--
PID 1.2/RL | 0.5/L | 0.5L 0.6K, 2/T, Tu/8

5.2.6. Sintonizacion de PID’s digitales.

Takahashi, Chan y Auslander propusieron en 1970, un conjunto de reglas, que utilizan los
dos métodos propuestos por Ziegler y Nichols para el controlador PID en continuo, a fin de
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determinar valores aceptables para K, K; Kp. La Tabla 2 muestra los valores propuestos
por Takahashi y otros para el ajuste de los pardmetros del controlador PID discreto.

Las reglas de ajuste se derivaron para sistemas lineales pero la mayoria de los sistemas
reales contienen algin grado de no linealidad asi que es de interés practico observar qué tan
bien trabajan éstas ganancias con sistemas reales.

Método de la respuesta transitoria Método de la ganancia limite
Kp KI KD Kp KI KD
o1 K,
R(L+h) 2
PI _09 K | _027h > 0.45K,, _K 0.54&}1
R(L+%) 2 | R(L+%) 2 T,
PID 1z K | _06h 5 0.6 0.6K, _K 1.2&}1 S Ky
R(L+h) 2 R(L+%) Rh 2 T, 40 h

*Si£z0,162,seusa£
T Rh

Para el método de la respuesta transitoria los valores de K, y K; para el controlador PI son
sumamente elevados cuando L/T tiende a cero, por lo que no se recomienda su uso.

Takahashi y otros muestran que el valor de K; para el método de la ganancia limite dado en
la Tabla 2 es bastante alto cuando L = T/4 y por tanto, recomiendan una reduccién
en K; cuando tal condicién se presenta. Por otra parte, el método de la ganancia limite
proporciona mejores resultados que el de la respuesta transitoria cuando L/T tiende a cero.
En el rango 0.5 <L/T los dos métodos proporcionan resultados similares.

Para el controlador PID, en el caso del método de la respuesta transitoria, el valor
de Kp que se recomienda utilizar es de 0.5/RT, cuando el valor de L/T esté cercano a un
nimero entero. En el caso del método de ajuste de la ganancia limite las reglas propuestas
son aceptables para el rango L/T = 0.5. Aun cuando las reglas proporcionan resultados mds
o menos aceptables en el limite L/T — 0, no son nunca recomendables cuando L/T =1/4.

5.3.- El efecto windup y su eliminacion.

En sistemas de control reales es muy comun que los actuadores presenten el fendmeno de
saturacion, es decir, solo pueden producir sefiales de control en un rango limitado de
valores.

La presencia de una accién integral en el controlador y un actuador que se satura puede
producir efectos indeseables en el sistema, ya que si la sefial de error actuante toma valores
grandes, saturard al actuador y el integrador al ser un sistema inestable hard crecer
rapidamente su salida mientras el actuador se mantenga saturado, de manera que aunque el
error regrese a valores pequefos, la salida del integrador habra crecido tanto que tardara
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mucho en recuperarse a valores normales, a este efecto se le llama "enredado del
integrador" o efecto windup.

Antiwindup

Si no se incluye un mecanismo que evite el efecto windup, la salida del sistema puede
alcanzar elevados sobreimpulsos y ademds, la recuperacion para llegar a valores normales
se ve grandemente retardada. Esto se puede apreciar en la figura 5.9, en donde se muestra el
comportamiento de la entrada y salida de la planta controlada mediante un PID con y sin
antiwindup.

Hay varias maneas de evitar el efecto windup. La mds sencilla es detener la integracion en
el momento en que el actuador se satura y reanudarla en cuanto el actuador deja de estar

saturado.

2 - T
——PID con antiwindup
7 S R R PID normal
15 7 ‘ .
© \ ‘,"'
2 /! 5 / \ e
3 1 \ . N
0.5 ,,
00 5 10 15 20 tiempo 25
0.5 y ; ; S PID normal
E \ y — PID con antiwindup
g 0 TN — :'. "~‘ - I
05 ‘ : ‘ "
0 5 10 15 20 tiempo 25

Figura 5.9.- Entrada y salida de la planta con un PID con y sin antiwindup.

Otra estrategia es la que se muestra en la figura 5.10, la cual consiste en generar una sefial
e, que indique si la entrada y la salida del actuador son diferentes, lo cual indicaria que ha

entrado en saturacion. Esta sefial e, se comporta como sigue

0 no hay saturacion
e, = negativo  saturado en alto (5.16)

positivo  saturado en bajo

de manera que si se suma un multiplo de e, a la entrada del integrador el efecto

contrarrestara la saturacion.
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Controlador PID

|
|
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|
o : Actuador
!
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Planta
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Figura 5.10.- Control PID con antiwindup.

La implementacion del mecanismo antiwindup de la figura 5.10 requiere realizar la

medicion de la salida del actuador u(t) para poder calcular la sefial de correccién e, . Esto

implica la necesidad de un sensor adicional. Si no se cuenta con un sensor, o no se desea

incluir uno, se puede reemplazar en la figura 5.10 el bloque del actuador real por un modelo

del actuador que incluya el efecto de la saturacidn, si se usa esta dltima opcidn, la sefial

u(t) serd la que se envie a la entrada del actuador real como se muestra en la figura 5.11.

Controlador PID

y Modelo | u

del
Actuador

€5

Actuador

Planta

Y@

Figura 5.10.- Control PID con antiwindup mediante modelo de la saturacion del actuador.
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5.3.- Diseiio en el dominio Digital. Controladores Digitales Simples.

Como se menciond desde el capitulo introductorio, los sistemas digitales son mds ricos en
comportamientos posibles que los sistemas analdgicos, por esta razon resulta conveniente
realizar disenos de controladores digitales de manera independiente al disefio analégico.

Es decir, existen controladores digitales que no tienen ningun equivalente analégico y por
lo tanto pueden producir comportamientos imposibles de lograr con controladores
analégicos. Para sacar provecho de esta riqueza de comportamientos disponible en los
controladores digitales, es necesario abordar el problema de disefio de controladores
digitales directamente considerando todo el sistema de control en lazo cerrado (incluyendo
la planta) como un sistema discreto.

El material de esta seccion es una traduccion del publicado en la siguiente direccién de la
Universidad de Newcastle, elaborado por el Dr. Ming T. Tham.

http://lorien.ncl.ac.uk/ming/digicont/control/digital 1 .htm

5.3.1.- Introduccion

Dada la flexibilidad de la computadora digital, los algoritmos de control digital no
necesitan estar restringidos a ser versiones digitales de disefios analégicos. En particular, es
posible formular controladores que bajo condiciones ideales produzcan una respuesta en
lazo cerrado preestablecida. El diagrama esquematico de un sistema de control con datos
muestreados que se considerard en esta seccidn se muestra en la figura 5.12

Uz) T Y(s)
D(z) — Zoh(s) G,(s) >
T Controlador

T,
Y(z) 2<

Figura 5.12.- Esquema de control digital directo.

T,
W(s) W(z) E(z)
—»

Planta

En la figura 5.12 se muestra explicitamente la posicion de los muestreadores. Aunque ésta
es una implementacion estdndar no es necesario dibujar los muestreadores, en lugar de la
figura 5.12, podemos usar el diagrama de bloques simplificado de la figura 5.13 siguiente

W(z) E(z) U Y(z)
D@ |25 16,0 -

T Controlador

Planta discretizada

Figura 5.13.- Esquema de control digital directo escondiendo el proceso de muestreo.
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En la figura 5.13 W(z), E(z), U(z) y Y(z) son respectivamente, la referencia o set-point, el
error, la salida del controlador y la salida controlada de la planta. El bloque D(z) representa
el controlador digital, mientras que el bloque HG,(z) se refiere a la Transformada Z de el
retenedor de orden cero en cascada con el proceso que estd siendo controlado.

El retenedor de orden cero tiene la siguiente funcidn de transferencia

Zoh(s) == - (5.17)
Por lo tanto, '
HG,(z) = 2{1—5@‘ Gp(s)} (5.18)
es decir,
HG,(2)=(1-2")2 {@} (5.19)

5.3.2.- Diseio de Controladores por Sintesis Directa.

El sistema dado por el diagrama de bloques mostrado en la figura 5.13 tiene la siguiente
funcién de transferencia de lazo cerrado

Y(z) _ DRHG,(2)
W(z) 1+D(z2)HG,(2)

(5.20)

Ahora supongase que deseamos que el sistema en lazo cerrado responda de cierta manera
preestablecida, dada por ejemplo por la funcién de transferencia G,,(z). En otras palabras,
se desea que la dindmica de lazo cerrado esté dada por G,(z), es decir,

Y(2) _
W(z)

G, (2) (5.21)

Igualando (5.20) con (5.21) y despejando, la funcion de transferencia del controlador que
producird el comportamiento de lazo cerrado deseado debera satisfacer la siguiente relacion

1 (G,
D(z)= - 5.22
@ HGp(z)(l—Gm(z)j (22

La ecuacion (5.22) es conocida como Ecuaciéon de Sintesis. Obsérvese que esta ecuacion
involucra la funciéon de transferencia inversa de la planta, es decir, la funcién de
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) 1 ) ) ) )
transferencia m, la cual se obtiene intercambiado el numerador por el denominador
Z
P

(y por lo tanto los ceros por los polos) con respecto a HG (z) .

Dependiendo de la manera en que se elige la funcién de transferencia G,,(z), la cual es
especificada por el disefhador se pueden obtener diferentes tipos de controladores. Dos de
los mas comunes son los siguientes:

1. Controlador dead-beat
2. Controladort Dahlin

5.3.3.- El controlador Dead-Beat.

El controlador dead-beat, también llamado controlador de tiempo se disefia para lograr la
mejor respuesta posible ante un cambio del valor de la referencia. Cualitativamente esto
significa que ante un cambio en el valor de la referencia después de un lapso de tiempo
igual al retardo del sistema, la salida alcanzard el valor de la nueva referencia y
permanecera ahi. Este requerimiento puede ser formulado como sigue

G, (2)=z" k=1 (5.23)
donde k es el retardo del sistema (expresado en multiplos del periodo de muestreo T5).

&3 Nota: El retardo del sistema deberd ser al menos de un periodo de muestreo, puesto
que el sistema incluye al menos el retardo unitario del muestreador. Es decir, en
cualquier instante particular de muestreo el valor de la salida actual es muestreado,
mientras que al mismo tiempo la sefial de control es enviada a la planta, es s6lo hasta el
siguiente instante de muestreo en el que la consecuencia de esta accién de control podra
ser observada. Por lo tanto, en un lazo de control digital siempre hay un retardo
minimo de 1 periodo de muestreo.

Sustituyendo (5.23) en (5.22), entonces el controlador dead-beat se puede calcular como
sigue

— 1 Z_k
PO=16 5 ( - j (5.24)

Ejemplo (Disefio de un controlador Dead-beat)

Consideremos la siguiente funcion de transferencia de la planta continua.
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26—45
G (s)= 5.25
(9) 14+ 20s ( )
Entonces, la funcién de tranferencia discreta se obtiene mediante (5.19), es decir,
(l—eSTf )G (s) e
HG (2)=2{——"—}t=(1-7"HZ{—— 5.26
2 { s ( ) {s(1+205)} (526)

En la expresioén anterior se ha hecho uso de la relacién z=e¢" para poder factorizar el
término(l—e‘YT*) como (l—z_l).

A continuacién seleccionaremos el periodo de muestreo como un 10% de la constante de

tiempo de la planta, es decir, seleccionamos 7, =2, por lo tanto, el retardo de la planta es

—4s — e—(27} )s

e =77, es decir, 2 periodos de muestreo. Factorizando este término en (5.26) se

obtiene

I
HG (2)=2z2(1- 712 ]—— 27
G,(2)=22"(1-2 )Z{s(1+20s)} (27

Lo unico que resta ahora es buscar en las tablas de transformada z para transformar los
términos restantes

gl 1 | _g) 1720 :( ! j (=™ (5.28)
s(1+20s) s(1/20+s) 1-z7") -z
es decir,
- ~ 1 (1_ e—O.l)Z—l
HG (2)=2z"(1-z7" ( j 5.29
P( ) ( ) 1_Z—l (1_6—0.1Z—1) ( )
Haciendo operaciones, se obtiene
0.19z7°
HG () :—1—0.905[1 (5.30)
Por lo tanto, el controlador dead-beat requerido estd dado por
1-0.905z" 77 1-0.905z""
D(z) = =5254———* 5.31
R ST 1-27 3D

Usando este controlador se obtiene la respuesta de lazo cerrado mostrada en la figura 5.14.

Autor: José Juan Rincén Pasaye. UMSNH-FIE 117



Introduccion a la Teoria de Control Digital Capitulo 5. Disefio de Sistemas de Tiempo Discreto
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Figura 5.14.- Respuesta al escalon unitario en lazo cerrado con el controlador Dead-Beat.

Aunque el controlador dead-beat proporciona un excelente control de la respuesta del
sistema (obsérvese que se alcanza el valor de la referencia en exactamente en 3 periodos de
muestreo y de ahi en adelante se mantiene el valor alcanzado), la magnitud de la accién de
control necesaria para lograr este comportamiento requiere una excursion a valores
demasiado altos para ser deseables. En la prictica puede ser mas prudente obtener una
respuesta de lazo cerrado menos exacta con tal de evitar el desgaste de los actuadores e
inclusive, para preservar la integridad de procesos que no pueden tolerar cambios tan
subitos en las entradas manipulables. En ese caso es mejor usar el controlador Dahlin, el
cual estd pensado para cumplir con estas consideraciones.

5.3.4.- El controlador Dahlin

Se puede conseguir un control menos exacto que el dead-beat, especificando un
comportamiento de lazo cerrado como el de un retardo de ganancia unitaria mas un sistema
de primer orden, en lugar de buscar el seguimiento de los cambios de la sefial de referencia
de la manera mds rdpida posible (con el retardo puro). Esto nos lleva a la siguiente
especificacion para Gn(z) en lugar de (5.23):

(1 _ e—TS/T)Z—k
l_e—TJ/fZ—l ’

G,(2)= k>1 (5.32)

—6s

Esta expresion es el equivalente con con retenedor de orden cero de , donde 8=kT,

1-7s
es el retardo del proceso que estd siendo controlado y 7 es la constante de tiempo del la
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respuesta deseada en lazo cerrado y puede ser usado como un pardmetro de sintonizacién
para variar la velocidad de la respuesta en lazo cerrado.

Sustituyendo (5.32) en la ecuacién de sintesis (5.22), se obtiene la siguiente expresion para
el controlador

1 (1-q)z* T
D(z) = , g=eh 5.33
(2) HGI,(Z)(l—QZ_l —(l—q)z"‘j g=e (5.33)

el cual se conoce como el Controlador Dahlin. (obsérvese que si 7 — 0, entonces ¢ >0 y
el controlador anterior se convierte en el dead-beat).

Ejemplo (disefio de un controlador Dahlin).

—4s

Considerando el sistema del ejemplo anterior, es decir, G, (s) = 13205 para un periodo de

+ 20s

muestreo T, =2 . Si escogemos 7 =10, se obtiene q=0.819, por lo tanto

1-0.905z™" 0.181z”
D(z)= 5.34
@ 0.19z7° 1-0.819z77'-0.1817” -39
simplificando se obtiene
-1

D(z)=0.953— 10905 (5.35)

1-0.819z7"'-0.1817"°

En la figura 5.15 se muestra la salida de la planta en lazo cerrado mediante el controlador
Dahlin anterior, asi como la accién de control generada por este controlador.

1

o
©

Salida de la planta
¢ o
[2)

o o
v
\\

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
’

B

5 o.sa—l_%_|1

8 s

506 —

:

0.4

0 10 20 30 40 50 60 70 80

tiempo
Figura 5.15.- Respuesta al escalon unitario en lazo cerrado con el controlador Dahlin.

Como puede observarse en la figura 5.15, aunque la salida de la planta controlada en lazo
cerrado se aproxima a la referencia de manera mas lenta que con el controlador dead-beat,
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la accion de control necesaria ahora permanece en un rango mucho més pequefio y por la
tanto mds aceptable.

(Qué otras diferencias existen entre el controlador Dahlin y el dead-beat? A continuacién
se comparan las propiedades de estos dos controladores.
5.3.5.- Propiedades de los controladores Dahlin y Dead-beat.

A continuacién se discute en mayor detalle las propiedades de estos dos controladores,
ambos obtenidos a partir de la Ecuacion de Sintesis .

Compensacion de tiempo muerto

Como pudo notarse, ambos controladores proveen compensacién inherente de tiempo
muerto (retardo del sistema), esto se debe a que en la especificacion de la respuesta deseada
es tomado en cuenta la especificacion del tiempo muerto.

Robustez

Intuitivamente, debido a que el controlador dead-beat sigue de manera muy exacta la
referencia, generando una accién de control también muy exacta para lograr ese objetivo,
cualquier desviacion debida a un error de modelado producira respuestas que se alejan de lo
esperado. El mds crucial es un error en el retardo considerado en el disefio del controlador
y el retardo real del proceso. Por ejemplo, supéngase que se ha cometido un error al

—Ts

= y en lugar de 7=4 el retardo real es 3 0 5.
1+20s

En las figuras 5.16 y 5.17 se muestra la respuesta de la planta en lazo cerrado con un
controlador dead-beat disefiado en cada uno de estos dos casos y la correspondiente accién
de control generada.

modelar el retardo del proceso G, (s) =

1 .-./\/\/\ /\\v/\/\,—;/\

Salida de la planta

5 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
£ 6
o
© 4
(]
c2 e J'_ =
0
2 o5 1 J1 M r— e~
< L~ U u
-2 =
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 tiempo 100

Figura 5.16.- Respuesta en lazo cerrado con controlador dead-beat cuando 7 =3 en vez de 4
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Figura 5.16.- Respuesta en lazo cerrado con controlador dead-beat cuando 7 =5en vez de 4

Se puede observar en las figuras 5.15 y 5.16 que un error en el retardo del sistema ha
causado una degradacion significativa en el desempeiio del controlador dead-beat.

Las respuestas correspondientes obtenidas mediante el controlador Dahlin se muestran en
las figuras 5.17 y 5.18

08 —
0.6 /
0.4 /

o/

Salida de la planta
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Accion de control

0'40 10 20 30 40 50 60 70 80 90 . 100
tiempo

Figura 5.16.- Respuesta en lazo cerrado con controlador Dahlin cuando 7 =3 en vez de 4
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Figura 5.17.- Respuesta en lazo cerrado con controlador Dahlin cuando 7 =5en vez de 4

Las figuras 5.16 y 5.17 muestran que el controlador Dahlin casi no es afectado por los
errores en el retardo del sistema considerado. Por esta razén se puede decir que el
controlador Dahlin es mds robusto.

Sistemas de fase no-minima

La ecuacién de sintesis es una técnica de disefio basada en modelos. Como se hizo notar
antes, dicha ecuacion de sintesis (5.22), la cual se reescribe a continuacién, utiliza el
inverso del modelo del proceso, ésta es esencialmente la manera en que posibilita al usuario
especificar la respuesta deseada en lazo cerrado, es decir, usa el modelo inverso para
cancelar la dindmica en lazo abierto de la planta, reemplazando la con las caracteristicas
especificadas de manera que la respuesta en lazo cerrado pueda ser lograda.

1 G, (z)
HG,(2)\1-G,,(2)

D(z)= (5.36)

Sin embargo, el uso del modelo inverso implica un problema cuando los ceros de la planta
estan fuera del circulo unitario, es decir, cuando la planta es de fase no-minima (el tipo de
plantas que exhiben respuestas inversas). Por ejemplo, una planta puede tener la forma
general siguiente

Y(2) _B()z"
U(z) A(z)

HG, (2)= (537)

donde A(z) y B(z) son polinomios en potencias de z~' y k es el retardo del sistema. Si las
raices de B(z) estan en el exterior del circulo unitario, entonces, cuando HG (z) es

invertido, su modelo inverso dado por
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I A
HG,(z) B()z"

(5.38)

contendra polos fuera del circulo unitario, es decir, jserd un controlador inestable!.

Por lo tanto la ecuacion de disefio no deberd de ser usada para disefiar controladores para
sistemas de fase no-minima.

Efectos del muestreo en los ceros discretos

Esto nos lleva a otro punto a considerar en la eleccion del period de muestreo. Se puede
demostrar que a medida que el periodo de muestreo aumenta, un sistema continuo de
fase minima se puede convertir en un sistema de fase no minima al ser discretizado.
Esto ocurre usualmente cuando el sistema continuo tiene un exceso de polos respecto a sus
ceros (grado relativo) mayor que 2.

A continuacién se analiza otro fendémeno que puede ocurrir cuando se implementan
controladores digitales.

5.3.6.- Efecto de repique o Ringing

En ocasiones los controladores digitales pueden generar una accién de control que oscila
con amplitud decreciente hacia el valor de equilibrio final como se muestra en la figura
5.18.

1
s ‘ —
]
s //-//
1]
- 0.5
[ /
T
1]
T
3, | |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
3 | |
E g
84 —
(]
T
g |[UUY

- ! !
00 10 20 30 40 50 60 70 80 0 tiempo1 00

Figura 5.18.- Efecto de repique en la accién de control

Este fendmeno es conocido como repique (ringing) y es causado por la existencia de polos
negativos en el controlador. La ecuacién de sintesis para un controlador Dahlin (5.33)
produce polos negativos cuando el pardmetro 7 es muy pequefio aunado a algin grado poco
de error de modelado del proceso a controlar. Entre mds cercano a -1 sea el polo del
controlador, mds severas serdn las oscilaciones por el efecto de repique, por esta razén el
polo -1 es llamado el “nodo de repique” (ver figura 5.19).

Autor: José Juan Rincén Pasaye. UMSNH-FIE 123



Introduccion a la Teoria de Control Digital Capitulo 5. Disefio de Sistemas de Tiempo Discreto

Como puede observarse en la figura 5.18, aunque la sefial de control es oscilatoria, estas
oscilaciones no necesariamente se reflejan en la salida del proceso controlado.

F X
Plano z

Nodo de
repique

¥

Figura 5.19.- El "nodo de repique" en z=-1

Las oscilaciones del efecto repique no son deseables, ya que pueden producir desgaste en
los elementos del actuador y pueden producir inestabilidad en un ambiente de lazos
multiples de retroalimentacion.

El efecto de repique puede ser evitado obviamente usando modelos més exactos de la
planta a controlar, sin embargo, por ejemplo los modelos de procesos quimicos son
notoriamente dificiles de desarrollar. Una manera rdpida de evitar el efecto de repique es:

e Localizar el polo o polos del controlador cercanos a -1 y entonces
e Remplazar el factor que contiene dichos polos por su equivalente de estado estable.

Ejemplo.

A continuacion se ilustra el procedimiento de eliminacién del efecto de repique en el disefio
de un controlador Dahlin. Consideraremos el sistema continuo similar al de los ejemplos

anteriores, pero con un retardo de 2 segundos, es decir,
26—1'5
G (s)= , con T=2 5.39
d (5) 1+20s ( )

por lo tanto, con el periodo de muestreo considerado de 7, =2, ahora se obtiene

0.1977
HG (1) =———— 5.40
(0 1-0.905z™" 649
por lo tanto, de la ecuacién de sintesis para el controlador Dahlin, se tendrd que
1-0.905z7" 1-g)z*
D(z)= ¢ (-a)z (5.41)

0.19z7 1-gz'-(1-¢)z™*
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considerando k=2 y ¢ =0.01 y simplificando se obtiene
~1-0.9057"" 0.99

D(z 542
@ 0.19 1-0.01z"-0.9977 642
Factorizando se puede escribir como sigue
1-0.9057" 0.99
D(z) = < (5.43)

0.19  (14+0.99z7H1-z"

Como se observa en la ecuacion (5.43), hay un polo que puede producir el repique en z=-
0.99. Para remover este polo es suficiente con reemplazar el factor correspondiente
(1+0.99z7") por su valor en z=1, es decir, por 1.99, quedando la expresién del controlador
como sigue

1-0.905z" 0.9
D(z) = = — (5.44)
0.19 1.99(1-z")

La figura 5.18 muestra la respuesta del controlador (5.43) en presencia de un error de
modelado, la planta a controlar estd dada por

=75

e
G (s)= ,con T=2 5.45
) 1+20s ( )

mientras que el modelo considerado para el disefo tiene un error en la ganancia y estd dado
por (5.39). En estas condiciones se produce el efecto de repique mostrado en la figura 5.18.

A continuacién se cambia el controlador (5.43) que produce efecto de repique por el
controlador (5.44) y la respuesta obtenida se muestra en la figura 5.20.
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Figura 5.20.- Eliminacion del polo del controlador que produce el repique.
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5.3.7.- Control por colocacion de polos

El disefio del controlador Dahlin estd fuertemente relacionado con el llamado método de
colocacién de polos, el cual estd basado en el esquema general de control digital
retroalimentado mostrado en la figura 5.21.

Controlador
___________ 1
|
W(z) 1U®z) Y(z)
—IR(2) —’@—-’ G| HG,(z) >
|
T . Planta

I discretizada
|

Figura 5.21.- Esquema general de un sistema de control digital retroalimentado.

El objetivo del método de colocacion de polos es escoger R(z), G(z) y F(z) de manera que
el sistema de lazo cerrado tenga los polos en las localizaciones especificadas por el usuario.
Estas tres funciones de transferencia juntas constituyen el controlador como se muestra en
la figura 5.21 y definen la ley de control de la siguiente manera

R(2W(2)— F(2)Y(2)=G(2)U(z) (5.46)

Considerando el modelo de la planta en general como sigue
Y(Z) — —k B(Z) (5 47)

HG,(2)= Z
U(z) A(2)

La funcién de transferencia de lazo cerrado queda

Y(z) R(2)B(2)z™"

= < (5.48)
W(z) G(2A(R)+z F(2)B(2)

A continuacién el usuario puede especificar todas las localizaciones de los polos deseados
de lazo cerrado mediante un polinomio 7{(z) y por lo tanto, solo resta resolver la ecuacién
algebraica obtenida al igualar el polinomio caracteristico del sistema en lazo cerrado con el
polinomio deseado 7(z), es decir,

G(2)A(z) + 2 “F(2)B(z) = T(2) (5.49)
De donde se obtendran G(z) y F(z), dado que A(z) y B(z) se suponen conocidas.
e Notese que en este caso no hay compensacion del retardo del sistema (2, 1o cual

puede observarse, ya que éste aparece en el polinomio caracteristico de lazo
cerrado. Sin embargo, se puede realizar compensacion del retardo del sistema si el
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problema de disefio es planteado dentro de un esquema de control predictivo, pero
este enfoque queda fuera del alcance de estas notas.

Finalmente, a continuacién se hace una recapitulaciéon de los temas cubierto sen esta
seccion de disefio de controladores en el dominio discreto.

5.3.8.- Resumen de esta seccion

En esta seccidon se presentaron brevemente los principios en que se basa el disefio de
controladores digitales simples. Algunos puntos clave a notar son los siguientes:

e Esencialmente, los controladores digitales son disefiados con base en el modelo de
la planta a controlar y con algunas pocas excepciones, el disefio comienza con la
especificacion de algunas propiedades deseadas en lazo cerrado.

e Usando el modelo de la planta se ha obtenido la ecuaciéon de sintesis que en
ausencia de errores de modelado garantiza el comportamiento especificado deseado
en lazo cerrado.

e Aunque el foco de esta seccion se ha puesto en los controladores tipo dead-beat y
tipo Dahlin, sus propiedades y sus limitaciones pueden se encontradas en otros
algoritmos modernos de control.

e Uno de estos algoritmos modernos de control es el controlador por colocacién de
polos, el cual fue brevemente mencionado no solamente para mostrar que existen
otro métodos de disefio, sino para mostrar también que estos métodos estin
relacionados de alguna manera.

e Finalmente, si se tiene una buena comprension de las ideas bdsicas y con las
herramientas matematicas y de simulacién pueden ser formulada una gran variedad
de controladores digitales capaces de lograr varios objetivos de control. La prueba
de fuego de un controlador candidato es si es suficientemente robusto como para ser
implementado de manera segura en procesos reales con caracteristicas
inherentemente no lineales y comportamientos variantes en el tiempo.
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