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Sobre este documento

Este documento es una recopilacién de conceptos y ejercicios obtenidos
mayormente de [Alagar 1989], [Doerr 1985], [Enderton 2000], [Hopcroft 1979],
[Knuth 1989], [Rosen 1999] y [Tourlakis 1984]. Debido a la cantidad de traduc-
ciones de estas fuentes, las referencias a cada concepto en especifico han sido
removidas. Los cambios realizados incluyen traduccién, notacién, reordenamien-
to, expansién y correccién de errores (aunque pocos) del material.

Muchos ejercicios han sido desarrollados enteramente por el autor de esta re-
copilacién. Otros tantos han sido modificados de los expuestos en la bibliografia
para hacerlos mas claros y utilizando los conceptos que abarca el curso.

Este documento ha sido desarrollado utilizando IXTEX.



INDICE GENERAL



Capitulo 1
Loégica proposicional

La resolucién de problemas, diseno de algoritmos y programacién requieren
un razonamiento légico completo. La [dgica trata los métodos y el arte del
razonamiento sistemético.

Una proposicién es una sentencia declarativa que es verdadera o falsa pero
no ambas. Por ejemplo, ”la manana es fria”.

1.1. Proposiciones légicas
Una proposicién que es indivisible se conoce como proposicién primitiva. Las

sentencias derivadas de las primitivas y de varios conectores l6gicos como no, v,
0, si...entonces y si y solo si se conocen como proposiciones compuestas.

Ejemplo

= Un girasol es amarillo.

= El Sahara es un desierto.

= 17 es un ndmero primo y 25 no es un cuadrado perfecto.
= Existe una infinidad de nimeros perfectos.

= ;Estds durmiendo?

Debemos ser muy cuidadosos con sentencias como la dltima. A pesar de que
preguntas como ;FEstds durmiendo?, sel cielo es azul? tienen como respuestas
[P ¢}]

si” 0 “no”, no se trata de proposiciones. Una proposicién debe declarativa, y
en el caso de las preguntas no se esta declarando algo.
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8 CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL

1.2. Tablas de Verdad de Operadores Logicos

Las tablas de verdad son una forma conveniente de mostrar los valores de
una proposiciéon compuesta. En su construccién, usamos 1 para verdadero y 0
para falso, aunque también es comun utilizar T y F.

NO

Una sentencia que es modificada con el conectivo no es llamada la negaciéon
de la sentencia original. Simbdlicamente, si P es una proposiciéon entonces —P
(no P), denota la negacién de P. En el cuadro 1.1 se muestra la tabla de verdad
de NO.

P -P
1 0
0 1

Cuadro 1.1: Tabla de verdad de NO

Y

La conjuncién de P,Q es denotada por P A Q. La conjuncién es verdadera
solo si Py @ son verdaderos. En el cuadro 1.2 se muestra la tabla de verdad de
Y.

PAQ

— = o ol

Q
0
1
0
1

— o o ol >

Cuadro 1.2: Tabla de verdad de Y

o

La disyuncién de P,Q es denotada por PV @. La disyuncién es verdadera si
al menos uno de sus elementos es verdad P, Q es verdadero. En el cuadro 1.3
se muestra la tabla de verdad de O.

P P

Q

= —_= O O
— o = ol
— == o<

Cuadro 1.3: Tabla de verdad de O
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O EXCLUSIVO

El simbolo @ representa el O EXCLUSIVO (XOR), que es incluido en muchos
lenguajes de programacion. Una proposicion P @& @ se lee como “P o @) pero no
ambos”. En el cuadro 1.4 se muestra la tabla de verdad de XOR.

P Q PaQ
0 O 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Cuadro 1.4: Tabla de verdad de XOR

IMPLICACION

Para dos declaraciones P,(Q), decimos “P implica Q" y se escribe P — () para
denotar la implicacién de Q por P. La proposicién P es llamada la hipétesis o
antecedente de la implicacion; @) es llamada la conclusiéon o consecuente de la
implicaciéon. En el cuadro 1.5 se muestra la tabla de verdad de la IMPLICA-
CION.

P—aQ

P
0
0
1
1

— o~ ol

N
1
1
0
1

Cuadro 1.5: Tabla de verdad de IMPLICACION

Como ejemplo, consideremos que el profesor dice a sus alumnos: “si obtienes
9 0 més en el examen, aprobaras el curso”. Entonces:

= P: Obtienes 9 o mas en el examen.

= (Q: Apruebas el curso.
Una vez que se termina el curso, existen 4 posibles situaciones:

1. La calificacién del examen ha sido menor que 9 y no se aprobé el curso.
La promesa no ha sido rota, pues no se cumplié con P.

2. La calificacion del examen ha sido menor que 9 y se aprobé el curso. La
promesa no ha sido rota, es posible que por otras razones se haya aprobado.

3. La calificacion del examen ha sido mayor o igual que 9 y no se aprobé el
curso. La promesa ha sido rota, pues se ha cumplido con P y no se ha
aprobado el curso.

4. La calificacién del examen ha sido mayor o igual que 9 y se aprobé el
curso. La promesa ha sido cumplida.



10 CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL

SI'Y SOLO SI

Otra declaracion comin en mateméticas es “P si y sélo si ()7, o simbdli-
camente P < . Esto es llamado la equivalencia de dos proposiciones, P, Q.
Formulaciones alternativas son:

= si P entonces @, v si QQ entonces P

= () es una condicién necesaria y suficiente para P

La tabla de verdad de SII se muestra en el cuadro 1.6.

P Q P+Q
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Cuadro 1.6: Tabla de verdad de SII

1.2.1. Precedencia de Operador, Tautologias y Contradic-
ciones

Una férmula o forma légica f(z,y,z,...) es una expresién légica en la que
x,y,z,... son proposiciones o variables légicas. Por ejemplo (z — y) — 2z y
(x A —y) V z son férmulas.

Por convencién los conectores en una féormula sin paréntesis son aplicados
en el siguiente orden de precedencia:

= - (precedencia més alta)

= A

=V

e

= —

= ¢ (precedencia mds baja)
los paréntesis refuerzan la prioridad para subexpresiones encerradas. Los conec-
tores con la misma precedencia son aplicados de izquierda a derecha. Entonces

la férmula (x A —y) V z puede ser escrita sin paréntesis como x A =y V z; las
férmulas (x — —y) = z, x = =(y — 2z) y  — (—y — z) son diferentes.
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Tautologia

Una férmula que siempre es verdad se conoce como tautologia. Entonces
x V =z es una tautologia. Si dos formulas f y g tienen valores idénticos en sus
tablas de verdad, entonces f <> g es una tautologia. Esto es, si dos férmulas f
y ¢ son légicamente equivalentes, denotado por f = g, si y sblo si f <> g es una
tautologia.

Por ejemplo, se quiere comprobar si P — @ = —P V @ son légicamente
equivalentes, la tabla de verdad se muestra en el cuadro 1.7.

P Q P—>Q —-PvQ (P—=Q)+ (-PVQ
0 0 1 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1

Cuadro 1.7: Tautologia para demostrar P — Q = -P V @

Contradiccién

Se dice que una férmula es una contradiccion si siempre es falsa. x A -z es
una contradiccién.

1.3. Tablas de Verdad de Proposiciones Com-
puestas

Para realizar la tabla de verdad de una Proposicion compuesta, es necesario
primero identificar los elementos sobre los cuales se aplicaran las operaciones en
estricto apego a la precedencia de operador.

Para ilustrar la importancia que tiene la precedencia de operador, considere-
mos la expresion x — -y — 2z y agrupemos las expresiones de distintas maneras
usando paréntesis:

1. (x = —w) — 2
2. 2= (y = 2)
3. x— (ny—2)

En este caso, sélo la expresion #1 corresponde al resultado correcto. A con-
tinuacion se presentan las tablas de verdad:
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Ty T Y=z

R R RO OOOR
——_ 0 O Rk O o
—_— O = O = O = OlW
OO)—‘HOO)—‘)—‘é
O O =
—_ =0, OO

Cuadro 1.8: Tabla de verdad para © — —y — z, es equivalente a la expresion
(x =) >z

x oy z y—z ~(y—z) xz—-(y—2)
0 0 O 1 0 1
0 0 1 1 0 1
0 1 O 0 1 1
0 1 1 1 0 1
1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 0
1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 0 0

Cuadro 1.9: Tabla de verdad para x — —(y — 2)

De aqui podemos ver que los valores de verdad para las expresiones z —
-y = zyx — —(y = z) son distintos (comparando la tltima columna de las
respectivas tablas de verdad).

EJERCICIOS

Realiza las siguientes tablas de verdad:

1. ¢ — (-y — z), posteriormente compara con las tablas de verdad de
x — -y — zyx— —(y = z) para reforzar la importancia de respetar la
precedencia de operador.

2. P-R—-Q—PAR
3. P>QANRV-PAR

Determina por medio de tabla de verdad, cuales de las siguientes expresiones
son tautologias o contradicciones:

4. P— (Q — P)

5. 2Q - P — (P—Q)
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6. PVQ — PA-R

7. PA-(Q — P)

1.4. Construccién de equivalencias légicas

Supongamos una funcién f(P,Q) cuya tabla de verdad es conocida y se
desea encontrar la expresion equivalente. Para encontrar f se pueden utilizar
dos técnicas:

1. Forme expresiones légicas utilizando el operador conjuncién para generar
un valor verdadero en los casos en los que la funcién regresa un valor verda-
dero. Finalmente, forme una disyuncién con las expresiones encontradas.

2. Forme expresiones logicas utilizando el operador disyuncién para generar
un valor falso en los casos en los que la funcién regresa un valor falso.
Finalmente, forme una conjuncién con las expresiones encontradas.

Ejemplo: Encuentre una funciéon f que genere los valores de la tabla de
verdad en el cuadro 1.10.

P Q R f(PQR)
0O 0 O 0
0 O 1 0
0O 1 O 0
0 1 1 1
1 0 O 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1

Cuadro 1.10: Tabla de verdad para f(P,Q, R)

A continuacién se ilustran las expresiones obtenidas para valores verdaderos
y para valores falsos.

P Q@ R f(PQR) Técnical Técnica 2

0 0 0 0 PVQVR

0 0 1 0 PVQV-R
0 1 0 0 PV-QVR
0 1 1 1 ~-PAQAR

1 0 0 0 -PVQVR
1 0 1 0 ~PVQV-R
1 1 0 1 PAQA-R

1 1 1 1 PAQAR




14 CAPITULO 1. LOGICA PROPOSICIONAL

Dadas las expresiones que generan valores verdaderos, podemos deducir que:
f(PQR)=(-PAQAR)V(PANQA-R)V(PAQAR)
y dadas las expresiones que generan valores falsos podemos deducir:
f(P,Q,R) = (PVQVR)A(PVQV-R)A(PV-QVR)A(~PVQVR)A(-PVQV-R)

EJERCICIOS

Obtenga, utilizando ambas técnicas, las expresiones que generan las tablas
de verdad de f,g,h, j:

P Q@ R fPQR) ¢gPQR) h(PQR) jPQR)
0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1
0 1 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 0 1
1 0 0 0 0 0 1
1 0 1 1 0 0 1
1 1 0 1 1 0 1
1 1 1 0 1 1 1

Cuadro 1.11: Tabla de verdad de las expresiones f,g,h,

1.5. Conjunto de equivalencias logicas

Leyes de idempotencia

P = PvVP
P = PAP
Leyes conmutativas
PVQ = QVP
PANQ = QAP
Leyes asociativas
(PVQ)VR = PV(QVR)
(PANQYANR = PA(QAR)

Leyes distributivas

Pv(QAR) = (PVQ)YA(PVR)
PA(QVR) = (PAQ)V(PAR)
Leyes de absorciéon

PVO = P
Pv1 = 1
PAO = 0
PA1l = P
PA(PVQ) = P
PVv(PANQ) = P
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Leyes de De Morgan

-(PVQ) = —-PA-Q
ﬁ(P A Q) = -PV-Q
Leyes de complemento
-1 = 0
=0 = 1
Pv-P = 1
PA-P = 0
—|(—\P) = P
Ley de implicacién
P— Q = -PV Q
P—-Q = -Q—-P
Ley de doble implicacién
P@Q = (P->Q ANQ—P)
Ley de o-exclusivo
P»@Q = PA-QV -PAQ

1.5.1. Uso de Leyes de De Morgan

Considere la siguiente situacién mientras se estd programando algin sistema.
Se sabe que cuando NO SUCEDE alguna condicién es necesario efectuar alguna
accion, el codigo més o menos seria:

if (!condicion)
{
/* accion a ejecutar */

3

Ahora consideremos que estd condicién requiere que una variable tenga uno
de dos valores distintos, es decir, “a==b || a==c”. Sin embargo, se pretende que
la accion se ejecute cuando esa condicién no es satisfecha. El cédigo resultante,
frecuentemente es:

/* CODIGO INCORRECTO */
if(al=b || a'=c)
{

/* accion a ejectuar */

sin embargo, es INCORRECTO. Este es un error muy comun en programacion
al momento de negar condiciones. El error consiste en negar cada una de las
subcondiciones, ignorando el rol que tiene el operador 1égico en la expresion.

El codigo correcto, en donde se niega la condicién haciendo uso de paréntesis
es:
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/* CODIGO CORRECTO (usa parentesis para negar la expresion) */
if('(a==b || a==c))
{

/* accion a ejectuar */

}

y si queremos quitar el paréntesis que niega la expresiéon y en su lugar utilizar
el operador !=, lo correcto es utilizar las Leyes de De Morgan. Estas leyes nos
indican que la negacién de una disyuncién es la conjuncién de las negaciones de
cada subexpresiéon. Andlogamente, existe una ley para la negacién de conjuncién.
De vuelta a nuestro problema, tenemos que el cédigo correcto utilizando las leyes
de De Morgan es:

/* CODIGO CORRECTO (usando Leyes de De Morgan) */
if(a!=b && a!=c)

{
/* accion a ejectuar */
}
EJERCICIOS

Aplique las leyes de De Morgan para aplicar la negacién a una expresion agru-
pada en paréntesis:

1. =«(PVQVR)

2. «(PVQAR)

3. (PA=QV—-PA-Q)

4 =((PVR)AN(QV-R)A=(PV-Q))

Aplique las leyes de De Morgan para obtener una expresién equivalente que sea
la negacién de una proposicién compuesta agrupada en paréntesis:

5. -PVQ
6. PAQV —P

Aplique las equivalencias légicas y posteriormente las Leyes de De Morgan segtiin
sea necesario para obtener una proposicion que NO CONTENGA negaciones de
expresiones agrupadas y que solo utilice conjuncién, disyuncién y negacién como
operadores 16gicos:

7. ~(P = Q)
8. - (P+ QAR)

9. (APV-Q)A(R— Q)A(S — P) = ~(RAS)
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1.6. Logica Proposicional en Programacion

La légica proposicional es fundamental para la programacion. Hasta ahora
hemos visto un ejemplo de errores comunes en el uso de las Leyes de De Morgan
en el apartado 1.5.1. En esta seccion ademés explicaremos como se relacionan
los operadores légicos con la programacion utilizando como ejemplo el Lenguaje

C.

1.6.1. Operadores logicos

Las operaciones logicas tipicas estdan disponibles en el Lenguaje C, a conti-
nuaciéon mostramos el operador asociado en el lenguaje.

Operacion Légica  Operador Légico Operador en C  Operacién en C

Negacion - ! not
Conjuncién A && and
Disyuncién v |l or

Cuadro 1.12: Operaciones, operadores logicos y sus equivalentes en C

Operaciones méas complejas como la implicacién —, doble implicacién < o
el o-exclusivo @, deben ser implementadas utilizando inicamente los operadores
disponibles. Recuerde que es posible encontrar una expresién légica equivalente a
cualquier proposicién utilizando tnicamente negacién, conjuncién y disyuncion,
vea las secciones 1.4 y 1.5.

Valores de verdad en C

En el Lenguaje C, las expresiones logicas toman valores numéricos y éstos
son interpretados para determinar si una expresion es falsa o verdadera. Un
valor numérico de 0 indica que la expresién es falsa, mientras que cualquier
valor distinto indicara que la expresion es verdadera.

Esta es una consideraciéon importante que debe tomarse, pues no necesa-
riamente las expresiones verdaderas tendran un valor numérico de 1. De esta
forma, la condicién en “if (5)” evaluard a verdadero y se ejecutara el bloque
correspondiente.

1.6.2. Evaluacién corto circuito

La evaluacién corto circuito es utilizada automéaticamente por el Lenguaje C
para optimizar el rendimiento del programa. Este tipo de evaluaciones aprovecha
las caracteristicas de la conjuncién y la disyuncién al momento de definir el
valor de verdad de una expresién. Asi, para una conjuncién, la evaluacién corto
circuito consiste en no evaluar el operando de la derecha cuando el operando
de la izquierda es falso. De manera andloga, en la disyuncion, la optimizacién
consiste en no evaluar el segundo operando cuando el primero es verdadero.
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En caso que no se cumpla la condicién necesaria en el primer operando de
acuerdo a la optimizacion, se procede a evaluar el segundo operando y sera éste
el que determine el valor de verdad de la expresién:

Operacién  Valor de verdad Nota
0OAB 0 B no es evaluado
1AB B Ay B son evaluados
0OV B B Ay B son evaluados
1vB 1 B no es evaluado

Cuadro 1.13: Considere una operacién sobre proposiciones A y B, en algunos

casos, es posible conocer el valor de verdad de la expresion utilizando tinicamente
el valor de A.

Ejemplo en C

int AQ

{
printf ("Funcion A ejecutada\t");
return 1;

}

int BO

{
printf ("Funcion B ejecutada\t");
return 0;

}

int main()

/* Conjuncion */
printf ("*xCONJUNCION -- Evaluacion corto circuito*x\n");
printf ("Probando A && B, es decir, (1 && 0)\n");
if( AO && BO )
printf("\nA && B es verdad\n");
else
printf("\nA &% B es falso\n");

printf ("\nProbando B && A, es decir, (0 && 1)\n");
if( BO && AQ )

printf ("\nB && A es verdad\n");
else

printf("\nB &% A es falso\n");
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/* Disyuncion */
printf ("\n\n**DISYUNCION -- Evaluacion corto circuitox*\n");
printf ("Probando A || B, es decir, (1 [] 0)\n");
ifCAOQ |1 BO )
printf("\nA || B es verdad\n");
else
printf("\nA || B es falso\n");

printf ("\nProbando B || A, es decir, (0 || 1)\n");
if(BO I AO D

printf("\nB || A es verdad\n");
else

printf("\nB || A es falso\n");

return O;

1.6.3. Operaciones con bits

Los operadores con bits son distintos a los operadores 16gicos, pues mientras
los operadores légicos trabajan con el valor de verdad de un entero, las ope-
raciones con bits son aplicadas a cada bit que forma un entero. Visto de otra
forma, se considera cada bit de un entero como un valor de verdad y el operador
con bits aplica la misma operacién bit a bit, abarcando la totalidad del entero.
Por ejemplo, una operacion en bits and sobre 0011 y 1010 daria como resultado
0010, de igual manera una operacién or sobre los mismos valores tendria como
resultado 1011.

Operacion con bits en C  Operador en C
bitwise not -
bitwise and &

bitwise or |
bitwise xor -

Cuadro 1.14: Operaciones con bits en C

EJERCICIO

Realizar un programa en C que, dados dos enteros de 32-bits:
= Imprima cada entero en binario
= Imprima en binario el resultado del bitwise not

= Imprima en binario el resultado después de aplicar un bitwise and, or y
xor
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Capitulo 2

Loégica de predicados

Frecuentemente nos encontramos con proposiciones que representan hechos
sobre una coleccién de objetos. Por ejemplo:

= Algunos programadores son inteligentes.

= Todos los municipios tienen escuelas publicas.
= Todos los matematicos son tenaces.

= Existe un ntimero impar que no es primo.

Cada declaracién conlleva una asercién comun a algunos objetos que perte-
necen a un universo. Puesto que las declaraciones para todos y existe (o para
algin) no estdn disponibles en 1égica proposicional, ninguna de estas declara-
ciones puede ser escrita en forma légica. Cuando agregamos simbolos para estas
declaraciones junto con las reglas de uso en ldgica proposicional, obtenemos
l6gica de predicados. El lenguaje de légica de primer orden es obtenido cuando
simbolos de funcién son agregados a logica de predicados.

Contrario a las constantes, las variables no tienen un significado por si mis-
mas. Una sentencia como 2 + 3 = 5 es una asercién cuyo valor de verdad es
conocido. Sin embargo sentencias como x > 6, “él es abogado” y “y es un ente-
ro” contienen variables: x, “él”, y. Dichas sentencias no pueden ser comprobadas
ni refutadas. Sin embargo, cuando asignamos valores a estas variables el valor
de verdad puede ser conocido. Por lo tanto cuando = = 3, “x > 6” es falso;
cuando “él” es reemplazado por Juan, la declaracién “Juan es abogado” tendrad
un valor de verdad; cuando y = 2 la declaraciéon “y es un entero” es verdadera.
Tales declaraciones cuyos valores de verdad dependen de los valores que tengan
las variables se conocen como predicados.

Es importante observar que en logica proposicional una variable toma valores
(falso, verdadero) y en légica de predicados una variable toma valores de un
universo de discurso U. Las variables x1,x2,...,z, en P(x1,x9,...,2,) son
llamadas variables libres del predicado. Por consecuencia, el valor de verdad de
P(z1,x9,...,2,) varia conforme z1,xa, ..., 2, asumen diferentes valores en U.
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Por lo que los predicados en légica de predicados son las variables de logica
proposicional, y la atadura transforma un predicado en una proposicién.

Por ejemplo, en P(z) = “x es abogado” y Q(y) = “y es hombre”, podriamos
formar un predicado P(z) A Q(y) (donde P(x) y Q(y) son variables de légica
proposicional) y por medio de atadura podriamos convertirlo a una proposicién
del tipo P(Juan) A Q(Pedro).

2.1. Cuantificador universal

El cuantificador universal V es utilizado para crear una proposicién Vo P(x),
leida como “para todo z, P(zx) es verdadero”. Esta proposicién es verdad si y
sélo si P(a) es verdad para cada a en un universo U. Esto es:

VeP(r) = Pler) AP(e2) APes) A~

xz, €U

2.2. Cuantificador existencial

El cuantificador existencial 3 es usado para formar una proposicién 3z P(x),
leida como “existe un z tal que P(z) es verdadero” o “para algin x, P(z) es
verdadero”. Esta proposicién es verdad si y sélo si P(a) es verdad para al menos
un a en U. Esto es:

JzP(z) = P(x1)V P(z2)V P(x3) V-

= \/ P)

x, €U

2.3. Escritura de declaraciones

Una sentencia que afirma que todo bajo cierta categoria tiene una propiedad
se traduce como:
Ve(_ — )

donde el antecedente es una proposicién verdadera tnicamente si se cumple el
criterio de la categoria. Si queremos expresar: “Todas las manzanas son malas”
escribirfamos Vo (A(x) — B(x)) y para expresar “Todas las manzanas verdes
son malas” escribirfamos: Yz (A(x) A G(z) — B(x)).

Una sentencia que afirma que algin objeto u objetos bajo cierta categoria
tienen una propiedad se traduce como:

Jz(_ A_)

por ejemplo, “Algunas manzanas son malas” se escribe como Jz(A(x) A B(x)).
Se debe tener cuidado de no confundir los dos patrones, por ejemplo: V(A (z)A
B(x)) se traduce como “Todo es una manzana y es malo”, que es una asercién
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mucho més fuerte. De manera similar, Jz(A(z) — B(x)) se traduce como “Hay
algo que es malo, si es una manzana”.
Ejemplos:

1. Cada entero es un nimero racional: Va(z € Z — x € Q)

2. No hay un ntimero racional z tal que 22 = 2: Va(x € Q — 22 # 2) =
-Jdz(r € QA2 =2)

3. Para nimeros reales x y y, existe un nimero real z tal que 2% = 22 + 3%
Vavy{z e RAy € R — J2[R(2) A 22 = 22 + ¢?]}

4. Cada entero par positivo mayor que 2 es la suma de dos primos: Vz{z €
ZA(x/2€Z)N(x>2) =Ty, zyePAzePAz=y+2)}

5. Cada entero puede ser expresado como la suma de cuatro cuadrados:
Va{r € Z — Jq,r,s,t(x = ¢®> +r? + s> +2)}

6. Algunos enteros pueden ser expresados como la suma de tres cuadrados:
Ax{z € ZA3q,r,s(x = q¢*> +r2+ %)}

7. Un entero n > 1 es primo si 1 y n son sus unicos divisores. Primero
expresemos la declaracién en otras palabras: “Si 1 y n son los tnicos
divisores de n, n > 1 y n es entero entonces n es primo”. Que nuevamente
puede ser expresado como: “Para todo n, si n es entero, n > 1 y no existe
un z entero diferente de 1 y n tal que n/x sea entero entonces n es primo”.
Vn{ln€ZA(n>1)A-Fx(x €ZANx# 1 Nx#nAn/x€Z)]—necP}

2.4. Propiedades de los cuantificadores

Los cuantificadores del mismo tipo pueden ser intercambiados y combinados
sin cambiar el valor de verdad de las declaraciones:

VaVyP(x,y) = VyVaeP(x,y) = (Va,y)P(x,y)
Jz3yP(z,y) = Iy P(z,y) = (Jz,y) P(z,y)

Pero esto no puede ser hecho con cuantificadores de diferentes tipos.
Ejemplo 1: Para nimeros reales a,b,c es sabido que si a < by b < ¢ entonces
a < c. Esta propiedad de transitividad estd dada por:

VaVb{M ENOR(a,b) — Ye[MENOR(b,c) - MENOR(a,c)]}

puesto que el orden de los primeros dos cuantificadores no importa y la variable
¢ no aparece en el predicado MENOR(a,b), la férmula puede ser reescrita
combinando todos los cuantificadores existenciales al frente:

(Va,b,c){MENOR(a,b) - [MENOR(b,c) - MENOR(a,c)|}
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Ejemplo 2: Considere el predicado P(n,m) : n > m? sobre N x N. La
proposicién
YmIn(n > m?)
es equivalente a

VYm[3n(n > m?)]

Consideremos la expresién In(n > m?), donde n estd atada pero m es libre. Esta
proposicién dice que existe un n € N con n > m?. Esto es verdad si escogemos
n = m? + 1, por lo que la proposicién In(n > m?) es verdad y, ademds, es
verdad para cada m € N. Por consecuencia, la proposicién ¥m3n(n > m?) es
verdad. Ahora si se intercambian los cuantificadores:

InVm(n > m?)

que es equivalente a In[Vm(n > m?)]. Una vez mds consideremos la expresién
interna Vm(n > m?). Esta proposicién es falsa para m = n y por lo tanto
Inv¥m(n > m?) es falso.

Ya hemos visto las leyes para intercambiar cuantificadores idénticos, sin em-
bargo existen otras leyes:

1. =V P(z) = Jz—P(x) Decir “no todas las x son P” es equivalente a decir
“existe un x que no es P”.

2. =3z P(x) = Vz—P(x) Decir “no existe una x que sea P” es equivalente a
decir “toda x no es P”.

3. [VaP(x)] A [VzQ(x)] = Va[P(x) AQ(x)] Decir “todo x es Py todo = es @7
equivale a decir “todo x es Py Q”.

4. [FxP(2))V[F2Q(z)] = Fx[P(x)VQ(z)] Decir “existe un 2 que es P o existe
un x que es )7 equivale a decir “existe un x que es P o Q”.

2.5. Ejercicios
1. Traduzca a la notacién de predicados y cuantificadores:

a) “Siun jugador de baseball es pitcher entonces no es buen bateador”
b) “Todos los jugadores de futbol mexicano admiran a algin portero
europeo”

2. Sea L(z,y) : “x quiere a y”, escriba con predicados y cuantificadores:

a) Todos quieren a Jaime.

b)

¢) Hay alguien a quien todo mundo quiere.
)

d

Todo el mundo quiere a alguien.

Hay alguien a quien Lidia no quiere.
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3. Sea Q(z,y) : “o ha enviado un e-mail a y”, y sea el dominio de z e y los
estudiantes de la clase. Escriba en lenguaje natural:
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Capitulo 3

Reglas de Inferencia

3.1. Inferencia en Loégica Proposicional

En l6gica proposicional, utilizamos reglas de inferencia para deducir proposi-
ciones verdaderas de aquellas que se saben son verdad. Utilizamos A = B para
indicar que B es verdadero siempre y cuando A sea verdadero.

Modus Ponens
PAP—=Q) = Q
Modus Tollens
“-QA(P—Q) = -P
Adicién disyuntiva
P = PVQ
Simplificaciéon conjuntiva
PANQ = P
PAQR = @
Simplificacién disyuntiva
(PVQ)AN—-Q = P
(PVQ)A-P = @
Regla de la cadena
(P->QQANQ—R) = P-—>R
Tautologias
P—(Q— P)
P—-(Q@—-R)—((P—Q) —(P—=R)
(=@ = —P) = (P = Q)

Estas reglas no son equivalencias, meramente son proposiciones que siem-
pre seran validas bajo ciertas circunstancias. Para ilustrar esto, en la tabla 3.1
analizamos el Modus Ponens.

27
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P Q P>Q PAP—=Q)
0 0 1 0
0 1 1 0
1 0 0 0
11 1 1

Cuadro 3.1: Tabla de verdad para ilustrar cémo se cumple P A (P — Q) = Q

Note que cuando P A (P — Q) es verdad @ también es verdadero. Cabe
sefialar que en un caso P A (P — Q) es falso y @ es verdadero, este caso no

es de

nuestro interés, pues no se trata de equivalencias logicas, meramente de

poder inferir valores de verdad.
Ahora analicemos la regla de la cadena:

P Q R P5Q QR (P5QANQ—R P—R
0 0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1

Nuevamente, se puede observar como siempre que (P — Q) A (Q — R) es
verdadero, P — R es verdadero también.

3.2.

1.

Inferencia con Expresiones Cuantificadas

Generalizacién Universal: Si escogemos un elemento arbitrario ¢ del do-
minio U y probamos P(c), entonces podemos inferir VaP(z). Por ejem-
plo (z 4+ 2)? = 22 + 42 + 4 es verdad para cualquier real. No hay res-
tricciones en la forma de escoger x, y por lo tanto podemos inferir que
Va[(x + 2)? = 2% + 4o + 4].

Generalizacién Existencial: Si podemos probar que P(c) es verdad para
algiin ¢ en el universo U, entonces podemos inferir 3z P(z). De manera
abreviada, podemos expresar esta regla como P(c) = JzP(z)

Especificacién Universal: De la declaracién VzP(x) podemos inferir P(c)
para cada c en el universo. Por ejemplo, de “cada entero es un racional”
podemos inferir “2 es un nimero racional”. De manera abreviada, podemos
expresar esta regla como VxP(z) = P(c)

Especificacién Existencial: De la declaracién 3z P(z) podemos inferir que
es posible escoger ¢ en el universo tal que P(c) es verdadero.
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5. VzP(2)]V[VzQ(z)] = Vz[P(z) VQ(x)] Decir “todo z es P o todo x es Q"
implica “todo x es P o Q”. Esta ley no puede aplicarse en el otro sentido.

6. Jz[P(x) A Q(z)] = [FxP(x)] A [BzQ(x)] Decir “existe un x que es Py Q7
implica “existe un x que es P y existe un z que es @)”.

7. En un predicado de dos lugares 3zVyP(z,y) = VyIzP(z,y)

3.3. Argumentos validos

Un patrén general de inferencia o argumento es usualmente presentado como
una serie de declaraciones Py, Ps, ..., P, seguidos de una conclusién Q. Las
proposiciones Py, Py, ..., P, son llamadas premisas y @ es llamado consecuencia.
El argumento Py AP A--- AP, = Q es validosiy sélosi AP, A---AP, — @
es una tautologia. Un argumento que no es valido se conoce como falacia.

En otras palabras, para que un argumento sea valido es necesario que cuando
todas las premisas sean verdaderas, la consecuencia también lo sea.

3.4. Ejemplos de Falacias

La construccién de argumentos en lenguaje natural comuinmente incluye
falacias, algunas de estas son tan sutiles que pueden aceptarse como validas. En
esta seccidn veremos algunas de las falacias més comunes.

Afirmando la consecuencia: (P - Q)AQ = P

Esta falacia es muy similar al Modus Ponens, pero en este caso se sabe que
la consecuencia @ es verdadero y por lo tanto se asume que el antecedente P es
verdadero también.

Un ejemplo de este tipo de falacias es: “Si llueve el suelo se moja. El suelo
estd mojado, por lo tanto llovid”. La falla en el argumento es facil de encontrar,
pues el suelo puede estar mojado por muchas razones, incluso por la lluvia. Sin
embargo, la lluvia no es la tnica causa por la que el suelo se moja.

Negacién del antecedente: (P — Q) A =P = —Q

Muy similar al caso anterior, pero ahora se pretende inferir que una con-
secuencia es falsa mediante la negacién del antecedente. Esto es claramente
incorrecto puesto que se asume que P — @ implica que =P — =@, pero esto
no es asi.

Un ejemplo es: “Si esta lloviendo estd nublado. No esta lloviendo, por lo
tanto no estd nublado”.
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Ad Hominem

En este tipo de falacia pretende desacreditar la validez de un argumento
ligdndolo a una caracteristica o creencia de la persona que lo propone. “La
persona A propone el argumento a, y la persona B afirma que A tiene una
caracteristica indeseable, y en base a esto, concluye que el argumento a debe
ser invalido”.

Este tipo de falacias es utilizado para evitar discutir la validez de un argu-
mento, y en su lugar realizar un “ataque personal”. En la Jerarquia del Desacuer-
do de Graham, las respuestas Ad Hominem, son consideradas muy comunes, de
poco o nulo valor argumentativo y marginalmente diferentes de un insulto di-
recto.

Simplificacién Causal

En esta falacia se asume que existe una tnica y simple causa que produce
un resultado cuando en realidad pueden existir otras. Se reduce légicamente a
decir que P — @, por lo tanto, P es la tnica causa por la que ) puede suceder.

Un ejemplo es: “Los impuestos sirven para tener policia, carreteras y escue-
las, esto demuestra la necesidad de los impuestos”.



Capitulo 4

Métodos de Demostracion

Un patrén general de inferencia o argumento es usualmente presentado como
una serie de declaraciones Py, Ps, ..., P, seguidos de una conclusién Q. Las
proposiciones Py, Py, ..., P, son llamadas premisas y @ es llamado consecuencia.
El argumento Py APy A-- AP, = Q esvalidosiysdlosi PLAP;A---ANP, — Q
es una tautologia. Un argumento que no es valido se conoce como falacia.

En otras palabras, para que un argumento sea valido es necesario que cuando
todas las premisas sean verdaderas, la consecuencia también lo sea.

4.1. Prueba por Tabla de Verdad

Dado un argumento Py A P, A--+ A P, = @, es posible demostrar su validez
mediante la tabla de verdad de Py A P, A--- A P, — Q. Se verifica si se trata
de una tautologia o no, y en base a esto, se determina si el argumento es valido
o falaz.

4.2. Prueba Directa

La prueba directa consiste en inferir la conclusiéon del argumento utilizando
unicamente las premisas, reglas de inferencia, equivalencias légicas o tautologias.
La prueba directa, por si misma consiste en develar el proceso 1égico que lleva
a la consecuencia.

Para probar si un argumento P = @ es vélido:

1. Se sustituye P por una secuencia de declaraciones P;, Py, ..., P,, donde
cada P; estda en P o es una tautologia,

2. o puede ser derivado de declaraciones P;, Py anteriores (j,k < %) por
medio de reglas de inferencia o de equivalencia logica.

3. La prueba esta completa cuando se encuentra que P; = Q)

31
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Ejemplo 1. Probar la declaracién [P — (Q — R)] = [Q — (P — R)]:

1. P—(Q—R) Premisa
2. P> (Q@—R]—=[(P—->Q)— (P—R) Tautologia
3. (P—=>Q)—(P—R) Modus Ponen 1,2
4. Q—(P—Q) Tautologia
5. @—=(P—R) Regla de la cadena 4,3

Ejemplo 2. Demostrar P = P — P:

1. P Premisa
2. P—(P—P) Tautologia
3. P—>P Modus Ponens 1,2

Ejemplo 3. Estoy cansado o estoy enfermo. Si estoy enfermo me voy a mi
casa. No me voy a mi casa. Entonces estoy cansado. Suponemos que los primeras
tres declaraciones son verdaderas, queremos comprobar la verdad de la ultima
declaracién, que es la consecuencia. Denotemos “estoy cansado” con P, “estoy
enfermo” con ), y “me voy a mi casa” con R. La secuencia de declaraciones se
convierte en:

PvQ
Q—R
-R
P

y el argumento a probar es (PV Q) A (Q - R)A—-R= P.

1. PVvQ@ Premisa

2. Q@—R Premisa

3. =R Premisa

4. =R — -Q Implicacion 2

5. —Q Modus Ponens 3,4

6. P Simplificacién disyuntiva 1,5
Ejercicios

Demuestre por tabla de verdad y prueba directa los siguientes argumentos:

-PV@,SVP Q=S5

—_

.PAQ,Q— R, S—>P=RVS
. A= B, 2(Bv(C)=-A

2
3
4. P—»Q, -P—-R, RA-S=Q
5 P—>R, Q—S, PVQ=SVR
6

. Si bajan los impuestos se eleva el ingreso. El ingreso se elevd, por lo tanto,
los impuestos bajaron.
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4.3. Pruebas Vacuas

Toda implicacién es verdadera cuando la premisa es falsa, por lo tanto, si es
posible demostrar que P es falso en P = @, el argumento es valido.

Ejemplo 1. Si0 > 1 entonces 02 > 0, usemos P para denotar la proposicién
0 > 1y Q para denotar 0 > 0. Entonces la prueba consiste en demostrar que
P=Q.

Puesto que P es evidentemente falso y siempre que la premisa es falsa la
implicacion es verdadera, se demuestra por prueba vacua que P = @, es decir
i 0 > 1 entonces 02 > 0, es un argumento valido.

4.4. Pruebas Triviales

Si se tiene una implicacién y se conoce que la consecuencia es verdadera,
entonces la implicacién es verdadera. La prueba trivial consiste en demostrar
que en P = @, @ es verdadero.

Ejemplo 1. Si a > b entonces a® > b°. Puesto que a® = ° = 1, se tiene
que la consecuencia es verdad y por lo tanto queda demostrado que Si a > b
entonces a® > b9 es un argumento vélido.

4.5. Prueba por Contradiccion

Considere un teorema P = @, donde P representa las premisas PpAPyA- - <A
P,,. Este método de prueba estd basado en la equivalencia P — Q = -PV Q =
—(PA-Q). Lo que indica que si P = @, entonces P A —(Q) es siempre falso. Esto
indica que un método de prueba valido es negar la consecuencia del teorema e
incluir esta negacién a las premisas. Si una contradiccién puede ser implicada
desde este conjunto de proposiciones, la prueba estd completa.

Ejemplo 1. Probar la declaracién P - R,QQ — S,PV Q = SV R por
contradiccién:

1. P—R Premisa
2. Q—S Premisa
3. Pva@ Premisa
4. —=(SVR) Consecuencia negada
5 =aSA-R De Morgan 4
6. S Simplificacién conjuntiva 5
7. R Simplificacién conjuntiva 5
8.  Q Modus Tollens 6,2
9. =P Modus Tollens 7,1
10. P Simplificacién disyuntiva 3,8
11. PA-P Conjuncién 10,9

y dado que P A =P es una contradiccion, el argumento es valido.
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Ejemplo 2. Probar PV @, Q — R, ~R = P por contradiccion:

1. PvQ@ Premisa
2. Q—R Premisa
3. -R Premisa
4. P Consecuencia negada
5. @ Simplificacién disyuntiva 1,4
6. R Modus Ponens 5,2
7. RA-R Conjuncién 3,6

por lo que el argumento es vélido (prueba por contradiccion).

Ejercicios
Demostrar por contradiccién los siguientes argumentos:
1. PQVR,Q—-R, R—-S=P—=S
2. (P>Q)AN(R—=S5), (Q—-T)N(S—=U), ~(TAU), P R=-P
3. P—>Q, R—>PANS, QNS —PAT, -T =P — —-R

4.6. Prueba por Casos

Considere un argumento de la forma Py V P, V...V P, = @, es decir donde
se tiene una disyuncién de premisas en lugar de una conjuncién de éstas. Para
demostrar argumentos de este tipo, es posible utilizar la equivalencia légica:

Por lo que es posible demostrar que el argumento es valido probando que
todos los casos P; = () son argumentos véalidos. La demostracién de cada subar-
gumento, puede hacerse por alguno de los métodos de demostraciéon ya expues-
tos.

Ejemplo 1. Probar la declaracién P - R, Q — S, PVQ = SV R por casos.
Lo primero que se debe observar, es que el argumento no es propiamente una
disyuncién de premisas. Sin embargo, la premisa P V @ si lo es, por lo que el
argumento puede ser reescrito de la siguiente manera:

(P>RNQ—->YSANPV(P>RANQ—->S)NQ=SVR

Caso P Caso @

vy bajo este escenario, existen dos casos o subargumentos a probar.
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Caso P:
1. P—R Premisa
2. Q— S Premisa
3. P Caso
4. R Modus Ponens 3,1

5. SV R  Adicién disyuntiva 4

por lo que el caso P es un argumento vélido (prueba directa).

Caso Q:

1. P—R Premisa
2. Q— S Premisa
3. Q Caso
4. S Modus Ponens 3,2
5 SV R  Adicién disyuntiva 4

por lo que el caso @ es un argumento valido (prueba directa).
Puesto que todos los subargumentos son validos, queda demostrado que el
argumento es valido (prueba por casos).

Ejercicios
1. (P>Q)V(P-R),P=>QVR

2. Si los Rocos ganan entonces celebran en Morelia y si Polos gana entonces
celebran en Guadalajara. Alguno de los dos gana. Si Rocos gana entonces
no celebran en Guadalajara. Si Polos gana entonces no celebran en Morelia.
Por lo tanto, en Morelia celebran si y sélo si en Guadalajara no celebran.

4.7. Argumentos con Predicados y Cuantifica-
dores

Una férmula bien formada se dice cerrada si todas las variables en la férmula
estan cuantificadas, en caso contrario se dice que esta abierta. Un predicado con
argumentos constantes es una proposicién, también llamada formula atéomica
cerrada. Una férmula atémica cerrada es un hecho si es verdad.

Existen cuatro reglas fundamentales en un esquema de inferencia de férmulas
cuantificadas:

1. Generalizaciéon Universal: Si escogemos un elemento arbitrario ¢ del do-
minio U y probamos P(c), entonces podemos inferir VaP(zx). Por ejem-
plo (z +2)? = 22 + 42 + 4 es verdad para cualquier real. No hay res-
tricciones en la forma de escoger x, y por lo tanto podemos inferir que
Vz[(z + 2)? = 22 + 4z + 4].

2. Generalizacién Existencial: Si podemos probar que P(c) es verdad para
algtn ¢ en el universo U, entonces podemos inferir 3z P(x).
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3. Especificacién Universal: De la declaraciéon YxP(z) podemos inferir P(c)
para cada c en el universo. Por ejemplo, de “cada entero es un racional”
podemos inferir “2 es un ntimero racional”.

4. Especificacién Existencial: De la declaraciéon 3z P(x) podemos inferir que
es posible escoger ¢ en el universo tal que P(c) es verdadero.

Ejemplo 1. Considere las siguientes declaraciones:

1. Todas las personas inteligentes son nobles.

2. Todos son inteligentes o tontos.

3. Algunas personas no son tontas.

4. Por lo tanto, algunas personas son nobles.
definamos los predicados como:

= I(z) : x es inteligente.

= N(z): x es noble.

= T(x) : x es tonto.

En notacién formal se desea probar: Va[I(x) — N(z)|,Vz[I(z) Vv T(z)],
Jz[-T'(z)] = Jz[N(x)], asumiendo que el universo de discurso es de personas.

1. Vz[I(z) = N(z)] Premisa
2. Vz[I(z)VvT(z) Premisa
3. Jx[-T(x)] Premisa
4. =T(c) Especificacién existencial 3
5. I(c)VT(c) Especificacién universal 2
6. I(c) Simplificacién disyuntiva 4,5
7. I(c) = N(c¢) Especificacién universal 1
8. N(c) Modus Ponens 6,7
9. Jz[N(z)] Generalizacién existencial 8

con lo cual se comprueba que el argumento es vdlido (prueba directa).

Ejemplo 2. Considere los siguientes hechos y reglas:
1. Jorge y Karla son miembros del Club ABC.
Jorge estd casado con Maria.
Juan es un hermano de Maria y estd casado con Karla.
Jorge y Juan se retinen en casa de Jorge.

El cényuge de cada persona en el club ABC es también miembro del club.

> o oa W

Las personas casadas viven juntas.
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7. Si dos personas viven juntas y una es visitada, la otra también.
De esto queremos determinar la verdad de las siguientes declaraciones:
a) Jorge, Karla, Juan y Marfa son miembros del club ABC.
b) Juan visita la casa de su hermana.
definamos los predicados como:
» H(z): x es miembro del club ABC.
s M(z,y) : x estd casado con y.
» L(x,y): 2y y viven juntos.
= B(z,y) : x es hermano de y.
= V(z,y): z visita la casa de y.
Los hechos y reglas estédn representados con predicados de la siguiente formas:
1. H(Jorge) N H(Karla)
2. M(Jorge, Maria)
3. B(Juan, Maria) A M (Juan, Karla)
4. V(Juan, Jorge)
5. (Vo,y)[H(x) AN M(x,y) — H(y)], Vo, y[H(y) A M(z,y) — H(z)]
6. (Va,y)[M(z,y) = L(z,y)]
7. (Va,y,2)[V(z,y) A L(y, 2) = V(z, z)]

Para resolver “Jorge, Karla, Juan y Maria son miembros del club ABC.”:

1. M(Jorge, Maria)

2. H(Jorge)

3. (Va,y)[H(z) A M(z,y) > H(y)

4. H(Jorge) N M(Jorge, Maria) — H(Maria) S.3 x = Jorge,y = Maria
5. H(Maria) Modus Ponens 1,2 y 4
6. H(Karla)

7. M(Juan, Karla)

S, (Ya,y)[H(y) A M(z,) - H(z)

9.  H(Karla) N M(Juan, Karla) — H(Juan) S.8 z = Juan,y = Karla
10.  H(Juan) Modus Ponens 6,7 y 9
11.  H(Jorge) N H(Karla) A H(Juan) AN H(Maria) Conjuncién 2,6,10,5

con lo cual se comprueba que el argumento es valido (prueba directa).
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Para resolver “Juan visita la casa de su hermana.”

1. (Vz,y,2)[V(z,y) A L(y, z) = V(z, 2)] Regla
2. M(Jorge, Maria) Hecho
3. V(Juan, Jorge) Hecho
4. B(Juan,Maria) Hecho
5. (Ya,y)[M(z,y) = L(z,y)] Regla
6. M(Jorge, Maria) — L(Jorge, Maria) S.5 x = Jorge,y = Maria
7. L(Jorge, Maria) Modus Ponens 2,6
8. V(Juan, Jorge) A L(Jorge, Maria) S.1 z = Juan,y = Jorge,

— V(Juan, Maria) z = Maria
9. V(Juan,Maria) Modus Ponens 3,7 y 8

10.  B(Juan, Maria) AV (Juan, Maria)

Conjuncion 4,9

con lo cual se comprueba que el argumento es valido (prueba directa).

Ejercicios

1. Ejercicios 9-12, 15 y 16, pagina 67 del libro de Rosen.
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