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Introduccion.

En el trabajo se ajusta un plano y paraboloides, asi como se resuelve un problema,
utilizando las funciones de dos variables anteriores para representar lo mejor posible
un conjunto de puntos del espacio y se determina la superficie mas aproximante.

Desarrollo

En la resolucién de un grupo de problemas practicos se utilizan férmulas empiricas
basadas en los datos de la experiencia y observaciones. El problema de encontrar
dichas formulas de manera que represente a los datos lo mejor posible se le llama
Ajuste de Superficies para el caso en que los datos de la experiencia y el conjunto de
observaciones constituyan un conjunto de puntos del espacio. Para realizar el ajuste
utilizaremos el Métodos de los Minimos Cuadrados.

El ajuste de superficies se caracteriza por:

-El nUmero de puntos es mucho mayor que el grado del polinomio de ajuste

-La superficie ajustar puede contener o no a los puntos dados

-El tipo de superficie ajustar se obtiene a partir del conocimiento fisico del problema
o de la representacion grafica de los puntos

- Hay una gran informacién poca exacta

Un investigador al observar y representar los puntos (x;,y; z,), con, i=1,2,3,.,n,

puede conjeturar que las variables X, y, z estan relacionadas linealmente, es decir se
puede expresar z = ax+by+c, para los nimeros a, b y c. Por los puntos anteriores se
pueden trazar una familia de planos, pues tres puntos no alineados determinan un
plano.

¢Cémo hallar el plano «a, cuya ecuacidon sea la que mejor ajuste a los puntos
anteriores? Se puede encontrar « utilizando el Método de los Minimos Cuadrados.

En correspondencia con cada par de valores observados de (x,,Yy,), consideremos
dos valores de z: el valor observado z,; y el dado por la cota del plano ax, +by, +c,
para cada i. Llamaremos desviacién o error a, d, =ax,+by,+c—z, para el punto

(x,,»,;,z;) . Esta relacién la podemos observar en el siguiente grafico:



z=ax+ by+c

Para un plano que se ajuste aproximadamente a todos los puntos observados,
algunas de las desviaciones seran positivas y otras negativas, pero sus cuadrados

n
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seran todos positivos, de donde en la expresion Zdl. se considera como
i=1
equivalentes una desviacion positiva d, y otra negativa —-d. Esta suma de cuadrados
de las desviaciones depende de la eleccion de a, b y c. Es siempre positiva y solo es
igual a cero en el caso de que todas las desviaciones sean nulas; es decir, cuando a,
b y c se eligen de modo que el ajuste es perfecto.

Sea o no posible hallar un plano que proporcione un ajuste perfecto, el Método de los
Minimos Cuadrados dice: tdmase como plano z = ax+by+c de ajuste éptimo, aquel

para el cual la suma de los cuadrados de las desviaciones, d*i+d*+..4d>. es

minima

Asi, pues, se trata de hallar los valores de a, b y c para los que la funcién

f(a, b, c) = Zn:(axi+byi+c—zi)2, alcance el valor mas pequefio posible, luego hace
i=1

falta que se cumpla la condicion:
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glzznp(axi +by, +c—z,)x,=0, Zn:axiz +ibxiyi +Zn:cxi :ixizi 1)
a o i=1 i=1 i=1 i=1

% =Zn: 2ax; + by, +c=z,)y, =0, Zn‘,axiyi + Zn‘,byf + Zn:cy,- = Zn:yiz,- (2)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

leiZ(axi+byi+c—zi):0, iaxi+zn:byi+ cn zizi (3)
C = i=1 i=1 i=1
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A partir de la solucidén de este sistema de ecuaciones se obtiene los valores de a, b y
C

Ajuste de paraboloides

n
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Si z=ax’+by’, entonces d,’=) (ax, +by,” —z,)’ , a partir de la desviacion
i=1

n

cuadratica definimos la funcién f (a, b) = Z:(axi2 +by” —z,)’

i=1
21222(61)([2 +by,” —z,)x,” =0, Z:axi4 + Z:bxizyi2 :zxizzi (D
a = i=1 i=1 i=1

% =Y 2ax” +by” —z)y’=0, Yax’y + 2 by =3 y'z ()
i=1 i=1 i=1

A partir de la solucion de este sistema de ecuaciones se obtiene los valoresde ay b

Ejemplo: En la siguiente tabla hay ocho tipos de hojas de acero trabajadas en frio,
con diferentes composiciones de cobre y temperaturas de templado. Al medir se
obtuvieron los siguientes datos:

Dureza (z) Contenido del cobre(x) Temp. de templado(y)
71,9 0,02 1000
63,1 0,02 1100
53,8 0,02 1200
45,3 0,02 1300
74,6 0,10 1000
65,5 0,10 1100
59,2 0,18 1200
49,9 0,18 1300

Donde x: representa el contenido del cobre

y: representa la temperatura de templado

Z: representa la dureza.
Obtenga la ecuacion del plano de mejor ajuste y la desviacion cuadratica.
Estime la dureza de una lamina de acero para un contenido de cobre del 0.05% y una
temperatura de templado de 1150 grados Fahrenheit
Obtenga la ecuacion del paraboloide de mejor ajuste y la desviacidon cuadratica.
Estime la dureza de una lamina de acero para un contenido de cobre de 0.05% y una
temperatura de templado de 1150 grados Fahrenheit
¢Cual de los dos modelos representan mejor a los datos?

1 X, y; z; Xl.2 yl.2 X Vi Xz ZiYi

1 0,02 1000 71,9 0,0004 | 1000000 |20 1,438 | 71900
2 0.02 1100 63,1 0,0004 | 1210000 |22 1,262 | 69410
3 0,02 1200 53,8 0,0004 | 1440000 |24 1,076 | 64560
4 0,02 1300 45,3 0,0004 | 1690000 |26 0,906 | 58890




0,10 1000 74,6 0,01 1000000 | 100 7,46 74600
0,10 1100 65,5 0,01 1210000 | 110 6,55 72050
0,18 1200 59,2 0,0324 | 1440000 | 216 10,656 | 71040
0.18 1300 49,9 0,0324 | 1690000 | 234 8,982 | 64870

R0 Q[N [N

suma | 0.64 9200 483.3 10.0856 | 0680000 | 752 38,33 | 547320

Sustituyendo en el sistema de ecuaciones obtenemos:

0,0856a+752b+0,64c = 38,33 (1)

752a+ 10680000b+9200c =547320 (2)

0.64a+9200b+8c =483.3 (3)
Utilizando el derive 5, la ecuacion del plano es z = 31,15x-0,08y + 161,11,
evaluando para x = 0.05

y =1150 en la ecuaciéon del plano tendremos z = 31,15 (0.05)-0.08 (1150)+161.11
=70.67. Calculemos la desviacion cuadratica.

i X; Yi z(x;, ;) z(x,,y,) — z, (Z(X,-,y,-)—Z,-)z
1 0,02 1000 81,733 9,833 96,68

2 0,02 1100 73,733 10,633 113,06

3 0,02 1200 65,733 11,933 142,39

4 0,02 1300 57,733 12,433 154,57

5 0,10 1000 84,225 9,625 92,64

6 0,10 1100 76,225 10,725 115,02

7 0.18 1200 70,717 11,517 132,64

8 0.18 1300 62,717 12,817 164,27

Suma 1011,30

di2:1011,30, en la medida que a’l.2 se aproxime a cero, el modelo obtenido va
representando mejor a los puntos

Conformemos la tabla que nos permite determinar el sistema de ecuaciones para el
caso del ajuste del paraboloide

X, y, z, sz yiz szyiz X[4 y[4 x;ZZ,- y,-ZZ,-

1 10,02 | 1000 | 71,9 | 0,0004 | 1000000 | 400 1,6.107" 10" 0,32876 | 71900000
2 10,02 | 1100 | 63,1 | 0,0004 | 1210000 | 484 1,6.107" 1,46.10"* | 0,02524 | 76351000
3 10,02 | 1200 | 53,8 | 0,0004 | 1440000 | 576 1,6.10™" 2,07.10"* | 0,02152 | 77472000
4 10,02 | 1300 | 45,3 | 0,0004 | 1690000 | 676 1,6.10™" 2,85.10" | 0,01812 | 76557000

510,10 | 1000 | 74,6 | 0,01 1000000 10000 1.107* 10" 0,746 74600000

6 |0,10 [ 1100 | 65,5 | 0,01 1210000 12100 1.10™ 1,46.10"* | 0,655 79255000

7 10,18 | 1200 | 59,2 | 0,0324 | 1440000 | 46656 1,04.107% 2,07.10" | 1,91808 | 85248000

8 10,18 | 1300 | 49,9 | 0,0324 | 1690000 | 54756 1,04.107% 2,85.10" | 1,61676 | 84331000

0.0856 | 10680000 | 125648 | 0,00228064 | 14,76.10" | 5,32948 | 62571400




0,00228064 a +125648 b = 5,32948 (1)
125648 a+ 14760000000000b = 62571400 (2)

Resolviendo el sistema por el derive 5 tendremos, a = 2,42y b = 0,00004,
entonces

z = 2,42x%*+0,00004y?, evaluando para x = 0.05, y = 1150, z =
2,42(0,05)?+0,00004(1150)? =52,90

Determinemos a continuacion la desviacion cuadratica

i X; Yi z(x;, ;) z(x;,y.) — 2, (Z(x,'ay,')_zi)z
1 0,02 1000 40 -31,9 1017,61
2 0,02 1100 48,40 -5,5 30,25
3 0,02 1200 57,6 3,8 14,44
4 0,02 1300 67,6 223 497,29
5 0,10 1000 40,02 -34,58 1195,7764
6 0,10 1100 48,42 -17,08 291,7264
7 0.18 1200 57,67 -1,53 2,3409
8 0.18 1300 67,67 17,77 315,7729
Suma 3365,2066
d.? =336521

Como la desviacidon cuadratica correspondiente al plano es menor que la
correspondiente al paraboloide concluimos que el modelo que mejor representa a los
puntos es la ecuacién del plano

z = 31,15x-0,08y + 161,11

Conclusiones

La realizacion del ajuste de un conjunto de puntos del espacio a través de un plano y
un paraboloide contribuye a la asimilacién del concepto de regresién multiple, el cual
se estudia en la Estadistica Inferencial.

El resultado anterior se puede utilizar para ajustar un conjunto de puntos del espacio
a cualquier superficie de segundo grado.

Una vez ajustada la superficie, se puede utilizar el modelo para predecir un resultado
concreto.
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