Trigonometria

Capitulo 11
Funciones Inversas. |dentidades. Triangul os no
Rectangulos

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS.
2.1 Definicion .

Por su definicion matemética, una funcion es una relacion entre dos variables x e y tal que
a cada valor delavariable x ( |lamada variable independiente ) , corresponde un solo valor
delavariable y ( llamada variable dependiente o funcion ) .

En el plano cartesiano, ésto significa que cualquier linearecta vertical delaforma x = b (
que represente un valor constante b de la variable independiente) , intersectaalagréficade la
funcion en un solo punto (o cual equivale aasociar un solo valor de la variable dependiente

)

Asi por gjemplo, en las gréficas de las funcionesseno y = sen(x) o secante y = sec(x) ,(0
en cualquierade las gréficas de las funciones trigonométricas ) podemos apreciar que tal
definicion se cumple.

Por eso se dice que el seno, coseno , tangente, etc. son funciones matematicas .

Ahorabién, si unafuncién tiene inversa, ésta realiza las operaciones opuestas a las que hace la
funcion , por ggemplo :

e Dado un nimero x , conlafuncion y = 5.-x, se obtiene el quintuplo de x . Conlafuncion

inversa x = g se obtiene ladivision de tal nimero, es decir resultael valor inicial x .

- .z 2 . .z
e Dado un nimero x , conlafuncion y = x°, se obtiene el cuadrado de x . Conlafuncion

inversa x = ,/y  se obtiene laraiz cuadrada de tal nimero, es decir resultael valor inicial x
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e Dado un ndmero x , conlafuncién y = 10, se obtiene el valor y delafuncién
exponencial de base 10 . Conlafuncioninversa x = log(y) secalculael logaritmo
comun de tal valor, es decir resulta el exponente x .

e Dado unangulo x , conlafuncion y = sen(x), se obtiene el nimero y delafuncion
seno asociado aese angulo . Con lafuncion inversa x = arcsen(y) secalculael angulo
inicial asociado al valor y mediante lafuncién seno .

De maneraque al aplicar lafuncién y su inversaaun nimero dado x, regresamos al mismo

valor x .
El proceso de determinar lafuncién inversaimplicainvertir en algiin momento los papeles de
lasvariables x e y , locual equivale aintercambiar 10s ejes de coordenadas X y Y , es

decir en € plano cartesiano Y serdahorael gehorizontal y X serdel gevertica .

Asi por gemplo, la gréfica obtenida paralafuncion seno
después de intercambiar 10s € es de coordenadas, tendrala

apariencia que se representa en lagréfica de la derecha . \ 7777777
Esta no es realmente |la gréfica de una funcion matemética, 1
puesto que no cumple con la condicion que define auna
funcion dado que cualquier recta vertical comprendida in 0 Y
entrelosvalores —1 y 1 ,intersectaalagréficaen una

infinidad de puntosy no en uno sblo.

Para tener realmente la gréfica de lafuncién inversa del
seno, se puede escoger una parte de la gréfica que cumpla
con la definicion de funciéon .

Como consecuencia de invertir |os ges de coordenadas X
e Y, lagréficade unafunciény lagraficade suinversa

deben ser simétricasrespecto alalinearecta y = x , es

decir , lagréfica de unafuncién inversa es laimagen
reflejada de la funcién con respecto alarecta diagona
y=X. SR

4.71T

Por éstarazon, la parte o porcion de lagréficainvertida del
seno que representa su funcion inversa es la que queda

1.577

comprendidaentre x= — y x= — como seindicaen | 1Y

2 2 -1 0 1
lafiguradeladerecha.
-1.57T

De éste modo, cualquier recta vertical intersecta a éste
pedazo de la curva "senoidal vertical " en un solo punto y
se satisface |a condicion que define a unafuncién.
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Lafuncion inversa de lafuncion seno se denomina arco seno y se denota por :

y = arcsen(Xx)

queseleecomo: " y esel &ngulo ( medido enradianes ) cuyo seno esel nimero x
Para representar lafuncion inversa del seno suele utilizarse también lanotacion : y = sen () ;
sin embargo tal notacion podria causar confusion a interpretarse como lapotencia —1 del seno,

es decir como y = % que es algo completamente diferente . Por éstarazon, evitaremos en
sen(x
lo posible su uso .

Siguiendo los mismos principios que los ilustrados anteriormente para la obtencion de la gréfica
de lafuncion inversadel seno, es posible obtener las funciones inversas de todas las funciones
trigonomeétricas, las cuales se muestran en las siguientes gréficas:

( Lagréfica delafuncion inversa seindica con una linea continua , mientras que la parte de la curva trigonométrica
quesereflgaenlarecta y = x seindica en linea punteada )
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La parte de la curva seno comprendida entre x=—2 y x=72, sereflgjaenlarecta
y = x para definir la funcion inversa del seno, el "arco seno" como:

y=arcsen(x) sSiysolos sen(y) = x

IA

/A T
donde -1 < x<1 ; - ysE

queselee: "yesel angulo cuyo senoesx™
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La parte de la curva coseno comprendidaentre x = 0 y x= 7, sereflgaenlarecta
y = x para definir la funcion inversa del coseno, el "arco coseno” como:
y = arccos(x) S ysolos cos(y) = x
donde -1 < x<1 ] o<y<rx

La parte de la curva coseno comprendida entre x= -2 y x= 72, sereflgjaen larecta
y = x para definir la funcion inversa de la tangente: "arco tangente” como :

y = arctan(x) siysolos tan(y) = x

V4
donde —co< X < oo ; - <¥<3
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La parte de la curva cotangente que esta entre x= -2 y x= 2 ,sereflgaenla
recta y = x para definir la funcion inversa de la tangente, el "arco cotangente” como:
y = arccot(x) Siysolos cot(y) = x
-7 V4

2

para —oco < X < oo : 7<y$

La parte de la curva secante comprendidaentre x=0 y x= r, sereflgaenlarecta
y = x para definir sufunciéninversa: "arco secante” como:

y = arcsec(x) Siysolos sec(y) = x

T
para X< -1,1<X 03y<7z,y¢3

Pedro Ferreira Herregjén




Trigonometria

Reflejando respecto a larecta y = x la parte de la curva cosecante que esta entre
x= -2 y x= /2, sedefinelafuncidéninversa "arco cosecante” como :

y = arccsc(X) sSiysolos csc(y) = x

- V4
para x<-1,1<X ; 7$y<;,y¢o
Ejemplo 1. Sin usar calculadora, hallar € valor de. . .
a) arcsen(_?l) b) arccos(?) C) arctan(-1)

Solucion:  a) Aplicando ladefinicion de lafuncion inversadel seno :

S = arcsen(_?l) entonces  sen(6) = —G)

en otras palabras, ¢ esel angulo cuyo senovale—1/2.

sesiguequey= -1, r=2, xX=1/3

Reconociendo éstos como los lados de un
tridngulo 30° — 60° — 90° en € plano
cartesiano, hay dos angulos cuyo seno vale

’ Vs
-1/2, que son: 210° = =7 © _30° = -z
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definicién del arco seno es:
[ -m/2,m/2]
se concluye que ¢ debe estar en el

Sin embargo, dado que en el rango de 1

cuadrantelV ,estoes 6= —30° = —

y por lo tanto :

wom(3) -

b) Aplicando ladefinicion de lafuncion inversa del coseno :

S 0= arccos(?) entonces cos( ) = é

asi que ¢ esun angulo cuyo coseno vale ~— .

Por definicion: cos(6) = i _ x V3 Y4
radio r 2 A

sededuceque x=+/3 ,r=2, y==%1

Estos son los lados de un tridngulo 0
30° —60° —90° , asl que en el plano
cartesiano hay dos angulos cuyo coseno vale

\/3

/4 V4
—,queson: 30°= — Yy -—-30°= —— B
2 6 6

como se muestraen lafigura de la derecha.

Finalmente , se sabe que €l rango de }/_5
definicién del arco cosenoes [0, ] as
gue @ debe ser un angulo del cuadrante |l ,

estoes ¢ = 30° = g y por lo tanto :

\/3 7
arccos| — | = =
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Es muy importante tener siempre en cuenta los rangos o interval os de definicion de las

c) Deladefinicion paralafuncion inversade latangente:
S 6= arctan(-1) entonces tan(6) = -1 .

6 esun angulo cuyo tangente vale : _Tl :
3

Sesabeque tan(6) = M =Y=
abscisa X A

esdecir y=+1, x=%1 y porlotanto

r=yi12+12= 2 1

Reconociendo éstos como los lados de un -1
triangulo 45° — 45° — 90° en €l plano
cartesiano, hay dos angulos cuya tangente vale

37 T
~1,0Ueson: 135° = —— 'y —45°= ——

como se muestra en lafigurade la derecha.

Sin embargo, paraque 6 esté _
en el rango de definicion del
arco tangente :

[-m/2,1/2]
seconcluyeque @ debe estar

en el cuadrantelV , esto es

0= —45° = —%[ y por lotanto :

-7
arctan(-1) = e

funciones trigonométricas inversas, con €l fin de facilitar su aplicacion . Es conveniente que
Usted memorize ésos intervalos.

Es necesario reconocer éstops rangos por ejemplo en Is siguientes identidades :

e S
e S
e S
etc.

|
8

IA
x
IA
8

IA

PROPIEDADES INVERSAS
/A T
2

b
A
'_\
IA

o<

entonces sen(arcsen(x)) = x ; arcsen(sen(é‘))

=0

X<1; 0L 6< x entonces cos(arccos(x)) = X ; arccos(cos( 0)) =40

-7 V4
0< —
2

entonces tan(arctan(x)) = X ; arctan(tan(é?)) =40
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Con €l fin de obtener un mejor entendimiento de las funciones trigonométricas , trate usted de
no usar la calculadora siempre que sea posible como en el siguiente gjercicio :

Ejemplo 2. Sin usar calculadora, determinar el valor exacto de:
a) arcsen(sen(0.2447)) b) arccos(%) C) arccos(cos SHD

o (o) o wlaen(2) 0 ofron(2)

Solucion :  a) Puesto que el angulo dado @ = 0.2447 estden €l rango —g <0<Z de

2
definicion del arco seno, laidentidad arcsen(sen(6)) = @ existey vale:

arcsen(sen(0.2447)) = 0.2447

b) Delaidentidad inversa arccos(cos(6)) = 6 queexistesi (0 < 6 < 7)

y sabiendo que cos(g) == g sesigue que:

N

arccos(g) = ar CCOS(COS(%)) = ;

c) El &hgulo 5r/3 usado como argumento, no esun valor dentro del rango de
definicién de lafuncién arco coseno (0 < @ < 7) , por lo cual

arccos(cos(%[)) no existe ( aunque la calculadoradigaquesi ).

<0< dela

. 5 .
d) El angulo Tﬂ no es un valor en el rango permitido —g

T
2

funcion arco seno . Sin embargo, es coterminal con -3 el cual s queda

dentro del rango de definicién. Por lo tanto :
(=)
arcsen| sen| — | | = —
3 3

e S 6= arcsec@) sesigueque sec(6) = g y recordando la definicion de

lafuncion secante :
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esdecirr=3, x=2 .
Del teorema de Pitagoras se deduce que:

y=4r =X =32 -22 =%

por lo cual lafuncion tangente es:

tan(e):zz i%
X

Sin embargo, dado que el rango de definicién de

f=arcsec(Xx) es 0 < 1 ; 0¢§

se concluye que @ debe ser el angulo positivo del primer cuadrante, esto es:

tan(ar CSEC(;)) = %

f) S 6= arcsen(?) entonces sen(6) = _?3 y recordando la definicion de la

funcién seno :

sededucer = 5, y= -3 . Del teorema de Pitagoras se obtiene ademas que:

X = \/rz—y2 = \/52—(—3)2 =t4
Pero tomando en cuenta que rango de definicion de la funcién arco seno es

—g < @< g el angulo @ debe estar en € |V cuadrante, esdecir x= 4y
finalmente resulta :

cos(ar csen (_?3)) =

= | x
ol s

Pedro Ferreira Herrgjén
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2.2 ldentidadesreciprocas.

DEMOSTRACION .

S x # 0 entonces:

Como las funciones cotangente, secantey cosecante son las reciprocas de las funciones
tangente, coseno y seno respectivamente, ahora que ya conocemos las funciones
trigonométricas inversas, podemos obtener |as siguientes identidades que nos permiten

evaluar las funciones inversas arccot (X), arcsec(X) y arccsc(x) , entérminos delas
funciones arctan(x), arccos(x) y arcsen(x)

S x<-1, 1<Xx entonces:

arcsec(x) = ar ccos(;l()

)

1
arccot (x) = arctan (—)
X

arccsc(x) = arcsen(

X |~

S 6= arcsec(x) entonces sec(6) = x (con 0< @< 7 ; 6?;&%[)
1 -1 ( tomando €l reciroco, x # 0)
sec( 6’) X
1 1
cos( 9) == ( porque = cos( 9))
X sec( 6?)

arccos(cos( 6)) = arccos(i) (aplicando la funcion inversa)
X
6= arccos(l) (queexisteeno < < )
X

arcsec(X) = arccos(;l() ( puesto que @ = arcsec(X) )

La demostracién de las otras dos identidades sigue un razonamiento similar .

* Muchas calculadoras sdlo tienen indicadas | as funciones trigonométricas inversas para el seno, el cosenoy la
tangente. Con lasidentidades anteriores, usted serd capaz de calcular también las funciones trigonométricas

inversas parala secante , cosecante y cotangente .
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Ejemplo 3. Usando una calculadora (en el modo deg ) se obtiene :

a) arcsec(4.3) = arccos(%) = 76°_33"-_.8.18"
b) arccsc(-2.1) = arcsen(?ll) = —28° 26°_12.8".

c) arccot (%) = arctan(y/3) = 60°

EJERCICIOS 1.1

1. Hallar el valor exacto de las siguientes expresiones sin usar tablas o calculadora :

a) arcsen(0) b) arccose) C) arcsen(—%) d) arcsec(-2)
_ﬁj 0 ol arceenf )

€) arctan( 3 f) sen(arcsen(0.3)) Q) sen\arctan\ U ) cos\arcsenleU
ol ereen( 5N ER 3 ol arccs I
i) tankarsen\ 5)) 1) sec(arctan(\/é)) ) cos(arctan(1)) ) cot Karccos\2 ))
m) csc(arctan(-1)) n) tan(arccos@)) 0) sen(arccos(?))

2. Completar las siguientes equivalencias :

a) arctan(i) = arcsen[?\ = arcsec( ....... )

b) arcsen

C) arccos 23 ] = arcsen[:\ = arccot(L)
Cra)  Nee e

3. ¢ Sonverdaderas las siguientes identidades ?

a) arcsen(-u) = —arcsen(u) ; -1<u<1
b) arccos(-u) = —arccos(u) ; -1<u<1
C) arctan(-u) = —arctant(u)

arcsen(x)

d) arctan(x) = B—
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4. Calcular (sin usar calculadora) :

a) arcsec(2) b) arccot (1/3) C) arccsc(
5. Grdficar las siguientes funciones :

a) arctan(x) +g b) arctan(x+ %[j C) arccos()z()

6. Demostrar que lalongitud L delabanda

alrededor de dos poleas como se muestra en
lafigura de laderecha, esta dada por :

L= 7D+ (d—D)-0+2-C-sen(6)
donde el angulo @ semide enradianesy
esta dado por :

( _dj
0 = arccos
2.C

CdcuelLs D=6cm, d=4,
C = 10-cm

7. Lafigurarepresenta un patio circular
rodeado por una pared alta de piedra. Un
foco localizado en E , brillaen el patio.

Si una persona caminaa x metros hacia

el centroalolargode DC , susombra

proyectada en la pared circular, se
moverdunadistanciadearco d .

Hallar unaférmulapara d y calcule esa
distancias r=20om y x=5m

%)

d) arcsen(x — 1)

Pedro Ferreira Herrején
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funcion arctan(x) pero

Respuestas ( EjercicioIl.1)

a) 0 b) g 0) %” d) %ﬂ
- 12

€) e f) 0.3 0) < h) 5

A N 2 K L |
i) 7o ), 7 ) 7 )
m) —/2 n) /3 0) =

a) arctan(g) = arcsen( 2 ] = arcsec(“x +81j

X X + 81 X

36-X X X
b) arcsen . = arcos p = arccot
V36 - X

C) arccos
2
X +4

3
VX +4

a) Si, arcsen(x) esunafuncionimpar, esdecir simétricarespecto al origen.

b) No, arccos(x) no tiene simetria

c) Si, arctan(x) esunafuncionimpar simétricarespecto al origen .

d) No, atan(x) sedefineen —co < x < oo ; pero arcsen(x) 0 arccos(x) se definen

-1 < X< 1.
_ (1\_ 7 B B
a) arcsec(2) = arccos{ — | = — b) arccot(\/3) = arctan| — | = =
\2) " 3 6
a) Setratadelagréficadela 3 p

desplazada verticalmente hacia
arribasobre el ge Y unadistancia

T
de —
2

Pedro Ferreira Herrején
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6. Lalongitud deladistancia AB se obtiene de la funcién seno :

b) Setratadelagréficadela
funcion arctan(x) pero
desplazada horizontalmente hacia
laizquierda sobre e gje X la

. . T
distancia >

c) Setratadelagréficadela
funcion arccos(x) pero definida

endintervalo -4 < x< 4

d) Setratadelagréaficadela
funcion arcsen(x) pero
desplazada horizontalmente hacia
laderechasobre el ge X la
distancia 1

AB = Esen( H)

Lalongitud del arco BE es (2-7[—2-9)-% y ladel arco AF es (2-9)-% .

Por lo tanto, lalongitud total L delabandaes:

Pedro Ferreira Herrején
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L= 2AB+BE+ AF = 2.(C.sen(6)) +<M_z.e).§ +(20)-

= 7.D— (D —d)-0+2C-sen(6)

D d
2 2 D-d

Ademés cos(6) = = ,dedonde 6 = arccos

(c) 2l

resulta :

L=nD-(D-d)-0+ zasen[ arccos{
2

2(c).

7. El triangulo EAO esisosceles, por lo cua la
longitud del arco circular AB es:

d=(g)r

y dado que la suma de los angulos interiores
de todo triangulo es 7 , entonces ¢ = 2-6
Queda finalmente :

d=206r

el

Parar = 20om, x= 5-m Seobtiene:

d= 2-arctanG)-20-m = 9.78m

D-d

2(c)

d
2

} . asl que finalmente

Pedro Ferreira Herrején
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2.2 ldentidadestrigonométricas parala sumay ladiferencia de dos angulos .

De manera semejante a como las siguientes expresiones algebraicas son falsas . . .

Fy= ey

In(x+y) = In(X) +In(y) x—y)’ =X -y

(y que también son errores que muchos estudiantes cometen fécilmente), vamos a demostrar
que expresiones trigonométricastales como. . .

sen(6+g) = sen(6) +sen(g)

cos( 60— (p) = cos( 49) - cos( ¢)

tan(a+ ,6) = tan(a) + tan(,é’) etc.

también son falsas.

En general, se puede afirmar que las funciones trigonométricas para la suma 0 la diferencia
de dos angulos no son la simple suma o diferencia de |as funciones respectivas de esos

angulos.

Consideremos por g emplo lasumade dos angulos 8 = ZDOC y ¢ = ZCOB taesque €l

lado terminal del éangulo ¢ seael lado inicia del angulo ¢ , como se muestra en la siguiente

figura:

Y

] B
0
Pl C
¢
6 0O O -
@) A D X

Unase el lado terminal de & con €l lado terminal de ¢ mediante unalinearecta CB, detal
manera que €l angulo ZBCO searecto .

Lasrectas verticalesque pasanpor B y C, intersectan a gje X respectivamente en |os puntos
Ay D vy larectahorizontal por C, determina un segmento PC que es perpendicular a AB.

Por lo tanto, el tridngulo rectdngulo APBC es semejante al tridngulo rectangulo ADOC .y en
consecuenciael angulo @ en B esigual a angulo 6 en O.

Pedro Ferreira Herrején
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Apliquemos ahora la definicion de la funcion seno al angulo (49+ ¢) , esdecir . . .

_ (ordenada) _ AB

sen(0+0) = (radio) OB

sin embargo, el segmento AB eslasumade los segmentos AP + PB siendo AP = DC es
decir:

DC+PB _ DC PB

sn(0+0) = OB OB OB

Recordemoa ahora que el valor de unafraccion no cambiasi se multiplica su numerador y su
denominador por una misma cantidad (que no sea cero), asi que escribamos € resultado

anterior como. . .

Sen(9+¢) :D_C. % +E. B_C
OB \ OC OB \ BC

y como €l orden de los factores no altera el producto, también se puede escribir . . .

w0+ (9 (B

Usando las definiciones de las funciones trigonométricas, reconocemos de inmediato que :

DC _ (lado_opuesto) _ sen( 0)

en €l triangulo ADOC : — = :
oC (hipotenusa)

OC  (lado_adyacente)
= = cos(¢)
OB (hipotenusa)

en €l triangulo ACOB :

PB I
PB _ (ad(?_adyacente) _ cos( 9)
BC (hipotenusa)

en el triangulo APBC :

BC _ (lado_opuesto) _ sen( ¢)
OB (hipotenusa)

en el triangulo ACOB :

sen( 0+ ¢) = sen(6)-cos( ¢) + cos( 6)-sen(¢) (8)

Esta es laidentidad trigonométrica buscada para €l seno de la suma de dos &ngulos

Pedro Ferreira Herrején
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Por otra parte, el seno de unadiferencia de dos angulos se puede interpretar como :

sen(6- ¢) = sen[ 0+ (~¢)]

as que aplicando laidentidad (8) anterior, se obtiene. . .

sen 6+ (~¢)] = sen(6)-cos(~¢) + cos(6)-sen(~9)

Pero como se puede apreciar en lafigura de la derecha, para dos

puntos simétricos respecto al gje X, P(x,y) y P (x,-y) ,se Y P(x,y)

tieneque. .. |
I |
o cos(¢) =X , cos(—¢) = X esdedir: cos(—¢) = cos(¢) ¢

r r > X
O | |
por eso se dice que el coseno de un angulo es una funcion ¢
par es decir, es simétricarespecto al gevertical Y mientras " !
que: |

P (x,-y)

o sen(g) = 7y  sen(—g) = = esdecir: sen(~9) = ~sen()

, por eso decimos que &l seno de un angulo es unafuncién
impar o simétrica respecto al origen de coordenadas.

De maneraque :

sen( 6~ ¢) = sen(6)-cos(¢) -~ cos(6)-sen(¢) (8,)

que es laidentidad para el seno de la diferencia entre dos angulos.

Usando la mismafigura que la empleada en la deduccion del seno de una suma de angulos,
también es posible demostrar unaidentidad para el coseno de una sumade angulos. El
procedimiento es muy similar al de aquél caso y solo se enlistan enseguida |os pasos para su
deduccion . . .

OA _ OD-AD _ OD-PC

OB OB
oD (OC) PC (BC
OB \OC) OB \BC

SR

cos( 0+ ¢>)
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esto es:
cos( 0+ ¢) = cos( 6)-cos( ¢) — sen( 6)-sen( ¢) (8,)

y dado que cos(—¢>) = cos( a)), sen(—¢>) = sen(a)) , Se deduce también que . . .
cos(H— ¢) = cos( 49)-cos(¢) + sen(@)sen(¢) (8.)

gue son las identidades trigonométricas parala sumay la diferencia del coseno de dos angulos

Las cuatro identidades (8),(84),(8p)Y (8c) son muy importantes en latrigonometria
porque a partir de ellas es posible deducir muchas otras identidades . Por esta razon, es muy
recomendable que € lector las memorize para que pueda aplicarl as desde ahora en adelante.
Enseguida se enlistan nuevamente con el fin de observar su simetriay similitudes :

-cos( ¢) + cos( H)sen( ¢)
-cos(¢) — cos(6)-sen(¢)  (signosiguales en ambos miembros)

sen( 6+ ¢) = sen(

0)
sen(6- ¢) = sen(6)

—

cos( 6+ ¢) = cos( 6)-cos( ) — sen( 6)-sen( ¢)
cos(0- ¢) = cos()-cos(¢) + sen()-sen( ) (signos opuestos en ambos miembros)

Caso especid : s 0= 7?[ = 90° entonces sen(g) =1y cos(g) = 0yqueda...
sen > +¢|= sen(g ~COS(¢) + COS g Sen(¢) = COS(¢)
sen g_ o= sen(%Z -cos(¢) — COS g sen(¢>) = C05(¢)
cos §+ o= cos(%Z .cos( ¢) — sen g -sen(¢) = —sen(g)
cos| g— Q| = cos(g -cos(a)) + sen g sen(¢>) = Sen(¢)

es decir :

cos(¢):sen(” ¢j | sen(¢):cos[§_¢j y cot(¢):tan(§_j

?_

que se conocen como identidades de cofuncion para el seno, el coseno y latangente.
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latitimade ellas obtenidade: cot(¢) =

=k Se”H i

Una consecuenciainmediata de las identidades ( 8 ) a ( 8¢ ) son las expresiones
correspondientes para las demés funciones trigonométricas de una suma o una diferenciade
angulos, por gemplo laidentidad paralatangente de una suma de &ngulos se obtiene como
sigue. ..

an( 0+ o) = sen(6+ ¢) _ sen( 6)-cos( ¢) + cos( 6)-sen( ¢)
tan(0+ 9) cos(0+¢)  cos(6)-cos(¢) — sen(6)-sen( )

al dividir el numerador y el denominador de ésta fraccion entre la misma cantidad queda :

)

Aplicando la definicion de lafuncion tangente paralos angulos 0 y ¢ , finalmente se resulta:

(sen(e)-cos( 9) + cos( 9)-sen(¢)) sen sen(¢>§

cos( 49) -cos( ¢) cos cos( 1)

(cos<e>-cos<¢> -sen<e>-sen<¢>j ) 1_(senge>)(seng¢
¢

cos( 49) -cos( ¢) cos 0) cos

(9 ,
(6)

tan(6+ ¢) =

tan( 6’) T tan( ¢)
= tan( 6?)~tan( ¢)

tan( 9+ ¢) = (9)

Por un procedimiento similar, se obtiene laidentidad paralatangente de una diferencia de
angulos:

tan( 49) = tan( (z))

tan(0 - ¢) = 1+ tan( 6)-tan(9)

(9)

De un modo semejante, es posible comprobar que :

cot(H)-cot(q)) =il
cot(H) +cot(¢)

—cot(H)-cot(¢)—1 (9)

60— =
° COt( ¢) cot(H)—cot(¢ ¢

cot(6+ ¢) =

etc.

Ahora podemos usar éstas identidades para calcular el valor exacto de las funciones
trigonométricas para una combinacion de los angulos especiales 0° , 18°, 30°, 45°, 60° ,
90° o los que resulten de ellas. Por gjemplo . . .
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a) sen(105°) = sen(60° + 45°) = sen(60°)-cos(45°) + cos(60°)-sen(45°)
_ (ﬁ) AN (D) (L) = VB+L
2 (\/Ej \2) (xfz) 24/2
b) cos(75°) = cos(30° + 45°) = c0s(30°)-cos(45°) — sen(30°)-sen(45°)
- (ﬁ) ij_(&\.(i BTERE!
2 (\ﬁ \2) ﬁ) 242
C) sen(15°) = sen(45°—30°) = sen(45°)-cos(30°) — cos(45°)-sen(30°)
(L .(ﬁ)_ ERVEAREVCES!
(\fz) 2 (xfz) \2) 245
d) cos(150°) = cos(90° + 60°) = €0s(90°)-cos(60°) — sen(90°)-sen(60°)
-0(2)-0(2)- £
€) sen(3°) = sen(18°— 15°) = sen(18°)-cos(15°) — cos(18°)-sen(15°)
- (FE)- AR
(x/éﬂ) 2:/2 2+/2 2:/2

sen(27°) _ sen(72° — 45°)

f) tan(er) = c0s(27°)  €os(72° — 45°)
(\/10 + Z'ﬁj'i ~ (\/E = 1).i
_ sen(72°)-cos(45°) — cos(72°)-sen(45°) _ 4 V2 4 V2
cos(72°)-cos(45°) + sen(72°)-sen(45°) (\/g _ 1)‘ 1, ( 10+ 2 \/gj. 1
4 \/5 4 \/E
_ V10 +24/5-(5-1)
V10 + 24/ +1/5 - 1
etc.
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Ejemplo 4. Sin usar calculadora, determinar el valor exacto de sen( 69— w) s se sabe que

sen(@) =2 , cos(a)) = ﬁ donde @ esun angulo en el cuadrantelV'y @
3 3

estaen € cuadrante l11.

Solucion: @) Método gréfico. Yi
Recurriendo ala definicion de lafuncion seno :
sen(a) _ (orden'ada) _Yy_2

(radio) r 3
sesigueque y= -2, r = 3 ,as quedel

teorema de Pitagoras, se deduce que::

x=tP oy = 13- ()" =

escogiendose el signo negativo por estar & en el
cuadrante 111y por lo tanto

<V

COS( 9) = l( = f
r 3 Yi
Similarmente, de la definicion de lafuncién w
COSeno :
cos(g) = BPFISA) _ X _ V5
(radio) r 3

sesigueque x=+/3, r =3 ,as quede
teorema de Pitagoras, se deduce que::

y ==X’ =53 -(F) = -2

escogiendose € signo negativo por estar @ en €l cuadrante IV . Por lo tanto

—2
(o) = Y = 2

Aplicando ahoralaidentidad para el seno de unadiferencia de angulos se
obtiene . ..

sen(H— a)) = sen(e)-cos(a)) - cos( 6)sen(a))

- (2)(2£)-(£)(2) - &

3
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b) Método analitico

Delaidentidad pitagérica: senz(e) + 0052(9) = 1 sesigueque...

cos( ) =t1-sen’(H) == fl—(_?z)z —y [974 - b

9 3

escogiendose € signo negativo por ser negativa lafuncion coseno en el cuadrante
[I.

Similarmente, de  sen’(w) + cos’(w) = 1 sesigueque. ..

(o) =2 i~ ood(o) =2 () = 7= 2

escogiéndose el signo negativo por ser negativalafuncidn seno en e cuadrante IV.

Como éstos valores para sen(w) y cos(8) son los mismos que se obtuvieron con €l

. - . g 445
método gréfico, se llega entoncesalamismasolucién: sen(6- w) = T\/—

sen(u + V) _ tan(u) + tan(v)

Ejemplo 5. Demuestre laidentidad :
sen(u—v)  tan(u) — tan(v)

Solucion : Recurriendo alas identidades para €l seno de lasumay la diferencia de dos
angulos,
queda:
sen(u+v) _ sen(u) “cos(v) + sen(v)-cos(u)

sen(u—v)  sen(u)-"cos(v) — sen(v)-cos(u)

dividiendo ahoraentre cos(u) cos(v) todos los términos, se obtiene. . .

sen(u)-cos(v) sen(v)-cos(u)j (sen(u)) s (sen(v)j

sen(u+v) _ ( cos(u) cos(v)  cos(u) cos(v) cos(u) cos(V)

sen(u-v) (sen(u)."cos(v) ~ sen(v)-cos(u)j ) (sen(u)) ~ (sen(v)j

cos(u) cos(v)  cos(u) cos(v) cos(u) cos(V)

_ tan(u) + tan(v)
tan(u) — tan(v)

como se pedia demostrar.
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2.3

| dentidades trigonomeétricas para angulos multiplos :

De las identidades fundamentales para el senoy el coseno de una suma o diferencia de angulos
se pueden derivar otras identidades trigonométricas muy Utiles e importantes.

Por jemplo haciendo 6 = ¢ enlasidentidadesde sen(6+ ¢) y cos(6+ ¢) seobtiene. . .
sen( 6+ 6) = sen(6)-cos( 6) + sen( 6)-cos( 6)

es decir, el seno del doble de un angulo es: sen(2-6) = 2-.sen(6)-cos(6)  (10)

cos( 0+ 6) = cos( 6)-cos( 6) — sen( 6)-sen(6)

es decir, el coseno del doble de un angulo es: cos(z- 49) = cosz(ﬁ) - senz(é?) (
10,)

Si seusalaidentidad pitagérica sen’(6) + cos’(6) = 1, ésta tltimaidentidad también se
puede expresar en las siguientes formas equivalentes.. . .

cos(2:6) = cos’(6) - [ 1- cosz(e)] = 2.cos(6) -1 (10,)

cos(2:6) = [ 1-sen’(6) | - sen’(6) = 1- 2.5en?(6) (10.")

de las cuales es posible obtener las expresiones :

[cos(2-6) +1 [1-cos(2-6)
cos(6) = Y sen(6) = —==

que resultan Utiles para calcular €l senoy el coseno de la mitad de un angulo , reemplazando @

orf'
por =

cos(g): 1+ cosl| @ y sen(g): 1-—cosl @ (11)
2 \f 2 2 \f 2

Estas identidades ( 10 - 11 ) nos permiten conocer todas las demés funciones trigonométricas
del doble o de la mitad de un angulo puesto que del senoy el coseno definen a todas las demas
funciones trigonométricas.

Consideremos por gjemplo latangente para el doble de un &nguloy parael angulo mitad . . .
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2~sen(0)~co§9)

2.0) = sen(2-6) - sen(6)-cos(6) _ cos’-(6)
tan( ‘9) COS(Z- H) |:COS (@) (0) :| cosz.(g);(se)nz.(e)
) sen(H)
- (COS( 9)) _ _2tan(6)
{cosw)Hsenz(e)} ~ tan’(6)
cos ( H) cosz( 49)
Similarmente.. . .

n 0 1 - cos| 8
o 2 2 1 - cosl &
/ ( ) 1
cos(;) cosl @) +1 + COS
2

Se obtienen expresiones equivalentes para la tangente del angulo mitad por racionalizacion de
ése radical :

1-cos(6) [, cos’-(6) sen(6)

:\/1—005(0)‘\/1—005(0) 1-cos(0) _ 1-cos(0)

1+ cos( 0) -

6 también . . .
:/1—cos(0)_/1+cos(9) 1-cos-(6) _ sen(6)

1+ cos( H) )

1+ cos( 6) 1+ cos( H) 1+ cos( 49)

Son posibles otras combinaciones, por gjemplo reemplazando & por Zg , g 30

, — €fc. se
2

obtienen expresiones como :

o
2(3-6) 1 - cos(3-6) (0) B
en’ | = | = —27 0 cos—:/—ij
2 2 6 2

Tambien es posible aplicar |as identidades de angulo doble o de angulo mitad de manera

recurrente para obtener las funciones trigonométricasde 4-0, 8-0, 16-0 ... ode "

ﬁ ﬁ or gemplo
16 3z POTASMRO. -
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cos(g) = fL g +1 (laidentidad para el coseno del angulo mitad )
0 Cos(é’ I Y CETo
cos(g) = cos{%} S A - 2 = Wy 2'005(20) t2t2

2

cosl @ +1+1
o0 2
co +1

9 —_—
0 4 4 2 o \/\/\/zcosi 6) +2+2+2
COS E = COS| 7 = > = = >

2
etc.
otambién . ..
cos(z- 49) = [2-cosz-(6’)] -1 (laidentidad para el coseno del angulo doble)

cos(4-6) = cod 2:(2:0)] = 2-(cos(2:6))* -1 = 2(2.cos(6)?—1) -1
= g-cos(6)’ - 8-cos()° + 1
cos(8-6) = cog 2:(4-0)] = 2(cos(4-6))7 =1 = 2(8-cos(6)* —s-cos(6)? +1) —1

= 128-cos(0)° - 256-cos(6)° + 160-cos(6)* - 32-cos( §)” + 1

etc.

Ejemplo 6. Determinar los valores exactos de :

a) cos(22.5°) b) cos(11.25°) C) sen(15°) d) sen(7.5°)

: : . 1 V3

sin usar calculadora, pero sabiendo que: cos(45°) = 7 ; €0s(30°) = >
2
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o

Solucion : @) Notemos que 22.5° = , por lo tanto, usando laidentidad para el coseno

. . 0 cos\f) +1
de angulo mitad : COS(E) = — resulta. . .

1
): C0S(45°) +1 _ $+1=\/\/§+2
\ 2 \] 2 2

, as que usando dos veces la identidad para el

45°
cos(22.5°) = cos( 5

o

b) Notemosque 11.25° =

4
. . 0 cos| 6) + 1
coseno de angulo mitad : cos 5 = — resulta. . .
. o i1 cos(4) +1 1
0 2 2 \/\/z-cosi 6) +2+2
CoS " 5 = =

2 2

1
45°) _ JW2:Cos(45°) + 2 + 2 _ j\/(zﬁ +2j e
4 2

2

(IETET

2

o

, usando laidentidad para el seno de angulo mitad :

c) Dadoque 15° = %0

2
(6’) 1-—cosl 8
sen—| = [———— resaulta. ..
2 \f 2
30° 1 — c0s(30°)
sen(15°) = sen . = — =

o

b) Notemos que 7.5° = , @S que aplicando lasidentidades para el senoy el

4
. . [ 1-—cos| ¢ [ 1+ cos\ 4
coseno de angulo mitad : sen > = — co > = —

resulta. . .
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L 1+ cos| &
sen(e) _ _ 2 2=y +2c0s(6)
4 2 2

\/3
. = 2— 2428
(75%) = (32 ) _ J2—12 +22-cos(30 ) _ 2

2

N

2

Eiemplo 7. Calcular: cos(26), sen(2-6) , tan(2-6) s sesabeque cos(6) = 1—53 siendo

6 unangulo que selocalizaen e cuadrante 1V

Solucion : Localizando € angulo en €l plano cartesiano y
recurriendo aladefinicion :

sededuceque x=5, r= 13 yporlotanto:

2 2

y= 2P =x = £4132 -8 = 12

escogiéndose € signo negativo, dado que 4 se
localizaen 1V cuadrante.

Asi que sen(@) = _1—22 y tan(H) = _le y por lo tanto, aplicando las
identidades para el doble de un angulo resulta:

sen(2-6) = 2-sen(6)-cos(6) = 2'(_1_22)'(13) - _(%)

=2t -2 - (3] -2 - {2
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~12
S R S O R )
1-tan-(6) | _ (—_12)2 119 cos(2-6)

5

Ejemplo 8. Calcular losvalores exactosde cos(6) y de sen(2-6) s sesabeque

tan(2-6) = ?4 para 0 < 6 < 90° .

Solucion: Dadoque 0 < 8 < 90° esunéanguloenel

cuadrante |, entonces 2- # necesariamente es un
angulo en el cuadrantell .

Recurriendo aladefinicion :

tan(26) = ——~ = 2 = 2
3

sededuceque x= -3, y= 4 yporlotanto:

r= \/x2+y2 = J(=3)*+4 =5

( r siempre es positivo). De esto se deduce que. . .
y

sen(2-6) = - :g y cos(2:6) = _?3

y por lo tanto, de laidentidad para el coseno de angulo doble se obtiene. . .

cos(26) = 2 ens()’ -1 — o) = L0

(=3)
es decir: cos(H) = H\TS) = %
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Ejemplo9. Expresar sen(3-6) entérminosde sen(@)

Soluciéon:  Notemos que sen(s- 49) = sen(2-0+ 49) , as que de laidentidad fundamental :
sen(oz+,6’) = sen(a)-cos(,b’) + sen(,b’)~cos(a)
haciendo = 20 y f = 6 seobtiene:
sen(3- 49) = sen(zoe)-cos( 49) + sen(e)-cos(z- 49)

substituyendo ahora las identidades para €l seno y € coseno de &ngulo doble
sen(z- 49) = 2osen( 6)-003(49) y cos(zoﬁ) = 1—2osen2o(¢9) resulta:

sen(3-6) = (2:sen(6)-cos(6))-cos( 6) + sen(6) | 1 - 2:sen”(0) |
= 2.5en(0)-cos’(6) + sen(9) | 1 - 2-5n(0) |
y usando laidentidad pitagérica cos’(6) + sen’(6) = 1 seobtiene. . .
= 2.sen(6)| 1-sen’(6) | +sen(6) ] 1-2:sen”(6) |

= 3-sen(0) = 4-sen3-(¢9)

Ejemplo 10. Sin usar calculadora, determinar el valor exacto de las siguientes funciones
trigonométricas, mediante unaidentidad de &ngulo mitad .

a) tan(105°) b) sen(165°) C) cos(157.5°)

Solucion: & Yaque tan(105°) = tan(210 ) de laidentidad tan(f) _ [z cos\0) o
2 2 1+ cos( 6)

obtiene. . .

1 — cos(210° 1 — cos(180° + 30°
tan(105°) =+ 1-cos(210%) * ( ) -
1 4 c0s(210°) 1 4 c0s(180° + 30°)
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y dado que lafuncion tan(e) es negativacuando 90° < 6 < 180° , sedebe
escoger €l signo negativo, es decir :

tan(105°) = - 2+v3
2-1/3
330° : : 0 1-cos| &
b) Puesto que sen(165°) = sen > ) delaidentidad sen Py Il e se
obtiene. . .
o _ . |1—c0s(330°) _ 1—cos(270° + 60°) _
sen(165°) =+ [————= == =
2 2
y dado que lafuncién sen(e) es positivacuando 90° < 4 < 180° , sedebe
escoger el signo positivo, es decir :
sen(165°) = “2;\/5
315° . . (2 1+ cosl 8
c) Como cos(157.5°) = cos > ) de laidentidad cos| FY P e se
obtiene. . .
1
1+—
1 15° 1 270° + 45°
003(157_50) :i\/m :i\/ +COS( 0+ 5) = + —\/5
2 2 2
y dado que lafuncién cos( 9) es negativacuando 90° < @ < 180° , sedebe
escoger € signo negativo, es decir :
cos(157.5°) = — 2:\/5
Ejemplo 11. Sin usar calculadora, determinar los val ores exactos de sen(%) y tan(%) , Sl

cos( go) = %4 con &l angulo ¢ comprendido en e intervalo g <<
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Solucion:  Dado que > < @ < 7 esunanguloene

cuadrante |1, entonces recurriendo ala definicion

sededuceque x = —4 , y= 3 y porlotanto:

r= Srv= J(-a)l+3? =5
T

Ademés, s S <e<=z entonces %<%<E , esdecir €l angulo% estaene

cuadrante | donde el seno y latengente son positivos, y

(g =

2 1+ cos( (p)

Solucion :  Ladefinicion de latangente del éangulo 2- @ paraal triangulo rectangulo es:
(lado_opuesto) ~ 8+2

t -0) = i -
an(2 ) (lado_adyacente) y y sesguedue
yo_8r2 - 10 _ 10{ 1-tan’(6) |
tan(z- 6’) 2-tan( 6’) 2-tan( H)
1—tan’( 6)

— 5
o
\ =
3
= == : =3
V10
Ejemplo 12. Encuentre el valor exacto de y en lafigura 9
oy
: 2:
(Sugerencia: use tan(2-6) = L(zﬁ) )
1-tan (0)
fe—— 88— f=—2
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Por otra parte, del tridangulo recto delados 2 y y enlamismafigura setiene que

tan(e) =2 , @S que substituyendo en la ecuacion anterior resulta. . .
y

- oli-wito]

2-tan( ) (%J
o simplificando : y(@ - 5’[1_ Gfﬂ

20
2=5—
2
y
Resolviendo ésta ecuacion para y seobtiene: y = éx/ﬁ
M
Ejemplo 13. Enlafiguradeladerecha, My N son los
puntos
medios de |os lados de un cuadrado. b N
Encuentre el valor exacto de cos( 6) . 9
( Sugerencia : use el teoremade Pitagorasy
unaidentidad de angulo mitad )
o b
Solucion :

Por el teorema de Pitagoras, lalongitud de cada una de las diagonales OM y ON
€es:
2
b2 + (Ej = ﬁb
2 2

y ademés, lalongitud x del lado recto MN se

calculaddl triangulo MNP también con €l
teorema de Pitagoras.. . .

SORORE

Por lasimetriade lafigura, ladiagonal OP ( que ademas es perpendicular a MN
) divide a angulo @ y al lado x en dos partesiguales, asi que . . .

]
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(e
om (Lbj Vio

/ﬂ\
\_/
N I
|
TN
N
O
N

N

y aplicando ahora laidentidad sen( ) /1 cosiej seobtiene que. . .

(\/1—)2: 1 - cos(6)

esdecir :

Ejemplo 14. Demuestre laidentidad : cos(2:9) _ 1+tan(y)

1-sen(29)  1-tan(g)

Solucion : Por aplicacion directa de las identidades de dngulo doble :

cos(2:¢) _  cos(¢) —sen’(9)

1-sen(29)  1-2-sen(¢)-cos(g)

pero también 1 = sen’(¢) + cos’(¢) , asi que. ..

cos(2:9) _ cos™(¢) — sen”(¢)
1- sen(2-¢) cos’(¢) — 2-sen(¢)-cos( ¢) + sen’(¢)
y factorizando. . .

cos(2-¢) _ (cos(¢) —sen(¢))-(cos(¢) + sen(¢))

1-sen(2-¢) (cos(g) - sen(¢))®
cos{ g)+sen(g) - (Sen(@j
_ cos( ¢) + sen(¢) _ cod ¢) _ cos( ¢)
cos(g) ~sen(¢)  codolsld) (sen( ¢)j
cos(9) COS( ¢)

y queda demostrado.
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EJERCICIO [1.2

1. Usar las férmulas de angulo doble para calcular € seno, € coseno y latangente del &ngulo dado.

a 90° b) 60° C) 2%[ d) 120° €) 3-%[

2. Hallar el valor exacto de sen(2-¢), cos(2-¢) y tan(2-¢) dado que:

a) sen(¢):§ . 0°< ¢ < 90° b) tan(¢):% . 180° < ¢ < 270°
c) sec(g) = _?5 . 90° < ¢ < 180° d) cot(¢) = —4 ; 270° < ¢ < 360°

3. Usar lasférmulas de angulo mitad para calcular el seno, el coseno y latangente del angulo dado.

a) 1120 30 b) 67°30 0) 1—72 d) 105° e) 52030

4, Demostar las siguientes identidades:

a) sec(2-6) = =) b) csc(2:6) = ox(9)
2-sec’(6) 2-cos( )
C) COS4'(X) _ Sen4'(X) — COS(Z‘X) d) M =1- 4'Sen2'(ﬁ)
cos( )
A) . _sn(d) (2) - csdl0) -
e) cot(zJ = T oosld) f) tan S = csc( ¢) — cot ()
1—tan2(z)
0 cos(z(- Y _ 1+tan§;/; ) cos(a) = 2
1-sen(2:y)  1-tan(y 1+tan2(g)
i) 2.csc(2-x) = inz(x) ), : + - = 2.5ec’(¢)
tan(x) 1-sen(é)  1+sen(é)

b)
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Respuestas EJERCICIO 1.2
1. @) sen(90°) = sen(2x 45°) = 2.5en(45°)-COS(45°) = 2=t = 1
2 12
C0s(90°) = cos(2x 45°) = (cos(45°))” — (sen(45°))° = (ijz_(i
2 V2
tan(90°) = tan(2x 45°) = 2-tan(4s”) - @0 _ co
1 - tan(45°)° 1-1
b) sen(60°) = sen(2x 30°) = 2-sen(30°)-cos(30°) = 2%?3 = ?3
cos(60°) = cos(2x 30°) = (cos(30%))° — (sen(30°))? = (;j _@)2
2-tan(30°) (2)(%) NG
tan(60°) = tan(2x 30°) = > = > = V-
1 — (tan(30°)) 1_(i) -1
3
-snl o) -8 -2
C) sen|2x—|= 2:sen| = |-cog —| = 2. == = L=
3 3 3 2 2 2
ool 5) = (wd3)) -(=l3) - (B)-(5) - 455
2-tan(f)
tan g) D - 0 0. g
1- (tan(%ZD 1-0/3)
etc.
2. a) b) C) d)
24 4 _4.\/Z -8
sn(z-¢) 25 5 25 17
3 ~17 15
cos(2-¢) > < - =
24 4 4+/21 -
tan(2-¢>) - 3 " =
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3.

a) sen(112.5°) =+ /1 COS(ZX 1125°) _ /m

1- (- cos(45 ) _ \/2+\/§

I+

2

/1+( cos(45 ) _ \/2—\/5

I+

1+ cos(2x 112.5 /1+cos 225
cos(112.5°) =+ / ( ) ( )

1-cos(2x 112.5 1 — cos(225 1+ cos(45 2+4/2
tan(112.5°) =% ( ) oy |tocos(e5) 1 cos(as) \/—

1+00S(2x 112.5:°) 4 1+ c0s(225°) 1 — c0os(45°) 2 /2

etc. Se resumen enseguida todos |os demas resultados :

¢ 112.5° 67.5° 1—7; 105° 52.5°

sen( ) V242 242 2=B 2+ B 2+2-4B
2 2 2 > 2

cos( ¢) V22 2-12 2+4/3 Y243 @
2 2 2 > >

tan(¢) 242 [24y2 Y2743 248 2+\a-\B

. J) = 1 1 _ cos(0) _ 3902( 9)
a) sec(2:6) cos(20) o cod(6) -1 2.c0(0) -1 5 _ gac (0)
cos(0)
. = 1 = ! = Senl( ) = CSC( 6)
D) oso(26) sen(2:0)  2-sen(6)-cos(6) M 2-cos(0)

C) cos4-(x) - sen4-(x) = [cosz-(x) - Senz.(x) ][ COSZ'(X) + Senz'(x)]

= [ cos (x) - sen™ (%) |-(2) = cos(2:¥)

d) cos(s-,é') _ cos(zﬁ+,6) _ cos(z-ﬂ) cos(ﬂ) —sen(z-ﬂ)-sen(,ﬁ)
cos(f)  cos(p) cos( )

= coss.g)  (2sen(p)cos(p))sen(h) | 4 o
= cos(2:) =5 (2:8) (B

= [1-2sn’(p) |- 25n’(p) = 1-asen’(p)

Pedro Ferreira Herrgjén

38




Trigonometria

) COS@) _ 1+CSS/I _/1+cos(/1):/Hcos(ﬂ)(pcos(ﬂ)]

9 cot(z)-sen@) T i) -k (il

2

_ J1-cof(4) _ Jsen(4) _ sn(4)
1-— cos(/l) 1- cos(/i) 1- cos(ﬂ)

= csc( @) - cot(g)

n z _ 1—COS(§0) _ 1 _COS((D)
) ta( ) on(g) sl sen(g)

cos(2y) _ cos™(7) - sen”()
1-sen(27) [ sen”(y) + cos’(y) ] - 2:sen(y)-cos(7)

L, ()
_ (cos(y) +sen())-(cos(y) —sen(y)) _ cos(y) +sen(y) _  cos(y)
(cos(7) - sen(y))” cos(y) —sen(y) | _sen(y)
COS( }/)

_ 1+tan(y)

1- tan( y)

h) tan(z) S G tanz(gj -1 cos{2) . despegjando cos( @) , se
2 1+ cos( ) 2 1+ cos( )

(s
it

N R

obtiene: cos(a) =

1

1) 2-csC(2:X) = 2 1 — 2 — cos(X) _ SeCZ(X) _ 1+tan2(x)
enzy) | zen()cos) | =es)  tan(d  tan(y
cos’(X)
i 1 1 _(+sen(g)+(1-sen(d) - 2 _ ol
1_Sen(§) +1+sen(§) 1—sen2(§) C052(4:) Sec(é:)
224
5 ) ? b) 3-\/5
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24

| dentidades producto-suma :

Recordemos que de las identidades fundamentales del seno o el coseno paralasumao
diferencia de dos angul os se pueden derivar muchas otras identidades trigonométricas .

Asi por giemplo, si se suman algebréicamente un par de éstas identidades, es posible obtener
nuevas identidades que relacionan el producto con la suma de funciones trigonométricas o
viceversa, las cuales resultan ser muy Utiles para resolver problemas en areas como el Calculo
Diferencia elntegral olaFisica

Sumando por jemplo lasidentidades para sen(9+ ¢) y sen(6— ¢) seobtiene. ..

.cos( ¢) + sen( ¢)-cos( 6)
-cos( ¢) — sen(¢)-cos(6)

sen( 6+ ¢) = sen(

0)
+ sen(6- ) = sen(6)

sen(6’+ ¢) +sen(0— ¢) = 2-sen(<9)-cos(¢)
de donde es posible escribir que:

sen(6)-cos(¢) = =-(sen(6+ ¢) +sen(0- ¢)) (12)

N |-

O restando por gjemplo cos( 6+ ¢) de cos(6— ¢) seobtiene. . .

cos(e— ¢>) = cos( 49)-005( ¢) + sen(¢)sen(¢9)
- cos(19+ ¢>) = —cos( 49)-(:05( ¢) + sen(¢)sen(¢9)

cos(e— ¢) - cos(49+ ¢) = 2-sen(8)-sen(¢)

de donde resulta que :

sen(6)-sen(g) = >-(cos( 0~ ¢) — cos( 0+ ¢)) (12)

De manerasimilar, a sumar o restar |as identidades apropiadas para €l seno o €l coseno de
una suma o diferencia de angulos, se pueden obtener otras dos identidades producto-suma :

cos( 49) ocos( ¢) =

N |-

-(cos(6+ ¢)+cos(6— ¢)) (12b)

cos(6)-sen(9)

11
N |-

-(sen(6+ ¢) - sen(0- ) (12)
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No es indispensable que usted memorice las expresiones de éstas identidades, sdlo recuerde que
se deducen sumando o restando | as identidades trigonométricas fundamentales y sea capaz de
deducirlas.

Note que en éstas 4 identidades:

¢ |os productos de senos o0 cosenos son una suma o diferencia de cosenos
e |os productos de seno por coseno son una suma o diferencia de senos

Notese también que haciendo 6 = ¢ en lasidentidades anteriores, se obtienen las ya conocidas
expresiones:
cos(z. 6?) +1

-sen(2-6) y cos’-(6) = .

sen( 6)-cos( 6) =

N |-

Ejemplo 15. Escribir el producto  cos(5- ¢)-cos(3-¢) como unasuma o una diferencia

Solucion : Por aplicacion directa de laidentidad producto-suma (12,) resulta:

cos(5-¢)-cos(3-¢) = =-(cos(5- ¢ +3-9) + cos(5- ¢ — 3-9))

N |-

(cos(8- @) + cos(2:¢))

N |-

Ejemplo 16. Evalle de maneraexactael producto cos(105°)-sen(45°)

Solucion:  Si en laidentidad producto-suma:

cos(6)-sen(g) = %-(sen(6+ ) —sen(6— ¢)) sesubstituyen 6= 105° ,

¢ = 45° Qqueda:

€0s(105°)-sen(45°) = %-(sen(105° + 45°) — sen(105° — 45°))
= %-(sen(180° —30°) —sen(60° )

-(sen(30°) — sen(60°)) = %(% ) % o — ;ﬁ

N -
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O también de: sen(6)-cos(¢) = %.(sen(6+ ) +sen(6-9)) ,

substituyendo 6 = 45° , ¢ = 105° queda:

1
€0S(105°)-sen(45°) = E.(sen(45-° + 105-°) + sen(45-° — 105-°))

1
= E-(sen(180° —30°) + sen(—60° )

(sen(30°) — sen(60°)) = %(& _ gj _1-y3

2 4

N |-

el mismo resultado.

Ejemplo 17. Exprese el producto cos(x)-cos(y)-cos(z) como unasuma ‘

Solucion : Usemos laidentidad para el producto de cosenos :

cos(X)-cos(y)-cos(z) = cos(X)-(cos(y)-cos(2))

cos(x)-E-(cos(y + 2) + cos(y — z))}

%.(Cos(x)-cos(y+ 2) + cos(X)-cos(y — 2))

pero estos también son productos de cosenos, que se pueden expresar Como una
suma o diferencia de cosenos. . .

= 2 %.[Cos[x+(y+z)]+COS[X—(y+Z)]]
+%-[ cos[x + (y—2)] + cos[x— (y - 2)] ]
- %'(Cos(x+ y+2) +coS(X~y—2) +Cos(x+ Y~ 2) +COS(X~y +2))

y como cos(—6) = cos(6), paracuaquier valor de ¢ , también es posible
escribir :

= %-(cos(x+ Y+ 2) +CoS(—X+ Y+ 2) + cos(X+ Y — 2) + COS(X— Y+ 2))
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25 |dentidades suma-producto :

A partir de las identidades producto-suma, es posible transformar una suma de funciones
trigonométricas como un producto.

Al substituir:  (6+ ¢) = x es decir : 0= X:y
X_
(6-9) =y 9= 2y

Asi por gjemplo, de(12): sen(6)-cos(¢) = %-(sen(0+ ) +sen(6— ¢)) queda. ..
s el 22) = (7)) - ) ()
(o5 3)esld )

~-(sen() + sen(y))

estoes:
sen(x) + sen(y) = z-sen(izy)-co %’) (13)

y deunamanerasimilar, de (12;),(12,) y (12;) resultan...

sen(x) —sen(y) = z-cos( j ( j (13a)
cos(X) + cos(y) = 2-005( j j (13b)
cos(x) — cos(y) = —2- sen( yj ( yj (130)

Note que:

e s0l0 se suman o restan_Senos con Senos 0 COSEN0S CoN COSEN0s

e una suma o diferencia de senos es un producto de seno y coseno

e una suma o diferencia de cosenos es un producto de senos o de cosenos

enlas4identidades (12), (125),(12,) vy (12.) resultan las identidades suma-producto .
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Ejemplo 18. Escribir ladiferencia cos(s-¢) — cos(3-¢) como un producto

Por aplicacion directa de laidentidad suma-producto ( 13.) resulta:

(e o)

~2:sen(4-¢)-sen(¢)

Solucion :

cos(5- @) — cos(3- )

Ejemplo 19. Evalle de maneraexactalasuma: sen(15°) + sen(45°) sin usar cal culadora‘

Solucién:  Si en laidentidad suma-producto : sen(x) + sen(y) = 2-sen(x ; y)-COS(X; y)

se substituyen x = 15° , y = 45° queda:

15° 4 45° 15° — 45°
sen(15°) + sen(45°) = 2-sen(T)-cos(T)

= 2-sen(30°)-cos(—15°) = 2-sen(30°)-cos(15°)

y usando laidentidad para el coseno de angulo mitad se obtiene.. . .

LN
o) [T 1

Ejemplo 20. Expresar como un producto las expresiones :

a) 3-(sen(3-x) — sen(5-x)) b) cos(195°) + cos(105°)

Solucion ;@) Delaidentidad suma-producto : sen(e) - sen(¢) = zcos( 5 ¢jsen(y

se obtiene. . .
3'(Sen(3'X) - Sen(5-x)) = 3.(2,(:05(3')('; 5'X).Sen(3*X; 5'X))

)
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= 6-c0S(4-X)-sen(—X) = —6-cos(4-X)-sen(x)
se ha usando la propiedad para €l coseno de angulo mitad se obtiene. . .
b) Delaidentidad (13, ) , haciendo x = 195° , Y= 105° queda:

c0s(195°) + COS(105°) = 2.(;05\%)@03(@)

= 2-€0S(150°)-c0s(45°) = 2-(—c0os(30°))-cos(45°)

Ejemplo 21. Verificar las siguientes identidades :
sen(t) + sen(3-t) = tan(2-1) b) sen(6-t) + sen(2-t)

cos(t) + cos(3-t) sen(z-t)-[cosz- (2-t)] )

Solucion :  Expresamos las sumas de senos 'y cosenos como productos. . .

3t+t 3t-t
sen(t) + sen(3-t) _ Sl e s sen(2-t)

= = tan(2-t)

cos(t) + cos(3-t) 3t+t 3t-t cos(2-1)
2-C0S T -COS; T

y en efecto, laidentidad es verdadera.

(6-'[ + 2-t} (s-t - 2-t)
) sen(et) +sen(2t) _ N T 2 )T _ 2-sen(4-t)-cos(2-)

sen(z-t)-[cosz-(z-t)] sen(z-t)-cosz-(z-t) sen(z-t)-cosz-(z-t)
usando ahoralaidentidad del seno de angulo doble queda. . .

sen(6-) + sen(2-t) _ 2-(2-sen(2-1)-cos(2-1))-cos(2-t) _ A
sen(z.t).[cosz-(zot)] sen(z-t)-cosz-(z-t)

|laidentidad es verdadera.
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Para facilitar la memorizacion de | as principal es identidades trigonométricas que hemos
obtenido, se resumen enseguida . Pero si su memoria no es muy buena, recuerde que siempre
puede derivar casi todas las demés identidades a partir de las fundamentales .

IDENTIDADES FORMA DESARROLLADA

Pitagoricas tan’- ( (7]

sen( 6+ ¢) = sen(6) cos(¢) + sen(¢)-cos( 6)
sen(6- ¢) = sen(6)-cos(9) - sen(¢)-cos(6)
Fundamentales cos(49+ ¢)) = cos( H)-cos( ¢) - sen(q))sen(@)
cos(H— ¢) = cos(@)-cos(¢ +sen(¢)-sen(0)

Angulo doble = 2.cos-(6) -1
2-tan( 6)

tan(z- 6’) = m

6’) 1-cos( 4
sen| — = _
2 \f 2
Angulo mitad cos| f’) = fﬂ (9
2 2
tan _6)_ 1-cosl & _ 1—cos(¢9) _ sen(ﬁ)
2 1+ cos( 6) sen( 6) 1+ cos( 6)

Suma-Producto cos( ) + cos(¢) = 2-cos(9;r ¢)-cos(¥)
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Producto-Suma

sen(6)-cos{¢) = L-(sen(6+ ) + sen( - )
sen(6)-sen(¢) = L-(cos{6- o) —cos{ 0+ 0)
cos( 6)-cos(¢) = %-(003(6'— @) + cos( O+ ¢))
cos{6)-sen(¢) = L-(sen(6+ ) ~sen( - )

EJERCICIO11.3

1. Reescribir los siguientes productos como sumas :

9 oo 5)oo{ )

b) cos(2-6)-cos(4-6)

C) cos(H— ﬂ)-sen(49+ 7[)

2. Reescribir las siguientes sumas como productos :

a) 005(377[) - cos(%} b) cos(6-X) + cos(2-X) C) sen(a+ ﬁ) - sen(a— )

d) sen(x+ f} + sen(x— fj
2 2

3. Verificar las siguientes identidades :

cos(4-X) + cos(2-X)

a)
sen(4-x) + sen(2-x)

= cot (3-X)

X+y
sen(x) + sen(y) _ tan 2

sen(x) - sen(y) tan(x;y)
2

o cos(X) + cos(y) _ cos(ﬂj

sen(x) — sen(y) 2

T T
€) cos(z-x - EJ - cos(z-x + EJ

o) SN0 —sen(y) _ tan(ﬂ)

cos(x) + cos(y) 2

d) sen(6-t) — sen(2-t) - tan(2-1)
cos(2-t) + cos(6-t)

f) cos() + cos(y) —cot (%/)-cot (%j

cos(X) — cos(y)
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4. EvalUe de manera exactalas siguientes expresiones usando una identidad adecuada.
a) sen(195°)-cos(75°) b) cos(75°)-sen(15°) C) sen(105°)-cos(165°)
d) cos(285°) + cos(195°)  €) sen(195°) + sen(105°)  f) cos(15°) — cos(105°)

g) cos(15°)-cos(75°) h) sen(75°) — sen(165°)

Respuestas EJERCICIO 1.3

sen(%z - %ZD = 3(sen(§) + sen(o)j =3(1+0)=3

cos(2-6) + cos(66)

L3 6.(£.sen(f+zj+
2 4 4

o(cos(—z-é?) + cos(eﬁ)) =

b) %-(005(2-0—4-6’) +cos(2-6+4-6)) =

N |-

2

(2:0) + sen(2:7) _ sen(2:0)

0) %-[sen[é’—ﬂ+(0+ n)]-sen[6-7-(6+7)]] = .

3z, r 3z 7
2. &) —2-sen| — > 4 |-sen| 2 > 4| = —2sen(§)sen(§) =2

b) 2-cos(6'xzz'x)-cos(6'xg Z'X) = 2-cos(4-X)-cos(2-X)

C) 2-cos_a+'8+(a_ﬁ)}-sen[(a+ﬁ)_(a_ )} = 2-cos(a)-sen(,8)
) Sen—( —)]S{—(—)] ccmiod 2]

€) 2-sen(2-X) = 4-sin(x)-cos(x)
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3.
2.(:03(4-x+ 2oxj.cos(4-x— 2-x)
a) cos(4-X) + cos(2-X) _ 2 2 _ C0S(3-X)-Ccos(x) = 6ot(3:%)
sen(4-x) + sen(2-x) 4-X + 2-X 4-X — 2:X sen(3-x)-cos(X)
zsen( . j-cos( . )
Z.Cos(u).sen(ﬂj sen(X;v
b) Sen(X) - Sen(y) — 2 2 - 2 _ tan(;)
2. Sen(iy) . Cos(x;y) Sen(u tan(iy)
c) sen(x) + sen(y) _ 2 2 _ 2 ) 1 _ 2
sen(x) —sen(y) 2-005( i y)sen(ﬂ) cos(ﬂj Se”(%) tan(ﬂ)
2 2 2
2-008(6.t + Z't)-sen(@t -~ 2-t)
d) sen(6-t) — sen(2-t) _ 2 2 _ cos(4-t)-sen(2-t) = tan(zt)
cos(2-t) + cos(6-t) (e-t 2-t) (e-t - zt) cos(4-1)-cos(2-1)
COS -COS .
e) cos(X) + cos(y) _ 2 2 _ 2 - cot (;j
0 )] )
X+Yy X—y
cos(X) + cos(y) Z'COS(T R e X+ X—
f) Y - = —cot (—y)-cot (_y)
cos(x) —cos(y) X+y) X-y 2
seyaiey
IE
4. Q) %-(sen(195°+ 75°) + sen(195° — 75°)) = sen(270 )ersen(lzo ) = . 2 = _2:\/5
R
b) %-(sen(75° +15°) — sen(75° — 15°)) = sen(oo’) ;sen(eo ) - 5 2 =2 _4\/5
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sen(270°) + sen(-60°) _

1
C) E-(sen(105° + 165°) + sen(105° — 165°)) =

285° + 195° 285° — 195°
d) 2-cos — |

195° + 105° 195° — 105°
€) 2-sen — o ———

f) _Zsen(w)sen(w) = _2.Sen(60°).sen(_45°) = _z(ﬁ__lj = ﬁ
2

2 2 4

2-€0S(240°)-c0s(45°)

I
N
~/
v
Sl
N
I
=l

2-sen(150°)-cos(45°) =

|
n
/N

1
= +0
cos(—60°) + cos(90°) _ 2

2 2

0) %-(cos(15° — 75°) + cos(15° + 75°)) =

75° 4+ 165° 75° — 165° -1 -1 1
h) 2-cos( )sen( j = 2.c0s(120°)-sen(—45°) = 2(——) =—
2 2 2 \2) 2
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2.6 Ecuacionestrigonométricas :

Cualquier identidad trigonométrica es una igualdad incondicional , dado que se satisface
siempre para cuaquiera que sea €l valor que se substituya en las variables de la identidad.
Es decir, unaidentidad simplemente establece laigualdad de una expresién trigonomeétrica
escrita en dos o més formas diferentes pero equivalentes, por g emplo lasidentiddes :

cos( 19) + cos( ¢) = 2-005( 92 (p)-cos(#)

cos(2-49) = [cosz-(ﬁ) —Senz-(e)] = [z-cosz-(ﬁ) - 1] = [1— 2-sen2(¢9)]

Se satisfacen siempre para cualesquiera que sean los valores dados alasvariables 6 y ¢ .

A diferencia de las identidades, una ecuacion trigonométrica es una igualdad condicional
entre dos expresiones trigonométricas diferentes que se satisface solo para algunos valores de
las variables de la ecuacion. Por gjemplo :

tan(x) = csc(X)

se cumple solo para algunos valores de lavariable x, como se puede observar en los puntos
de interseccion de gréficas independientes del miembro izquierdo: y = tan(x) y del miembro
derecho: y = csc(x) de esta ecuacion:

—09046 [} .9045

Estas gréficas se cortan en muchos puntos . En lafigura se indican las abscisas x de dos de €llos.

Resolver una ecuacion trigonométrica significa determinar los valores de | as variables que hacen
gue ambos miembros de laigualdad condicional valgan [o mismo .

Para resolver algebra camente las ecuaciones trigonomeétricas, es frecuente que se recurra al uso
de lasidentidades, alos productos notables y |a factorizacion del algebra; aunque algunas veces
no es posible resolverlas en forma exactay en ese caso es necesario emplear un procedimiento
gréfico para obtener una solucién aproximada, tal como se muestraen el ggemplo de arriba.
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Para resolver una ecuacion trigonométrica en forma algebréica, se sugiere usar €l siguiente
procedimiento :

1. Considerar como variable a una funcién trigonomeétrica en particular y
despejarla de la ecuacion trigonométrica. ( Usar lasidentidades
trigonométricas y manipul aciones algebraicas como factorizacion,
separacion de fracciones, combinacion de términos etc. )

Despejar la variable de la expresion obtenida para la funcion
trigonométrica en el paso anterior para un intervalo delongitud 2z (o=
segun la periodicidad ) y comprobar las soluciones en la ecuacion inicial
Usar |la periodicidad de las funciones trigonométricas para sumar alas
soluciones anteriores multiplos de un periodo ( © 0 2r)

I

|0

Ejemplo 22. Hallar lasolucion delaecuacion : cot (x)-cosz-(x) = 2-cot (X)

Solucion: paso#1: Usando cot(X) = ﬂixi , |a ecuacion trigonométrica queda :
sen(x
cos(x) .co5 - (X) = 2- C0S(¥) s decir - cos’(X) — 2:cos(X) = 0
sen(x) sen(X

Considerando como variable a lafuncidn coseno y factorizando resulta :
cos(x)-[cosz-(x) - 2] =0

paso # 2 : Sededuce asi que alguno de éstos dos factores es cero, es decir . . .
1) cos(X) =0

pero en un intervalo de un periodo [0, 2rt ] €l coseno valecerosi x = %[377[

Otambién: i) cos(X)—2=0 esdecir cos(X)=z 2

que no es un valor permitido parael coseno, puesto que —1 < cos(x) < 1.

paso # 3 : El coseno es unafuncion periodica de periodo 2- 7 , asi que la
solucion mas general de esta ecuaci on trigonomeétrica esta dada por :

X = (siendo n unentero )
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Ejemplo 23. Hallar lasolucién delaecuacion: 2-sen’-(x) —sen(X) — 1= 0

Solucion : paso#1: Considérese como variable alafuncion seno, asi que factorizando la

ecuacion queda:
(2-sen(X) + 1)-(sen(xX) —1) = 0

de modo que alguno de éstos dos factores debe ser cero, esdecir . . .

paso#2:
1) 2.sen(x) +1=0

sen() = —

=_
[

\,
°oly
CHES

pero en un periodo [0, 2nt ]| € seno
-1 7 117w

vde — s x= —,—— ,COMO
2 6 6

se puede ver en su gréfica

»

C

O también:
i) sen(x) —1 =0 esdecir: sen(x) =1

queen €l intervalo deun periodo [0, 2n ] vale 1 solos x = g

— €en

2

7 77w 11-7w
2 6 6

Esféacil comprobar que las tres soluciones encontradas, x =

2

efecto satisfacen laecuacion inicial 2-sen’(x) —sen(x) =1 = 0

paso # 3: Lafuncion seno tiene un periodo de 2- 7 , asi que la solucién méas
general de la ecuacion trigonométrica esta dada por :

11-7 .
X=|—+2nrx (siendo n un entero)
6

T
—+2n 7
2

Lasiguiente graficamuestralafuncion y = 2-sen(x)* — sen(x) — 1 y se puede ver
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quecortaa ee X (larectahorizontal y = 0 ) enunainfinidad de puntos.
En lagrafica seindican las abscisas de solo tres de esos puntos.

Ejemplo 24. Hallar lasolucion delaecuacion: sen(x) = cos(xX) + 1

Solucion : Elevando a cuadrado |os dos miembros de |a ecuacin se obtiene :

(sen(x)” = (cos(x) +1)°

senz(x) = cosz(x) +2-cos(X) + 1
pero sen’(X) se puede substituir por suidentidad : 1 - cos’(X) y queda:
1- cosz(x) = cosz(x) + 2-cos(X) + 1
0= 2-0032-(x) + 2-€0S(X)
paso # 1 : Considerando como variable alafuncion coseno y factorizando resulta:
2-c0s(x)-(cos(x) +1) = 0
asi que alguno de éstos factores deber ser cero, esdecir . . .

1) 2-cos(X) = 0 esdecir cos(x) = 0
yenunintervaode [0,2n] € cosenovaeo s x = 3772

2

NN

O también:
1) cos(x)+1 =0 esdecir cos(x) = -1

enunintervalode [0, 2t ] el cosenovale -1 solos x= 7
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Comprobando las soluciones en laecuacion inicid :

T T T
X:E —_— sen( )—cos( j+1—> 1=0+1 vae

37
x:T = Co +1 —> —-1=0+4+1 novale
X=rz —> sen = CoS +1% 0=-1+1 vale

de modo que solo dos de las soluciones encontradas son véalidas.

Dado que el periodo del coseno es 2- 7z , se concluye que la solucion més general
de esta ecuacion trigonomeétricaes :

T+2Nn-7w

X=| » (siendo n un entero)
E +2Nn-71

como muestran las correspondientes graficas de las funciones y = sen(x) — cos(x)
y y=1.

1 1 1
[ l 1
—4.71 -3.14 —1.57

gue se cortan en unainfinidad de puntos. En la figura se indican las abscisas
(rectas verticales) de dos de ellos.

Ejemplo 25. Hallar lasolucion de la ecuacion :

cos(2-X)
sen(3-x) — sen(x) -

Solucion :

Multiplicando los dos miembros de la ecuacion por €l factor sen(3-x) — sen(X)
Se obtiene:

cos(2-x) = sen(3-x) — sen(x)

cos(2-X) — (sen(3-x) —sen(x)) = 0 *)
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pero sen(3-x) = sen(2-x+ x) = sen(2-x)-cos(x) + sen(x)-cos(2-x)
sen(2-x) = 2-sen(x)-cos(x)

as que. ..
sen(3-X) = (2-sen(x)-cos(x))-cos(x) + sen(x)-cos(2-X)

y laexpresion (*) resultaen:

cos(2-X) — (sen(2-x)-cos(x) + sen(x)-cos(2-x) —sen(x)) = 0

cos(2-X) — [z-sen(x).cosz(x) + sen(x)-cos(2-x) — sen(x)] =0
factorizando . . .
cos(2-X)- (1 — sen(x)) — sen(x) 2-cof(x) —1] = o

pero 2.cos’(x) — 1 = cos(2-X) , as quelaexpresion final factorizadaes :

cos(2:x)-(1 —sen(x) —sen(x)) = 0
cos(2:xX)-(1 —2-sen(x)) = 0

Se deduce que alguno de ésos factores debe ser cero, es decir . . .

1) cos(2:X) = 0

. . T 37 . T 37
queenel intervalo [0, 2rt] secumples 2-x = rrS esdecir x = 2
O también :

i) 1-2sen(X) =0 esdecir sen(x) = %
: : T 57
queen el intervalo [0, 2n] secumplesi x = P
I |
7 5.7 1
g N 6 2
cogx) |0 157,

Comprobando las cuatro soluciones en la ecuacién inicial :

para x = %Z queda:
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=1 = 1 indeterminado
V/a T 1l 1
Se”(""?) ‘Se”(‘) VAR

=1 = 1 indeterminado
sen| 3-— | —sen| — — T =
4 4

para x = %Z queda:

T
cos(z-—)
6
=1 —— —— =1 vale
V4 V4 1
sen| 3-— | —sen| — 1=
6 6
577
para x = e gueda:
57T L
cos| 2-T 1
=1 2 =1 vale
57T 57T 1
sen| 3:—— | — sen| — =3
6 6

de modo que solo dos de las soluciones encontradas son vélidas.

N |-

Dado que las funciones coseno y seno son periddicas de periodo 2- 7z  se concluye
que la solucion més genera de la ecuacion trigonométrica dada es:

X = (siendo n un entero)

como muestran las correspondientes graficas de las funciones

cos(2-X)

ey gupnyy SN
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311 7T 5-
— |
|

|

|

|

|

|

[

|

|

Ejemplo 26. Hallar lasolucion delaecuacion: tan(x) = csc(X)

Solucion : Expresando la ecuacion en términos de senos 'y cosenos resulta :

sen(x) _ 1

0500 () esdecir  sen’(x) = cos(X)

1- cosz(x) = cos(X)

paso # 1 : Considerando que cos(x) = u esunavariable, se obtiene |a ecuacion

cuadratica
cosz(x) +cos(X) —1=10
w+u—1=0
—1+4/5
_ _ 2 0.618
quetiene las soluciones: u = cos(x) = =
-1 - \/g —1.618
2

paso#2: Elvaor —1.618 no estaen el rango del coseno, asi que solo quedala

—-1+4/5

solucion @ cos(x) = P

Evidentemente no es posible resolver en forma exacta paralavariable x asociadaa

éste valor del coseno, dado que:

—1+\/§)

2

X= arccos(
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Una representacion gréafica de las funciones y; = cos(x) Y y, = 0.618 puede
generar una solucion apoximada para laidentidad del problema dado .

—-1+4/5

2
graficade lafuncion coseno en dos puntos, paralos cuales laabscisa x vae. . .

0.9046 0.9046
X = =
2- 71— 0.9046 5.3786

En un intervalo de un periodo [0, 2rt ] , larectahorizontal vy, = cortaala

1
1 3.14 71

De modo que la solucién més general de la ecuacion trigonométricaes :

0.9046 + n-(2- 77)
X = (donde n esun entero)
5.3786 + n-(2- 77)

EJERCICIO I1.4

1. Encontrar |as soluciones exactas de |as siguientes ecuaciones trigonométricas :

a) 2-.cos(x—7) = -3 b) sec(X)-csc(X) — 2-¢sc(X) = 0
) 2:sen’-(X) +3-sen(X) +1 = 0 d) csc™(X) = (1+4/3) — (1 —1/3)-cot(X)
€) 4-sen(x)-cos(x) = 1 f) tan(x+ %[j - tan(x— g) =4

g) sen’-(3X) —sen’-(X) = 0
2. Resuelva graficamente para obtener una solucién apoximada de |as siguientes ecuaciones:

a 2-sen(x) = cos(X) b) 2-sen’(X) = 1 - sen(x)

C) 2:sen(x-2) <3-X d) cod-(x) = =3
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3. Demostrar que €l &rea A del segmento de un circulo como
el mostrado ala derecha, estéa dada por :

A=

N e

R-(0-sen(0)) 9 A

Si e radio del circuloes R = 8-m Yy €l areadel segmento

es A = 48-m’, hallar el angulo @ con una precision de tres
cifras decimales en radianes.

4. Unatécnicapara corregir €l astigmatismo en el 0jo
humano implica cambiar la curvatura de la cornea.
En la seccion transversal de la cornea que se A

muestraen lafigura, €l &rco circular de longitud L R al\ \ b

y radio R subtiende un angulo central de 2 6. g \

a S a=55mmy b= 25mm,cacular L ||
con cuatro cifras decimales. \

b) Al reducir lalongitud de lacuerda 2-a sin / rea

cambiar %
lalongitud del arco L cambiaralacurvaturade

la
cornea. Aproxime b con 4 cifrasdecimaess a

secambiaa 5.4-mm

5. Un objeto de cierto peso w se suspende
verticalmente de un resorte y mediante un impulso §
inicial, se pone a oscilar haciaarribay hacia abajo L
de su posicién de equilibrio. posicion i N
En ausenciade friccion, laposicion vertical y del masalta
objeto respecto a su posicion de equilibrio cambia posicion -
con el tiempo t. Supdnga que y esta dada por : de equilibrio

y = —3-sen(8-t) — 4-cos(s-t)

posicion —+ ? —

mas baja
ol

transforme la ecuacion alaforma:
y= Asen(B-t-C)

e identifique laamplitud A , el periodo T y lafase ¢ de éste movimiento oscilatorio.
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6. Cierto generador de corriente eléctrica alterna produce unaintensidad de corriente | variable
con el tiempo t dada por la ecuacion :
| = 50-sen| 120- 7+ (t — 0.001) |
donde t se mide en segundos.
Encuentre el valor positivo més pequefio de t parael cua laintensidad de corriente eléctrica
esl| =40

7. Supponga que dos ondas sonoras se describen con las ecuaciones :
y, = 0.6-cos(184- 7:t) y y, = —0.6-cos( 208 7-t)

Si se emiten ambos sonidos de manera simultanea, se producira unaonda resultante y; + vy,
gue tiene unafrecuencia de interferencia . Calcular dichafrecuencia.

8. Un puente de arco circular con unalongitud
de arco de 36-m, salvaun claro derio de
32-m de ancho.

Determine con una precision de dos cifras
decimales el radio del arco circular y su

atura h por encimadel aguaen el centro del
puente.
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Respuestas EJERCICIO 11.4

1. @ cos(x—7) = #
pero cos(x— 7z) = cos(x)-cos( 7z) + sen(x)-sen(zz) = cos(X)-(—1) + sen(x)-(0) = —cos(x)
—+n2z
por |o tanto: —COS(7Z') = # implicaque x =
7 nor
1T iﬁ %.”
cos\x-7) ’ i
-\ —ll\.ﬂ\ i / 212 \ /85
. :

b) sec(x)-csc(X) — 2-csc(x) = csc(X)-(sec(X) —2) = 0
y dado que csc(x) = 0 esimposible, entonces de sec(x) = 2 seobtiene que:

4T | !
\ | 2 e
Z+nerx 2
y = sec(x) \/ , . VK.
57 oo 2 -3.14 -0.79 157 393 | 628
.............. \ ot i m i
-4+ I !
X

C) z-senz-(x) +3sen(X) +1= (2:sen(xX) +1)-(sen(X) +1) = 0

. -1 7w 117
implicaque: 2-sen(x)+1=0 —> sen(x):7 X = PR

sen(x)+1=0 —> sen(X) = -1 —> X=

T

N w

por lo tanto :
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d) Usando laidentidad pitagérica csc’(X) = 1 + cot’(X) , laecuacion algebréica queda como :

1+ cot’(x) = (1++3) — (1 —1/3)-cot (%)
y llamando u = cot (x) se obtiene laecuacion cuadrdtica: u” + (1 —+/3)-u—1/3 = 0 cuya
solucion es:

-1 T 37T 1w I%
cot(X) = u= — XZE’_’_’_
3

T T T 1
1.5\ 3.14 4.71 6.28

[(Crene) (Zene) (22000 (2200

L 1
€) Sepuede escribir como: 2-sen(x)-cos(x) = 3 , esdecir
1 T 57 T 57
sen(2x) == —— 2X=—,— —> X=|—,—
2 6 6 12 12
1T I
M
sin(2-x) ;LL \
i 0 : : 1. .14
2 | |
_1__ | |
X

y lasolucion general es por lo tanto :

= [(Z s (22
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f) De: tan(a+p) = tan(a) + tan(/3) tan(x N fj _ tan(x) +1

1-— tan( a)-tan(ﬂ) 1 — tan(x)
tan( @) — tan(ﬂ) tan(x— iz) _tan(x) -1
1+ tan( a) .tan( ,6') -

4 1+ tan(x)
. _ ( 72') ( ﬂj _tan(x)+1 tan(x) -1 _ {1+tan2(x)}
asique : tan{x+—|—tan|x——|= - = 2| ———=
4 4 1—tan(x) 1+ tan(x) 1 - tan’(X)

y - tan(a—,b’) =

y laecuacion trigonométrica se trasformaen :

2
1+ tan"(X 1
2 —2() =4 — 3tan () =1 — tan(x) = —
1—tan"(x) V3
N Y 4 |
queimplica x = —,— 7T
6 6 P
De ésta manera, la solucion general tan(x)
es: 1 /
\/5 ...... T157 2. } 471
—+ N i
X =
77T |
—+nrz
6

g) Factorizando :
sen’-(3-X) — sen’- () = (sen(3-X) — sen(x))-(sen(3-x) + sen(x)) = o

y usando laidentidad sen(3-x) = sen(2x+ X) = sen(2-x)-cos(x) + sen(x)-cos(2-X)
junto con sen(2-x) = 2-sen(x)-cos(x) ; cos(2-x) = 2-cosz(x) —1 seobtieneque:
sen(3-x) - sen(x) = 0 — 2-sen(x)-(2-cos()?-1) = 0 —> x= o,ﬂ,g,S'Tﬁ
0
sen(3-x) +sen(x) = 0 — 4-sin(x)-cos(x)2 =0 —> X= 0,72,?,37”
De ésta manera, la solucion general es:

cfon () () () () 1]
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2-sen(x) _ cos(X)

tan(x) =
cos(X) cos(X)

esto es; X = arctan(i\ = 0.4636
\2)

N

-1

b) Haciendo sen(x) = u laecuaciénqueda: 2-U°+u-1=0 — u=sen(x) = | 1
2
(.7
arcsenf = | = —
\2) 6
estoes. x=
3
arcsen(-1) = —~
3— 2
) sen(x-2) <
sin(x-2)
2 ;
Solucién: —1.504 < x < 1.828 (B_Xj
2
.
fx— 3
d) cos(x) = —
0.5T
Solucion: x = 3.952 0

3. El &easombreada esladiferenciaentre el areadel sector

circular: A, = %-Q-RZ y ¢l areade dostriangulos

a2
rectngulos A, = 2~(§~X-y} = Xy= R.cos(g)R.sen(_fj ’

estoes:

A=A A, = %-Q-RZ— Rz-cos(gj-sen(gj

y delaidentidad :
) (X) (X)
= 2-sen| — |-cos| —
2 2

N | X

sen(x) = sen(z-
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1

\ R R
Z-H-sz—?-sen(ﬁ) = 7-(6—sen(¢9)) y queda demostrado.

sededuceque: A= (
2-A
R (8:m)
y usando una graficadora, la solucién aproximadaes: 6= 2.267-rad

_ {(5.5-mm)2+(2.5-mm)2}‘arcsen[ ,._(55)-(25) }
2.5-mm (5.5)° + (2.5)°
= 14.60-mm:(0.85325)

= 12.4575-mm

Calculando @ : sen(0) = 6-— esdtoes: sen(6) = 6-———~ = 6->

4. En € diagramamostrado ala derecha, si la cérneatiene una
longitud circular L entonces. . . &
L=R(2:6) R \
al \
por lo cual esnecesario calcular primero R y 6 entérminos P
delaslongitudes conocidas a y b. b
Por el teorema de Pitégoras:
a+b’ /f
R = (R—b)2+a2 — R=
2-b
a a b-a
y sen(H):—: —> @ = arcsen
R (b2+a2) a + b2
2-b
2 2
demodoque: L=2R6@ = a+b -arcsen 2ba
b a+b
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Si ahoraladistancia b esunavariable x , se puede escribir :

2 2
a +Xx 2-X-a L-X 2-X-a
L= -arcsen esto es = arcsen
X 2 2 2 2 2 2
a +X a +X a +X
L-x 2-X-a
sen =
2 2 2 2
a +X a +X

demaneraque con L = 12.4575-mm Y a= 5.4-mm , éstaecuacion se resuelve gréficamente,
obteniéndose: x = 2.65 . Cambiando asi la curvaturade la cérnea

) R
e
T
|
sin 2, .2 ‘
a+x :
05T :
2-xa ‘
|
a+x’ :
|
______________ ‘
|
|
|
| - : : } t } } }
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

5. Si secomparan las expresiones :

y = —3-sen(8-t) — 4-cos(s-t)
y= Asen(B-t+C) = A-(sen(B-t)-cos(C) + sen(C)-cos(B-t))

se deduce que :
-3 = A-cos(C) y Bt=8t — B=38
-4 = A-sen(C)
asi que sumando los cuadrados de éstas ecuaciones simulténeas se obtiene.. . .

(-3)° + (-4)> = A2 cof(C) +ser®(C) | —> A=\8o+16=5

gue es laamplitud de las oscilaciones.

Dividéndolas. . .
A C — — —
ﬂ S SN tan(C) = - —> C= arctan[—ﬂ = —m+0.9273
A-cos(C) -3 -3 \-3)

que es ladiferenciade fase.
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De éste modo la posicion vertical 'y del objeto en movimiento oscilatorio se describe por :

5-sen| 8-t + (-7 +0.9273) |

—7T+ 0.9273
s o1+ 1092

5-sen[8-(t — 0.2768)]

y = —3-sen(8-t) — 4-cos(8-t)

Se concluye que:
a) lafrecuenciaangulares w = 8 (8 vecesladelafuncion sen(t))

b) eIperiodoesT:z'_:_:_
w 8 4

-7+ 0.9273

c) lafasees: p= ——————— = —0.2768 (lafuncion sen(s-t) desplazada

8

haciala derechaladistancia 0.2768 , como se muestra en la siguiente gréfica

5-sSin[8-(X—0.2768)]

6. 40 = 50-sen 120-7-(t — 0.001) | —> 2 = Sen{lzo-ﬂ'-(t — iﬂ

5 1000
4 1 1 4 1
— arcsen[—\ = 120-7[-[t - ) t= -arcsen[—\ + —
\'5) \" 1000/ 120-7 \'5) " 1000
. 0.9273
y el instante buscado es: t = +0.001 = 0.0035
120-77
. . 2-7T 1
Frecuencia: @ = 120-7 = 377-Hz ,Periodo: T = — = 0 Fase: 0.001 derecha
)
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PN 1
0_4\%0'2: \ éi_‘_n (V/
[ 120- 77-(t-0.001) // \\ / /
e . ; Moz /.
.............. /
! \/ 1

Amplitud 0.6
7. h(t) := 0.6-cos(184-7-t) tiene: | frecuencia 184-7

fase 0

Amplitud 0.6
g(t) := —0.6-cos(208- 7-t) tiene: | frecuencia 2087

fase -7

y lasumadelasondases: f(t) := h(t) + g(t)

Usando laidentidad suma-producto:

cos(6) — cos(¢) = —Z-w(y). sen(e_ ¢j

resulta:

0.6-cos(184-7:t) — 0.6-cos(208- 7t) = 0.6-(—2-sen(184 er 208~7z-t)~sen(184 ; 208 ﬂt))

= —1.2-sen(196-77-t)-sen| (-12)- 7t |
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pero sen| (—12)-z-t] = —sen(12- 7-t) y se obtiene::
f(t) = (1.2-sen(12- 7-t))-sen(196- 7-t)

lacua se puede interpretar como lafuncion seno sen(196-7r-t) que tiene una amplitud variable
en el tiempo 1.2-sen(12-7z-t) gue oscila con unafrecuencia 12- 7 y tiene un periodo de

2-7T 1 . . . . . .
— = p ; Sin embargo, laamplitud y lafuncién se repetiran exactamente para un intervalo
127
que sea el inverso del maximo comun divisor de las frecuencias, es decir
1 1 . .
T=——"——— == comosemuestraen lafiguraanterior.

mcm(12,196) 4

8. Silalongitud del arco del puentees L y e claro de T

rio que cubre es a, entonces. . . W\

L=R(26) 'y sen(6)= E):i

por lo tanto : sen(&):%-e estoes sen(6) =

Asi que representando 13T :
gréficamente las funciones de 0.83
g: 1

-0

© | o

Y1 = Sen(ﬁ) v Yo =

0.4T

se obtiene una solucién grafica
aproximada, como seilustraen 0 05
lafiguradeladerecha.

0 = 0.83-rad T

a 32-m
Porlotanto: R = = = 21.682-m

2sen(6)  2-sen(0.83)

h=R- R-cos(e) = R-(l—cos( 6)) = 21.682-m-(1 — cos(0.83)) = 7.05-m
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2.7 Triangulosno rectanqulos.

Aungue las funciones trigonométricas quedan definidas solo paralos triangul os rectangul os ,
es posible hallar relaciones muy Ultiles entre los lados de los triangul os que no tienen un
angulo recto .

En genera untriangulo tiene 6 partes : tresladosy tres angulos, por eso una pregunta natural
€S

¢Cual esla menor cantidad de informacion que es necesario conocer de un triangulo
cualquiera para determinar todas sus partes faltantes ?

Calcular o determinar los lados y &ngul os restantes de cualquier tridngulo a partir de saber
cuanto valen algunos de sus lados 6 angulos se llamaresolver e triangulo.

Representando en general por A aunanguloy L aunlado deun tridngulo, lasleyes que

derivaremos enseguida ( Ley delos senosy Ley de |os cosenos ), nos permiten como veremos,
resolver un tridngulo con lainformacion minima en los siguientes casos :

LLL : (sedanlostreslados del triangulo)

Ley delos cosenos LAL : (sedandosladosy e angulo incluido entre ellos)

LLA : (sedan dosladosy un angulo que no sea € incluido entre ellos)
ALA 0 AAL : (sedan dos angulosy cualquier lado)

Ley de los senos

Por convencion, se acostumbra denotar alos angulos de un tridngulo dado con las letras
mayuUsculas A, B y C Yy aloslados opuestos a esos angulos con las letras minasculas

correspondientes a, b y ¢ respectivamente.

2.8 Ley de Senos.

C
En el triangulo ABC mostrado ala derecha, consideremos que
h es es segmento perpendicular a lado ¢ b a
Entonces, aplicando la definicion de lafuncidn seno paralos
triangul o rectangul os correspondientes se obtiene :
h h B
sen(A) = — ; sen(B) = —
(A) b (B) " c
A
y substituyendo h = b-sen(A) de laprimera ecuacion en la segunda, queda:
. A B A
sen(B) = A eto 6 sen(B) _ sen(A) ")

b a
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C
Por otra parte, si en el mismo triangulo se considera el
segmento H perpendicular a lado b, también es cierto que: ) a
sen(C) = H ; sen(A) = H B
a c
Cc
A
substituyendo H = a-sen(C) de laprimera ecuacion en la segunda, queda :
. A
sen(p) = 20O 1o e sen(A) _ sen(C) %)
C a c
De éstos dos resultados (*) y (**) finamente se puede concluir que:
sen(A sen(B sen(C
(A) _ sen(B) _ sen(C) (8)

a b C

Estarelacion esllamada ™ Ley de Senos ™ , es vdlida paratodo triangulo (incluyendo los

rectangulos)
y se puede escribir también en las formas equivalentes :

a _ b _ C (8)
sen(A)  sen(B)  sen(C) a
o también
a _ sen(A) . ¢ _ sen(C) b _ sen(B) (8)
b  sen(B) ' a sen(A) c sen(C) b
esdecir . ..

En todo tridangulo, la razdn de dos lados cualesquiera esigual alarazon
de los senos de | os angul os opuestos a esos lados

Ejemplo 27. Un posteinclinado 8° respecto alavertical proyecta una sombra sobre un piso
horizontal de 7 metros de longitud cuando es Sol estda 63° sobre el horizonte.

¢Cuénto vale eslalongitud c del poste ?
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Solucion :

Representado en lafigura de la derecha, €l
angulo A vale 98° y por consiguiente el
angulo B vale:

180° - 63°—98° =19°

(dado que la sumade los angulos
interiores de todo triangulo es 180° )

C b

Por la Ley de Senos aplicada a este tridngulo se deduce que : =
sen(C)  sen(B)

esdecir . ..
c _7'm
sen(63°)  sen(19°)

de donde se obtiene que el lado ¢ del triangulo mide:

que es lalongitud buscada del poste.

suel 0.

Ejemplo 28. Un globo meteoroldgico flotaen e aire exactamente en € plano vertical que une

dos observatorios A y B , los cuales estan separadas entre si una distanciade
4.8-km sobre un terreno plano horizontal.

Cuando €l globo se observa desde éstos dos puntos, |os angulos de elevacion son
ZB=6323 y LA=43°32 . Determinar ladtura h del globo sobre el

Solucion :

Se conocen dos angulos del triangulo ABC c
por lo tanto el tercer angulo vale:

ZC=(n-ZA-2B) b a
= 180°-43°32' - 63°23 = 73°05' A B
Aplicando laLey de Senos se obtiene por ¢

giemplo lalongitud del lado b . . .

c b b= o N6

sen(C) - sen(B) sen(C)
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por lo tanto de sen(A) = —E ylaaltura hes :

(c- Sen(B)j-sen(A)

h = b-sen(A) (O

sen(63-°-23-7)-sen(43-°-32:")
sen(73°-05")

(4800-m)-

3089-m = 3.089-km

Ejemplo 29. Se desea construir un puente através
de un lago como seindicaen la
figura de la derecha
Ladistanciaentrelos puntosAy B
es 100 metros . ¢Cud debe ser la
longitud BC del puente ?

Solucion: Elangulo A vale: LA = 74°-28° = 46°
Por o tanto, prolongando lalinea AB por el punto B , es evidente que el angulo B
del triangulo ABC vale:
Z B =180°- 74° - 40° = 66°

en consecuencia, el angulo C vale:

£ZC =n-ZA-2ZB = 180°-46° - 66° = 68°

Aplicando laLey de Senos a triangulo ABC se obtiene : c -_12
sen(C)  sen(A)

y ladistancia a vale:

sen(A sen(4
a= C-J = 100.m).

sen(C) sen(68°)

Ejemplo 30. En un motor de combustion interna, unabielade largo a = 11.5-cm seuneaun
pistén que se mueve dentro de un cilindro. El otro extremo de la biela se articula
aun mufion de ciguefal que giraen un circulo de radio b = 6.35-cm como se
ilustraen lasiguiente figura.
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cuando

¢A qué distanciadel centro
del ciguefial estalabase del

piston (distancia d )

HL0ntg

labielaformaun angulo de
9° con lalineacentral ?
( hay dos posibles
respuestas )

/ o o |
& ‘

|

[LI1LLLL

M

‘ d i

Solucion : Esteesel caso LLA paralaley de Senos.

L as dos posiciones posibles para las cuales lalongitud a formaun dngulo £6 =
9 con lalinea central, se ilustran enseguida:

a oy b
o / o
d
Delaley de Senos: senéé’) = ser:j(y) sesigueque: d = (zgg))jb
sen(6) _ sen(a) _ _ _(a
= sesigueque: sen(a) = (Ejsen(e)

y o= arcsen(%sen(é’)

Dadoque y = 7—(6+ o) setienetambién que:

sen(y) = sen[ 7—(6+ )] = sen(6+ a)

por |o tanto:
_ sen(¢9+ a). _ sen(e)-cos(a)+sen(a)-cos(0) .
-2 e =0 Jo
a cos(e)
= cos(a)+sen( )sen(e))b

obteniéndose finamente: d = b cos( a) +a cos( 0)
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Expresion que evidentemente es correcta
como se puede apreciar si €l tridngulo
anterior se divide en dos tridngulos
rectangulosy se aplicaladefinicion de
lafuncion coseno .

Caculandoa: o= arcsen(%-sen(ﬁ)j = arcsen(ll's'cm-sen(w))

0.2872 16.46°
7T — 0.2872 163.54°
Calculando entonces ladistancia d resulta:

16.46°
d = (6.35-cm) x cos(( D + (11.5-cm) x cos(9°)

163.54°

17.45-cm
5.27-cm

2.9 Ley deCosenos.

Si s0lo se conocen las longitudes de los tres lados de un tridngul o oblicuo o dos de sus lados
y el angulo entre éllos, la Ley de Senos es insuficiente para determinar las demés cantidades
del tridngulo.

LaLey de Cosenos se aplica en tales casos. Deduzcamodla. . .

Consideremos € triangulo oblicuo ABC de lados
a, b y ccomod ilustrado en lafiguradela
derecha, en el cual lalinea CP es perpendicular
a lado AB pero ademéas x e y son laslongitudes
delossegmentos AP y CP respectivamente.

Apliquemos al triangulo recto PCB €l teoremade
Pitdgoras. . .

(c8)" = (cp)"+ (B)’
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esdecir :
2 2 2
a=y +(c-x

pero por definicion: sen(A) = % ; Cos(A) = — , asl que substituyendo x , y en laecuacion

ol x

anterior se obtiene. . .
a’ = (b-sen(A))’ + (c - b-cos(A))
y desarrollando y agrupando términos queda. . .
a = bz‘senz.(A) +¢—2cC b-cos(A) + bz-cosz-(A)
a = bz-[senz-(A) + cosz-(A)] +¢ - 2-C-b-cos(A)
pero sen’-(A) + cos-(A) = 1 asi que:
&=+ -2c b-cos(A) (9)

Si en ésta deduccion, en lugar de la perpendicular al lado AB se hubieran considerado las
lineas perpendiculares alos lados BC y CA se habrian obtenido las relaciones :

B=a+c - 2-a-C-cos(B) (9,)

c=ar b2 b-cos(C) (%)

LaLey de Cosenos queda entonces expresada en palabras como . . .

e Entodo tridngulo, € cuadrado del lado opuesto a un angulo esigual
ala suma de los cuadrados de |os otros dos |ados menos el doble
producto de esos otros lados por el coseno del angulo entre ellos

Luego entonces, si se conocen los tres lados de un tridngulo, mediante la Ley de Cosenos
podemos calcular sus angulos.

Notemos que s el angulo dado entre los dos lados del tridngulo es recto, entonces cos(90°) = 1
ylaLey deCosenos: ¢ = & + b’ —2-a-b-cos(C) sereducea:

2 2 2
c=a-+b

el Teorema de Pitagoras. Es decir, éste teorema es un caso especial de la Ley de Cosenos.
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Ejemplo 31. Sedeseaconstruir un tlnel recto através
de una montafia .
Desde un punto C un topografo
determina
lasdistancias: a=5630m.,b=6725m.
y e angulo ZC=75° .
¢Cuadl serdlalonguitud del tanel ?.

C

Solucion : Se conocen los dos lados de un tridngulo y € angulo entre ellos (caso LAL) , asi
que aplicando laLey de Cosenos ¢ = & + b’ — 2-a-b- cos(C) resulta:

¢ = /(5630-m)? + (6725-m)? — 2:(5630- m)- (6725 m)- cos(75- deg)

2 2 2
\/31696900-m + 45225625-m" — 75723500- M- COS(75-deg)

\/[ 76922525 — 75723500~(o.258819)]-m2 = 4/57323844.45-m

7571.25-m

Ejemplo 32. Latorreinclinada de Pisatiene unalongitud
L = 54.5-m ; Sin embargo, aunadistancia
horizontal d = 30.5-m medida desde el
centro de labase de latorre, ladistanciaa
lacimadelatorrees a= 60-m.
Determinar ladistancia horizontal x de
inclinacion de latorre respecto alavertical .

Solucion:  Esclaro que cos(¢) = — ,porloque x = L-cos(¢),poresoapartir delaLey

X
L

de Cosenos: a’ = L”+d” —2-L-d-cos(¢) resulta:

L°+d°-a

L-cos(¢) = d
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esdecir :

x= Lcos(g) = (54.5-m)° + (30.5-m)° — (60-m)°
2:(30.5:m)

2970.25-1M° + 930.25-M° — 3600- M’
= = 4.92.m

(61.0-m)

horizonte

Ejemplo 33. Un satélite Sque giraarededor de la
Tierraen unaorbitacircular, es
detectado por una estacion de rastreo T.
Ladistancia Tierra-Satélite TS
determinada por €l radar esde 1664 km
y el &ngulo de elevacion por arriba del

horizonteesde 4 = 32.4° .

¢A qué dturaestael satélite arribade la
Tierraen ese momento ? ( El radio

terrestrees R = 6380-km)

Solucion :  Laaltura h del satélite por encimadelaTierraes:
h= 0S-R
donde la distancia O_S secalculaapartir delaLey de Cosenos:

(08)2 =R+ (T_S)2 - 2-R-(T_S)-cos(¢))

Dado que €l radio delaTierraes perpendicular alalineadel horizonte, entonces el
angulo o = £ OTS vae 90° + & , por eso. ..

O_S = \/R2 + (T_S)2 -2 R-(T_S)-cos(90° + 49)

= |/(6380-km)® + (1664-km)? — 2-(6380-kmm)- (1664-km)- cos(122.4°)

= /40704400-km’ + 2768896-km’ — 21232640-km”- (~0.5358)

= [43473296-km’ + 11376448.512-km’ = 7406-km

h = 7406-km - 6380-km = 1026-km
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EJERCICIO I1.5

1. Dos barcos dejan un puerto alas 9 A.M. , dirigiéndose uno de ellos a53° a Oeste del Norte a
unavelocidad de 12 km/h , mientras que el otro sedirigea 67° a Oestedel Sur a 16 km/h.
¢Cudl serdladistancia entre ellos parael mediodia? .

2. Sedeseainstalar unaantena de torre vertical de
altura h = 100-m de largo sobre una colina que
tiene una pendiente de 30° .

Calcular lalongitud de los alambres que la
sostendran si éstos se deben atar sobre lacolina a

unadistancia d = 75-m aambos lados de |a base
delaantena. .

3. Enunmapahecho aescaa, laciudad A quedaa 7.cm delaciudad B . Laciudad C quedaa

10.75-cm. delaciduad A y el angulo entre las direcciones AB y AC es 37° .
Si enlaescaladel mapaindica 1: 1200 000, determinar ladistanciaentrelasciudades B y C

4. Un dpinista se dirige hacia una montafia caminando sobre una pradera horizontal que estaa
2000-m sobre el nivel del mar y nota que el &ngulo de elevacion hastalacimaes 25° . Después

de caminar 3-km sobre la pradera haciala montafia, observa que el angulo de elevacion alacima
aumenté a 43° . Determinar la altura de la montafia sobre el nivel del mar.

5. Unavién vueladesde un punto P con unarapidez de seso-k—rr]n enladireccion 20° a Oeste del

Sur durante 4 horasy entonces cambia su rumbo a 80° a Oeste del Sur moviéndose ahora con
. ki L : :
unarapidez de 640-Tm durante 5 horas. ¢A qué distancia se encuentra del punto de partida en

ese momento?

6. Unaseccion transversal de lacorneade un ojo
humano, es un arco circular, como se muesta
en lafigura de la derecha.

Lalongitud delacuerda C es 11.8-mm Yy €
angulo central @ vale 98.9°

Encuentre el valor del radio R y longitud s
del arco dela cérnea.
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7. Lasorbitas solaresdelaTierray de Venus son
aproximadamente circularesy sus radios valen
Ry = 1.495x 10%km y R, = 1.085x 10%-km
respectivamente.
Se enviauna sefial deradio aVenusdesde laTierra
cuando & angulo STV =0 esde 18° 40’

¢En cuanto tiempo llegarala sefial aVenus ? ( hay dos
posibles respuestas)

B
8. Lalongitud de los lados de un solido 0 P
2.8cm

rectangular son como se indican en lafigura
de laderecha.

Calcular losangulos «~ CAB y « ADE 4.3cm 8.1cm

9. Paraencontrar lalongitud de un lago pequefio, un
topografo midio e &ngulo « ABC de 96° siendo las

distancias AC= 91-m y BC=71-m.

¢Cuéanto vale e ancho del 1ago aproximadamente ?

y A
10. El punto A tienecoordenadas (3,6) Yy €l punto __ A
Btiene coordenadas (7,4) . Hallar lamedida del 1
angulo @ B
i 0
ol X
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N
11. Unsubmarino Sutiliza el sonar para determinar gue un A
barco B estda 5.4-km a Estey vigaen linearectaa 16 370
kmvh en unadireccion a 37° a Este del Norte.
Si lavelocidad maximadel submarino es 28.8 kmvh, ¢en

gué direccion debe vigiar parainterceptar a barco en €l S a /|B
menor tiempo posible y cuanto tiempo tardard en hacerlo ? ’

12. Dos observadores que estan a 2-km de distanciaentre si , miran un objeto volador no

identificado (ovni ) que flota sobre un pequefio pueblo entre ellos. Los observadoes estén auna
misma alturay los angulos de elevacion haciael ovni son 28° y 46° respectivamente. ¢A qué
altura sobre los observadores vuela el ovni ?

13. Desde un barco que vigiaa 20 knvh
paralelamente ala orilla de la playa,
se determina que la direccion hacia
un objeto fijoen laorillaes 75° y
10 minutos después es 69° .

¢ A quédistanciadelaorillaestae
barco ?
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Respuestas Ejercicio 11.5

1. Despuésde 3 horas de vigie a velocidad constante, |os N
barcos Ay B han recorrido las distancias : A A
53°
km a
a=|12.— |-(3-h) = 36-km X
h O 0 > E
b
67°
b= (16-@)-(3.h) = 48-km
h B
S

respectivamente

Ademas, el angulo entre sus direccioneses ¢ = 180° — (53° + 67°) = 60° , asi que ladistancia x
buscada es lalongitud del tercer lado del triangulo OAB , la cual se calculade laley de cosenos:

X = \/a2 +b - 2-a~b-cos(¢9)

= |/(36-km)? + (48-km)® — 2 (36-km)-(48-km)-cos(60°) = 43.27-km

2. delaconstruccion ilustrada ala derecha, se deduce
que las longitudes buscadas son los lados x e y de

lostriangulos ADB y DCB respectivamente, para
los cuales se conocen doslados ( hy d )y €
angulo entreellos ( 120°y 60° ).

Por laley de cosenos, dichos lados valen :

x = o + h? — 2.d-h-cos(120°) = /752 + 100° — 2-(75)-(100)-C0S(120°)-m = 152.1-m

y = d® + h? - 2.d-h-cos(60°) = +/752 + 1002 — 2-(75)-(100)-COS(60°)-M = 90.14-m
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3. Ladistanciabuscadaeslalongitud del lado x en el triangulo ABC
ilustrado ala derecha.

Por laley de cosenos, eselado vale:

X = \/c2 +b° - 2-C-b-cos(120°)

= J(7-cm)? + (10.75-cm)? — 2-(7-cm)-(10.75-cm)-C0S(37°) = 6.66-CM
y dado que laescaladel dibujoes1: 1200000, ladistanciareal entrelasciudades Cy Bes:
(6.67-cm)-(1200000) = 8.004 x 10°%-cm = 80-km

4. Aplicando laley de senos al tridngulo ABC
Se obtiene:

D) =

y en €l triangulo BCD , lamismaley queda:

b h A B
2 = -~
@ e = " ¢
_h
Entonces, substituyendo b delaec. (2) enlaec. (1) resulta: senl ) -_Z y
sen(a)  sen(6)

resolviendo para h queda:

sen(a)-sen(p) _ sen(e)-sen(/)

h = = .
) sen(f— )
_ 3.km.(sen<zs°>-sen<43°>j
sen(43° — 25°)
= 2.7981-km

Asi quelaaltura delamontafia sobre €l nivel del maraes: 2000m+ 2798-m = 4798-m
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5. Despuésdevigar avelocidad constante, |as distancias que X
ha recorrido el avion son : o P E
a= (seo-k—:)@-h) = 2240-km a 5
y b ~7A
P N
b= (16-k—rr]n)(3.h) =300km %0 j &
S

El angulo entre sus direccioneses 9 = 180° — (60°) = 120° , asi que ladistancia PP" buscada
eslalongitud del tercer lado del triangulo PAP' , lacual se calculadelaley de cosenos:

x = a + b’ - 2-a-b-cos( 6)

= \/(2240-km)2 + (3200-km)2 — 2-(2240-km)-(3200-km)-cos(120°) = 4735.57-km

6. Usando laley de senos setiene:
c __R R
sen(6) sen(a) s a

pero (6+2-c) = 7 demodo que ... |
c R R "R

=7 8 {3

Resolviendo para R queda. ..

c 1
C. C. —o0
=0 e(feds) (g
2-sen| — |-cos| — sen| —
2 2 2
11.8-mm 1 1
: = 59MM————— = 7.765-mm
2 (98.9") sen(49.45°)
N

. , T
y asl, €l arcodelacorneavale. .. s= R0 = (7.765~mm)-(98.9°-—0) = 13.403-mm
180

Pedro Ferreira Herrején

85




Trigonometria

7. Ladistancia d entrelaTierray Venus se obtiene a
partir delaley de senos aplicada a triangulo STV . . .

Ry = \/( Rr)® +d” - 2-Ry-d-cos( 6)

esdecir . ..

d® - (2:Rr-cos( 6))-d +[(RT)2 - (RV)Z] =0

que es una ecuacion cuadréticaen d delaforma A-d” + B-d + C = 0 cuyasolucion general es:

4= —B+yB’+4AC

2-A

(2-Ry-cos(6)) +\/(2-RT-cos( 0))” - 4-(1)-[(RT)2 = (RV)Z]

2

d = Ry-cos( 6) +\/(RV)2 ~ (Ry)*-sen’-(0)

2
= [(1.495 x 108)-c0s(18.67°) + \/(1.085 x 108)” — 1.495 x 108-sen2-(18.67°)]-km

= 25013 x 10%-km
Cuando se considera el signo negativo del radical resulta:

d = 3.3133x 10"-km (aproximadamente un octavo de la distancia anterior).

Dado que lavelocidad de las ondas de radio eslavelocidad de laluz en el vacio ¢ = 3x 108-£,
Seg

el tiempo pedido vale. . .

t=— = = 833.77-Seg = 13-min-53.4-Seg

g M
3X10%—
Seg

d 25013x% 108-km
c

0 bién
t=_ = = 110.44-Seg = 1-min-50.4-Seg

g M
3X107-—
Seg

d 3.3133x10"-km
c
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8. LasdiagonalesCA, AB y BC tienen laslongitudes dadas por €l teorema de Pitagoras. . .

CA=/(43-cm)* + (8.1-cm)® = 9.17-cm

AB = y/(2.8-cm)? + (8.1-cm)° = 8.57-cm

BC = /(43-cm)’ + (2.8-cm)° = 4.96-cm

asi que aplicando laley de cosenos al triangulo ABC . ..
BC” = AB’ + AC* — 2(AB)-(AC)-cos(6) ;

cosl 0) = (AB? + CA?) - BC _ 85749477 -406" _
2-(AB)-(CA) 2-(8.57)(9.17) '

y por lo tanto, el angulo « CAB vale 6= arccos(0.8458) =32° 14.53.

Por un procedimiento similar, se encuentraque el angulo ~ ADE vale: 26° 38.7

9.  AB=/(AC)+ (CB)® - 2-(AC)-(CB)-cos(96°)

J(O1-m)? + (71-m)? - 2-(91-m)-(71-m)-cos(96°)

121.13-m

vy A
10. Laslongitudes del triangulo OAB son I
A
OA = (x1)2+(y1)2 = /3°+6%° = /15 [ 5
OB = /(%) +(y2)* = V7*+4° = \f65 /o
AB = \/(Xz_xl)2+(Y2_Y1)2 . 1, >

= V(79" +(4-0)" = 245 o X

Despejando el angulo ¢ delaley de cosenos AB? = 1/OA? + OB’ — 2.0A OB-cos(6) resulta. ..

OA’ + OB - AB® | _ 45+65-20 | _ .
@ = arc-co = arccco§ ————— | = 33.69
2:(0A)-(OB) 2-(1/45)-(\/65)
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11. Silavelocidad del barcoes u = 16-k—rr]n y B' essu

posicion final en el momento de ser alcanzado por
el submarino después de un transcurrido un tiempo

t , entonces habra vigjado la distancia
BB =ut="b.

En ese mismo tiempo el submarino, viajando alavelocidad v = 28.8-k—r:n , habrarecorrido la

distancia SB" = x = v-t y dado queladistancia SB es a = 5.4-km, se aplica entonces laley

de cosenosal triangulo SBB' : X’ = a’+ b’ —2-ab-cos(6) esdecir:
(v-t)2 =a+ (u-t)2 —2-a-(u-t)-cos(180° — 53°)

(V = )£ + 2-au-cos(127-°)-t - & = 0

(28.8-k—:1) = (16-k—:]) }2 + [2-(5.4-km)-(16-k—:)-(—0.6018)}-'[ — (5.4-km)’ =0

kl’n2 2 km2 2
573.44- — 1+ —103.991-T ‘t—29.16-km™ =0
h

Resolviendo ésta ecuacion cuadréticapara t resulta: t = 0.3337-h = 20-min

12. Delafiguramostrada aladerecha, es evidente o
que:
: d
tan(z8) = ® - | w
A — - B
tan(46°) = 2 @ 2 ]

asi que substituyendo x de laecuacion (2) en laecuacion (1) queda:

" y deaqui seobtiene: h= a tan(4s-°)-tan(2s-°)

(a __h J tan(46°) + tan(28°)

tan(46°)

tan(28°) =
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esdecir... h= 702.6-m

13. Ddl tridngulo rectéangulo PAC setiene obtiene :

h
X+a

tan( 6;) = (1)

-

y del triangulo rectangulo PBD se tiene obtiene

C

‘4— X—>‘<— a —»‘

tan(6,) = 2 @)

asi que substituyendo x de laecuacion (2) en laecuacion (1) queda:

h tan( 02) -tan( 01)

tan( o,

km /10

donde a= ut = 20-—-\a-h) = 333.3-m esladistanciarecorridapor el barco en 10

h
minutos.

Entonces la orilla se encuentraaladistancia. . .

tan(75°)-tan(69°)
tan(75°) — tan(69°)

h= 333.3-m~( j = 2875.4-m
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